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О СТРУКТУРЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ГРУППЫ ДОПОЛНЕНИЯ
К АЛГЕБРАИЧЕСКИМ КРИВЫМ В С2

В статье исследуется фундаментальная группа дополнения к алгеб-
раической кривой U=UDi и О. Доказывается, что Я|(Сг\/>) разлагается в
прямое произведение групп я,{С-\/Л), если для всех i и /, i*j, кривые
U, и Dj не пересекаются на бесконечности и если в окрестности любой
точки пересечения L),CL>j кривая D является дивизором с нормальными
пересечениями.

п

0. Пусть Д , ..., Dn — алгебраические кривые в С*, D = [] А, и пусть

Gi-n.fC'XD,, о)

— фундаментальные группы дополнений к кривым А в С2. Обозначим че-
рез Д замыкания кривых А в Р г и через £«,=Р 2\С 2 — бесконечно удален-
ную прямую.

Основным результатом данной работы является следующая
п

ТЕОРЕМА 1. Пусть Б = [} Д с Р 2 такая кривая, что

а) для i^i<j*^n кривые А и Д н е имеют общих компонент;
б) в каждой точке из (J ( А П Д ) кривая D локально является

дивизором с нормальными пересечениями;
в) LK П( U ( Д Л Д ) ) = 0 .

l«S><Je£n

Тогда существует такой естественный изоморфизм

пгде W Gi — прямое произведение групп G{, что проекции pt: я , ( С г \ Д о)-»

-*G( совпадают с естественными гомоморфизмами nt(C*\D, о)-*
-•"яДС'ХД, о), индуцированными вложениями С 2 \ДСС г \Д ( .

Для кривой Д с Р 2 , трансверсально пересекающейся с £ . в deg А точ-
ках, ядро естественного гомоморфизма

принадлежит центру группы С ( = я , ( С 2 \ Д ) [2] и поэтому порождается
одним элементом g{, «,eGj — обходом вокруг бесконечно удаленной пря-
мой //„с.
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С л е д с т в и е 1. Пусть D=UDt такая кривая, как в геореме 1, и пусть
транееереально пересекается с D. Тогда

пгде (#„) — циклическая подгруппа в Д G,, порожденная элементом g

Применяя теорему Лефшеца, из теоремы 1 получаем
С л е д с т в и е 2. Пусть Д , . . . , Д, — гиперповерхности в Р", не имею-

щие общих компонент, и пусть в общих точках пересечений Д П Д (1^г<
</<»,) дивизор 25=ид является дивизором с нормальными пересечения-
ми. Тогда для общей гиперплоскости ЕаР"

где CN=¥N\E, Д=ДПСЛ" и Я = и Д .
Доказательство теоремы 1 состоит из двух частей. В первой части до-

казательства, основываясь на описании образующих в л((С2\.О, о) и соот-
ношении между ними, приведенном в [1], будет показано, что в
Л!(С2\Д о) можно выбрать образующие "ii,m), Ki '^re, К/(г)=£т„ так,
что для каждого i образующие fifl, . . . , if*, "i соответствуют образующим в
Я|(С2\Д, о) и соотношения между ними те же, что и в я,(С2\О„ о). Кроме
этих соотношений в группе п, (C2\Z), о) имеется еще несколько соотноше-
ний типа: для некоторых пар образующих Yd, л>.) и Ти, )<«и э т и образующие
коммутируют между собой.

Во второй части доказательства, деформируя кривую D, будет показа-
но, что любые две образующие Чь.нь) и If», ;<»> П Р И h^h коммутируют меж-
ду собой.

Отметим, что в доказательстве гипотезы Зарисского, приведенном в [1],
условие трансверсального пересечения кривой D с Lx. является несущест-
венным, т. е. верна (см. п. 4) следующая теорема.

ТЕОРЕМА 2. Пусть Ви ..., Вп такие неприводимые кривые в Р2,
что £)=иД- является дивизором с нормальными пересечениями (т. е. все
особые точки кривой D являются простейшими двойными точками с раз-
деленными касательными), и пусть LM не проходит через особые точки
кривой D. Тогда л,(С2\/?) является свободной абелевой группой,
гкл,(С2\#)=/г.

1. Очевидно, теорему 1 достаточно доказать для случая п—2, т. е. D—
= Д и Д , где Д и Д. не имеют общих компонент и пересекаются друг
с другом трансверсально в &=deg Д-deg Д точках. Обозначим эти точки
через * „ . . . , sk. По условию теоремы 1 бесконечно удаленная прямая L»
не проходит через точки s,-, l^i^fc.

Выберем в C2=P2\Z-0O координаты zt, z2 так, что начало координат
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Пусть lo, x — действительный луч, выходящий из точки о и проходящий
через точку х^С2.

В дальнейшем будем предполагать, что начало координат о находится
в общем положении с римановой поверхностью D, т. е. выполнены сле-
дующие условия.

1°. Число точек пересечения (без учета кратности) любого луча 10, *
и D не более трех.

2°. Существует лишь конечное число лучей 1„,х, пересекающих D ров-
но в трех точках.

3°. Для почти всех точек z&D, кроме точек, принадлежащих конечно-
му числу вещественных алгебраических кривых, 1„,xf\D={x}.

4°. Для каждой точки s^Sing D пересечение lo, J\D={s}.
5°. Если луч 1О, х касается D в точке х, то /„, xf\D—{x}.
6°. Если луч 1„, х пересекает D в точках х и у, х=^у, то касательные про-

странства TXD и TyD не параллельны.

7°. Пучок комплексных прямых, проходящих через точку о, является
пучком Лефшеца, т. е. для индекса пересечения (L, D)x каждой прямой L
из пучка и кривой D в каждой точке x^DCiL выполнено:

(L,D)X^2, если х — неособая точка,

(L, О) х =ц а г , если areSing D,

где ц х — кратность особой точки х кривой D. Кроме того, прямые L из пуч-
ка, проходящие через точки x^DCiL^, пересекают трансверсально В в этих
точках, если ar^Sing D.

ЛЕММА 1. Для любой кривой Z)<=C2 существует точка оеС 2 , находя-
щаяся с D в общем положении.

Доказательство этой леммы дословно повторяет доказательство анало-
гичного утверждения в [1, пп. 7 и 8), и поэтому будет опущено.

Пусть /,(z,, 2 2 ) = 0 — уравнение кривой А 0 = 1 , 2) в выбранной систе-
ме координат и / ( z , , z 2 ) = 0 — уравнение кривой D, где / ( z ) = / , ( z ) / 2 ( z ) .

Точка z = ( z i , z2)^D называется невидимой, если для некоторого ве-
щественного t, 0 < « 1 , точка lz=(tzs, tz2) также принадлежит D, т. е. если
на луче /„, г между точками о и z лежит еще одна точка tz^D. Такую точ-
ку tz^D мы будем называть экранирующей точкой. Объединение всех эк-
ранирующих точек обозначим через SD и назовем экраном, а замыкание
множества всех невидимых точек PD обозначим через ID.

Множества
SD=SltUS22[)St2\JSu,

/ e D=/ I 1

0 U/ e

0 U/ l s °U/ 2 , e ,

где Sn и /,/ задаются неявно системой уравнений

(1)

при этом точка (z,,z2) —решение системы (1) при t<\ —принадлежит
/i/, а при / > 1 эта точка принадлежит 5„.
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Система (1) неявно в Сг задает q непрерывных кривых ^ 4 ( / ) , . . .
... ,"iQ(t)<^D, точки которых параметризованы вещественным парамет-
ром t, <>0, 1Ф\. Пусть эти кривые перенумерованы таким образом, что

ЛЕММА 2. 1) q<degD(degD-i).

3) Для любого i отображение ^ : R+\{1}-*D является гладким погру-
жением.

4) Если fi(<i)=4j(<2) при i¥=j, то t^t2.
р

»=-• 1

р
г>\ п I I С 1 I I

7) Для l^i^tp fi(t) определено при любом te>0, т. е. существует

lim Ч(({)е=С2. Более того, lim ^;(О е ^«ЛД.

Доказательство утверждений 1) —6) содержится в пп. 6.3—6.8 статьи
[1]. Утверждение 7) следует из условия 6°, наложенного на начало коор-
динат, так как если выполнено условие 6°, то кривые Dt и Dt , в С2, за-
данные уравнениями /i(z,, z 2 )=0 и f2{tzi,tz2)=0, при любом фиксирован-
ном t>0, t¥*l, пересекаются между собой трансверсально. Кроме того, эти
кривые Dt и Д . , не пересекаются между собой на бесконечности, если
этим же свойством обладают кривые Dt и Д . , — Д .

Из (1) легко видеть, что если z=fi(t) для некоторого i, то точка tz
лежит на некоторой кривой fj и tz—"{j(t~l). В дальнейшем будем считать,
что кривые занумерованы таким образом, что если z=^fi(<), то точка tz
лежит на той же кривой fi. В этом случае каждая кривая fi(t) при £*
обладает следующим свойством (см. {1, п. 6.10]):

*) если точки *(,(i)eDi (соответственно D2) при К\, то точки
(соответственно /),) при <>1. Кроме того, если [/ — достаточно маленькая
окрестность точки *=Y>(^)> т о (UC\Dj)\\i (/=1, 2) является связным мно-
жеством, где \i={z==7*(')l'^^}-

Пространство DMD распадается на связные компоненты D , , , . . . , Dt г,
D21,. . . , Д, s, где Dti<=Du Ki<r, и D2 j<=D2, K / < s . Эти компонен-
ты связности взаимно однозначно соответствуют образующим фундамен-
тальной группы Л|(С2\.О, о) в копредставлении, описанном в [1]. Напом-
ним кратко это копредставление.

Пусть ATi — действительный конус над Di 0 = 1 , 2) с вершиной в точ-
ке о, ^Л{о}=={геС2|/((<2)=0 для некоторого <e=R\{0}}, и пусть К=К,\1Кг.
Риманова поверхность D делит конус К на две части. Пусть ЕК—
— {zsC2 |/(<z)=0 для некоторого положительного £<1} — та часть, кото-
рая не содержит начала координат (тень кривой D в терминах [1]). Для
каждой связной компоненты Da<=D\ID обозначим через ^ > , j = { z e C I | 3
положительное « 1 такое, что tz<^Dij}czEK. Каждая Кц является глад-
кой двусторонней 11] действительной гиперповерхностью в С\
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Пусть £7jD={seC2|3 положительное « 1 такое, что tz^ID} —тень от
множества невидимых точек. Множества Кц=Кц\ЕШ называются стен-
ками,. Каждая стенка AT,- j является связным множеством, и если Dit „Ф

Для почти всех точек z^EID (кроме точек, лежащих на конечном чис-
ле лучей) тень ЕК локально в окрестности точки z распадается на две
гладкие гиперповерхности К' и К", пересекающиеся трансверсально вдоль
K'ClK"ciEID (такие точки z^EID мы будем называть гладкими точками
множества ЕЮ). Гиперповерхности А'\(А'ЛЛ'") и К"\(К'Г\К") распа-
даются на две связные компоненты каждая. Обозначим их через А/, К% и

кг, к2".
По определению множества ЕЮ для гладкой точки z^EID на луче /„, i

между точками о и г лежат ровно две точки а а Ь, принадлежащие D,
одна из которых (пусть это точка а) принадлежит SD, а другая точка
принадлежит Ю (см. рис. 2 в [1}). Точка а принадлежит некоторой ком-
поненте связности Dt,j, и одно из множеств А"\(А'ЛА"), К"\{К'пК")
содержится в Kiti, (пусть для определенности это А'\(А'ПА"")). Множе-
ства Ki" и К^' также принадлежат некоторым стенкам А',̂ , и Khh (быть
может, Ki:i;,—Ki,j,). Такие стенки Aj,,-,, Kilj2, Kiji3 называются смежными в
точке z^ElD. Каждая тройка смежных в точке z стенок А,-, ,-„ А',-,,-,, А^ b яв-
ляется упорядоченной тройкой, порядок на которой определяется ориента-
циями на этих стенках [1].

Пусть [а, Ь\ — отрезок, пересекающий трансверсально стенку А',, в точ-
ке zeA,, с положительной стороны (двигаясь от о к (?) и не пересекающий
ЕК в других точках. Обозначим через 1г замкнутую петлю, составленную
из отрезков [о, а\, [а,Ь] и [6, о]. Как показано в [1], для различных
z^Ktj петли Тг определяют один и тот же элемент ^ед,(C 2 \D, о). Элемен-
ты fa порождают Jif(C2\i9, о), и соотношения между ними — это соотно-
шения вида

t i ' t i ' "fi" l=ti ' (2)

для каждой правильно упорядоченной тройки смежных в некоторой точ-
ке z^EID стенок Kilh, Kiijn Kiih.

Стенки Ki j взаимно однозначно соответствуют компонентам связности
D- j<=D\ID. Поэтому в дальнейшем каждую Z), j мы отождествим с образую-
щей "f« группы л,(С2\Д о), а каждой точке z^Dtj сопоставим составленную
из отрезков замкнутую петлю Тг„ где z,^tz^Ki; для некоторого <>1
(близкого к 1). Эту петлю в дальнейшем мы будем обозначать через 1г.

Процесс разбиения множества D\1D на связные компоненты может
быть произведен в два шага. На первом шаге разобьем римановы поверх-
ности Di\Ia на связные компоненты Dt,..., Д а ( 1 ) , а затем каждую Di'\I,t
(соответственно D2'"\l2i) разобьем на связные компоненты Z>, j (соответ-

ственно D2j).
Компоненты ZV,..., А о ( " соответствуют образующим группы

я,(С1\/)„о).
ЛЕММА 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, и пусть Д,-, и D<s,

лежат в одной и той же компоненте связности А'. Тогда yi,.—Т'»-
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть точка z^DI лежит на границе, разде-
ляющей компоненты связности DtJl и Dih. Тогда z=-fr{t) для некоторого
г<р и некоторого f<l . Предположим, что для А,, и Dii: образующие уи,
и fi j, не равны между собой в гц (C2\D, о).

Пусть Г = т а х t>0, где максимум берется по тем значениям « 1 , для
которых найдется такое r*ip, что точка z=*i,(t) лежит на границе какой-
либо пары компонент Д „ и Dik, определяющих не равные между собой
элементы группы я ( (С 2 \Д о).

Покажем, что неравенство Т>0 невозможно. Действительно, во-пер-
вых, Г<1, так как по свойству *) каждая кривая Чг(О Дл« г<р П Р И зна-
чениях t, близких к 1, является границей только одной из компонент
связности.

Рассмотрим точку и=*{г(Т), Шр, лежащую на границе между Dijt и
Dih, пусть Tfij.̂ fjj,. Так как Ч(г(О локально является гладкой кривой, то
по определению числа Т через точку и должна проходить еще одна кри-
вая "fj<=//). Пусть u—"tj(x). Тогда ТФх. Упорядочим элементы множества
[Т, -с) в порядке убывания: {Т, т} = {£,, t2), где i , < i 2 < l , а кривые уг и "fj
обозначим через а((<) и а 2 (0 так, что a,(t,)=a2(t2)=u.

Так как ti¥=t2, то на луче Z0,u лежат еще две точки а ( (()-') = «> и
a2{ti~i)=v. Тогда точка w=t3v, где ti=t2~

t-tl<i, и через точки v и w про-
ходит еще одна кривая a3(t)<=IDUSD такая, что a3{t3)—v. (Конечно, кри-
вые a,(t), oc2(O, сс3(0 могут быть ветвями одной и той же некоторой кри-
вой Чг(О> r*ip.) Пусть a,(t) и а2(£) пересекаются в точке и трансверсаль-
но. Случай, когда a f ( 0 и a.z(t) касаются друг друга в точке и, рассматри-
вается аналогично, и мы его опустим. Взаимное расположение кривых
«i(t), осг(О и a3(t) изображено на рис. 1, где сплошной линией изображе-
но множество невидимых точек, а пунктирной — экран, стрелками обозна-
чено направление в сторону уменьшения параметра (.

Кривые at(t) и a2{t) в окрестности точки и делят Д (пусть это Di)
на четыре части а, Ъ, с, d. Пусть е — это связная компонента множества
D\ID, которой принадлежит точка w, и пусть в окрестности точки и кри-
вая a3(t) делит D на две части f и g.

Возможны два случая:
1) 7,(0=06,(0 и 7"=*,;
2) 7 г ( 0 = а г ( 0 и Г=г2.
В первом случае, с одной стороны, по определению числа Т имеем а=Ъ

и сФй как элементы группы n,(C2\D,о), и так как це/?, и 'Yr(Oc:^i z^S2,,
то компонента e^D2. С другой стороны, если точка v^Dt, то азСО1—^ 2US2 ь

а так как v=as(t3) и t3=t2~
lt,>T, то по определению числа Т имеем f=g

как элементы группы л,(С2\Д о). Поэтому в силу соотношений (2)

d=gmag-'n=flbf-m=c,

где то=±1 в зависимости от ориентации на тенях от компонент а, Ь, с,
d, e, f и g.

Если feZ)2, то a 2 ( ( ) c / i 2^21, а так как az(t2)=u и t2>T, то a=d и Ь—с.
Следовательно, c—d.

Во втором случае, с одной стороны, по определению числа Т Ъ—с и
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аФй как элементы группы я, (С2\ Д о). Но,
с другой стороны, а=етЪе~т, d=-emce~m в
силу соотношений (2), т. е. a=d. Лемма
доказана.

Элемент 7о.=Т'и группы я, (С2\Д о),
соответствующий компонентам Д3-, и Д,-„
лежащим в одной и той же компоненте Д\
в дальнейшем будем обозначать через уЛ

ЛЕММА 4. Пусть выполнены условия
теоремы 1, и пусть замыкание компонент
связности Д ' и Д™ содержит точку жеД П
ЛД. Тогда

Доказательство этой леммы содержит-
ся в [1, п. 6.13].

Из лемм 3 и 4 следует, что в
я,(С 2\Д о) мы можем выбрать систему
образующих if,1,. . . , •у,а<°, "{г\---,Ьат

так, что образующие f Д , . . . , ^t

ali) (£=1, 2)
взаимно однозначно соответствуют обра-
зующим группы я,(С 2\Д, о). Соотношения
между образующими у{\ . . . , ч*{1) в
я,(С 2 \Д о) те же, что и в л,(С2\Д, о).
Кроме этих соотношений имеется еще не-
сколько соотношений типа: пара образую-
щих if,'1 и ч/2 коммутирует между собой,
если замыкание компонент Д ' 1 и D2

h со-
держит точку из ДПД, и других соотно-
шений нет.

2. Чтобы завершить доказательство теоремы 1, нам надо показать, что
любые две образующие fi'1 и ^2'

! коммутируют между собой. Для этого рас-
смотрим группу GL (2, С). Выбранная выше система координат в С2 опре-
деляет линейное действие группы GL (2, С) на С2. Это действие продолжа-
ется до действия на Р2, при этом для любого g^GL (2, С) образ gLx=Lx.

Рассмотрим в GL (2, С) открытое по Зарисскому подмножество G=
= {geGL (2, C)\gDl и Д. пересекаются трансверсально в (leg Д degD2 точ-
ках}, где gDi — образ кривой Д при действии элемента g^GL (2, С) на С2.
Отметим, что G является связным многообразием.

Рассмотрим в прямом произведении GXP2 три гиперповерхности

Пусть /J:GxP 2\(5,UZJ 2ur»)^G-ограничение на
проекции рг,: GXP2-*G. Очевидно, для каждого

СХР 2\(Л 1иД гиГ„)
^G слой p~'(g) =

ЛЕММА 5. Морфизм р: GXP2\(/5,U^2uroo)->G является С°°-локально
тривиальным расслоением. Более того, над некоторой окрестностью U лю-
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бой точки go^G тривиализация может быть выбрана так, что {(g, о)
является постоянным сечением этой тривиализации.

Доказательство этой леммы использует стандартную технику тривиали-
зации расслоения в окрестности Ug компактного слоя рг!~'(^) путем склей-
ки с помощью гладкого разбиения единицы, подчиненного покрытию {£Л},
глобальных векторных полей в Ut из векторных полей, определенных на
открытых множествах £/,, UB= Ut/,, и потому будет опущено.

Пусть К: [0, i]—G — гладкий путь, соединяющий элементы с и gu где
е —единица группы GL (2, С), \(0)—е, K(i)=gt. Ограничение морфизма
р : GX¥*\(B,UD2ULa)-+G на кривую X, рУ: ЯХСг\(Д,и.Д,)-*а., является
С°°-тривиальным расслоением и, следовательно, позволяет отождествить
я1(ХХС2\(Я1иД2)) с лДС 2 \(ДиД), о) и определяет естественные изомор-
физмы ).(х).: ni(C2\(AUZ)2), o)-*ni(Ct\(k(x)DtUDz), о) фундаментальных
групп слоев рх~1 (е) и р».~'(Х(т)) для любого т е [0, 1], согласованные с мор-
физмами

индуцированными вложениями U '• Сг\(Х(т)Д1Шг) С ХХСг\(/5,1Шг).
Поэтому для доказательства теоремы 1 достаточно доказать, что для
ft>\ ^2 '

:en,(C2\(D,UD2), о) существует такой путь X<=^G, что элементы
X(l).(Tf,A) и X(i).(b'2) коммутируют в я,(С г\(Х(1)Ди/;2), о).

Обозначим через HcG — подмножество тех элементов g^G, для кото-
рых начало координат о не находится в общем положении с римаповой
поверхностью gAUA,, HD~\}{g^G\gDi<=.K2), HDl=U{g^G\Dic:gKl}, где
Ki — действительный конус над римановой поверхностью Д, /Л — не-
приводимая компонента римановой поверхности Д и объединение взято по
всем неприводимым компонентам Д<=Д, i = l , 2.

Обозначим также Hx={g

где i e D , и TXDU TS{X)KZ — касательные пространства к Д и Кг в точках х
и g{x) соответственно. Аналогично, для г е Д 2 обозначим

Кроме того, для любой точки xeD, обозначим

и для точки х^Д. обозначим Effx={g^G\g~i(x)^EJD,}.

ЛЕММА 6. 1) Пространства Н, Я с „ Я„„ Нх, Йх, ТНХ, ТЙХ, ЕНХ, ЕЙХ яв-
ляются собственными вещественными алгебраическими подмногообразия-
ми в G.

2)dimB //„.«Sdim,, GL(2, C)-3.
3) Для общей точки x^D, dimR ТНх=&\тпя GL(2, С)—3.
4) Для общей точки хеД, dimR Tffx=dimR GL (2, С)— 3.
5) Для любой точки х е Д dimR EHx^dimR GL (2, С) —2.
6) Для любой точки хеД, dimR £ЯI<dimR GL(2, С)—2.
Доказательство этой леммы будет дано в п. 3.
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Для доказательства того, что любые две образующие fi* и "\г

ь комму-
тируют между собой, выберем в D/' точку х0 и элемент gi<=G\H так, что
£|(#о)— #о е АЛ Такие точка х0 и элемент gt^G\H существуют, так как
если для некоторых точки xeD, и элемента g&G кривые gD, и D2 пересе-
каются в точке y=g(x), то по непрерывности для всех g^G, близких к
элементу g, кривые gDt и D2 будут пересекаться в точках #<=Д., близких к
точке у.

Из леммы 6 следует, что существует такой гладкий путь
X : [0, \\-+G\{Hl>,UHt>,UTH*,\>TBt.\}EHIj}EBt.),

соединяющий элементы е и gt, что кривая A.<=G пересекается с HUHx<,UffV0 в
не более чем конечном числе точек. Обозначим эти точки ^,=Я(т,), .,,
. . . , gzn=X(xn), т , < т г < . . .<т„. Отметим, что т„=1 g,<£H.

Зафиксируем такой путь Я, и выберем в ZV' точку xt так, что Ц1) (г,)9^
&К2. Тогда в n,(C2\(A(l)D,UZ)2), о) определены два элемента: один из
них — это Х(1).(ч,"), а другой элемент представляется замкнутой петлей
X{i) (1Х), где /х, — составленная из отрезков замкнутая петля, определенная
в п. 1. Аналогично, по точке y,srJ92

J= такой, что у^Х(\)Ки можно постро-
ить составленную из отрезков замкнутую петлю 1У„ которая определяет не-
который элемент в л,(С2\(А.(1)/?,1)£)г), о).

ЛЕММА 7. 1) X(l) (4.)eA,(l).(f,'').

2) lVt^k(i)Abh)-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем, что Я(1) (4,)eX(l)-(fi'')- Доказатель-

ство того, что ly,^X(i).(^z''), аналогично, и поэтому будет опущено.
Очевидно, мы можем считать, что петли X(t)(ln) не пересекаются с Д.

для £е[0, 1]\{т, т„}.
Заметим, что если точки х, и x^D,'1 таковы, что k(i) (х,)&К2 и

Я.(1) {хг)<£Кг, то по лемме 3 петли X(i) (lx) и X(i) (lz,) определяют один п
тот же элемент в л, (C2\(X(1)Z?,UZ>2), о). Поэтому лемму 7 достаточно до-
казать для случая, когда х, достаточно близка к точке х0 и X(i)&Hx. Обо-
значим T=maxt, где максимум берется по тем значениям 2 е [0, 1], дли
которых X(t)^HUHx. Отметим, что Г<1.

Очевидно, что если для t^.[t,, t2] петля X(t)(lx) не пересекается с D2,
то двумерная пленка h,it,,t,i—[(X(t), х)^ХХСг\{Х{1))~1(х)^1х, t^[tu t2] }
определяет гомотопическую эквивалентность петель X{tt)(lx) и X(t2){lx) в

Из вышеизложенного следует, что для значений t из интервала
(max (Г, Tn-i), 1) петли X(t)(lxo) гомотонически эквивалентны в ХХС~\
\(£>,, Вг) петлям X(t)(lx), которые, в свою очередь, гомотопически эквива-
лентны петле Х(1)(1Х,). Поэтому для доказательства леммы 7 надо пока-
зать, что Х(т(—Б() (4„) и Х(т,+е,) (/,„) для г=1, . . . , п— 1 определяют один и
тот же элемент в я,(ЯХС2\(/?,11/52)), где Ej достаточно близки к 0.

Для этого рассмотрим пересечение СХ{ =X{xi)(Di'
t)ri K2czX(Xi)D, П К2.

Так как Х(т,)^/Уо„ то Сч —вещественная алгебраическая кривая, а так
как X(Xi)^TBX0, то поверхность Х(т,) (D^1) и конус К2 пересекаются в точке
Х(х{)(хо) трансверсально и, следовательно, СХ{ —гладкая кривая в точке
MTJMXO). Поэтому для t, близких к т<, кривые Ct—X(t) (О,1й)(\Кг являются
гладкими кривыми в точках, близких к точке Х(х,)(х0). Пусть С—О/1!}
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Для достаточно малого е>0 выберем точку i e C , i + I i близкую к точ-
ке х0, так, что х<£Сч. Пусть e + =mine (соответственно e_=mine), где ми-
нимум берется по тем значениям е>0, для которых x e C I j + , (соответствен-
но i e C , ; - с ) . Тогда е + >0 и е_>0, так как х&Сч. Пусть е(='/2 1шп(е+, е_).
Тогда петли K(t)(k) гомотопически эквивалентны между собой в ЯХС2\
\(DiUD2) для (е[т,—е„ Ti+e,], а по лемме 3 петли k(,t)(ln) и k{t) (1Х) го-
мотопически эквивалентны друг другу для значений £е[т<—е„ Ti)U (т (+е,].
Следовательно, петли Х(т,—е<) (/10) и Л(т^+е,) (/»„) гомотопически эквива-
лентны в XXC2\(/5,U/52). Тем самым лемма 7 доказана.

Так как X(i)Dt

h и D2

h пересекаются между собой, то из лемм 4 и 7 сле-
дует, что элементы k(l)-(ft'') и А(1).("К!) коммутируют в nt(C2\(k(i)DtU

3. Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 6. Условия 1°—7° в определении точ-
ки, находящейся в общем положении с римановой поверхностью DtUD2,
являются алгебраическими условиями. Конусы Kt и кривые SDt также
являются вещественными алгебраическими многообразиями. Поэтому Я,
# в „ HDn Нх, Вх, ТНХ, ТЯХ, ЕНХ, ЕЙХ являются вещественными алгебраиче-
скими многообразиями. Все эти многообразия являются собственными под-
многообразиями в G, так как элементы некоторой окрестности единицы
eeGL (2, С) не содержатся в пространствах И, HDl и HD,. To же самое вер-
но для //*, ТНХ, если х&К2, и для йх, ТПХ, если х&К^

Покажем, что dimR # B i < d i m R GL(2, С)—3. Пусть t = l (случай i=2 рас-
сматривается аналогично). Конус K2\SingK2 естественным образом диф-
феоморфен прямому произведению ( \J Z)2

Jj)X(R\{0}). Этот диффеомор-

физм определяет в касательном пространстве ТхКг каждой точки х е
T2 горизонтальное подпространство T1X—TJDZ к tD2={z^Cz\

, где <eR таково, что t~lz^D2.
Так как касательные пространства любых двух комплексных кривых в

С2, проходящих через точку х, либо совпадают, либо порождают все ТхС
г,

a diniR ТхКг—3, то в ТХК2 имеется единственное комплексное направление,
а именно TxtD2.

Пусть теперь для некоторого элемента geGL (2, С) и неприводимой
компоненты Dt комплексной кривой Dt комплексная кривая gDt<^K2. Из
вышеизложенного следует, что в каждой точке x^gDt касательное прост-
ранство TxgDl=Ttz. Следовательно, кривая g/), является горизонтальным
сечением, т. е. найдется такое feR, что D2—t~lgDl, где Ог — неприводимая
компонента кривой D2. Отсюда следует, что для любой комплексной кривой
Dt выполнено неравенство d i m R # - ^ dimB Aut D.z -j- 1, где Aut£);,=

Покажем, что dimR AutD2s£dimR GL(2, С)—4. Пусть f2{zu z 2 )=0 —не-
приводимое уравнение кривой D2. He ограничивая общности, мы можем
считать, что f2(z,, z2) =ao+alzl+a2z2+R(zu z2), где а^^О, линейная часть
atz,+azZ2^0 и Л(г,, z2) содержит однородные формы степени > 1 . Тогда
для ge=Aut Ъ2, равного

==\g»
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функция f2(z,, zz)^ao+(a,g,l+a2g2,)z1 + (algiz+aig22)z2+R{gz), т. е. AutD,
лежит в комплексном подпространстве, заданном уравнениями

a,glt+a2g2i=a,, ai£i2+a2g22=a2.

Следовательно, dimB Aut D8=£dimR GL (2, С)—4.
Докажем утверждение 3) леммы 6 (доказательство утверждения 4)

аналогично). Используя представление A"2\SingЛГг=а(иО2

)!)Х(Ц\{0}), лег-
ко видеть, что

dimB THx=dimR TDHX+1,
где TBHx={g^GL{2, C)\g(x)^D2, g(TxD,)=Tnx)D2\.

Вычислим dimR TDHX для общей точки лей,. Мы можем считать, что
комплексная прямая TxDt не проходит через начало координат о. Поэтому
мы можем выбрать в С2 систему координат так, что х=(1,0) и вектор
(0,l)eTxDt.

Рассмотрим в C2XGL (2, С) алгебраическое подмногообразие

T~Hx={(z, g)eC2XGL (2, С) \geTDHx, z=g(x)}.

Ограничение на ТНХ проекции рг2 является морфизмом многообразия ТНХ

на TDHX степени 1. Рассмотрим ограничение проекции рг, на ТНХ. Для вы-
бранной выше системы координат в С2 слой рг,~'(;г) над общей точкой 2=
= (z,, z2)s7)2 состоит из линейных преобразований вида

gugj
где gu=zu g2t=z2 и вектор (#,2, gn)^TzD1, т. е. dimc pr,~' (z) = l. Следова-
тельно, dimc TDIIX=2, и поэтому dimR THX=5.

Докажем утверждение 5) леммы 6 (доказательство утверждения 6)
аналогично). Обозначим через L<^EID2 объединение конечного числа лу-
чей, выходящих из точки о и либо пересекающих D2 в трех точках или в
особой точке римановой поверхности D2, либо касающихся Д> в некоторой
точке.

Пусть LHx={g^G\g(x)^L). Легко видеть, что dimR L# x =dim R GL(2,
С)-3, еспиЬ¥=0.

Если EID2¥=0, то для точек из EHx\LHx определено отображение
р : EHx\LHx->-S22<=D2, переводящее g<^EHx\LHx в p(g)=y, где y^S22 — та-
кая точка, что g(x) лежит на луче, соединяющем точки 0 и у. Легко видеть,
что d i m R S 2 2 = l и dimB p~1(,v)=dimR GL(2, C)—3. Следовательно,
dimR EHx=dimR GL (2, С) - 2 .

4. Пусть *(,(t), . . . , ч,(0 —вещественные кривые на D= 1Ш„ ft\}.. .ii^q=
—SDUID, определение которых дано в п. 1 (или в п. 6.4 статьи [ 1]).

Доказательство теоремы 2 дословно повторяет доказательство гипотезы
Зарисского в [1], если к нему добавить следующее утверждение.

ЛЕММА 8. В условиях теоремы 2 для любой кривой ^i(t) и любого to>O
существует Нт^СО^С 2 , т. е. "f<(0 определены при любом значении £eR+.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /(z,, z2)=HN(zu 22)+Ягу_,(г1, z 2 )+. . .+Н0—
= 0 — уравнение комплексной кривой Z)= UD(l где H{(zu z2) — однородные
составляющие многочлена /(z,, z2). Тогда точки кривых -у,(t), . . . , ^,(0
являются решениями системы уравнений



f(tzt,tz2)-f(zt,zz) _ _
г-1 ~°' ' °-

Пусть Dt — кривая, заданная уравнением

' — = 0 или

Для доказательства леммы 8 нам достаточно показать, что в каждой
точке z^DftL^ индекс пересечения (D, Dt)x принимает одно и то же зна-
чение для всех JeR f .

Рассмотрим одну из точек are/jflL^. Сделав линейную замену коорди-
нат в С2, можем считать, что в Р г с однородными координатами (ха: xt: xz),
где Zi—xjx,,, zz=xjx№, точка х имеет координаты ( 0 : 0 : 1 ) . Поэтому в
аффинной карте {х2¥=Щ кривая D задается уравнением

Hs(Xl, 1 )+*,//*-.(*„ 1)+. . Лх.я-*Нк{хи 0 ) + . .

а кривая D, задается уравнением

t'ffK (.г„

х"-кН (х i)+ + гЛ ' Н (г 11=0

По условию теоремы 2 кривая D неособа в точке х. Следовательно, воз-
можны два случая:

2) Hs{xu\)=2miaixi\ где арФ0 и

Так как кривая D в точке х неособа, то во втором случае, если HN-t (x,, 1) =

=• / ,Ь{Х,'. то Ьо^О. Пусть А — максимальный номер, для которого

Hk(0,1)^0. Легко видеть, что в обоих случаях кривые Dt неособы в точке
х и индекс пересечения (D, В,)х равен числу о-процессов, которые надо
сделать в точке х, чтобы собственные прообразы кривых D и D, перестали
пересекаться. Легко проверить, что в первом случае индекс пересечения
(Б, Dt)x равен N—к для любого £«=R+1 а во втором случае этот индекс пе-
ресечения равен р для любого feR+.
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