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Многочлены Александера плоских алгебраических кривых. II 

1. Пусть D С IP2- алгебраическая кривая, и пусть D = D\ О.. .C\Dn — разложение 
D на неприводимые компоненты. Обозначим через L«, С IP2 бесконечно удаленную 
прямую, и пусть С 2 = F 2 \ L o o , Д- = Х>,-ПС2. Обозначим через у) = 0 уравнения 
кривых Dit г д е fi(x>y) € С[ж,у] — неприводимые многочлены. 

Пусть m = ( m i , . . . , тп ) G N n — вектор с целыми положительными координата­
ми. Положим т о = НОД ( m i , . . . , т „ ) и т(- = т , / т о . Вектор m p r i m = (т[,..., т'п) 
будем называть примитивным вектором. 

Обозначим через 

Frn : X = C 2 \ D - ^ C = С \ { 0 } (1) 

морфизм, заданный уравнением 

Мы будем предполагать, что выполнено следующее условие: 

Общий'слой F^l(z) = Yz связен. (*) 

Если D является связным множеством в С 2 , то Fm удовлетворяет условию (*). 

В [5] были изучены некоторые свойства m-многочленов Александера кривой D в 

случае, когда m = ( 1 , . . . , 1) (см. определение т-многочленов Александера в п. 1.2). 

Также в [5] в случае трансверсального пересечения кривых Di была вычислена ир­

регулярность q(Xk) неособой поверхности Xk, бирационально изоморфной поверх­

ности, заданной в С 3 уравнением 

1=1 

Цель данной статьи — распространить результаты из [5] на общий случай т . 
С основными результатами по данной тематике можно ознакомиться в [5, 7, 8, 

12-14]. 
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1.1. Хорошо известно, что существует конечное множество 

{»1 

такое, что 
Fm: Х \ 

является локально тривиальным расслоением класса С°°. Как и- в [5], обозначим 

через Bi диск с центром в Zi радиуса г,- << 1, и пусть ЗВ,- — его граница. Выберем 

по две точки Zij на каждой дВ{. Точки Z{%\ и z t j 2 делят дВ{ на две дуги 7,-д и 

7^2- Выберем не пересекающиеся друг с другом пути 7,-, соединяющие точки Zit\ и 

«î+1,2 (<*n+i,2 = ^1 ,2 ) , и пусть 7,-д — та из дуг в дВ{} для которой / i n = (U7.-,i) U (U7,) 

является границей ограниченной области V, содержащей начало координат о Е С 1 

и такой, что г,- 0 V для всех », 1 < г < п. Пусть / е х — граница множества Vö(UBi). 

Положим Т = ( и Д ) U (U7,). Множество Z = i r

f ^ 1 ( T ) называется rä-ожерельем (или 

просто ожерельем) кривой D. 

Так как Т — ретракт пространства С*, а расслоение 

С°°-локально тривиально, то имеет место следующее 

П р е д л о ж е н и е 1. Если Dum удовлетворяют условию (*), то простран­

ство X = С 2 \D и ожерелье Z кривой D гомотопны. 

Таким образом, 7Гх(С 2 \ D) ~ ^i(Z) и, более того, мы имеем следующую комму­
тативную диаграмму: 

в которой Fi — свободная группа, rg Fi = 1. Легко видеть, что Ffn* является эпи­
морфизмом. 

Пусть Y = F^fa) — слой над некоторой точкой ZQ £ 7i С TUiin U / e x • Вложение 

Y С Z индуцирует гомоморфизм •ф : TTI(Y) —> ̂ \{Z). Очевидно, I m ^ С Кет F^. 

Как в [5], легко показать, что верна следующая 

Т е о р е м а 1. Если D С С2 и вектор m удовлетворяют условию (*), то 

следующая последовательность: 

Fm: X\Z^C*\T 

* i ( C 2 \ D ) 

Ffh* i 

T I ( C * ) 

i Ffh* 

тп(Т) 

*i(Y) тп(С2 \ D) Fi —> 1 

является точной. 
С л е д с т в и е 1. Если D С С2 и вектор m удовлетворяют условию (*), то 

8 

N = KeiFrn* 
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является конечно порожденной группой. 

1 .2 . Пусть Zin(ex) = F"1 (hn(ex))- Тогда включения У С ^in(ex) С Z и морфизм 
Ffn приводят к следующей коммутативной диаграмме: 

1 - *1(У) ^ *i{Zin) *S fi - 1 

IV- i An 1 -

1 я ^ Wl(z) ^ Fx -» 1 ( 2 ) 

î t f î Ä X ' 

1 - *х(У) ^ X ^ Z e , ) ^ Fi - 1 

Отображения Ffn ' Z\n —• /i n и F m : Z e x —* /ех являются локально тривиальными 
расслоениями. Таким образом, строки в этой диаграмме являются точными. 

Пусть N' = [N, N] — коммутант группы iV, (N/N')Tor — подгруппа в 
N/N1', состоящая из всех элементов конечного порядка, и пусть (N/N')^.^ = 
= (N/N')/(N/N')Tor — фактор-группа. 

Средняя строка в ( 2 ) определяет действие образующей r E Fi на N/N' и, сле­
довательно, определяет действие т на (N/N^Free • Обозначим этот автоморфизм 
через hfh. 

Аналогично верхняя и нижняя строки в ( 2 ) определяют действия г Е Fi на 
# i ( Y ) . Обозначим эти автоморфизмы через A m > i n и Л Ш | е х соответственно. 

О п р е д е л е н и е . Многочлен Д ш ( £ ) = det {hfh—НА) называется т-многочле-
ном Александера кривой D. 

Многочлены Д т , т СО = det (/im,in — Hd ) и A m > e x (t) = det (Лт.ех — Hd ) называ­
ются внутренними и внешними многочленами кривой D соответственно. 

Т е о р е м а 2 . Многочлен Д т >£>(^) является делителем многочленов Д т > т (t) 

U Дт,ех (О-
Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 4 в [5 ] . 
1.3. Морфизм Ffh определяет рациональное отображение 

Ffh : IP2 = С 2 U Loo — F 1 = С 1 U {оо} . 

Пусть а : F —» F 2 — такая композиция ^-процессов, что выполнены следующие 
условия: 

(i) Ffh = Fm • с : F —•F 1 является морфизмом; 

(ii) приведенные слои Y0,red = i r

m

1 (0)red , Уоо.геа = ^^(oojred являются диви­
зорами с нормальными пересечениями; 

(iii) дивизор o'""1(Loo)red является дивизором с нормальными пересечениями. 

Пусть 0" - 1(I/oo)red = LQO UÄ — такое разложение, что для каждой неприводимой 

компоненты Я,- дивизора R его образ F m ( Ä , ) есть точка, и F m ( L o o , t ) = F 1 для 

каждой компоненты Loo,* дивизора Loo. 
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Обозначим через У 0 = F^fi) \ L ^ и Уоо = ^ ^ ( о о ) \ LQO слои морфизма F M : 

F 2 \ Loo —• F 1 , и пусть 

No . V̂«, 

Yo = J2 mi D*> y°° = J2riRi 

1=1 1=1 

— разложение на неприводимые компоненты. Положим 

А 9 = Di \ ( (J(A П Dj)), Д? = Ri\ ( \J(Ri П Rj)) . 

Очевидно, Ain,m и Лех,т являются операторами монодромии, индуцированными 

i ) - ^ ? ) , (3) 

1Г* ( Й ">, (4) 

где х(М) — эйлерова характеристика пространства M. 
С л е д с т в и е 2. Корнями многочлена Дш >£>(£) являются корни из еди­

ницы. 
З а м е ч а н и е 1. Если кривая D — D\\J.. .UDn пересекается трансверсально 

с LQO, то 

Am.exW = (* - l ) ( £ > m ' i - l ) E d i " 2 , 

где di = deg Di. 
2. В этом пункте будет рассмотрен чисто алгебраический способ определения 

m-многочленов Александера. 

Пусть Iq = { 1 , 2 , . . . , q} — отрезок натурального ряда N, M С Iq = Iq X Iq x Iq 

— некоторое подмножество и \М\ = # М — число точек множества M. 
О п р е д е л е н и е . Группа G называется С-группой типа М, если G обладает 

следующим копредставлением: 

G= (xu...,xq\ { А а ( ж ) } а € М ) , (5) 

где для а = ( с*1 ,а2 ,аз ) соотношение 

есть сопряжение (буква "С" в слове "С-группа" — первая буква в слове "conjuga­

tion"). 
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обходами вокруг слоев YQ И УОО соответственно. 
Хорошо известно (см., например, [1]), что 

No 

Am linW = («-l)II('W I-
Noo 

Дт,ех(*) = (<-1)П(* Г <-



2.1. П р и м е р ы С-групп: 
1. Свободная группа F n . 
2. Свободная абелева группа A b n . 
3. Группа кос Вп. 
4. Группы узлов и зацеплений (копредставление Виртингера). 

5. Фундаментальные группы 7Гх(С2 \ D) дополнений к плоским алгебраическим 
кривым D (копредставление из [3]). 

2.2. Каждому С-копредставлению типа M мы можем сопоставить ориентиро­
ванный граф Гм с вершинами t>i, . . . , vq и ребрами е а , а E М. Для а = ( a i , аг, аз) 
ребро е а соединяет вершину vQ2 с va3. 

Легко доказать следующее утверждение. 
Л е м м а 1 [5]. Пусть G — С-группа типа M и G' = [G, G]. Тогда G/G' = Z n , 

г<?е n — число связных компонент графа Тм-
С-группа G типа M называется неприводимой С-группой, если ее граф Тм свя­

зен. 
Пусть Тм — r i U . . . U T n — разложение на связные компоненты. Для каждой Tj 

обозначим через = {г E Iq \ V{ £ Tj}. Группа 

Gj = (»i , ...,zq\ {Ra}açM U {zt}te/(i)) 

называется неприводимой компонентой С-группы G типа M, и мы скажем, что С-
группа G составлена из п неприводимых компонент Gj. 

Пусть G — С-группа, составленная из п неприводимых компонент. Для m = 
= ( m i , . . . , mn) определим гомоморфизм 

F** : G - F i = ( r | 0 ) (6) 

так, что 

для каждой образующей Xj группы G, где m(j) = m,- для j E Iq\I(i). Очевидно, jFm* 
является эпиморфизмом тогда и только тогда, когда т о = НОД ( m i , . . . , ran) = 1. В 
общем случае 

Ffh* = ( т 0 ) • ^ m p r i m * > 

где ( т о ) : Fi —• Fi — гомоморфизм, заданный: (mo)(r) = r m ° . Обозначим через 
N = Кег Ffh* ядро гомоморфизма Fm*. 

З а м е ч а н и е 2. Если G = 7Ti (C 2 \D) И копредставление группы G совпадает 
с копредставлением из [3], то в случае m = m p r i m гомоморфизм (6) совпадает с 
гомоморфизмом, индуцированным морфизмом (1). 

2.3. Следуя [9], сопоставим каждой С-группе G двумерный связный симплици-
альный комплекс К с одной вершиной жо, 1-остов которого состоит из q ориенти­
рованных петель S{. Петли S{ взаимно однозначно соответствуют образующим ж,-
группы G. 
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Дополнение 

K\(y8i)= • S ° 

состоит из несвязного объединения открытых дисков. Для а = (а1,о?2,с*з) диск Sa 

подклеивается к 1-остову вдоль пути saisa2s~^s~^. Очевидно, ъ\(К, хо) ~ G. 
Гомоморфизм Ffn* ' G —> Fi определяет бесконечное циклическое накрытие 

/ : К —• К такое, что п\{К) = N и Н\{К,Х) — N/N' (здесь мы предполагаем, что 
m является примитивным вектором). 

Пусть Ко = / ~ 1 ( ж о ) и К\ — 1-остов комплекса К. Имеем следующие точные 
последовательности: 

Н2(К,Кг) А Нг(Кик0) А Нг(К,К0) - О 

II 
О Нг(К) - Н^К.Ко) -> # о ( # о ) ^ # о ( # ) (7) 

II 
N/N' 

Действие Fi на К определяет структуру £ _ 1 ]-модуля на каждом члене этой диа­
граммы. 

Опишем более подробно возникающие на этих членах структуры Щр, £ _ 1 ]-модуля. 

Для этого фиксируем одну из вершин ро Е К. Пусть р,- = Vpo — образ точки ро 

при действии г* Е Fi. Тогда sy, j = l , . . . , g , являются образующими свободного 

^-модуля Н\(К\)Ко), где ëj — ребро с началом в точке ро и концом в точке 

Pm(j) и такое, что петля Sj накрывается этим ребром. Ребро txSj с началом в точке 

Pi, накрывающее петлю Sj, является образом ребра Sj под действием тх. 

Описание действия Fi на Н\(К) точно такое же, как и на Н\(К\, Ко). 

З а м е ч а н и е 3. Легко видеть, что описанное выше действие Fi на Н\(К) ~ 
~ N/N' совпадает с действием Fi на N/N', индуцированным точной последователь­
ностью 

1 _ ff/ff' — G/N' F3? Fi -> 1. 

Образующие свободного Z[t}t~~^-модуля H2(K,K{) суть диски 5 а , подклеенные 

к 1-остову вдоль путей sai U t m ^ s a 2 U tm^s~l Us^. 

Легко видеть, что координаты вектора ft(Sa) E Hi(Ki,K0) в базисе * i , . . . , 5 9 

равны либо 

А* = ( 0 , . . . , 0,1 - t m ^ , 0 , . . . , 0, tm<«l> - 1 , 0 , . . . , 0) (8) 

ДЛЯ OJi ф OL2 = « 3 / û?i, ЛИбо 

л „ = ( о , . . . , о, i - tm(»*>, о , . . . , о, t m < a i > , о , . . . , о, - 1 , о , . . . , 0) (9) 
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для ai ф аъ ф аз ф ai. Более того, в первом случае 1 — 2 ш ( а з ) стоит на a i -м месте, 

jm(ai) — на с*2-м месте; во втором случае 1 — 2 ш ( а з ) стоит на C*I-M месте, < m ( a i ) — на 

с*2-м месте и —1 — на аз-м месте. Обозначим через Л ш > с ( 0 матрицу, образованную 

строками Aai а E М. 

Из (7) получаем 

= ( * т ( Я - 1)Ро 

и, более того, Imд остается свободным Z[t,J~^-модулем, порожденным элементом 

(t — 1)ро (здесь мы предполагаем, что т о = 1). 

Пусть s E Hi(Ki,Ko) —такой элемент, что d(v(s)) = ( t - l ) p o . Тогда Hi(Ki, Ко) 
раскладывается в прямую сумму 

Hi(Ki, Ко) ~ Кег (д • у) e Z[t, Г 1 ]*. 

Из (8) и (9) следует 

а из (7) вытекает 

Im/i С Кег (9 • i /) , 

Я1(ЛГ) = Кег ( ö - i / ) / I m / i 

r g A m ( G ) < ç - l . 

О п р е д е л е н и е . С-группа G типа M С Iq называется m- связной, если 

r g ^ m ( G ) = g - l . 

Обозначим через Е^^А*) т а к и е идеалы в Z [ t , t _ 1 ] , что 

(0), если q — г > |М| , 

Я т . с Д О - ^ ^ [ М " 1 ] , если g - г < 0, 
порожден (с — г)-минорами из Лт,с(0> е с л и 0 < g — * < |М| . 

Пусть Am jG?,t(t) — образующая минимального главного идеала, содержащего 

Efh,G,i(t)- Если A m > G,«(0 ^ 0, то после умножения A m > G , t ( 0 на обратимый элемент 

из t""1] мы можем считать, что 

Am.G.îW € Z[t] и А Ш г ( ? , 8 ( 0 ) ^ 0. 

3 а м е ч а н и е 4. Идеалы EfhtG,i{ty и многочлены A m > G > t ( £ ) могут быть полу­

чены с помощью свободного исчисления Фокса (см. [2]). 

Если мы применим доказательство теоремы 5 из [6, гл. 15] к конечно порожден­

ным подмодулям Im/ i&Q и Кег (9-i/)<g>Q свободного Q[t, t~^-модуля Hi(K, X 0 ) ® Q , 

то мы получим, что существуют базис gu...,gqB Нг(К} K0)®Q и такие ненулевые 

элементы A i ( t ) , . . . , Аг(*) G Q f M " 1 ] , 0 < г < q - 1, что: 

(i) 01 , . . . ,00-1 образуют базис в Кег (д • i/) <g> Q над Q [ t , t - 1 ] ; 
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(ii) A i (J )0 i , . . . , Xr(t)gr образуют базис в Im/i <g> Q над Q[t,t 
(Hi) A, j A.-+1 для г = 1 , . . . , г - 1; 
(iv) модуль 

(N/N')®Q = Hx(K9Q)~ 

~ ®[t,rl]/(\i(t)) e... e Q^t-'yiKit)) e M M " 1 ] ) ' 
l i \ g - r - l (10) 

и, более того, образующие Д т > > > с,(ф(0 минимальных главных идеалов, содержащих 

£ m , G , i W ® Q, С У Т Ь 

После умножения A,*(t) на обратимые элементы из Q [ M _ 1 ] м ы можем считать, 
что 

Из (10) легко видеть, что (N/N')®Q является конечно порожденным Q-модулем 

тогда и только тогда, когда A M , G , « ( 0 ^ 0. 

Пусть G — га-связная группа. Из (10) следует, что А Т , 1 , о ( ^ ) совпадает с харак­

теристическим многочленом автоморфизма h G Aut [(AT/iV7) <S> Q], который определя­

ется действием образующей r G Fi на # i ( i f , Q). В силу установленного выше это 

действие сводится к умножению на t в (10). 
Заменяя поле Q на 7LV в вышеизложенном, мы получим, что в случае, когда 

группа N/N' является конечно порожденной группой, наибольший общий делитель 
коэффициентов многочлена Afn,Gti(t) равен единице. 

С другой стороны, если N/N' — конечно порожденная группа, то выбор базиса 
в (N/N')Free определяет базис в (N/N'^ee 0 Q. Матрица h в выбранном базисе 
является целочисленной и det Л = 1, так как h — автоморфизм группы ( N / W ) F r e e • 
Следовательно, в этом случае A m . G . i M совпадает с точностью до знака с харак­
теристическим многочленом автоморфизма /г, так как наибольший общий делитель 
коэффициентов многочлена A m j <s, i (0 Р а в е н единице.. 

Соберем полученные выше результаты в 
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть G — С-группа и N = Кег F m * . Тогда: 
(i) (N/Nf) <8> Q является конечно порожденным Q-модулем тогда и только то­

гда, когда G является т-связной группой. В этом случае A m p r i m , G , I ( 0 совпадает 
(с точностью до постоянного множителя) с характеристическим многочленом 
автоморфизма h G Aut [(N/N')&Q], который индуцирован действием образующей 

если i < q — г; 
если i > q — г. 

r G Fi на (N/N') <8> Q; 
(ii) если N/N' является конечно порожденной группой, то 

A m p r i m , G , i ( * ) = ±clet ( Л - Ш ) . 

5 частности, |Am,G,i(0)| = 1. 
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С л е д с т в и е . Если кривая D С С2 и вектор m удовлетворяют условию (*), 
то 

A m j j D ( t ) = ± A m p r i m > G > 1 ( t ) , 

sdeG = 7d(C2\D). 
Из леммы 1 и из точной последовательности [8] 

- Яг()С,0) *ЬЙ ЯЦК.С) - ^ ( t f . Q ) - Я 0 ( £ , С ) - О 

мы получаем следующее 
П р е д л о ж е н и е 3. Пусть G — fh-связная С-группа. Тогда 

д*,в,1(*) = (*-1) тд'(0. 

для некоторого m > n — 1, где n — число неприводимых компонент группы G и 
Af(t) — такой многочлен, что А ' ( 1 ) ^ 0. 

2 .4 . П р е д л о ж е н и е 4 . Пусть G = Gi x . . . x G n — прямое произведение 
неприводимых С-групп, n > 1, и fh — ( m i , . . . , m n ) — вектор, у которого каждая 
координата т,- = р[% где р,- — простые числа и г,- G N. Тогда 

Д*,о,<(<) = (< г а о -1) в - ' 

Лиг 1 < г < п, где-то = НОД ( m i , . . . , т п ) . 
З а м е ч а н и е 5. В формулировке предложения 4 мы не предполагаем, что 

вектор m удовлетворяет условию т о = 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 4 индукцией по п. 
Во-первых, заметим, что 

•Ат,с1<(<) = Д * р - . С . - ( * т о ) -

Случай п = 2 . Пусть для 1 < i < gi вершины t;,- G Гм соответствуют образу­
ющим Xi G Gi, а для gi < i < q\ + q2 = q вершины Vi соответствуют образующим 
группы G2- Занумеруем соотношения Ra таким образом, что первые 8 \ соотношений 
являются соотношениями в С-группе Gi, соотношения с индексами i, s\ < г < si-\-s2, 
суть соотношения в С-группе G2, а последние q\ • q2 соотношений — соотношения 
коммутирования. 

Положим 

m = (mi, m 2 ) , m 0 = НОД ( m b m 2 ) , т\ = m , / m 0 . 

Легко видеть, что матрица Александера Лт^(<) порядка («i +«2+91^2) х (gi -fo^) 
имеет вид 

/ v 4 i j G l ( t m i ) 0 \ 
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где AitGi(t) — матрицы Александера групп G,-, а матрицы E{(t) имеют порядок 

(9192) x si и составлены из строк вида 

(О 0 , ± ( * - 1 ) , 0 

Прибавим первые q\ — 1 столбцов к столбцу с номером ОД, а столбцы с номерами 

*» 01 + 1 < * < 01 + 02 — 1» прибавим к столбцу с номером (од + 02). Мы получим 

матрицу Afn,G(t), эквивалентную матрице Afn,G{t)- Столбцы матрицы Afh.G^P) с 

номерами q\ и (q\ 4- 02) имеют вид 

(о,..., о, - 1 ) , . . . , - 1 » ; 

где нули стоят на первых s\ + s2 местах. 

Рассмотрим (qi + 02 — 1)-миноры матрицы A ^ G ^ ) » порожденные первыми (s\ + 

-j-52 4 - 1 ) строками. Легко видеть, что эти миноры имеют следующий вид: 

* i ( t r a i № a ( * m a ) ( ' m , ' - l ) . 

где <t>i(t) — некоторые (qi — 1)-миноры матрицы А\^М)-

Заметим, что по лемме 6 из [5] многочлены AitGiti(t) удовлетворяют следующему 
условию: 

A i , G i , i ( l ) = ± l . 

Таким образом, наибольший общий делитель этих миноров равен 

Д 1 1 в 1 д ( * г а 1 ) А 1 , о , . 1 ( * т а ) ( * г а о - ! )• ( И ) 

С другой стороны, легко показать, что наибольший общий делитель (01+02 — 1 ) -

миноров, которые образованы последними q\q2 строками матрицы Afh,G(t), равен 

(t"4 _ 1 ) 9 2 - 1 ( ^ 2 _ ^ g i - l ^ m o _ ( 1 2 ) 

Согласно [5] корни р г -й степени из единицы не могут быть корнями многочлена 

Ai^.iCO- Таким образом, из ( 1 1 ) и ( 1 2 ) мы получаем 

A m > G l X G 2 ) i W = ( t m o - l ) . 

Очевидно, 

A m , G i X G 2 , 2 M = 1-

Случай п > 2 . Предположим, что предложение 4 имеет место для n < I. Рассмо­
трим группу G = Gi x . . . x G/+i и вектор m = ( m i , . . . , m/+i). Зафиксируем номер 
j < l -f 1 и введем следующие обозначения: 

G\ — Gj, G2 - Gi x . . . x Gj x . . . x G/+i, 

т{ = Н О Д ( т ь . . . , т ; - , . . . , ш / + 1 ) , fhj = ( т ь . . . , rhj,..., m/+i) . 
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Пусть qi — число образующих и s,- — число соотношений в С-группе G,, i = 1,2. 

Обозначим через А^. G 1 X G 2 ^ ) матрицу, определение которой аналогично тому, как 

в случае п = 2 (по отношению к G\ и G2). 

Покажем вначале, что каждый (ОД 4-02 — г)-минор матрицы А^. с1хо2№) делится 

на (tmo — . Для этого заметим, что каждый (од 4-(?2 — г ) ~ м и н о Р M. может быть 
разложен в сумму произведений: 

где MifQ — {qi — î i ) - M H H o p b i матрицы Ат. бДО» ^2fß — (Ч2 ~~ 12)-миноры матрицы 

Afhj G 2 M и ^ 3 » 7 — миноры порядка ii -h »2 "- h порожденные строками с номерами 

> s\ 4- «2- Легко видеть, что Л4з, 7 делится на (tm° — l)*^**-*. 

Если %2 > /, то Мз,у делится на (tm° - l ) 1 4 " 1 "*. 

Если %2 < f, то Л^2,/з делится на (tm° — I) 1 "* 3 по индуктивному предположению. 

В этом случае M2yßM$n делится на (tm° — Если i\ = 0, то Mi,a = О-

Таким образом, во всех случаях M 1,аМ2$Мзп делится на ( t m ° — I)'"1"1"1. 
С другой стороны, по индуктивному предположению мы можем выбрать такой 

(02 - 1)-минор A42 матрицы ^ m i > ê 2 ( * ) > ч т о = ( * ш о - 1)1~%М2, где М2 и ( J m o - 1) 

взаимно просты. Также мы можем выбрать такой (ад — 1)-минор М\ матрицы 

A m â^t), что М\ и (tmJ — 1) взаимно просты, более того, корни степени р г из 

единицы не являются корнями многочлена Mi(t) для каждого простого числа р. 

Добавим к строкам и столбцам, входящим в матрицы Mi иМ2) еще одну строку 

с номером > si 4- S2 и еще один (не входящий в M2) столбец с номером > ОД. М Ы 
найдем такой (qi 4- 02 — »)-минор M матрицы Am,ö(0> ч т о 

M = ± ( t m o - 1 ) ' -"A<2-Mi( t m i - 1). 

Легко видеть, что наибольший общий делитель таких миноров равен 

(t< - 1 ) | + 1 "' - М , (*) . ( 1 3 ) 

где M'(t) не имеет своими корнями корни р г -й степени из единицы. 

С другой стороны, существует ненулевой (од 4- — г)-минор M(t) матрицы 

Afh}G(t), образованный некоторыми строками, номера которых > si -М2 (эти строки 

соответствуют соотношениям коммутирования). Корнями многочлена M(t) явля­

ются корни из единицы степеней m, = рГ\ Отсюда и из (13) следует, что Afh,G,i(i) 

делит ( t m o - I ) '* 1 - 1 *. 

Следовательно, Am,G,t(2) делит 

НОД((* ш « - i ) / + 1 - , ' , . . . , ( t m ô + 1 - l ) ' + 1 - » ) = (tm° - i ) / + 1 - \ 
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А так как Д т > о , | ( £ ) делится на (tm° - то предложение 4 доказано. 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть G — G\ x . . . x Gn — прямое произведение не­

приводимых С-групп, n > 1 . Предположим, что A I , G , - , I ( 0 = 1 à ля всех i. Тогда 

для 1 < i < п и для любого m = ( m i , . . . , m n ) 

Дт.о,*(<) = (*m° - I)""'-

Д о к а з а т е л ь с т в о точно такое же, как и доказательство предложения 4. 
С л е д с т в и е . Пусть G = Ъп — свободная абелева группа. Тогда 

Дт,С, , (0 = (tmo - l )"" ' 

для 1 < i < п и для каждого m G N n . 

П р и м е р . Пусть Gi и G2 — два экземпляра группы 

G= (х1,Х21хз\х1Х2х^1х^1,х2хзх^1х^1) 

(G — группа узла — "трилистника"). Прямые вычисления дают 

A(6,1)tGlXGl>1(t) = (t-l)(t2 - t + l). 

3. В этом пункте полученные выше результаты будут применены для вы­
числения иррегулярности некоторых циклических накрытий проективной плоско­
сти Р 2 . . 

3 . 1 . В обозначениях п. 1 пусть Х%>т — поверхность в С 3 , заданная уравнением 

* * = / Г Ч * - У ) • • • • • / " " ( * > 2 / ) - ( 1 4 ) 

Пусть ф' : Х%т —> С 2 — ограничение проекции С 3 —> С 2 , переводящей точку с 

координатами (ж, у, z) в точку с координатами (а?, у). 

Ниже мы будем предполагать, что НОД ( m i , . . . , m„, k) = 1 (это условие озна­

чает, что Xj? т является неприводимой поверхностью). Пусть Хк,т — проективное 

замыкание поверхности Х%>т и тг : Xk,m —» Хкгт — разрешение особенностей. Мы 

можем считать, что ф = ф' • ж : Хк,т —* Р 2 является морфизмом. 

Напомним, что иррегулярность qkifn = q(Xkifn) поверхности Xkifn имеет следу­
ющие эквивалентные определения: 

qk%ih = dim Я 1 (Т*,*, О) = dimH°(Xktrn,nl) = i ( И т Я 1 ^ ^ , Ж ) = ^ ( Х * ^ ) . 

З а м е ч а н и е 6. Поверхности .Х*^, Х * | т г е < 1 > ^ * , т + * являются бирациональ-

но изоморфными, где m-f = (mi -f fc,..., m n -h fc). Поэтому эти поверхности имеют 
одну и ту же иррегулярность qklm-

Положим Uk.fh = Xk,fh \ Ф~1(& U Loo). 

Ниже мы будем предполагать, что к не делит m, для всех г, или, что то же 
самое, морфизм ф разветвлен вдоль каждой компоненты Д кривой D. 
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Включение а : Uk,m —* Xk.tn определяет эпиморфизм 

а. : Я 1 (%,л ,С) -»Я 1 (Х к , Л > 0) . 

Следовательно, 

bi(Xk}fn) = h(Ukim) - d imKera* . (15) 

Л е м м а 3 (ср. [11]) 

dim Кег а* >п — #{неприводимые компоненты кривой D}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Гомоморфизм ф+ : Hi(Ukifh, Q) —» # i ( C 2 \ Д Q) 

является эпиморфизмом. В самом деле, # i ( C 2 \ Д Ж) порождается циклами 7,-, где 

7,- — обходы по окружности маленького радиуса вокруг кривых Д . Легко видеть, 

что (fc/НОД (m,-, Ar))7i может быть поднят в #i(£^b | f n>Z) и этот поднятый цикл 7,-

есть простой обход вокруг одной из неприводимых компонент кривой <^~ 1 (Д) . Ци­

клы 7 i , . . . , 7п являются линейно независимыми в Hi(Uktmi%), т а к как 7 1 , . . . , уп 

образуют базис в # i ( C 2 \ Д Z ) . 

Очевидно, 7 i 7 п € Кег а*. 
3.2. Положим 

N(k, m) = #{различные корни из единицы степени 
j 

являющиеся корнями многочлена А ; (£)}, 

где Xj(t) — элементарные делители многочлена Amp r im,G,i(0> определенные в (10), 

H G = 7 T I ( C 2 \ £ > ) . 

Т е о р е м а 3 [11, 7]. Пусть D С С2 и вектор m удовлетворяют условию (*). 
Тогда 

b1(Ukirn) = l + N(k,fh). 

3.3. Из [4] и из предложений 4 и 5 следуют 

Т е о р е м а 4. Пусть кривая D = D\ U . . .U Dn, n > 1, удовлетворяет следу­
ющим условиям: 

(i) для всех i и j , гф j , пересечения ( Д П Д ) П = 0; 

(ii) локально в каждой точке x G и , ^ ( Д П Dj) дивизор D = Д -f . . . -f £>n 

является дивизором с нормальными пересечениями. 
Тогда 

*(*М>) = 0 

для m = {mi,..., m n ) с m,- = рг

{\ где р,- — простые числа и г,- G N. 

Т е о р е м а 5. Пусть D удовлетворяет условиям теоремы 4, и пусть 

A I , G * , I ( 0 = 1 Ai* всех г, где G , = 7 T I ( C 2 \ Д ). Тогда 

q(Xk}fn) = 0 
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для любого m = ( m i , . . . , m n ) . 

В частности, если TTI(C 2 \ Д ) ~ Fi для всех % и если D = A U . . . U Dn удовле­

творяет условиям теоремы 4, то для любого m иррегулярность с(Хк,т) = 0. 

Т е о р е м а 6. Пусть D удовлетворяет условиям теоремы 4, и пусть выпол­
нены также следующие условия: 

(i) D пересекается с Loo трансе ер сально] 

(ii) 5 Z ^ » m i = РГу г^е Р — простое число, r G N и d{; = deg Д . 

Тогда q(Xkfrn)'=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 2 и замечания 1 следует, что корнями 

многочлена Am,x?(t) являются корни р г -й степени из единицы. 
С другой стороны, из предложения 4 следует, что 

A ^ W = ( « - l ) n _ 1 A ' W . 

где A'(t) — делитель многочлена 

д = ПД1.1>Д* т ' ' ) . 
1=1 

По теореме 7 из [5] корнями многочлена Д (t) не могут быть корни р г -й степени из 

единицы. Следовательно, Д'(0 = const и теорема б следует из (15) и из теоремы 3. 

3.4. Напомним [10], что 7 T I ( C 2 \ Д ) = Fi, если собственный прообраз о , " 1 ( Д ) 

имеет положительный индекс самопересечения, где <т : Р —> Р 2 — такая композиция 

(г-процессов, что О-*(Д U Loo) является дивизором с нормальными пересечениями. 

Предложим другой критерий коммутативности фундаментальной группы допол­

нения к алгебраической кривой в С 2 . 
Т е о р е м а 7. Пусть {Сь}ьев — такое семейство плоских алгебраических 

кривых, что: 
(i) Со = A -f.. .-f Ai является приведенным дивизором и удовлетворяет усло­

виям теоремы 4; 

(И) общий член Сь этого семейства неприводим. 

Тогда ж1(С2\Сь) = F b 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из хорошо известного принципа "полунепрерывно­
сти" следует, что существует эпиморфизм С-групп 

7 Г 1 ( С 2 \ С о ) ^ т п ( С 2 \ С 6 ) . 

Обозначим его через v. Легко видеть, что если Х{ — образующая С-группы 

7Ti (C 2 \ Со), то v(x{) — также образующая С-группы 7 T I ( C 2 \ Сь). 

Согласно [4] TTI(C 2 \ С 0 ) = TTI(C 2 \ Д ) х . . . x TTI(C 2 \ Dn). Пусть хх и х2 — две 

образующие группы TTI(C 2 \CO), принадлежащие различным подгруппам 7 T I ( C 2 \ A ) . 

Без ограничения общности мы можем предполагать, что х\ — образующая группы 

7Ti (C 2 \ А ) , а а?2 — образующая группы 7 T I ( C 2 \ А ) . 
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Так как Сь — неприводимая группа, то элементы v(x\) и и(х2) сопряжены друг 

другу. Пусть и(х2) = v(x$)v(%\)v(xs)~l, где хз— образующая одной из подгрупп 

* п ( С 2 \ Д ) . 
Если жз ^ 7Ti(C 2 \ D i ) , то v(x2) = ^(xi) , так как в этом случае х\ и хз коммути­

руют друг с другом. 

Если хз E 7Ti(C 2 \ D i ) , то v(x\) = и(хз)~1 и(х2)и(хз) = v(x2). Таким образом, 

во всех случаях и(х\) = и(х2) для всех образующих »i С-группы 7TI(C 2 \ D I ) И Д Л Я 

всех образующих х2 С-группы 7TI(C 2 \ D2). Таким образом, Imi/ =* Fi . Теорема 7 
доказана. 

3.5. Скажем, что вектор га = ( r a i , . . . , r a n ) является А:-допустимым, если к 
не является делителем га, для всех г. Два вектора räi = ( r a i , . . . , r a n ) и т2 = 
= ( r ä i , . . . , га„) называются ^-эквивалентными, если существует переход от т\ к 
т2 с помощью последовательности следующих преобразований: 

1) га н-> rä ± к; 
2) га н-» prä = (pra i , . . . ,рга п ) , если вектор рга является допустимым; 

3) га н-> râprim . 

П р и м е р . Векторы räi = (1,3) и гаг = (3,4) являются 5-эквивалентными, так 
как 

mi = (1,3) н- (6,8) н-> (3,4) = га2. 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть D и вектор fh\ удовлетворяют условию (*), и 
пусть räi и гп2 являются к-эквивалентными. Тогда 

# ( (J {корни к-й степени из единицы, являющиеся корнями элементарного 
j 

делителя Xj(t) многочлена A m l p r i m ,£>(*)}) = 

= # ( (J {корни к-й степени из единицы, являющиеся корнями элементарного 
j 

делителя Xj(t) многочлена A m 3 p r i m ( D ( ^ ) } ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поверхности Uktfhi и t/jb,m2 изоморфны. Отсюда и из 
теоремы 3 следует предложение 6. 

Автор выражает свою признательность Математическому институту им. Макса 
Планка (Бонн), во время пребывания в котором была написана данная статья. 

Поступило в октябре 1993 г. 
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