
С Е Р И Я М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я Том 61, № 1, 1997 

УДК 512.7+515.1 
Вик. С. Куликов 

О фундаментальных группах 
дополнений к торическим кривым 

Доказано, что для почти всех кривых D, заданных в С уравнением вида 
д(х,у)а + h{x,y) = 0, где а > 1 и Ь > 1 - взаимно простые натуральные 
числа, фундаментальные группы дополнений к этим кривым имеют копредстав-
ление 7ri(C \ D) ~ (х\,Х2 \ х\ = ж[>), т.е. совпадают с группами тори-
ческих узлов Ка ^. В проективном случае для почти всех кривых D в Р , яв­
ляющихся проективным замыканием кривых, заданных в С уравнением вида 
д(х,у)а + h(x,y) = 0, фундаментальная группа дополнения 7ri(P \ D) яв­
ляется свободным произведением с объединенной подгруппой двух циклических 
групп конечного порядка. В частности, для общей кривой D С Р , заданной 
уравнением l%c(zo, z\, z2) + lac(z0, z\-> Zel) — 0> гДе lq ~ однородный многочлен 
степени q, TTI(P2 \ ~D) ~ {хъх2 | xf = x2

1,xfc = 1). 
Библиография: 8 наименований. 

В в е д е н и е 

Пусть D С С 2 - неприводимая комплексная алгебраическая кривая, заданная 
уравнением f(x,y) = 0, где f(x,y) Е С [ж, у] - неприводимый многочлен. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Назовем кривую D торической кривой, если найдутся такие 
многочлены д(ж,у) и h(ж,у), degg(x,y) > 0, degh(x,y) > 0, а также такие 
взаимно простые натуральные числа а > 1 и Ъ > 1, что выполнено соотношение 

9(x,y)a + h(x,y)b = f(x,y). (1) 

Название "торическая кривая" возникло из того, что дополнение к кривой 
Еа^ь С С 2 , заданной в координатах и и v уравнением иа + vb = 0, гомотопичес-
ки эквивалентно дополнению к торическому узлу Ка^ в трехмерной сфере (см., 
например, [4]). Как хорошо известно, фундаментальная группа 7Ti(C2 \ Еа^) по­
рождается двумя элементами, х\ и Ж2, и имеет следующее копредставление: 

7Г1((£2\Еа,ъ) = (х1,Х2\х(£=ХЬ
2). ( 2 ) 

Торическое разложение (1) задает торический пучок кривых D A , Л Е С* = С \ 
{0}, определяемый уравнением д(х,у)а + АД(ж, у)ъ = 0. 

Работы выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (грант № 96-01-00614) и фонда INTAS (грант № 4373). 
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Многочлены и = д(х,у) и и = h(x,y), участвующие в торическом разложе­
нии (1), определяют морфизм ф: X = С2 —> Y = С2. Предположим, что якобиан 
этого морфизма 

( дд_ дд_\ 
J(g,h) = det §f f | U o , 

\ Эж ' Эт/ / 

и пусть морфизм т/>: X —> Р2 является продолжением т/> на некоторое проективное 
замыкание аффинной плоскости X. Обозначим В множество точек в Р2 , над кото­
рыми морфизм ф не является этальным, и пусть Bgh=BnY. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть многочлены д(х,у) и h(x,y) удовлетворяют условиям: 
i) J(g,h)£0; 
И) кривая Bg^h С С2 не проходит через начало координат. 
Тогда почти все кривые D\ из пучка кривых g(x,y)a + Xh(x,y)b = 0, где 

а > 1 иЪ > 1 - взаимно простые числа, являются неприводимыми и морфизм 
ф индуцирует изоморфизм фундаментальных групп 

ф,:ж1(С2\Пх)^ж1(С2\Ех), 

где Е\ - кривая в С2, заданная уравнением иа + Xvb = 0. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть кривая D\ удовлетворяет условиям теоремы 1. 
Тогда фундаментальная группа 7Ti(£2\D\) порождается двумя элементами, 
х\ и Ж2, и имеет следующее копр ед став ленис. 

K1{C2\Dx)~(x1,x2\xa
1=xb

2). 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть кривые в С2, заданные уравнениями д(х,у) = 0 и 
h{x,y) = 0, пересекаются в degg(x,y) degh(x,y) различных точках. Тогда 
почти все кривые D\ из пучка кривых д(х,у)а + Xh(x,y)b = 0, где а > 1 и 
Ъ > 1 - взаимно простые числа, являются неприводимыми и фундаменталь­
ная группа имеет следующее копр ед став ленис. 

тп(С2 \DX) ~ (Х1,х2 | х<£ = хь
2). 

Слова "почти все кривые" в теореме 1 и в следствиях 1 и 2 из нее означают сле­
дующее: для всех D\, X Е С* \ {Ai , . . . , А&}, где А ,̂ 1 ^ г ^ к, - конечный набор 
(критических) точек в проколотой комплексной плоскости, для которых кривые 
Е\ в С2 из торического пучка иа + Xvb = 0 либо нетрансверсально пересекаются 
с Вд^ хотя бы в одной точке, либо имеют число общих с Вд^ точек меньше мак­
симально возможного числа (для элементов этого пучка). 

Обозначим lq{z\, Z2, zs) однородную форму степени q. Из следствия 2 вытекает 

ТЕОРЕМА 2. Пусть a > l u b > l - взаимно простые числа, и пусть 
кривые в Р2 , заданные уравнениями hc(zi^z2^s) = 0 и lac(zi,Z2,zs) — 0, 
пересекаются трансе ер сально в abc2 различных точках. Тогда 

^ ( Р 2 \DX) ~ (хих2 | xt = xb
2,xtc = 1) 

для почти всех D\ из пучков кривых l%c(zi,Z2, zs) + Xlb
ac{z\, z2j zs) = 0. 

Слова "почти все кривые" в теореме 2 означают: для всех D\, не имеющих 
других особых точек, кроме базисных точек пучка \D\ |. 
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Теорема 2 была ранее доказана другими методами в [8] для а = 2, 6 = 3, с = 1, 
в [7] для а = 2, Ъ = 3 и любого с, в [6] для произвольных взаимно простых чисел а 
и Ь, а с = 1, и в [5] - в общем случае. 

Уравнение/(ж, /̂) = 0 кривой D определяет мор физм / : C2\D —> С* = С 1 \{0} , 
заданный уравнением z = f(x,y). Индуцированный этим отображением гомомор­
физм /* : 7Ti(C2 \ D) —> 7Ti(C*) ~ Z является эпиморфизмом с конечно порожден­
ным ядром N = ker /*, если общий слой морфизма / связен [3]. Если D - непри­
водимая кривая, то N совпадает с коммутантом группы 7Ti(C2 \ D). В частности, 
для кривой Еа^-> заданной в С2 уравнением иа + vb = 0, коммутант N группы 
7Г1 (С2 \Еа^ь) является свободной группой F ранга rg¥ = ab — а — Ь+ 1. 

Известный принцип "полунепрерывности" Зарисского гласит, что если 
{Db}beB — алгебраическое семейство плоских кривых, то для кривой Db0 
этого семейства, не имеющей кратных компонент, степень которой degD^0 
совпадает со степенью deg Db общей кривой Db этого семейства, существует 
естественный эпиморфизм 7Ti(C2 \ Db0) —> TTI(C2 \ Db). 

Из этого принципа вытекает 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть кривая D, заданная в С2 уравнением д(х,у)а + 
h{x,y)b = 0, не имеет кратных компонент, и пусть degD = 
max(adegg, bdegh). Тогда существует естественный эпиморфизм ядра N = 
ker/* {коммутанта группы 7Ti(C2 \ D) в случае неприводимой кривой D) на 
свободную группу ¥ ранга rgW = ab — а — b + 1. 

В случае, когда deg D ф max (a deg g, Ъ deg К), имеет место чуть-чуть более сла­
бое утверждение. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть кривая D, заданная в С2 уравнением д{х,у)а + 
h(x,y)b = 0, не имеет кратных компонент. Тогда существует естествен­
ный эпиморфизм ядра N = ker/* на фундаментальную группу 7Ti(Sg) римано-
вой поверхности Sg рода g ^ \{ob — а — Ъ + 1). 

Доказательство этой теоремы приведено в п. 3.8. 
Теорема 1 является простым следствием (см. п. 3.6) следующего утверждения. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть и и v - координаты в С2, и пусть кривая В с С2 не 
проходит через начало координат о = (0,0). 

Тогда для почти всех кривых Е\ из торического пучка иа + \vb = 0 имеют 
место естественные изоморфизмы 

тг1 (С2 \ (В U ЕХ)) ~ ^ i (C 2 \ В) х ^ ( С 2 \ ЕХ) 

такие, что проекции 

р Г 1 : 7ri(C2 \ (BUEX)) -+ тп(С2 \В), рг2: тп(С2 \ (ВИЕХ)) -+ тп(С2 \ЕХ) 

индуцированы морфизмами i\: C2\(B(JE\) —>С2\£? ui-i: C2\(Bl)E\) —>С2\ 
Ex-

Доказательство основано на копредставлении фундаментальной группы допол­
нения к плоской алгебраической кривой, изложенном в [1], и во многом совпадает с 
доказательством основного результата работы [2]. Поэтому доказательства неко­
торых утверждений, необходимые для доказательства теоремы 4 и содержащиеся 
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в [1], [2], будут опущены. Вместе с тем все определения и формулировки утвержде­
ний из [1], [2], необходимые для доказательства теоремы 4, будут приведены в этой 
статье. 

Доказательство теоремы 4 распадается на три части. 
В § 1 будет исследовано поведение кривых Е\ на бесконечности. Основываясь 

на этом исследовании, строится некоторое множество Л С С*, состоящее из конеч­
ного набора действительных лучей, выходящих из начала координат и проходящих 
через критические точки Л .̂ 

В § 2, основываясь на приведенном в [1] описании образующих для 7Ti (С2 \(В U 
Е\)^) и соотношений между ними, показано, что для Л Е С* \ Л в 7Ti (С2 \ (В U 
Е\)) можно так выбрать образующие 71,г? * — 1 , . . . , га, и 72,г, i = 1 , . . . , п, 
что 7i,г соответствуют образующим в 7Ti(C2 \ Е\), и соотношения между ними 
в 7ri(C2 \ {В U Е\)) те же, что и в 7Ti(C2 \ Е\); аналогично, 72,г соответствуют 
образующим в 7Г1 (С2 \ В), и соотношения между ними в 7Ti (С2 \ ( Б и ^ А ) ) т е ж е? 
что и в 7Г1 (С2 \В). Кроме этих соотношений в фундаментальной группе 7Ti (С2 \(BU 
Е\)) имеются еще несколько определяющих соотношений типа: для некоторых пар 
7i,н 5 72,г2 эти образующие коммутируют между собой. Эта часть доказательства 
почти дословно совпадает с соответствующей частью из [2]. 

Наконец, деформируя кривую Е\, в §3 будет доказано, что любые две образу­
ющие 7i,г и 72, j коммутируют между собой в 7Г1 (С2 \ ( Б и ^л)) л л я А Е С* \ Л, а 
также будет показано, что эти группы изоморфны для всех А Е С* \ {Ai , . . . , А& }. 

Для доказательства теоремы 2 в § 4 приведен алгоритм вычисления фундамен­
тальной группы дополнения к торической кривой Еа^-> заданной в С2 уравнением 
иа + v = 0, на основании которого теорема 2 является простым следствием из 
следствия 2. Упомянутый алгоритм позволяет вычислить фундаментальную груп­
пу дополнения к проективному замыканию D\ в Р2 любой кривой D\, удовлетво­
ряющей условиям теоремы 1, если мы полностью контролируем порядок ветвле­
ния вдоль бесконечно удаленной прямой Ь^ и знаем ее "образ" при рациональном 
отображении ф: Р2 —> Р2 , определяемом многочленами и = д(х, у) и v = h(x, у) 
(подробности см. в п. 4.5). В частности, этот алгоритм приводит к следующему 
утверждению. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть Еа^ - проективное замыкание в Р2 кривой Еа^-> за­
данной в С2 уравнением иа + vb = 0, где а > Ъ > 1 - взаимно простые 
натуральные числа. Тогда 

^ i ( P 2 \ £ a , b ) - ^ M 

- циклическая группа порядка а. 

Теоремы 2 и 5 являются частными случаями более общего утверждения. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть многочлены д(х,у) и h(x,y) удовлетворяют услови­
ям теоремы 1. Тогда для замыканий D\ почти всех кривых D\ из пучка 
g{x,y)a + \h{x,y)b = 0 фундаментальная группа 7Ti(P2 \D\) является свобод­
ным произведением с объединенной подгруппой двух циклических групп конеч­
ного порядка. 
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§ 1. Поведение торических кривых Ех на бесконечности 

1.1. Рассмотрим пучок торических кривых Ех, заданный уравнением ua+\vb = 
0. Пусть С2 С Р 2 - проективное пополнение, Р2 \ С2 = L^- бесконечно удаленная 
прямая и Ех - проективное замыкание кривой Ех в Р2 . Предположим, что а > Ь; 
для всех Л кривые Ех и L^ пересекаются в единственной точке ( 0 : 1 : 0 ) , где 
(?/1 : У 2 -Уз) - проективные координаты на Р2 пи = —, v = —. 

Пусть cTi,... ,сгп - последовательность сг-процессов, разрешающая базисную 
точку на бесконечности пучка кривых Ех так, что этот пучок в окрестности беско­
нечности задает регулярный морфизм. Пусть а — о\ •... -ап : Р —> Р2 - композиция 
этих сг-процессов. Пусть LQ = L ^ , Li - исключительная кривая г-го сг-процесса, 
a Lj = a^~ (Lj) - собственный прообраз при j < г. 

Непосредственно проверяется, что: 
i) первый сг-процесс о\ имеет своим центром точку ( 0 : 1 : 0 ) ; 
И) при i > 1 центр г-го сг-процесса лежит на пересечении двух кривых, Lj и L&, 

j < ink < г, причем кривые Lj и Lfc однозначно определяются номером сг-процесса 
и парой чисел а и Ь; 

iii) необходимое для разрешения базисной точки число п сг-процессов зависит 
только от чисел а и Ь; 

iv) для любого A G С* собственный прообраз кривой Ех пересекается с Ln 
(исключительной кривой последнего сг-процесса) в одной точке и не пересекается 
с Lj при j < п. 

Отсюда следует 
ЛЕММА 1. Для любых и$ и vo последовательность а-процессов, разрешаю­

щая базисную точку на бесконечности пучка кривых Ex,Uo,v0, заданного урав­
нением 

(u-uo)a + \(v-vo)b = 0, 
так, что этот пучок в окрестности бесконечности задает регулярный мор­
физм, не зависит от и$ и v$. 

1.2. Для фиксированного Л рассмотрим двухпараметрическое семейство тори­
ческих кривых EUQ:VQ = EX,U0,V0J заданное уравнением (и — ио)а + \(v — vo)b = 0. 
Обозизчимpx^u0,v0 точку пересечения кривой EUo^VQ с Ln. 

ЛЕММА 2. Точка px,u0,v0 = Рх £ Ln остается неподвижной при изменении 
параметров и$ и v$. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Не ограничивая общности, можем считать, что Л = 1. Из 
леммы 1 следует, что кривые Ex:u0,v0 £ ^ принадлежат одной и той же линейной 
системе. Следовательно, индекс пересечения (Ex0,Uo,v0 •> Ё\г )Wl )Vl )F2 = dявляется 
константой. Обозначим 

(ЯЛо 
, 1 6 0 , ^ 0 ' )с2 - ^2(E\0,uo,v0iE\1,u1,v1)z 

Z 

индекс пересечения кривых E\0JUOIVQ
 и E\ljUljVl

 B ^ 2 > г л е суммирование ведется 
по всем точкам z пересечения этих кривых в С2. 

Кривые EiiUQiVQ определяют регулярный морфизм и: С2 —> L n , переводящий 
точку (щ, ^о) в точку pilUo,v0- Если образ v(С2) не является точкой, то найдутся 
такие значения параметров {u\,v\) и (u2, V2), что 

(^i,o,o,Ei Ul Vl)c2 — &•> (Ei,u2,v2iEi,Ul,^i)c2 < d. 
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Более того, неравенство (EIJU2JV2, Ei^Ul^Vl)C2 < d означает, что кривые E\^Ul^Vl и 
Ел 

lU2,v2 определяют одну и ту же точку р на бесконечности. Поэтому для доказа­
тельства леммы достаточно показать, что найдется такое значение Л, что (^1^,0? 
^ l , 0 , v 0 ) c 2 < а ^ (^ l ,0 ,vo J ^ 1 , W 0 , V O ) C 2 < а ^ и ( ^ l , 0 , 0 , ^ A , 0 , v 0 ) c 2 = «6 ДЛЯ Л ^ 1 и 
всех ixo, ^о • 

Проверим первое из этих неравенств (второе проверяется аналогично). Найдем 
точки пересечения кривых i?i,o,o и ^i,o,v0- -Для этого нам нужно решить систему 
уравнений 

ua + (v-vo)b = 0 

и показать, что число решений меньше ab. Обозначая £ i , . . . , £ь-1 корни уравнения 

vb - (v - v0)b = 0, 

получаем, что решениями этой системы являются пары (\/—£,i, £,i), т.е. число ре­
шений строго меньше аЪ. Решая аналогичную систему, точно так же проверяется 
равенство (Е\5о,о, ^л,о,v0)с2 — ао- Эту проверку мы оставляем читателю. Лем­
ма 2 доказана. 

1.3. Рассмотрим снова пучок торических кривых Е\, заданный уравнением 
иа + Xvb = 0. Этот пучок определяет рациональное отображение ip: Р2 —> Р 1 со 
слоем Е\ над точкой A G С* С Р1 . Продолжим последовательность сг-процессов 
о ! , . . . , ап из п. 1.1, добавив к ним сг-процессы с центром в начале координат так, 
чтобы разрешить базисную точку (начало координат) отображения ср. В итоге по­
лучим композицию сг-процессов а: Р2 —> Р2 и регулярный морфизм (̂ : Р2 —> Р1 . 

Пусть В С С^ - произвольная кривая, Б С Р2 - ее проективное замыкание, а 
Б = а~1(В) С Р2 - собственный прообраз. Кривая В пересекается с Ln (опреде­
ление Ln см. в п. 1.1) в конечном числе точек. Обозначим Ав = ф(В П Ln) П С*, и 
пусть 

Л = {Л G С* | tX G Л^для некоторого действительного £ > 0} 

- конечный набор действительных лучей в С*, выходящих из "выколотой" точки и 
проходящих через одну из точек, принадлежащих Л^. 

Обозначим E\j,u0,v0 кривую в С2, заданную уравнением (tu — ио)а + 
X(tv-v0)b = 0. 

ЛЕММА 3. Функция г)\ (С* \ Л) х М+ х С2 —• Z, где rj(X,t,uo,vo) = 
(E\,t,u0,v0,B)C2, является константой. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, Ex,t,u0,v0 = ^ tb-a A j l j t - i U ( b t - i V 0 . Поэтому лем­
ма 3 следует из определения множества Л и из леммы 2, так как tb~aX ^ Л, если 
Л ^ Л, И (#А,0,0, # ) с 2 = (^Л,0,0, ^ ) р 2 ДЛЯ Л £ Л д . 

1.4. Если кривая 5 не проходит через начало координат, то, очевидно, среди 
компонент кривой В нет компонент слоев морфизма ф. Поэтому ограничение ф 
морфизма ф на В является конечным морфизмом. Обозначим ASing С С* конечное 
множество точек, над которыми морфизм ф не является этальным. 
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§ 2. Метод теней и экранов 

Напомним основные определения и утверждения из [1], [2], необходимые для до­
казательства теоремы 4. На протяжении этого и следующего параграфов счи­
таем, что кривая Е = Е\ из торического пучка кривых, заданного уравнением 
иа + Xvb = 0, пересекается с В в С2 трансверсально во всех общих для этих кривых 
точках, т.е. Л ф. ASing, а также предполагаем, что Л ф. Л. Обозначим D = Е U В. 

2.1 . Пусть l0,x ~ действительный луч, выходящий из точки о и проходящий че­
рез точку ж Е С2. Выберем точку о Е С2, о ^ D, так, чтобы эта точка и кривая 
D находились в общем положении по отношению друг к другу, т.е. чтобы выпол­
нялись следующие условия [1]: 

1) число точек пересечения (без учета кратности) любого луча l0jX и D не более 
трех; 

2) существует лишь конечное число лучей /0)Ж, пересекающих D ровно в трех 
точках; 

3) для почти всех точек ж Е D, кроме точек, принадлежащих конечному числу 
вещественных алгебраических кривых, /0)Ж П D = {ж}; 

4) для каждой точки s E Sing D имеем /0)S П D = {s}; 
5) если луч /0)Ж касается D в точке ж, то /05Ж П D = {ж}; 
6) если луч 10^х пересекает D в точках хну, х ф у, то касательные пространства 

TXD nTyD не параллельны; 
7) пучок комплексных прямых в Р2 , проходящих через точку о, является пуч­

ком Лефшеца, т.е. для индекса пересечения (L, D)x каждой прямой L из пучка и 
кривой D в каждой точке х Е L П D выполнено 

(L, 1))ж ^ 2, если ж-неособая точка, 

{L,D)X = /лж, если ж Е Singl), 

где /лж - кратность особой точки ж кривой D Е Р2 . 

ЛЕММА 4. Дл^г любой кривой D с С2 существует точка о Е С2, находя­
щаяся с D в общем положении. 

Доказательство содержится в пп. 7 и 8 статьи [1]. 
Пусть (i&o, ^o) ~~ координаты точки о. Выберем новую систему координат, поло­

жив 
Z\ — U - Uo, Z2—V- Vo. 

2.2. Пусть f{z\,z<z) = 0 - уравнение кривой D, 

/(*i,*2) = /i(*i,*2)((*i + uo)a + A(z2 + ^ ) Ь ) , 

где/1(2:1, 2:2) = 0 -уравнение кривой В и /2(^1,^2) = ((^1+^о)а+А(2:2+^о)Ь) = 0~ 
уравнение кривой Е. 

Точка z — (z\, Z2) Е D называется невидимой, если для некоторого веществен­
ного £, 0 < t < 1, точка tz = (tz\,tz2) также принадлежит D, т.е. на луче / 0 ^ 
между точками о viz лежит еще одна точка tz E D. Такую точку tz E D мы будем 
называть экранирующей точкой. Объединение всех экранирующих точек обозна­
чим SD и назовем экраном, а замыкание всех невидимых точек I°D обозначим ID. 
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Множества 

SD = S 1 1 U S 2 2 U S i 2 U S 2 i , 

I°D = I°1UI$2UI°2UI!>1, 

где Si j и if- задаются неявно системой уравнений 

fi(zi,z2) = 0, 
/ j ( ^ i , t z 2 ) = 0, t > 0 , 1ф\, 

при этом точка (zi, z2) - решение системы (3) при t < 1 - принадлежит if-, а при 
t > 1 эта точка принадлежит Sij. Если мы обозначим D\ = В и D 2 = i£, то Sij 
состоит из точек, лежащих на Di и экранирующих некоторые точки, лежащие на 
Dj , a if- состоит из невидимых точек, лежащих на Di и экранируемых точками, 
лежащими на Dj. 

Система (3) неявно задает q непрерывных кривых ji(t),... ,jq(t) С D, точки 
которых параметризованы вещественным параметром t, t > 0, t ф 1. Пусть эти 
кривые занумерованы таким образом, что 

7 i U • • • U Ъ = 5i2 U 5 2 i U /?2 U /§ ! , 

7p+i U • • • U lq = S u U S22 U /? ! U /£2 . 

ЛЕММА 5. Пусть А £ Л. Тогда: 
1) q^degD(degD-l); 
2)р=(В,Е)с2; 
3) дл̂ г любого г отображение 7г: ^ + \ {1} —> D является гладким погру­

жением; 
4) если ji(ti) = jj(t2) гс/ш г ф J, гао ti 7̂  t2; 
5)I°12Ul^ = (JUH(t)\t<l}; 
6) 5 i 2 U 5 2 i = U?=i{7 i (* ) !*>!} ; 
7) дл̂ т 1 < г < р значение 7г(^о) определено при любом to > 0, т .е . сущес­

твует linit^to Ji(t) £ С2; более того, l init^i 7г(^) G Di П D2. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО утверждений 1)-6) содержится в пп. 6.3-6.8 статьи [1]. Ут­

верждение 7) следует из леммы 3, так как кривая Е = Е\ выбрана так, что Л ̂  Л. 
Из (3) легко видеть, что если z = 7г(^) л л я некоторого г, то точка tz лежит на 

некоторой кривой 7j и tz = 7j(^ - 1)- В дальнейшем будем считать, что кривые 
занумерованы таким образом, что если z = 7г(̂ )> т 0 точка tz лежит на той же 
кривой 7г- В этом случае каждая кривая ji(t) при i ^ p обладает следующим 
свойством (см. [1, п. 6.10]): 

*) если при t < 1 точки 7г(^) принадлежат D\ (соответственно D2), то при 
t > 1 точки ji(t) принадлежат D2 (соответственно D\). Кроме того, если U -
достаточно малая окрестность точки s = 7г (1) ? то (С/ П Dj) \ 7г (j = 1,2) является 
связным множеством, где 7г = {̂  = Ji(t) | t ^ 1}. 

2.3. Пространство D \ ID распадается на связные компоненты D\\,... ,D\r, 
D 2 i , . . . , D2s, где D\i С Di w D2j С D2. Эти компоненты взаимно однозначно 
соответствуют образующим фундаментальной группы 7Ti (С2 \ D, о) в копредстав-
лении, описанном в [1]. Напомним кратко это копредставление. 
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Пусть Ki - действительный конус над Di(i = 1, 2) с вершиной в точке о, 

Кг \ {о} = {z Е С2 | fi(tz) = 0 для некоторого t Е Ш \ {0}}, 

и пусть К = К\ U if 2. Риманова поверхность D делит конус К на две части. Пусть 

ЕК = {z Е С2 | / ( te) = 0 для некоторого положительного £ Е М+,£ < 1} 

- та часть, которая не содержит начала координат о (тень кривой D в терминах [1]). 
Для каждой связной компоненты Dij С D \ ID обозначим 

Kij = {z Е С2 | 3 положительное £ < 1 такое, что tz E Dij} С .Eif. 

Каждая 1 ^ является гладкой двусторонней [1] действительной гиперповерхнос­
тью в С2. Пусть 

EID = {z Е С2 | 3 положительное £ < 1 такое, что tz E ID} 

- тень от множества невидимых точек. Множества Kij = Kij \ EID называются 
стенками. Каждая стенка Kij является связным множеством, и если Di1j1 ф 
^ 2 J 2 > Т 0 •**-431 ^ ^ 2 J 2 = ^ • 

Для почти всех точек z E E / D (кроме точек, лежащих на конечном числе лучей) 
тень ЕК локально в окрестности точки z распадается на две гладкие гиперповерх­
ности, К' и К", пересекающиеся трансверсально вдоль К' П К" С EID (такие 
точки z E EID называются гладкими точками множества EID). Гиперповерх­
ности К' \ [К' П К") и К" \ [К' П К") распадаются на две связные компоненты 
каждая. Обозначим их К{, K^wK", К^. 

По определению множества EID для каждой гладкой точки z E EID на луче 
l0^z между точками он z лежат ровно две точки, а и Ь, принадлежащие D, одна из 
которых (пусть это а) принадлежит SD, а другая точка принадлежит ID (см. [1, 
рис. 2]). Точка а принадлежит некоторой компоненте связности Di1j1 и одно из 
множеств, К' \ [К' П К") или К" \ [К' П К"), содержится в Kixjx (пусть для 
определенности это К' \ {К' П К")). Множества К'{ и К'<1 также принадлежат 
некоторым стенкам Ki2 j2 и Ki3j3 (быть может, Ki2j2 = Ki3j3). Такие стенки назы­
ваются смежными в точке z E EID. Каждая тройка смежных в некоторой точке 
стенок Ki1j1, Ki2j2? Кгззз является упорядоченной тройкой, порядок в которой 
определяется ориентациями на этих стенках [1]. 

Как показано в [1], стенки Kij взаимно однозначно соответствуют образую­
щим некоторого копредставления (аналог копредставления Виртингера) фунда­
ментальной группы 7Г1 (С2 \ D, о), а определяющие соотношения между ними вза­
имно однозначно соответствуют тройкам смежных в некоторой точке стенок. Бо­
лее точно, пусть [а, Ь] - отрезок, пересекающий трансверсально стенку Kij в точке 
z E Kij с положительной стороны (двигаясь от а к Ь), не пересекает ЕК в других 
точках и имеет достаточно малую длину. Обозначим lz замкнутую петлю, состав­
ленную из отрезков [о, а], [а, Ь] и [Ь, о]. Очевидно, для различных z E Kij петли lz 
определяют один и тот же элемент 7ij £ тп (С2 \ D, о). Элементы 7ij порождают 
7Г1 (С2 \ D, о), и соотношения между ними - это соотношения вида 

Hijili2h%)1 = Ъззз (4) 

для каждой правильно упорядоченной тройки смежных в некоторой точке z E 
EID стенок Khjl, Ki2J2, Ki3J3. 

4 Серия математическая, №1 
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2.4. Стекни Kij однозначно соответствуют компонентам связности Dij С D \ 
ID. Поэтому в дальнейшем каждую Dij мы отождествим с образующей 7ij фун­
даментальной группы 7Ti(C2 \ D, о), а каждой точке z Е Dij сопоставим состав­
ленную из отрезков замкнутую петлю lZl, где z\ — tz Е Kij для некоторого t > 1 
(близкого к 1). Эту петлю в дальнейшем мы будем обозначать lz. 

Процесс разбиения множества D\ID на связные компоненты может быть произ­
веден в два шага. На первом шаге разобьем римановы поверхности Di \ 1ц на связ­
ные компоненты D\,..., D^l), а затем каждую D[ \ 1\2 (соответственно D\ \ I^i) 
разобьем на связные компоненты D\j (соответственно D<ij). 

Компоненты Dj,..., Df взаимно однозначно соответствуют образующим 
фундаментальной группы 7Ti (С2 \ Di, о) в описанном выше копредставлении. 

ЛЕММА 6. Пусть X ф Л, и пусть Dijx и Dij2 лежат в одной и той же 
компоненте связности D\. Тогда jijx = jij2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО совпадает с доказательством леммы 3 из [2]. 

Элемент 7iji = 7ij2 группы TTI(C2 \ D,o), соответствующий компонентам Dijx 
и Dij2, лежащим в одной и той же компоненте связности LИ, в дальнейшем будем 
обозначать ^\. 

ЛЕММА 7. Пусть X ф Л, и пусть замыкание компонент связности D[ и 
D™ содержит точку s G D\ П D<z- Тогда 

7i72 =72 7i-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО содержится в [1, п. 6.13]. 

Из лемм б и 7 следует, что в 7Ti (С2 \D,o) мы можем выбрать образующие 7i , • • • 
a(l) I OL(2) 1 а ( г ) /• Л 0 \ 

. . . , 7 i ? 72 > • • • '72 т а к ' ч т 0 7 г 5 • • • 5 7г ( г = 1 ? *) взаимно однозначно соот­
ветствуют образующим группы 7Ti (С2 \Di,o). Соотношения между образующими 
7̂ "? • • • 5 7i в ^i (^2 \-^?°) т е ж е 5 ч т 0 и в 7Г1 (С2 \Di,o). Кроме этих соотношений 
имеется еще несколько соотношений следующего типа: пара образующих JI1 И 7^2 

коммутирует друг с другом, если замыкания компонент D^1 и D^2 содержат точку 
из D\ П £>2, и других соотношений нет. 

§ 3. Линейная деформация кривой Е\ 

Чтобы завершить доказательство теоремы 4, нам надо показать, что любые две 
образующие ^ и 7^2 коммутируют друг с другом. Для этого рассмотрим группу 
GL(2, С). Выбранная выше система координат в С2 с началом координат в точке о 
определяет линейное действие группы GL(2, С) на С2. Это действие продолжается 
до действия на Р2; при этом для любого g Е GL(2, С) gl/oo = ^оо-

3.1. Рассмотрим в GL(2, С) подгруппу нижних треугольных матриц 

<?EGL(2,( 911 О 
921 922 

Элементы g Е А оставляют на месте прямую LZI=Q. Поэтому точка (0 : 1 : 0) = 
Lea Г) Е\ остается неподвижной при действии группы А (мы предполагаем, что 
показатель а в уравнении Е\ больше Ъ). 
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Рассмотрим в А открытое по Зарисскому множество 

G = {д Е А | D\ и gD2 пересекаются трансверсально в (В,Е\)С2 точках}, 

где D\ = В, D2 = Е\ и gD2 - образ кривой D2 при действии элемента д Е А в С2. 
Отметим, что G непусто, так как содержит некоторую окрестность единичного 
элемента группы А. Кроме того, G является связным множеством, так как А -
неприводимое алгебраическое многообразие, a G - открытое по Зарисскому в А 
подмножество. 

Рассмотрим B G X P 2 три гиперповерхности: 

5 i = G х Du D2 = GD2 = {(g,x) E G x P2 | g-\x) E D2}, 
Loo = GLoo = {(g,x) E G x P2 | g-\x) E L^}. 

Пусть p: Gx¥2\(D1UD2ULQO) - • G- ограничение на G x P2 \ ( 5 i UD2ULQO) 
проекции pr-j_: G x P2 —> G. Очевидно, для каждого g E G слой р~г(д) ^ С2 \ 

ЛЕММА 8. Морфизм p: G x P 2 \ {D\ UD2 U L ^ ) —> G является С°°-локально 
тривиальным расслоением. Более того, над некоторой окрестностью U 
любой точки go E G тривиализация может быть выбрана так, что {(д,о) | 
д Е U} является постоянным сечением этой тривиализации. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЭТОЙ леммы использует стандартную технику тривиализа­
ции расслоения в окрестности Ug компактного слоя рт~1(д) путем склейки с по­
мощью гладкого разбиения единицы, подчиненного покрытию {Ui}, глобальных 
векторных полей в Ug из векторных полей, определенных на открытых множест­
вах Ui, Ug = UС/г, и потому будет опущено. 

3.2. Пусть s: [0,1] —> G - гладкий путь, соединяющий элементы е и ^ , где е -
единица группы GL(2, С), s(0) = е, s(l) = д\. Ограничение морфизма р: G х 
Р2 \ (Di U D2 U Loo) —> G на кривую s, ps : s х С2 \ (Z?i U D2) —> 5, является 
(L -тривиальным расслоением. Обозначим g : G x P 2 \ (L>i U L>2 U Loo) - • С2 \ 
(Di U D2) проекцию на слой р~1(е), определяемую тривиализацией. Обозначим 
£s(T) ограничение q на слой р~г (s(r)) и gs(T) = #7(т) ~~ обратный гомеоморфизм. 

Так как p s является С°°-тривиальным расслоением, то для любого г Е [0,1] 
определены естественные изоморфизмы фундаментальных групп слоев pj1(e) и 

дв ( т )*: тп(С2 \ (Z3i U D2),o) -+ ^ i (C 2 \ (Z3i U s(r)D2),o), 

согласованные с изоморфизмами 

i T * : ^ i ( C 2 \ ( ^ i U s ( r ) ^ 2 ) , o ) ^ ^ i ( s x C 2 \ ( 5 i u 5 2 ) , ( e , o ) ) , 

индуцированными вложениями iT: С2 \ (Di U s(r)D2) —> s x С2 \ (Z)i U Z^)- Мы 
можем отождествить 7Ti (S Х С2 \ (D\ U 1)2), (е, о)) с 7Ti (С2 \ (D\ U D2),o). При 
этом отождествлении замкнутая петля 7 С С2 \ (Z)i U s(r)D2) отождествляется 
с ^S(T)(T) С С2 \ (Di U D2) (более точно, петли gs(T)(7) и 7 определяют один и 
тот же элемент в 7Ti (S Х С2 \ (Z)i U ̂ 2) , (в, о)), где 7 _ петля, состоящая из пути 
по сечению (s(t), о), 0 ^ t ^ т, затем по петле 7 и назад в точку о = (s(t), о) по 
сечению (s(£), о)). 

4* 
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3.3. Для доказательства теоремы 4 достаточно доказать, что для любых двух 
образующих 711,722 ^ ^l (^2 \(DiUD2),o) существует такой путь s c G , что эле­
менты ^s(i)(7i1) M^s(i)(722) коммутируют в 7Г1 (С2 \ (Di U s( 1)^2) ? о). Для этого 
обозначим Я С G подмножество тех элементов д Е G, для которых начало ко­
ординат о не находится в общем положении с римановой поверхностью D\ U ^ ^ 2 , 
Яг>! = U{# Е G | £>i С дК2}, HD2 = {д е G \ gD2 С Кг}, где ^ - дейст­
вительный конус над римановой поверхностью Di, £>i - неприводимая компонента 
поверхности D\ и объединение взято по всем неприводимым компонентам Z)i С D\. 

Обозначим 

Яж = {д G G | <?(*) G tfi}, 
ГЯЖ = {<? G G | <?(*) G Къ g{TxD2) С Т ^ ^ } , 

где х € D2, a TXD2, Tg^Ki - касательные пространства к D2 и К\ в точках х и 
(/(ж) соответственно. Аналогично, для х G I?i обозначим 

Нх = {д G G | ( Г 1 (s) G iT2}, 
ТЯЖ = {д € G | д-\х) € К2, д^РМ С Тд-1{х)К2}. 

Кроме того, для любой точки х Е D2 обозначим 

ЕНХ = {д € G | д(х) G £ / D i } 

и для точки х Е Di обозначим 

№ = {<? е G4 ( Г ' И е ЯЛЫ-
ЛЕММА 9. Пространства Я , Я ^ , Я ^ 2 , Яж , Яж , ГЯЖ, ГЯЖ, £?ЯЖ, £?ЯЖ 

являются собственными вещественными алгебраическими подмногообрази­
ями в G вещественной коразмерности: 

1) codimR Нв{ > 3; 
2) codingТНХ ^ 3 дл̂ г общей точки х Е Di; 
3) coding ТЯЖ ^ 3 дл̂ г общей точки х Е D2; 
4) codirn^ ЕНХ ^ 2 дл̂ г общей точки х Е Di; 
5) coding £?ЯЖ ^ 2 дл̂ г общей точки х е D2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. УСЛОВИЯ 1)-7) в определении точки, находящейся в общем 
положении с римановой поверхностью D\ U D2, являются алгебраическими усло­
виями. Конусы Ki и кривые SDi также являются вещественными алгебраичес­
кими многообразиями. Поэтому Я , Я ^ 1 5 Я ^ 2 , Яж , Яж , ТНХ, ТНХ, ЕНХ, ЕНХ 
являются вещественными алгебраическими подмногообразиями в G. Все эти под­
многообразия являются собственными подмногообразиями, так как элементы не­
которой окрестности единицы е Е А С GL(2, С) не содержатся в пространствах 
Я , Пвх и HD2 • То же самое верно для Нх, ТНХ, если х ф. К\, и для Нх, ТНХ, если 
хфК2. 

Покажем, что coding Но{ ^ 3. Пусть г = 2 (случай г = 1 рассматривается 
аналогично). Конус К\ \ Sing K\ естественным образом диффеоморфен произведе­
нию ( (J • D^ ) х (R \ {0})). Этот диффеоморфизм определяет в касательном про­
странстве ТХК\ каждой точки х Е К\ \ Sing K\ горизонтальное подпространство 
ThjX =TxtD1KtD1 = {z Е С2 | £ _ 1 0 ) ^ ^ i } , r a e t E R таково, что t " 1 ж Е £>ь 
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Так как касательные пространства любых двух комплексных кривых в С2, про­
ходящих через точку ж, либо совпадают, либо порождают все С2, a dim^ ТхК\ — 3, 
то в ТХК\ имеется единственное комплексное направление, а именно TxtD\. 

Пусть теперь для некоторого элемента д Е А комплексная кривая gD2 С К\. 
Из вышеизложенного следует, что в каждой точке х Е gD<z касательное прос­
транство TxgD2 равно Х )̂Ж- Следовательно, кривая gD2 является горизонталь­
ным сечением, т.е. найдется такое t E R, что D\ = t~1gD2, где D\ - некоторая 
компонента кривой D\. отсюда следует, что dim^Ho2 — dirn^ Aut D2 + 1, где 
Aut D2 = {ge A\gD2 = D2}. 

Покажем, что dim^ Aut D2 ^ dim^ A — 4. Кривая D2 = E\ имеет особую 
точку с координатами (—щ, —vo) ф (0, 0), и, не ограничивая общности, мы можем 
считать, что щ ф 0 и г?о Ф 0, так как точка о может быть выбрана из открытого 
всюду плотного множества в С2. Тогда для д Е Aut D2, равного 

V#21 #22/ 

должны выполняться равенства 

U0911 = V>0, U0g21 + ^0#22 = Vo, 

так как д должен оставлять неподвижной особую точку кривой Е\. Следователь­
но, имеем неравенство dim^ Aut D2 ^ dim^ A — 4. 

Докажем, что выполнено неравенство 3) (доказательство для неравенства 2) 
аналогично). Используя представление К\ \ Sing if i ~ (UD^) x (R \ {0}), легко 
видеть, что 

dimRTHx = dimM TDHX + 1, 

vmTDHx = {g E A I g{x) E D1,g(TxD2) = Tg^D^. 
Вычислим dim^ TJJHX для общей точки x Е D2. Сделав треугольное линейное 

преобразование, мы можем считать, что координаты точки х равны (1,0). Кроме 
того, если (vi,V2) - координаты касательного вектора v E TXD2, то V2 ф 0, так 
как мы можем считать, что комплексная прямая TXD2 не проходит через начало 
координат о. 

Рассмотрим в С2 х А алгебраическое подмногообразие 

'ТНх = {(z,g) Е С2 х А | д Е TDHx,z = g(x)}. 

Ограничение на ТНХ проекции рг2 является морфизмом многообразия ТНХ сте­
пени 1. Рассмотрим ограничение проекции рг1 на ТНХ. Для выбранной выше сис­
темы координат в С2 слой prj^ (z) над общей точкой z = (zi, Z2) Е D\ состоит из 
линейных преобразований 

9=(911 °), 
\д21 # 2 2 / 

удовлетворяющих следующим уравнениям: 

911 =Zl, # 2 1 = ^ 2 , 
gilVl _ 921V1 + #22^2 

W\ W2 
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где (wi, W2) - координаты касательного вектора к D\ в точке z. Очевидно, матри­
ца д находится однозначно из этих уравнений. Следовательно, dim^ Тг>Нх = 2, И 
поэтому coding ТНХ = 3. 

Проверим выполнение неравенства 5) (проверка неравенства 4) аналогична). 
Обозначим L С К 1ц объединение конечного числа лучей, выходящих из точки о 
и либо пересекающих D\ в трех точках или в особой точке римановой поверхности 
D\, либо касающихся D\ в некоторой точке, где К1ц - конус над 1ц. 

Пусть ЬНХ = {д Е G \ д(х) Е L}. Легко видеть, что dim^ LHX = dim^ A — 3, 
если L ф 0 . 

Если 1ц ф 0 , то определено отображение р: ЕНХ \ LHX —> 5 ц С Di , перево­
дящее д Е ЕНХ \ LHX в р(д) = у, где у Е 5 ц - такая точка, что д(х) лежит на 
луче, соединяющем точки о и у. Имеем dim^ р~г(у) = dim^ A — 3. Следовательно, 
dim^ ЕНХ = dim^ А — 2, так как dim^ 5 ц = 1. 

3.4. Докажем, что любые две образующие JI1 И 7^2 коммутируют друг с дру­
гом в 7Г1 (С2 \ (Di U D2)) (определение элементов JI1 И 7^2 дано в п. 2.4). Очевидно, 
для общей точки х Е D^2 найдется такой элемент д Е А, что д(х) = у Е D^1. В си­
лу непрерывности при малом шевелении точки х и элемента д точка у = д(х) все 
еще будет принадлежать D^1. Поэтому из леммы 9 следует, что существуют такая 
точка хо Е D32 и элемент 

gieG\(HUHDlU HD2 U ТНХ0 U ТНУ0 U ЕНХ0 U ЕНУ0), 

где 2/о — #1(^0) £ ^ i 1 • Из леммы 9 также следует, что существует такой гладкий 
путь 

s: [0,1] -> G \ ( t f^ U Я ^ 2 U ГЯЖ0 U THyo U £ЯЖ о U ЯЯУ 0), 

соединяющий элементы е и ^ , что кривая s С G пересекается с Я U ЯЖо U Я ^ 
не более чем в конечном числе точек. Обозначим эти точки дТ1 = S(TI), . . . , 
#тп = з(тте), П < т2 < • • • < тп. Отметим, что тп = 1 и ^ 1 ^ Я . 

Зафиксируем такой путь s и выберем в D^2 точку х\ так, что s(X)(x\) ф. К\. 
Тогда в 7Ti(C2 \ (Di U s(l)D2),o) определены два элемента: один из них - это 
#s(i)*(722)' а ДРУГ0И элемент представляется замкнутой петлей s(l)lXl, где 1Х1 -
составленная из отрезков петля, определенная в п. 2.4. Аналогично, по точке 
у\ Е D^1 такой, что у\ ф. s(l)K2, можно построить составленную из отрезков 
замкнутую петлю lVl, которая определяет некоторый элемент из 7Ti (С2 \ (D\ U 
s(l)D2),o). 

ЛЕММА 10. Петля s(l)lXl является представителем элемента gs(i)*(722) 
в группе 7Ti(C2 \ (Di U s(l)D2), о), а петля 1У1 представляет элемент 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем, что петля s(1)1 xi является представителем эле­
мента qs(i)* (722) в ^1 (^2 \(DiU s(l)D2),o) (доказательство для петли 1У1 анало­
гично, и поэтому будет опущено). Очевидно, мы можем считать, что петли s(t)lXQ 

не пересекаются с D\ для t Е [0,1] \ {TI, . . . , т п } . 
Заметим, что ее ли точки ж 1,Ж2 Е D^2 таковы, что s(l) (х \) ф К\, s(l)(x<2) ф К\, 

то по лемме б петли s(l)lXl и s(l)lX2 определяют один и тот же элемент в 7Ti (С2 \ 
(D\ U s(l)D2), о). Поэтому лемму 10 достаточно доказать для случая, когда х\ 
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достаточно близка кжоиз(1) ф. НХ1. Обозначим Т = max £, где максимум берется 
по тем значениям t Е [0,1], для которых s(t) Е H U НХ1. Отметим, что Т < 1. 

Каждая петля s(r)lx, если она не пересекается с D\, определяет некоторый эле­
мент в 7Г1 (С2 \ (Di U s(r)D2), о) (обозначим его тем же символом). Поэтому петля 
s(r)lx определяет элемент is(T)* (s(r)lx) в 7Ti (S Х С2 \ (D\ U ^2) , (в, о)), представ­
ляемый петлей, состоящей из пути по сечению (s(£), о), 0 ^ £ ^ т, затем по петле 
s(r)lx и назад в точку о = (s(0), о) по сечению (s(£), о). Для доказательства лем­
мы нам надо показать, что is(T)* (s(r)lx) совпадает с is(T)* • Qs(r)*Q,x) для почти 
всех г Е [0,1]. 

Очевидно, что если для т Е [ti, £2] петля s(r)lx не пересекается с Di , то пленка 
l x , [ t i , t 2 ] = {(s(r)^) ^ s x ^ 2 I s ( r ) _ 1 ( ^ ) ^ ^ж>г £ [̂ i7 ^2]} определяет гомотопи­
ческую эквивалентность петель is(ti)*{s(ti)lx) M^s(t2)* (^(^2)^) BSXC2\(DIUD2). 

Отсюда следует, что для значений г Е (max(T, r n _ i ) , l) петли is(T)*(s(r)lXo) 
гомотопически эквивалентны в s х С2 \ {D\ U ^2) петлям is(T\* (s(r)lXl), которые 
в свою очередь гомотопически эквивалентны петле *S(I)*(S(1)ZJCI)- Кроме того, 
для всех значений г, 1 ^ г ^ п, найдется б > 0 такое, что петли 2 S ( T ) * ( S ( T ) ^ 0 ) 

гомотопически эквивалентны друг другу в s х С2 \ (Di U D2) для всех значений 
Т~ € [Тг-1 + б , Г г - б ] . 

Очевидно, для г Е [0,п - б] петли is(T)*(s(r)lXo) и г5(т)* • ̂ ( т ^ М 1 ) гомо­
топически эквивалентны друг другу в s х С2 \ (Z?i U Z^)- Более того, петли 
^s(r)*'^s(r)*(7i1) гомотопически эквивалентны друг другу длявсехт Е [0,1]. Поэ­
тому для доказательства леммы 10 надо показать, что петли is^Ti_e^ (sfa — e)lXQ) 
и i s(Ti+6)* (s(ri + е)/Жо) для г = 1 , . . . , п — 1 определяют один и тот же элемент в 
^ i ( s x C 2 \ ( 5 i u 5 2 ) , ( e , o ) ) . 

Для этого рассмотрим пересечение СТ{ = s{ri)D32 П Ki С £>2 П i^i. Так как 
sfa) ф. HD2, ТО СТ{ - вещественная алгебраическая кривая, а так как s{ri) ф. 
ТНХо, то поверхность s{ri)D^ и конус К\ пересекаются в точке s{ji){x§) транс-
версально и, следовательно, Сп - гладкая кривая в точке s(ri)(xo). Поэтому для 
значений £, близких к т ,̂ кривые Ct = s{t)D3^ П К\ С D^ П If i являются гладкими 
кривыми в точках, близких к точке s(ri)(xo). Пусть Ct = D^2 П (s(t)) if i . 

Для достаточно малого е > 0 выберем точку ж Е Z^2, близкую к точке жо, так, 
что х ф CTi+t для всех t E [—6, +е]. Тогда петли i s(T i + t)* (^(^г + £)'ж) определяют 
один и тот же элемент в 7Ti (S Х С2 \ (Z)i U ^2) , (в, о)), так как мы можем считать, 
что петли s{ji + t)lx не пересекаются с конусом К\ для всех t E [—6, +е]. Петли 
5(гг + е)/ж и^(^г + е)/Жо (аналогично, s(ri — e)lx ns(ri — e)lXQ) определяют один и тот 
же элемент в 7Ti (С2 \ (Z)i US(T^ ±6)^2)5 о) согласно лемме 6. Следовательно, петли 
i s(Ti+6)* (s(ri + е)/Жо) иг5(т^_б)*(з(тг — е)/Жо) определяют один и тот же элемент в 
7Г1 (s х С2 \ {D\ U Й2), (е, о)). Тем самым лемма 10 доказана. 

3.5. Так как D^1 и s{l)D3^ пересекаются в точке уо, то из лемм 7 и 10 следует, 
что элементы gs(i)* (71 *) и ^s(i)* (т|2) коммутируют друг с другом в группе 7Ti (С2 \ 
(-DiUs(l)-D2)? °) • Поэтому элементы 711 И7^2 коммутируют друг с другом в группе 
7Г1 (С2 \ (Di U D2), о). Следовательно, теорема 4 доказана для всех кривых Е\, 
A ^ A u A s i n g . 

Для завершения доказательства теоремы 4 рассмотрим снова пучок торичес-
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ких кривых Е\, заданный уравнением иа + Xv = 0 ,и определяемое им рацио­
нальное отображение ср: Р2 —> Р1 . Пусть а: Р2 —> Р2 - композиция сг-процессов, 
разрешающая базисные точки отображения ср, ф = ср • а: Р2 —> Р1 . Обозначим 
L = cr_1(Loc) U V объединение собственного прообраза бесконечно удаленной 
прямой и исключительных кривых морфизма а. 

Пусть Б с Р 2 - проективное замыкание кривой В С С2, а В = сг-1(£?) с Р2 -
собственный прообраз. Рассмотрим в Р2 х С* гиперповерхности 

S£ = {(z, А) е Р2 х С* | z e L, X е С*}, 
3& = {(z, X) е Р2 х С* | z е В, X е С*}, 
g = {{z, X) е Р2 х С* | z e EXj X е С*}, 

и пусть 
р: Р2 х (С* \ (Ав U Asing)) -+ С* \ (А в U Asing) 

- ограничение проекции рг2: Р2 х С* —> С* на Р2 х (С* \ (А в U A s ing)). 
Из определения множеств А^, ASing (см. пп. 1.3 и 1.4) и из леммы 3 следует, что 

дивизор £ + £$ + 1£ в р~г (С* \ (А в U ASing)) является дивизором с нормальными 
пересечениями в окрестности точек пересечения дивизоров (fnS§H(fn«S?,a огра­
ничение р на каждую из кривых £ Г\3§, 8 П «£?, 3§ Г\££, Sing ̂  и Sing «£? является 
неразветвленным конечным морфизмом. Более того, легко видеть, что локально в 
некоторой окрестности точек, лежащих на этих кривых, р является локально три­
виальным С °° -расслоением. 

Для завершения доказательства теоремы 4 достаточно применить следующую 
лемму. 

ЛЕММА 11. Морфизм 

р: Р2 х (С* \ (Ав U Asing)) \ (g U Я U 5£) -* С* \ (Ав U Asing) 

является С°° -локально тривиальным расслоением. 

Доказательство этой леммы совпадает с доказательством леммы 8. 

3.6. Выведем теорему 1 из теоремы 4. Многочлены и = д(х,у) и v = h(x,y) 
определяют морфизм ф: С2 —> С2. Ограничение^: C2\(Dg^UD\) —> C2\(Bg^U 
Е\) является неразветвленным топологическим накрытием конечной степени, где 
Dg,h = Ф~1(Вд:н)- Следовательно, ф индуцирует вложение ф* : 7Ti (С2 \ (D9ih U 
D\)) -> 7Г1 (С2 \ (^#,л, U Ед)) н а подгруппу конечного индекса, равного deg ф. Для 
Л ф. А в U Asing по теореме 4 имеем естественное разложение 

7Г1 (С 2 \ (ВдЛ UEX))= 7Г1 (С 2 \ В9 > Л) х 7Г1 (С 2 \ Ех) 

такое, что проекции 

p r 1 : ^ 1 ( C 2 \ ( ^ , / l U E A ) ) -^7Г1(С 2 \^ ,Л) , p r 2 : ^ 1 ( C 2 \ ( ^ , / l U E A ) ) - + Т П ( С 2 \ Я А ) 

индуцированы морфизмами %\\ С2 \ (#£,л, U Е\) —> С2 \ 5 ^ , ^ : С2 \ (#£,л, U 
.Ел) -^ С2 \ Ед. Поэтому мы можем отождествить группы 7Ti (С2 \ (D9ih U ^л) ) ? 
7Г1(С2\5р5/1)и7Г1(С2\Ел) с соответствующими подгруппами в 7Г1 (С2\(5^5/1иЕл)). 
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Как известно, для кривой D С С2 фундаментальная группа 7Ti (С2 \ D) порож­
дается обходами вокруг D, т.е. петлями, состоящими из некоторого пути /, соеди­
няющего базисную точку с некоторой точкой, лежащей вблизи D, затем из петли j 
вокруг D и пути I ~1 - назад в базисную точку. 

Так как морфизм ф не разветвлен вдоль кривой Е\, то любой обход вокруг 
Е\ поднимается до обхода вокруг D\. Следовательно, 7Ti(C2 \Е\) лежит в 
7ri(C2 \ (D9jh U D A ) ) . Образы обходов вокруг Dg^ лежат в 7Ti(C2 \ Вд^) и 
порождают в ней подгруппу Н конечного индекса, равного deg^. Получаем 
естественное разложение фундаментальной группы 7Ti ( С 2 \ ( D ^ U D A ) ) в прямое 
произведение: 

7Г1 (С2 \ (Dg,h U £>А)) = Я х 7n(C2 \ ЕХ), 

где Н порождена обходами вокруг D ^ , a 7Ti(C2 \ Е\) порождена обходами во­
круг D\. Для доказательства изоморфизма 7Ti (С2 \ DA) — 7ri(C2 \ Е\) осталось 
заметить, что ядро гомоморфизма 

П: 7Г1 (С2 \ (D9ih U DX)) -> тп(С2 \ DX) 

порождается обходами вокруг Dg^, т.е. совпадает с Н. 
Если D = D\ U D<z - приводимая кривая, то обходы вокруг Di не сопряжены в 

7Г1 (С2 \D) обходами вокруг D<i- Поэтому неприводимость кривой D\ для Л ̂  А в U 
ASing следует из того, что все обходы вокруг D\ сопряжены друг другу, так как они 
взаимно однозначно соответствуют обходам вокруг неприводимой кривой Е\ при 
изоморфизме фундаментальных групп ф* : 7Ti(C2 \ DA) —> KI(€? \ Е\). 

3.7. Вывод следствия 2 из теоремы 1 является легким упражнением. Действи­
тельно, так как кривые д(х, у) = 0 и h(x, у) = 0 пересекаются в degg deg h раз­
личных точках, то, во-первых, J(g,h) ф 0, а во-вторых, по теореме Безу степень 
морфизма ф равна deg g deg /i, и поэтому Вд^яе проходит через начало координат, 
так как прообраз начала координат состоит ровно из deg g deg h различных точек. 
Следовательно, выполнены все условия теоремы 1. 

3.8. Докажем теорему 3. Для этого рассмотрим n-листное циклическое накры­
тие плоскости фп: Хп —> С2, разветвленное вдоль кривой D, где п = аЪ. С одной 
стороны, это циклическое накрытие задается в С3 уравнением z = д(х,у)а + 
h(x, у)ъ. Обозначим Х®ь = ф~ь (С2 \ D) прообраз дополнения к кривой D. С дру­
гой стороны, неразветвленное накрытие фаь'- Х®ь —> С2 \ D может быть определено 
как накрытие, индуцированное эпиморфизмом (/*)n = (^) ' /* : 7Ti(C2\D) —> Z/nZ, 
где (n): Z —> Z/nZ - гомоморфизм факторизации. 

Пусть Хаь - некоторое проективное замыкание поверхности Х®ь. Очевидно, 
кег/* С ker(/*)n = iri(X®b). Кроме того, легко видеть, чтокег(/*)п порождается 
элементами из кег /* и обходом аь, где 7 ~~ некоторый обход в С вокруг кри­
вой D. Следовательно, ограничение г* на кег /* эпиморфизма тт\ (Х®ь) —> тт\ (Хаь), 
индуцированного вложением Х®ь —> Хаь, также является эпиморфизмом. 

Пусть v\ Хаь —> УаЬ - рациональное отображение, определяемое функциями 
и = д(х, у), v = h(x, у) и w = z, на неособую проективную поверхность, бирацио-
нально изоморфную поверхности Уаь-> заданной в С3 уравнением wab = иа + vb. He 
ограничивая общности, мы можем считать, что v является морфизмом. Непосред­
ственно проверяется, что У аь является линейчатой поверхностью, т.е. существует 
регулярное отображение fi: Yаь —> Сд на кривую Сд рода д = \{аЬ — а — Ъ + 1) 
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с рациональными слоями - неприводимыми компонентами прообразов кривых из 
пучка Е\ := {иа + Xvb = 0} при проекции Уаь на С2, (и, v, w) —> (и, v). 

Образ г/(Хаь) не лежит в слое линейчатой структуры на Уаъ-> т а к к а к иначе на 
Хаь должно выполняться тождество да = Xhb для некоторого Л, невозможное в 
силу того, что D не имеет кратных компонент. Следовательно, сквозное отобра­
жение \i • v\ Хаь —> Сд является сюръективным морфизмом. Применяя теорему 
Штейна о факторизации, можем считать, что морфизм \± • v: Хаь —> Сд имеет связ­
ные слои и д ^ \{оЬ — а — Ъ + 1). Из связности слоев морфизма \i • v вытекает 
эпиморфность индуцированного гомоморфизма (/i • v)* : 7Ti(Xab) —> 7Ti(Cg). Ком­
позиция эпиморфизмов г* и (/i • г/)* дает искомый эпиморфизм. 

§ 4. Фундаментальная группа дополнения 
к торическим кривым (проективный случай) 

4.1. Рассмотрим снова пучок торических кривых Е\, заданный уравнением 
иа + Xvb = 0. Пусть Е\ - проективное замыкание кривых Е\ в Р2 . Пучок 
\Е\\ определяет рациональное отображение ф: Р2 —> Р 1 со слоем £?д над точкой 
Л G С* С Р1 . Предполагая, что а > Ь, пучок | ^д | имеет две базисные точки: одна 
из них - начало координат в С2, а другая - точка пересечения кривых Е\ с L ^ , 
имеющая координаты ( 0 : 1 : 0 ) , где (у\ : у2 : уз) - проективные координаты на Р2 

ни = —, v = —. 
уз' 2/з 

Пусть cTi, . . . , (тп ~ минимальная последовательность сг-процессов, разрешаю­
щая базисную точку на бесконечности пучка кривых \Е\ |, и пусть c r n + i , . . . , аш -
минимальная последовательность сг-процессов, разрешающая базисную точку в 
начале координат аффинной части так, что этот пучок задает регулярный мор­
физм. Пусть а = о\ • . . . • и га: Р —> Р2 - композиция всех этих сг-процессов, и пусть 
ср = ф • а:¥ —> Р1 . Общий слой расслоения у? является неособой рациональной 
кривой. 

Обозначим Lo = 1/оо, 1^ - исключительная кривая г-го сг-процесса, a Lj = 
а^~ (Lj) -собственный прообраз при j < г. Кривые Ln = 5 о о и Ь т = Появляются 
сечениями расслоения ср:¥ —> Р1 , а все остальные Li при i ф т,п являются ком­
понентами двух вырожденных слоев: F(1:0) = (р_1((1 : 0)) H F ( 0 : I ) = (р_1((0 : 1)). 
Кроме этих двух слоев, расслоение ip не имеет других вырожденных слоев. Слой 
^(1:0) (соответственно ^(о:1)) •> кроме кривых Li, имеет еще одну компоненту, а имен­
но собственный прообраз cr~1(Lu) (соответственно cr~1(Lv)) прямой в С2, задан­
ной уравнением и = 0 (соответственно v = 0). Эти компоненты мы снова обозна­
чим Lu и Lv. Кривая Lu входит в слой Fn.Q\ с кратностью a, a Lv входит в слой 
^(0:1) с кратностью Ъ. 

Отметим для дальнейшего, что сечения SQQ и So не пересекаются друг с другом 
—2 

в Р , а слои F(1:0) и F(0:i) являются цепочками рациональных кривых, т.е. имеют 
следующий вид: 

Рис. 1 
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—2 
Пусть т = т\ • . . . • T m _i : Р -^ Qk ~ такая последовательность стягиваний ис­

ключительных кривых 1-го рода, лежащих в слоях F(1:0) и F(0:i), что Qk является 
относительно минимальной линейчатой поверхностью. 

ЛЕММА 12. Существует такая последовательность стягиваний г = 
—2 

Ti • . . . • r m _ i : Р —> Qk, что сечения T(SOO) = Soo и г (So) = So не пересе­
каются друг с другом в Qk-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что сечения Soo И SO пересекаются в неко­
торой точке z G Qk и z лежит в одном из слоев: в F = Fn.Q\ либо в F = Fro-u-
Тогда один из сг-процессов Ti должен раздувать точку z, так как Soo и So не пере-

—2 
секаются в Р (не ограничивая общности, мы можем считать, что это т\). 

Непосредственно проверяется, что элементарное преобразование elmz : Qk —> 
Q'kl состоящее в том, что вначале раздувается точка z, а затем стягивается в точ­
ку собственный прообраз r~1(F) сг-процессом т{, изменяет индекс пересечения 
сечений Soo и So следующим образом: 

(So,Soo)Qk = (So,Soo)Qk/ - 1 . 

Заменяя (So, 5'00)QA, раз последовательность ri • T<Z • . . . • r m _ i на elmz-ri • 
T2 • . . . • т т _ i = r{ • Г2 • . . . • т т _ i, в итоге получим необходимую последовательность 
стягиваний. 

4.2. На полученной относительно минимальной линейчатой поверхности Qk 
имеем два непересекающихся сечения, Soo и So, и три слоя, F(1:0), ^(o:i) и ^л- Ес­
ли к = 0, т.е. если Qo = Р 1 х Р 1 - квадрика, то сечения Soo И SO являются слоями 
второй линейчатой структуры на Qo- Очевидно, 

Q0 \ (F (1 :0 ) U F ( 0 : 1 ) U FA U 5oo U S0) = (Р1 \ {(1 : 0), (0 : 1), Л}) х (Р1 \ {0, оо}) 

И 

m (Qo \ (F(i:o) U F(0:i) U FA U Soo U So)) ~ F2 x F b 

где Fg - свободная группа ранга q. 
От поверхности Qo K поверхности Qk можно перейти, сделав к элементарных 

преобразований с центрами, лежащими в слое F(1:0). Эти элементарные преобра­
зования не меняют Qo \ (-F(i:o) U ^(o:i) U F\ U Soo U So). Следовательно, 

*П (Qfc \ (̂ (1:0) U F(0:i) U FA U Soo U 50)) - F2 X Fi. 

Обозначим xi, Ж2 образующие группы F2 и ?/ образующую группы Fi. В даль­
нейшем мы будем рассматривать F2 x Fi как свободное произведение с объединен­
ной подгруппой: 

F2 х Fi ~ (Fi x Fi) *Fl (Fi x Fi) = (xuy \ [xuy] = 1) *{y} {x2,y \ [x2,y] = 1). 

Геометрически это означает следующее. Выберем трубчатые окрестности Т\ 
и Тъ слоев (̂1:0) и ^(0:1) в Qo \ F\ и рассмотрим некоторое сечение Si. Пусть 
z\ = 5inF(1:0), z2 = S IDF( 0 : I ) И^ОО = S I H F A . Тогда S I \{ZOO} — С1. Выберем в 
этом сечении точку о так, что о, zi и ̂ 2 не лежат на одной действительной прямой. 
Пусть î G С1 (соответственно /2) ~~ отрезок, соединяющий точку о и точку z\, 
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близкую к точке z\ (соответственно z2l близкую к z2). Пусть Т\ — Т\ \ F^y-.o) и 
Т2 = Т2 \^(0:1)-

Замыкание Т\ в Qj~ (обозначим его Т\ С Qk и, аналогично, Т2 - замыкание Т2) 
расслоено над диском А со слоем i ^ o ) • Пусть F\ - слой, проходящий через точку 
z\ (аналогично F2 - слой, проходящий через точку z2). Положим в дальнейшем 
Ti = Г 1 \ (F (1 :0 ) U Soo U So) С Qk и Г2 = Г2 \ (F(0:i) U S^ U 50) С Qfc. Тогда 

7ri(Tb2i) ~ (жЬ2/ | [жь2/] = 1), 

где Ж1 соответствует обходу в Si вокруг слоя F(1:0) и 2/ представляется обходом в 
положительном направлении в слое F\ вокруг точки F\ П S^, a 

7Tl(T2,Z2) ~ (х2,У | [Ж2,2/] = 1), 

где Ж2 соответствует обходу в Si вокруг слоя i*(o:i) и 2/ представляется обходом в 
слое F2 вокруг точки F2 П S^. Отметим, что обходу в положительном направлении 
в слое Fi вокруг точки Fi П So соответствует элемент у~г £ 7Ti(T ,̂ ̂ ) . 

Отождествление 

7ri(Q/c\(F(i:0)UF(0:i)UFAU5ocU5o),o) ~ (ять?/ | [ять?/] = 1)*{у}{х2,у | [Ж2,2/] = 1> 

происходит при помощи отождествления петли 7 С Ti с петлей h • "у • 1^~ . 

4.3. Рассмотрим полидиск А2 = {(zi,z2) G С2 | |zi| < 1, |^2| ^ 1}. Положим 
^г := {̂ г = 0}. Toraa7ri(A2 \ (Li U L2)) ~ Fi x Fi и порождается обходами: ж 
ВОКруГ 1/1 И /̂ ВОКруГ Z/2-

Пусть сг: А2 —> А2 - сг-процесс с центром в точке L\ П L2 и L - исключительная 
кривая этого сг-процесса. Имеем изоморфизм 7Ti (A2 \ (Li U L2 U L)) ~ 7Ti (A2 \ 
(L iUL 2 ) ) . 

ЛЕММА 13. При изоморфизме 7ri(A2 \ (Li U L 2 U L)) ~ 7ri(A2 \ (Li U L2)) 
обходу в А2 вокруг L соответствует элемент g = ж?/. 

Доказательство очевидно. 
Назовем последовательность сг-процессов г = т\ • . . . • тш: А2 —> А2 цепной 

последовательностью, если выполнены следующие условия: 
i) ri имеет своим центром точку L\ П L2, и пусть L3 - исключительная кривая 

этого сг-процесса; 
И) обозначая Li+2 исключительную кривую г-го сг-процесса, центр каждого 

сг-процесса TJ совпадает с пересечением некоторых кривых Lnw L& при п < j + 2 
и& < j + 2. 

ЛЕММА 14. Пусть г = ri • . . . • тш: А2 —> А2 - цепная последовательность 
а-процессов, и пусть центр а-процесса Ti совпадает с пересечением кривых 
Lj и Ьк. 

Тогда: 
i) если обходы в А2 вокруг кривых Lj и L& представляют элементы xaiybl 

и xa2yb<2 в 7Г1 (А2 \ (Uil/^)), т о обход в А2 вокруг кривой Li+2 представляет 
элемент xai+a2ybl+b2; 

И) еслг/ пересечение Li Г) Ls ф 0 в А2 , т о обходы вокруг кривых L\ и Ls 

порождают ТТ\ (А2 \ (U^I/i))-
Доказательство следует из леммы 13 (индукцией по числу сг-процессов). 
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4.4. Рассмотрим снова трубчатые окрестности Т{ С Qk- В замыкании Т\ (ана­
логично для Т2) выделены три кривых, Fn.Q\ •> ^оо и So- Выберем окрестности А | 
(г = 1, 2) в Т\ точек пересечения i*(i:o) П Soo и F{\-.$) Л So- Очевидно, вложения ин­
дуцируют изоморфизмы фундаментальных групп тт\ (Д2 \ (F(i:o) U Soo)) — TTI 0? I ) 
и 7Ti (A | \ (^(i:0) U 5о)) — 7ri(Ti), а ограничение на Д2 последовательности г яв­
ляется цепной последовательностью сг-процессов. Применяя лемму 14, получаем 
следующее утверждение. 

ЛЕММА 15. Пусть кривая Li входит в слой i*(i:o) {аналогично для слоя 
—2 

^(0:1)) с кратностью а^. Тогда обход в Т\ С Р вокруг кривой Li представля­
ет элемент х°^уС{ Е 7ri(Ti), где с̂  - некоторое целое число. Если Li и Lj -
соседние компоненты, т.е. Li П Lj ф 0 , то 

detfai СЛ = ±1. 

4.5. Приведем алгоритм нахождения копредставления фундаментальной груп­
пы дополнения в Р2 к проективному замыканию торической кривой, удовле­
творяющей условиям теоремы 1. Пусть кривая Dx-, заданная уравнением 
g(x,y)a + \h{x,y)b = 0, удовлетворяет условиям теоремы 1, и пусть D - за­
мыкание кривой Dx в Р2 . Имеем естественный эпиморфизм фундаментальных 
групп г*: 7Ti(C2 \ DA) —> TTI(P2 \ Dx)- Ядро этого эпиморфизма порождается 
обходами вокруг бесконечно удаленной прямой L^. Следовательно, для нахож­
дения копредставления группы 7Ti(P2 \D\) МЫ ДОЛЖНЫ выразить обход вокруг 
бесконечно удаленной прямой как элемент в 

7r1(C2\Dx)-(x1,x2\x^=xb
2) 

через образующие х\ и х<2-
Ниже мы приводим алгоритм нахождения копредставления группы 7Ti (Р2 \ D), 

состоящий из следующих шагов. 
1) Разрешаем базисные точки пучка Ех в Р2 (см. п. 4.1), где пучок Ех задан в 

С2 уравнением иа + Xvb = 0. Получаем линейчатую поверхность Р , расслоенную 
Над Р 1 СО СЛОЯМИ F ( 1 : 0 ) , ^(0:1) и ^ А -

2) Регулярный морфизм ф: С2 —> С2, заданный многочленами и = д(х,у) и 
v = h(x,y), продолжаем до рационального отображения ф: Р2 —> Р и рассмат-

—2 
риваем образ ^ ( L ^ ) С Р . Если ^ ( L ^ ) является точкой, то делаем сг-процесс с 
центром в этой точке и рассматриваем сквозное отображение ф := а~г • ф. Про­
должаем этот процесс до тех пор, пока образ ^ ( L ^ ) не станет одномерным. Этот 
процесс раздутий является конечным. Действительно, зафиксируем рациональ-

—2 
ную 2-форму UJ на Р , голоморфную в окрестности точки ф^Ьоо). Пусть v(uS) -
кратность нуля этой формы в точке ^ ( L ^ ) , а \i - кратность нуля формы ф*(оо) в 
общей точке кривой L^. Имеем \i ^ V{UJ\ если ^ ( L ^ ) — z - точка. Для доказа­
тельства конечности осталось заметить, что если а - сг-процесс с центром в точке 
z и L - исключительная кривая этого сг-процесса, то кратность нуля vZl формы 
o*{uS) в любой точке z\ E L удовлетворяет неравенству vZx ^ v{uS) + 1. 

3) Пусть ^(LQQ) = L является кривой. Находим кратность ветвления отобра­
жения ф вдоль L, где кратность ветвления q находится из формулы 

ф*Щ =qLQO + ... 
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4) Если adegg < bdegh, то L лежит в слое F(i:o), если adegg > bdegh, то 
L лежит в слое L(o:i), и если adegg = bdegh, то либо L совпадает с сечением 
5оо, либо L является компонентой некоторого слоя Е^, отличного от F(1:0) и F(0:i) 
(последний случай возникает, когда при некотором \± £ С* степень многочлена 
д(х,у)а + /ah(x,y)b меньше adegg = bdegh). 

Используя леммы 12 и 15, находим элементы ди = х\уСи, gv = x\yCv и #оо = 
d e 

х^у в 

^ l (P 2 \ ^(1:0) U F(0:i) U FX U FM U 5оо U So), О) 
~ (ж1,ж2,ж3,2/ | [xi,y] = [ж2,2/] = [^з,2/] = 1>5 

представленные соответственно обходами вокруг кривых Lw, Lv и L, где г = 1,2,3, 
в зависимости от того, какому слою принадлежит L, х% соответствует обходу во­
круг слоя FJJ,, did = Оие = 1, если L = Soo. 

В итоге, применяя теорему 1, получаем копредставление 

тп(Р2 \D X ) ~ (жьага.у | [хиу] = [х2,у] = xa
lV^ = х\ус* = xfy*e = 1), (5) 

в котором d = 0, если L лежит в слое F^ или совпадает с сечением Soo. 

4.6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Выберем прямую Loo с Р2 так, чтобы 
она трансверсально пересекалась с DA и не проходила через базисные точки пучка 
|D А | • Обозначим С2 = Р2 \ Loo и D A = ~D\ П С2. Очевидно, для DA выполнены все 
условия следствия 2. Поэтому мы можем применить приведенный выше алгоритм 
нахождения копредставления группы 7Ti (Р2 \D\). 

Не ограничивая общности, мы можем считать, что выбранная Loo задана урав­
нением zs = 0. В этом случае рациональное отображение ф: Р2 >Р2 задается 
однородными формами 

2/1 = lac(zi, 22,2з), 
7 / \ (а — Ь)с 

УЗ = Z%C, 

и для нахождения копредставления группы 7Ti(P2 \D\) нам надо только понять, 
куда отображается Loo рациональным отображением а-1 • ф (определение а см. 
п. 4.1) и каков порядок ветвления вдоль Loo. 

ЛЕММА 16. 1) Образ а~1 • ф(Ь оо) совпадает с сечением SQQ. 
2) Порядок ветвления отображения а~г • ф вдоль (Loo) равен с. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ О~~1 • ^(Loo) является точкой, то образы кривых DA 
при отображении а~г -ф должны пересекаться в этой точке, так как они пересека­
ются с Loo и пучок |DA | не имеет базисных точек на Loo- Но образами кривых DA 
являются элементы пучка \Е\\, не имеющие общих точек в Р . Отсюда следует, 
что кривая а~г • ^(Loo) должна совпадать с Soo-

Покажем, что собственный прообраз кривой Soo после разрешения базисных 
точек отображения о~~1 - ф совпадает с Loo- Действительно, так как ф: С2 —> С2 

является регулярным морфизмом, то в прообраз кривой Soo могут входить, кро­
ме Loo, только исключительные кривые раздутия, разрешающего базисные точки 
отображения о~~1 • ф на "бесконечности". С этими кривыми общий элемент пучка 
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\D\\ н е пересекается, так как пучок \D\\ н е имеет базисных точек на "бесконеч­
ности". С другой стороны, все кривые ф{Р\) = Е\ пересекаются с SQQ. Сле­
довательно, собственный прообраз кривой SQO после разрешения базисных точек 
отображения а~г • ф совпадает c L ^ . 

Покажем, что порядок ветвления отображения а~1-ф вдоль L^ равен с. Индекс 
пересечения кривых DA 

и Z/QQ равен (DA^-^OCOP2 — аЪс. Следовательно, степень 
ограничения на L^ отображения а~г • ф равна abc, так как (Е\, Soo)p2 = 1. Сте­
пень deg сг -1 • ф = degф = abc2, так как однородные уравнения lac(zi, z2, 23) = О, 
he (zi •> z2 •> %з) = 0 имеют abc2 различных общих решений по условию теоремы. Сле­
довательно, порядок ветвления отображения а~г • ф вдоль L^ равен с. Лемма 
доказана. 

Для нахождения копредставления группы 7Ti(P2 \ D\) применим приведенный 
выше алгоритм. Имеем 

7Ti(P2 \ D A ) ~ ( Ж Ь Ж 2 , ? / | [Х1,У] = [Х2,У]=Х%УС« = х\у<* = У° = 1) . 

По лемме 15 си / О и с ^ ф 0, так как а > b > 1; кроме того, наибольшие общие 
делители (а, си) = 1 и (6, cv) = 1. Поэтому найдутся такие целые pi, q\ ир2, Я2-> 
что 

api -cuqi = 1, (6) 
bp2~cvq2 = l. (7) 

Группы Gi = {хъу | [жЬ2/] = ж?зЛ = 1) и G2 = (х2,у \ [х2,у] = ж^ с^ = 1) 
являются бесконечными циклическими группами и порождаются соответственно 
элементами z\ = xf-yPl vs. z2 = x^yP2. В частности, в Gi элемент у = zf, а в G2 
элементу = z\. Следовательно, 

ТГ^Р2 \ D A ) ~ <*i,Z2 | *? = 4 * Г = I) ' 

4.7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5. Применим приведенный выше алгоритм 
к отображению ф — id. Пусть элемент д^ = xfye в группе 

7 П ( С 2 \ £ Л ) - (Х1,Х2,У | [xUy] = [Ж2,2/] = х\у^ = Xb
2yCv = 1 ) 

представляется обходом вокруг L^. Отметим, прежде всего, что г = 2, так как 
по условию a > b > 1, поэтому L ^ лежит в слое i^oii)- Кроме того, точка 
пересечения ( 1 : 0 : 0 ) = L^ П Lv не является базисной точкой пучка \Е\\. 

—2 
Следовательно, кривые L^ и Lv имеют непустое пересечение в Р . По лемме 15 

Следовательно, элементы ^ = x\yCv w goo = ж ^ 6 порождают G2 = (#2,2/ I 
[#2,2/] = !)• Отсюда следует, что 

7 П ( Р 2 \ £ А ) ^ 1 К = 1}. 
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4 . 8 . Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О Т Е О Р Е М Ы 6. Применим приведенный выше алгоритм к 
отображению т/>, определяемому многочленами д(х, у) и h(x, у). Получим копред-
ставление (5): 

^ i ( P 2 \ £ A ) ~ (хих2,у | [хиу] = [х2,у] = х^ус- =хь
2ус" =xfy«e = 1). 

Как и в доказательстве теорем 2 и 5, группы Gi = (xi,y \ [xi,y] = x\yCu = 1) и 
G2 = (#2,2/ I [Ж2'^] = x\vCv — 1) являются бесконечными циклическими группами 
и порождаются соответственно элементами z\ — x^yVl и z2 — х^у92, где щ и qi 
удовлетворяют уравнениям (6) и (7). Кроме того, в G\ элемент у — zf, а в G2 

элемент у = z\. 
Рассмотрим отдельно два случая: кривая L (образ кривой L^) лежит либо в 

слое ^(0:1) •> либо в ^(1:0) ( н е ограничивая общности, считаем, что L лежит в i^oii)) 5 
и L либо совпадает с сечением SQO, либо является компонентой некоторого слоя F^. 

В первом случае 

02 = {Х2,У\ [Х2,У] = Х\У
С* = xfy^ = 1} 

является циклической группой конечного порядка п2, где 

n2 = ±det(a* M , \qd qej 

и элемент у = z\ имеет порядок т — п2/(п2, Ь). Отсюда и из (5) получаем 

где п\ = та. 
Во втором случае 

тп(Р 2 \^л) 

где q - порядок ветвления отображения ф вдоль L^, а п\ — qea и п2 = qeb. 
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