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О гипотезе Кизини 

Гипотеза Кизини утверждает, что для каспидальной кривой В С Р общий 
морфизм / , deg / ^ 5, гладкой проективной поверхности на Р , разветвленной 
вдоль 5 , единствен с точностью до изоморфизма. В статье доказано, что если 
deg / больше, чем значение некоторой функции, зависящей от степени, рода и 
числа каспов кривой 5 , то гипотеза Кизини выполнена для В. Это неравенст­
во имеет место для почти всех общих морфизмов. В частности, оно выполняется 
для общих морфизмов поверхностей с обильным каноническим классом, задан­
ных линейной подсистемой m-го канонического класса, т £ N. 

о 
Кроме того, в статье приведены примеры пар кривых i?i ш , #2,га С Р 

(т £ N, т ^ 5) плоских каспидальных кривых таких, что: 
(i) degl?i 5 m = deg ^25 m и в Р можно найти гомеоморфные друг другу 

трубчатые окрестности этих кривых, но пары (Р , i ? i m ) и (Р , i?2,m) не го-
меоморфны; 

(ii) Si, 
т дискриминантная кривая общего морфизма fim'-^i y P -> 

г = 1,2, поверхности общего типа Si\ 
(in) Si и $2 - гомеоморфные поверхности (рассматриваемые как четырех­

мерные действительные многообразия); 
(iv) морфизм fi rn задается трехмерной линейной подсистемой из т-канони-

ческого класса поверхности Si. 
Библиография: 29 наименований. 

В в е д е н и е 

Пусть Б с Р 2 - неприводимая каспидальная плоская кривая над С, т.е. кривая, 
все особые точки которой суть каспы (особые точки типа A<i с локальным уравне­
нием у2 = ж3) и ноуды (особые точки типа Ai с локальным уравнением у2 = ж2). 
Обозначим через 2d степень кривой В, и пусть д - род ее десингуляризации, с -
число каспов и п - число ноудов. Назовем В дискримипаптпой кривой общего 
морфизма, если существует конечный морфизм f:S —> Р 2 , d e g / ^ 3, удовлетво­
ряющий следующим условиям: 

(i) S - неособая неприводимая проективная поверхность; 
(ii) / неразветвлен над Р 2 \ В; 

(iii) / * (В) = 2R + C, где R - неособая неприводимая кривая, а С - приведенная 
кривая; 

(iv) / | д : R —> В совпадает с морфизмом нормализации кривой В. 
Мы будем называть такой морфизм / общим морфизмом. 
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Отметим, что если S С Р Г , морфизм / является ограничением на S общей про­
екции проективного пространства Р г на плоскость Р 2 и 5 - кривая ветвления мор-
физма / , то (5, / ) - общий морфизм и В - его дискриминантная кривая. 

Два общих морфизма (Si, /1), (52, /2) с одной и той же дискриминантной кри­
вой В называются эквивалентными, если существует изоморфизм ip: Si —> S2 
такой, что / i = /2 ° Ч>- Мы будем говорить, что общий морфизм f однозначно 
определяется своей дискриминантной кривой В, если любые два общих мор­
физма с дискриминантной кривой В эквивалентны. 

Следующее утверждение известно как гипотеза Кизини. 

ГИПОТЕЗА 1. Если / : S —> Р2 - общий морфизм степени deg / ^ 5, то f 
однозначно определяется своей дискриминантной кривой. 

Если В С Р2 - двойственная кривая к гладкой кубике, то В является дис­
криминантной кривой четырех неэквивалентных общих морфизмов (см. [9], [6]). 
Три из них имеют степень четыре, а четвертый имеет степень три. Это - един­
ственный известный к настоящему моменту пример дискриминантной кривой не­
скольких неэквивалентных общих морфизмов. В п. 1.2 приведен еще ряд примеров 
кривых, являющихся дискриминантными кривыми неэквивалентных общих мор­
физмов (степени ^ 4). 

В общем случае, как это следует из [6], число неэквивалентных общих морфиз­
мов с заданной дискриминантной кривой В не превосходит 2 2 # + с - 1 . 

Гипотеза Кизини была доказана Б. Мойшезоном для дискриминантных кривых 
общих проекций гладких гиперповерхностей в Р3 . Его доказательство использу­
ет полученное им в [19] представление фундаментальной группы дополнения в Р2 

к дискриминантной кривой общей проекции. Краткий обзор результатов, относя­
щихся к гипотезе Кизини, и попыток доказать ее содержится в [6]. 

Основным результатом данной статьи является следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть В - дискриминантная кривая общего морфизма / : 5 ^ Р 2 

степени deg / = N. Если 

дг> 4(3d + g - l ) 
> 2(3d + g-l)-c, [> 

то f однозначно определяется своей дискриминантной кривой В, т.е. гипо­
теза Кизини верна для дискриминантной кривой В. 

Теорема 1 показывает, что если степень общего морфизма с данной дискрими­
нантной кривой В достаточно велика, то этот общий морфизм единствен для В. 
Почти все общие морфизмы, интересные с алгебро-геометрической точки зрения, 
удовлетворяют этому условию. Более точно, пусть Е = /*(Р1) -прообраз общей 
прямой Р 1 С Р2 . Мы проверим неравенство (1) для общих морфизмов, заданных 
трехмерными линейными подсистемами различных линейных систем | Е | на поверх­
ностях различных типов, чтобы получить следующие теоремы в качестве следст­
вий основного результата. 
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ТЕОРЕМА 2. Пустъ S - произвольная проективная неособая поверхность и 
L - произвольный обильный дивизор на S, / : S —> Р2 - общий морфизм, задан­
ный трехмерной линейной подсистемой {Е} С \mL\, m Е Q, и пусть В - его 
дискриминантная кривая. Тогда существует такая константа то (завися­
щая от L2, (Ks,L), K2

S, pa), что для дискриминантной кривой В морфизма f 
этот общий морфизм является единственным, если т ^ т о . В частности, 
если L = Ks, то мы можем взять то = 2. 

ТЕОРЕМА 3. Общий морфизм f:S —> Р2 поверхности основного типа S 
с обильным каноническим классом Ks, заданный трехмерной линейной сис­
темой {Е}, где Е = mKs, т Е N (= означает численную эквивалентность), 
однозначно определяется своей дискриминантной кривой В. 

ТЕОРЕМА 4. Общий морфизм f:S —> Р2 поверхности делъ Пеццо S, за­
данный трехмерной линейной системой {Е}, где Е Е | — mKs\, m E N, 
однозначно определяется своей дискриминантной кривой В. 

ТЕОРЕМА 5. Произвольный общий морфизм f: S —> Р2 поверхности S = 
Р 1 х Р 1 однозначно определяется своей дискриминантной кривой В. 

ТЕОРЕМА 6. Произвольный общий морфизм / : S —> Р2 КЗ -поверхности S 
однозначно определяется своей дискриминантной кривой В. 

ТЕОРЕМА 7. Произвольный общий морфизм f: S —> Р2 поверхности Энрик-
веса S однозначно определяется своей дискриминантной кривой В, за исклю­
чением, возможно, случая degf = 4. В исключительном случае degB = 12, 
д = 19, с = 36, п = 0, и если такой общий морфизм существует, то: 

1) существуют по крайней мере два общих морфизма с одной и той же 
дискриминантной кривой В; 

2) каждый общий морфизм f с такой дискриминантной кривой В имеет 
degf ^ 4 . 

В частности, гипотеза Кизини верна для всех дискриминантных кривых 
общих морфизмов поверхностей Энриквеса. 

ТЕОРЕМА 8. Произвольный общий морфизм / : S —> Р2 абелевой поверхнос­
ти S однозначно определяется своей дискриминантной кривой В, за исклю­
чением, возможно, случая degf = 6. В исключительном случае degB = 18, 
д = 28, с = 72, п = 36, и если для В существует общий, неэквивалентный f, 
морфизм f, то degf ^ 6. 

ТЕОРЕМА 9. Общий морфизм f:S —> Р2 полного пересечения S С Pfc+2
5 

индуцированный проекцией pr: Pfc+2 —> P2
5 однозначно определяется своей 

дискриминантной кривой В. 

ТЕОРЕМА 10. Гипотеза Кизини выполнена для дискриминантных кривых В, 
являющихся двойственными кривыми к плоским нодальным кривым (т.е. 
к кривым с лишь ноудами в качестве особых точек), за исключением, воз­
можно, следующих случаев: 

l ) d e g £ = 30, 0 = 10, с = 72, п = 324; 
2 ) d e g £ = 20, д = 6, с = 45, п = 120; 
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3 ) d e g £ = 18, 0 = 5, с = 39, п = 92; 
4 ) d e g £ = 16, # = 4, с = 33, п = 68. 
Бо всеж исключительных случаях, если существуют неэквивалентные об­

щие морфизмы с данной дискриминантной кривой В, эти морфизмы имеют 
степень ^ 6. 

ТЕОРЕМА 11. Гипотеза Кизини выполнена для дискриминантных кривых В 
рода ^ ^ З . 

ТЕОРЕМА 12. Гипотеза Кизини верна для дискриминантных кривых В, 
удовлетворяющих неравенству d > 3(g — 1). 

К сожалению, в общем случае мы не имеем удовлетворительного описания 
(в алгебро-геометрических терминах) множества дискриминантных кривых с за­
данными степенью, родом и числом каспов. С другой стороны, множество 
дискриминантных кривых может быть полностью описано в терминах фундамен­
тальной группы дополнения к ним в Р2 (см. предложение 1 в п. 1.2). Однако 
алгебро-геометрическое описание множества дискриминантных кривых может 
быть дано в некоторых частных случаях. Например, в [29] Зариский доказал, что 
секстика с шестью каспами является дискриминантной кривой общего морфизма 
тогда и только тогда, когда эти б особых точек лежат на конике, и он доказал 
существование секстик с шестью каспами, не лежащими на одной и той же 
конике. В этой статье мы также дадим описание в терминах алгебраической гео­
метрии множества дискриминантных кривых морфизмов, заданных трехмерными 
подсистемами ттг-го канонического класса для т ^ 21 (см. п. 4.2). Такие дискри-
минантные кривые мы будем называть т-каноническими дискриминантными 
кривыми. 

Две плоские кривые В\, В<± С Р2 , deg£?i = deg£?2, над С называются парой 
Зариского, если в Р2 можно найти гомеоморфные друг другу трубчатые окрест­
ности этих кривых, но пары (Р2, В\) и (Р2, В2) не гомеоморфны. 

Первый пример такой пары был построен Зариским: это как раз упомянутые 
выше две плоские кривые В\ и B<z степени б с шестью обыкновенными каспами. 
В данной статье будет доказано существование большого числа различных пар 
Зариского, являющихся дискриминантными кривыми общих морфизмов на Р2 . 

Пусть (Р2, В\) и (Р2, В2) - две гомеоморфные пары. Из предложения 1 следует, 
что если В\ является дискриминантной кривой общего морфизма (Si, /1), то B<z 
также является дискриминантной кривой некоторого общего морфизма (S^i^)-
Более того, если морфизм (Si, /1) однозначно определяется своей дискриминант­
ной кривой В\ С Р2 , то то же самое верно и для морфизма (S2, /2)- Кроме того, 
в этом случае (см. предложение 8 в § 5) Si и S2 гомеоморфны друг другу. Отсюда 
естественным образом возникает следующий вопрос. 

ПРОБЛЕМА 1. Пусть Si,S2 С Р г - две гомеоморфные (случай С) (со­
ответственно диффеоморфные (случай D)) поверхности общего типа, вло­
женные с помощью т-канонического класса в проективное пространство, 
и пусть Bi - m-канонические дискриминантные кривые общих проекций по­
верхностей Si на Р2 . Будут ли пары (P2,£?i) и ( Р 2 , ^ ) гомеоморфны (соот­
ветственно диффеоморфны)? 



О ГИПОТЕЗЕ КИЗИНИ 87 

В случае С данная проблема имеет отрицательное решение, а именно имеет мес­
то следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 13. Для каждого натурального числа к существует набор 
(Biirn,...,Bk,m), га £ N, га ^ 5, состоящий из к га-канонических кри­
вых Bi:Tn таких, что пары Bi:Tn, Bj:Tn при г ф j являются парами Зарис­
кого, но соответствующие этим кривым общие морфизмы fiirn: Si —> Р2 , 
г = 1 , . . . , к, являются морфизмами попарно гомеоморфных (но недиффеоморф-
ных) поверхностей общего типа Si. 

На самом деле будет доказано несколько более сильное, чем теорема 13, ут­
верждение. А именно, будет доказано, что гладкие структуры, возникающие 
из комплексных структур на гомеоморфных поверхностях S\ и $2 общего 
типа (рассматриваемых как четырехмерные действительные многообразия) 
и составляющих пару Катанезе (определение пары Катанезе см. в § 6), раз­
личаются топологическими типами пар (Р2,£?15?тг) и (Р2,£?2,т); где Bi:Tn -
га-канонические дискриминантные кривые общих морфизмов Si на Р 2

; задан­
ных га-каноническим классом | rai^sj-

ЭТО позволяет надеяться на то, что и в общем случае гладкие структуры на 
гомеоморфных проективных поверхностях общего типа различаются с помощью 
топологических типов вложений в Р2 соответствующих этим поверхностям га-ка-
нонических дискриминантных кривых. 

В случае D проблема 1 к настоящему моменту остается открытой. 
В § 1 мы напомним хорошо известные факты об общих морфизмах и их дискри­

минантных кривых, § 2 посвящен доказательству теоремы 1. В § 3 мы проверим 
неравенство (1) в различных случаях, чтобы доказать теоремы 2-12; § 4 содержит 
более детальное исследование случая, когда общий морфизм задан линейной под­
системой га-го канонического класса. В § 5 кратко обсуждается вопрос о числе 
неприводимых компонент пространства модулей дискриминантных кривых с фик­
сированными степенью, родом и числом каспов. Кроме того, мы применяем теоре­
му 3 для нахождения новых примеров пар Зариского; § б посвящен доказательству 
теоремы 13. 

Данная статья была написана во время пребывания автора в Институте мате­
матики Макса Планка (Бонн, ФРГ). 

§ 1. Общие морфизмы и их дискриминантные кривые 

1.1. Пусть В - дискриминантная кривая общего морфизма / : S —> Р2 , deg f = N, 
Е = / " (Р 1 ) . Имеем (E2)s = N. 

ЛЕММА 1. Степень deg В = 2d является четным числом, в частности 
deN. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО формуле Гурвица 2д(Е) - 2 = -2N + deg В. Поэтому 
deg В - четное число. 

Так как д(Е) ^ 0, то мы имеем следующее неравенство: 

d e g / < d + l. (2) 
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Напомним некоторые неравенства, связывающие род, степень и число каспов 
кривой В и вытекающие из формул Плюккера и результата Нори [21]. Пусть В* — 
кривая, двойственная к В. Положим S = deg£?*, 7 ~~ число каспов кривой £?* 
и v - число ее ноудов. Из формул Плюккера 

S = 2d(2d - 1) - 2п - Зс, 
2d = <*(<* - 1) - 2v - З7, 
2д = (2d - l)(2d - 2) - 2п - 2с, 
2 # = (5 - 1)(5 - 2) - 2i/ - 27 

следует, что 
S = Ы - с + 2д - 2, 7 = 6d - 2с + 6д - 6. 

Так как Й ^ 0 и 7 ^ 0 , то имеет место следующая лемма. 

ЛЕММА 2. Имеют место следующие неравенства: 

c^4d + 2g-2, c^3d + 3g-3. 

СЛЕДСТВИЕ 1. с < 2(3d + g - 1). 

ЛЕММА 3. 3d + # - 1 < 2с. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ЕСЛИ В - дискриминантная кривая общего морфизма, 
то 7Ti(P2 \ В) не может быть абелевой группой. Поэтому из [21] следует, что 
В2 — бс ^ 2п. Для плоской каспидальной кривой В степени degB = 2d имеем 
д+с+п = ( 2 d - l ) ( d - l ) . Следовательно, В2-2п = Ы2-2п = 2c+6d+2#-2 < бс. 

ЛЕММА 4. Имеют, место следующие равенства: 

R2 = 2d2 - с - п (3) 

= 3d + 0 - l . (4) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем Ks = —ЗЕ + R. Поэтому (4) следует из формулы 
присоединения: 

(KS + R,R) (-3E + 2R,R) 2 
2 = 2 = -«зй + # = p - l . 

Мы получим (3), если вместо д подставим д = (2d — l)(d — 1) — с — п. 

ЛЕММА 5. Имеет место неравенство 

4d2 

N < ЙТЬ- <5> 
г/ (5) является равенством тогда и только тогда, когда либо Е = mKs для 
некоторого т Е Q*, ушбо If^ = О-
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО теореме Ходжа об индексе 

I Е2 (Е, R) 
| (Е, R) R2 

т.е. N ^ 4сР/(3d + д — 1), и мы имеем равенство тогда и только тогда, когда Е и R 
линейно зависимы в NS(5) (g) Q, где NS(5) - группа Нерона-Севери поверхности S. 
В последнем случае так как Ks = —ЗЕ + R, то либо Е = mKs для некоторого т , 
либо Ks = 0. 

ЛЕММА 6. Имеем 

K2
S = 9N + 2d2 -Yld-c-n 

= 9N -9d + g-l. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. K2
S = (-3E + R, -ЗЕ + R) = 9E2 - 6(E, R) + R2 = 9N -

12d + R2. 

ЛЕММА 7. Топологическая Эйлерова характеристика равна: 

e(S) =3N + Ы2 -6d-3c-2n 
= 3i\T + 2 ( 0 - l ) - c . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассматривая общий пучок прямых на Р2 и его прообраз 
{Et} на 5, мы получим формулу для e(S): 

e(S) + N = 5 + 2(2- 2д(Е)) = 2d(2d - 1) - Зс - 2п - 2(KS + Е, Е) 
= 2d(2d - 1) - Зс - 2п - 2(-2Е + R, Е) = 47V + 4d2 - 6d - Зс - 2п. 

Из формулы Нётера K2
S + e(S) = 12pa следует 

ЛЕММА 8. Эйлерова характеристика структурного пучка 6s равна: 

d(d — 3) с п 
Pa = l-q + P9=N+ 2 - з - 4 

Зд — 3 — 9d — с 

СЛЕДСТВИЕ 2 [20]. Имеем 

с = 0 (mod3), n = 0 (mod 4). 

TV 2 ^ 
2d 3d + g- < 0 , 

ЛЕММА 9. Дивизор R обилен на S. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ доказательства достаточно показать, что (Л, Г) > 0 
для любой неприводимой кривой Г. Если (R, Г) ^ 0, то по теореме Ходжа об 
индексе Г2 < 0 и (Л, Г) = 0, так как по лемме 4 индекс самопересечения R2 > 0 
и кривая R неприводима. Если Г2 < 0 и Г - неприводимая кривая, то (Ks, Г) ^ — 1, 
т.е. — 3(Е, Г) + (R, Г) ^ —1, что противоречит равенству (R, Г) = 0. 

1.2. Зафиксируем какую-нибудь точку р G Р 2 \ 5 и обозначим через 7Ti = 
7Ti(P2 \ В, р) фундаментальную группу дополнения к кривой В. Выберем произ­
вольную точку х G В \ Sing В и рассмотрим прямую П = Р 1 С Р2 , пересека­
ющую В трансверсально в точке х. Пусть 7 С П - окружность малого радиуса 
с центром в х. Выбор ориентации на Р2 определяет ориентацию на 7- Пусть Г -
петля, состоящая из пути L в Р2 \ В, соединяющего точку р с некоторой точкой 
q G 7? и з обхода вдоль 7 в положительном направлении с началом и концом в д и 
возврата в р вдоль L в обратном направлении. Такие петли Г (и соответствую­
щие элементы в 7Ti) МЫ будем называть геометрическими образующими. Хорошо 
известно, что 7Ti порождается геометрическими образующими и что если В - не­
приводимая кривая, то любые две геометрические образующие сопряжены в 7Ti. 

Для каждой особой точки Si кривой В выберем окрестность Ui С Р2 такую, что 
В Г) Ui в этой окрестности задается (в локальных координатах в Ui) уравнением 
у2 = ж3, если Si - касп, ну2 = ж2, если si - ноуд. Пусть pi - произвольная 
точка в Ui \ В. Хорошо известно, что если Si - касп, то 7Ti(Ui \ B,pi) изоморфна 
группе кос Вгз из трех нитей и порождена двумя геометрическими образующими 
(скажем, а и Ь), которые удовлетворяют следующему соотношению: 

aba = ЪаЪ. 

Если Si - ноуд, то 7Ti(Ui \ В,pi) изоморфна группе Z 0 Z, порожденной двумя 
коммутирующими геометрическими образующими. 

Выберем гладкие пути /jiB¥2\B, соединяющие точки pi с точкой р. Этот выбор 
определяет гомоморфизмы ^ / V ^ i ^ i \ B,pi) —> 7ri. Обозначим образ 
^i(^i(Ui \B,pi)) через Gi, если Si -касп, и через Г^, если Si -ноуд. 

Общий морфизм степени N определяет гомоморфизм ср: ТТ\ —> (Здг, где (Здг -
симметрическая группа. Этот гомоморфизм ср определен однозначно с точностью 
до внутреннего автоморфизма группы &N-

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Множество неэквивалентных общих морфизмов степе­
ни N с одной и той же дискриминантной кривой В находится во взаимно од­
нозначном соответствии с множеством эпиморфизмов ср: 7Ti(P2\£?) —> (Здг 
(с точностью до внутренних автоморфизмов группы @JV), удовлетворяющих 
следующим условиям: 

(i) для каждой геометрической образующей j ее образ (p(j) является 
транспозицией в &N', 

(И) для каждого каспа Si группа ip(Gi) порождена двумя транспозициями 
и изоморфна группе @з; 

(iii) для каждого ноуда Si группа ip(Ti) порождена двумя коммутирующи­
ми транспозициями и изоморфна группе 62 x 62 . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Хорошо известно, что каждый гомоморфизм ср: TTI —> &N 
определяет конечный морфизм / : S —> Р2 степени N, неразветвленный над допол­
нением к В и такой, что S - нормальная поверхность, и обратно. 

Условие (i) эквивалентно условию: f*(B) = 2R + С, где R - неприводимая 
и С - приведенная кривые (см., например, [14] и [16]). 

Условия (И) и (iii) эквивалентны условию: S и R неособы в точках прообраза 
f~1(si) (см., например, [6]). 

Так как S - неприводимая поверхность и deg / = TV, то <p(7ri) действует тран-
зитивно на множестве N = { 1 , . . . , 7V}, а так как тт\ порождена геометрическими 
образующими, то (р(тг1) порождена некоторым подмножеством транспозиций. Лег­
ко проверить, что подгруппа группы &N •> порожденная некоторым подмножеством 
транспозиций, действующих на N транзитивно, должна совпадать с &N- Следо­
вательно, (р является эпиморфизмом. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. В силу предложения 1 если N = 2, то двулистное накрытие 
f:S —> Р2 , разветвленное вдоль неособой кривой 5 с Р 2 , может также рассмат­
риваться как общий морфизм. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если В с Р2 - двойственная кривая к гладкой кубике, то по 
предложению 1, используя представление группы 7Ti(P2 \ В), полученное в [28], 
легко показать, что В является дискриминантной кривой в точности четырех не­
эквивалентных общих морфизмов. 

Основываясь на этом замечании, можно построить ряд примеров кривых, яв­
ляющихся дискриминантными кривыми неэквивалентных общих морфизмов. Для 
этого рассмотрим общий морфизм G: Р2 —> Р2 , заданный тремя однородными фор­
мами (Gi : G<i : Gs) степени к. Пусть BQ С Р2 - дискриминантная кривая морфиз-
ма G, и пусть С - двойственная кривая к гладкой кубике, находящаяся в общем 
положении с кривой BQ. Кривая В — G~X{C'} является каспидальной кривой 
степени deg В — 6к2, рода д = 9к(к — 1) + 1 с с — 9к2 каспами. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Кривая В = G~1(C/) С Р2 является дискриминантной 
кривой четырех неэквивалентных общих морфизмов. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение следует из того, что 7ri(P2 \ В) изоморфна 
7Ti(P2 \ С'). Действительно, в [17] доказано, что если кривые С", BQ И Р 1 нахо­
дятся в общем положении по отношению друг к другу, то 

7Ti(P2 \ (BQ U С" UP1)) ~ 7Ti(P2 \ (BQ U Р1)) X TTi (Р2 \ ( С UP1)), 

где Р 1 - некоторая прямая в Р2 (находящаяся в общем положении с С ' и BQ) . Мор­
физм G: Р2 \ С~х(Вс U Р1) —> Р2 \ {BQ U Р1) является неразветвленным накры­
тием и задается некоторой подгруппой конечного индекса Г в 7Ti (Р2 \ {BQ UP1)). 
Поэтому 

7п(Р2 \ ( B U G-\BG U P1))) ~ TTI(P2 \ {C U P1)) x Г. 

Легко видеть, что ядро гомоморфизма ТТ\ (Р2 \(BU С~г(Вс UP1))) -^ т:\ (Р2 \ В) 
порождается элементами из Г и обходом вокруг кривой G - ^ P 1 ) . Поэтому 
7Ti(P2 \B) ~ 7Ti(P2 \ С'). Следовательно, число неэквивалентных эпиморфизмов 
из 7Ti(P2 \ В) в симметрические группы совпадает с числом эпиморфизмов из 
7П(Р2\С")-
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1.3. Пусть Sj Е В - касп и (ж, 2/) - локальные координаты вокруг Sj такие, что 
В П Uj задана уравнением у2 = ж3. Выберем окрестность Vj С 5 точки pj Е Д, 
/(Pj) = ĵ? т а к5 ч т 0 / = f\v-'-Vj ~^ LTj - трехлистное накрытие, разветвленное 
вдоль RnVj. Хорошо известно, что такое накрытие f:Vj^Uj = U единственно 
с точностью до эквивалентности и, в частности, / эквивалентно стандартному 
накрытию / : V —> С/, заданному нормализованным уравнением третьей степени: 

V = {(w,x,y) | (x,y)eU, w3- 3xw + 2y = 0}, 
f(w,x,y) = (x,y). 

Многообразие V неособо и (ж, w) являются локальными координатами в V. Диви­
зор ветвления Д = {(x,w) Е V \ x — w2 = 0}морфизма/является гладкой кривой 
и / _ 1 ( Б ) = 2Д + С, где С = {(ж, w) eV | 4ж - w2 = 0}. Отметим, что Д и С 
касаются друг друга в начале координат о — (0, 0) и кратность пересечения Д и С 
в о равна двум. 

Как было отмечено выше, TTI(U \ В) ~ Вгз = (а, Ъ \ aba = ЪаЪ). Поэтому 
f:V^U соответствует гомоморфизму Тр: тт\ (U \ В) —> @з, заданному на образу­
ющих Тр{а) = (1,2) и Тр(Ъ) = (2,3). 

Положим W = {(wi, г^2, ̂ з) | wi + ^2 + ^з = 0}. Уравнения 

ж = --(wiw2 + wiw3 + w2w3), о 
1 

2/ = -^w1w2w3, 
W = Wi 

определяют морфизмы f:W —> U и g:W —> V такие, что / = / о g, deg / = б и 
degg = 2. Морфизм д является двулистным накрытием, разветвленным вдоль С, 
д*{С) = 2(72, где Сг задана в координатах (wi,W2) уравнением w\ + 2w2 = 0, 
a g*(R) = Д + Ci, где Д и С\ заданы уравнениями w\ — w2 и 2w;i + W2 = 0 
соответственно. 

Заметим, что / соответствует гомоморфизму Тр: TTI(U \ В) —> ©6 = &(&з), 
индуцированному гомоморфизмом Тр. 

§ 2. Доказательство теоремы 1 

2.1. Предположим, что существуют два неэквивалентных общих морфизма 
(Si j / i ) и (52,/2) с одной и той же дискриминантной кривой 5 , deg/ i = iVi 
и deg/ 2 = N2. Положим fi(B) = 2Д1 + С\ и / |(£?) = 2Д2 + Сг- Рассмотрим 
расслоенное произведение 

Si хр 2 5 2 = {(х,у) eS1xS2\ fi(x) = Ш}. 

Пусть X = Si xP2 52 - нормализация многообразия 5i xP2 5г- Обозначим через 
gi'.X —> 5i , д2'. X ^ S2 и fi:2: X -> Р2 соответствующие естественные мор­
физмы. Имеем deg ^i = А^, deg#2 = ft и deg/i52 = NiN2. 
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Если (S i , / i ) и (52,/2) неэквивалентны, то X - непри­
водимое многообразие. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Морфизм / ^ соответствует гомоморфизму 

^ 1 , 2 = У>1 X у ? 2 : 7Г1 - • ©JVi X в ] у 2 С 6 j V i i y 2 J 

где <pi: 7Ti —> ©jVi (соответственно ^2) ~ эпиморфизм, соответствующий морфиз-
МУ / i (соответственно /2)- Положим G = ^1,2(^1)- Группа G как подгруппа 
в ©iVi х ©iv2 действует на N1 x N2- Без ограничения общности мы можем пред­
полагать, что для некоторой геометрической образующей j ее образ ^1,2(7) = 

((1, 2), (1, 2)) есть произведение транспозиций (1, 2) Е ©JVJ- Пусть р^: G —> 6JV- -
ограничение на G проекции pr^: &Ni X &N2 ~^ ©iv^ • 

ЛЕММА 10. Пусть G - подгруппа в ©д^ Х блг25 ^г > 2, такая, что: 
1) Pi: G ^> &щ является эпиморфизмом для г = 1,2; 
2) ((1,2), (1,2)) е С . 
Пусть St(i?i) С G - стабилизатор элемента (1, 1) Е iVi хА^- Тогда индекс 

группы St(i?i) e G равен 
(G:St{1A)) = N1N2, 

за исключением случая, когда Ni=N2 = NuG = Ac ©JV x ©JV (с гаоч-
ностью до внутренних автоморфизмов одного из множителей), где А -
диагональная подгруппа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Включение Щ — 1 ~ {2 , . . . , А^} с {1 ,2 , . . . , Щ} опреде­
ляет вложение ©jVj-i С ©iVj- Имеем 

St(i,i) = G П ( © J V I - I х © J V 2 - I ) . 

Положим 

# i х {е2} = G n (SJVX x {e2}), {ei} х Я 2 = G П ({ei} x SJV 2 ) , 

где е^- единица группы &Ni- Заметим, что kerp2 = Hix{e2} и kerpi = {ei}xi?2-
Следовательно, i?i x {в2} и {ei} x Н^ - нормальные подгруппы в G. Так как 
Pi'.G^&Ni- эпиморфизм для г = 1, 2, то Hi- нормальная подгруппа в ©д^ • 

Хорошо известно, что если Н - нормальная подгруппа в ©JV, то либо Н = ©JV, 
либо Н = 21 JV ~~ знакопеременная группа, либо Н = {е}, и если N = 4, то сущес­
твует еще одна возможность: Н - группа Клейна 

К4 = {е, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}. 

Рассмотрим все возможные случаи. 
Случай I: Н\ = ©л/i- Так какрг _ эпиморфизм, то G = &N1 X &N2- Поэтому 

\G\ = iVi!iV2! и |St (1 )1 ) I = (JVi - l)!(iV2 - 1)!. Следовательно, (G: St(1>1)) = 
7ViiV2. 
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Случай II: Hi = 21 д^ • Так как р2 - эпиморфизм и ker р2 = Hi x {е}, то 

Д М TV?1 

Аналогично, если мы рассмотрим pi, то мы получим, что | kerpi| = ^ 1 / 2 , поэ­
тому Н<ь — 2tiv2- Следовательно, (cri, СГ2) G G тогда и только тогда, когда о\ и сг2 
имеют один и тот же знак. Поэтому 

(ЛГ ! -1 ) ! (ЛГ 2 - 1 ) ! 
I b t ( i , i ) I = 2 

и ( С : St (1)1)) = iViJV2. 
Случай III: i?i = {ei}. Следовательно, р2 является изоморфизмом, и имеются 

две возможности: либо H<i — {^2} и pi - также изоморфизм, либо H<i ф {е2}. 
Если pi и р2 -изоморфизмы, то Ni = N2 = iV и G = А С ©JV х (Здг с точностью 
до автоморфизма одного из сомножителей, а так как ((1, 2), (1, 2)) Е G, то этот 
автоморфизм должен быть внутренним. Если#2 ф {^2}, Topi ор~ : ©JV2 —> ©JVI 
является эпиморфизмом (не изоморфизм). Так как Ni > 2, то &N2 должен совпа­
дать с ©4, &Ni — ©з и ^2 = ̂ 4- Завершение исследования этого случая мы 
оставляем читателю. 

СлучайIV: iVi = 4VLHI = i^4- С л у ч а й ^ = ©iv2 невозможен. Действительно, 
если мы рассмотрим pi, то мы получим \G\ = 4! А^!- С другой стороны, если 
рассмотреть р2, то \G\ = 4 ^ ! - Противоречие. 

Случай i?2 = 2liv2 также невозможен. Действительно, если мы рассмотрим pi, 
то \G\ = 4! N2I/2. С другой стороны, если рассмотреть^, то |G| = 4N2I. Проти­
воречие. 

Случай Н2 = {е2} совпадает (с точностью до индексации) со случаем III. 
Случай, когда N2 = 4 и Н2 = К^ будет оставлен читателю. 
Чтобы завершить доказательство предложения 2, отметим, что deg /^2 = N1N2 

и существует неприводимая компонента -^(1,1) многообразия X такая, что 

de§/|^(i,i) = ( G : S t ( i , i ) ) -

Поэтому по лемме 9 deg f\x(1 — N1N2 и, следовательно, X неприводимо всегда, 
за исключением случая, когда Ni = N2 = N и G~AG&NX&N- НО исключи­
тельный случай соответствует случаю, когда (Si, /1) и (52, /2) эквивалентны. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3. X - неособая поверхность. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нам надо проверить гладкость X только в точках z Е 
f 12(B) т а к и х 5 что pi = gi(z) E Ri С Si ир2 = #2(2) E i?2 С 52. Положим 
/1,2(2) = s и выберем окрестность Vi С 5i точки pi (соответственно окрестность 
V2 С 52 точкиР2) и окрестность ( 7 с Р 2 точки s так, что fi(Vi) = С/ и в выбранных 
окрестностях существуют локальные голоморфные координаты, в которых урав­
нения, задающие морфизмы /^, имеют простейший вид. 

Пусть s E В - неособая точка кривой В или ноуд. Тогда fi'.Vi —> U задается 
уравнениями 

u\i = Vi, Uii2 = V2, 
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где vi = 0 - уравнение кривой В П U (или одной из ветвей В, если s - ноуд). 
Следовательно, V\ XJJ V2 в V\ х Vi задается уравнениями 

^1,1 = и2,И ^1,2 = ^ 2 , 2 , 

или, эквивалентно, 
^1,1 = ±142,1, ^1,2 = ^2,2-

Следовательно, V\ Хц V2 состоит из двух неприводимых неособых компонент, од­
на из которых соответствует знаку "+", а другая - знаку "—". Следовательно, 
нормализация V\ XJJ V2 многообразия V\ XJJ V2 есть несвязное объединение двух 
неособых поверхностей. 

Пусть s = Sj G В - касп и (ж, у) - локальные координаты вокруг s, выбранные в 
п. 1.3. Пусть Vi С Si (соответственно для 52) -окрестность точки pi = pij такая, 
что / i = fi\Vi'-Vi ~^ U - трехлистное накрытие, разветвленное вдоль R\ П V\. 
Положим Y = Vi X[/ V2, и пусть У - нормализация поверхности Y. Обозначим 
через Qi'.Y —> Уг и fi,2'- У -> ^ соответствующие естественные морфизмы. Так 
как (Vi, /1) и (V2, /2) эквивалентны, то Д52 соответствует гомоморфизму 

^1,2 = ^ x ^ 2 : 7Ti(U\B) -^ А С 63 х 63 С 69, 

поэтому ^ I , 2 (TTI (^ \ В)) действует на 9 ~ 3 x 3 . Легко проверить, что имеет­
ся ровно две орбиты этого действия: одна из них - орбита точки (1,1), а дру­
гая - орбита точки (1,2). Следовательно, Y является несвязным объединени­
ем многообразий У(1д) и У(1,2)- Легко видеть (см., например, [6, лемма 1.6]), 
что морфизм (У(1д),/1,2) эквивалентен морфизму (V,f) (в обозначениях п. 1.3), 
a gi'. У(1д) —> Vi являются изоморфизмами для i = 1,2; морфизм (У(1,2)?/1,2) 
эквивалентен морфизму (W, / ) , а оба морфизма (У(1,2) •> 9г) эквивалентны морфиз­
му (W,g). Следовательно, X -неособаяповерхность. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Если (Si, /1) и (52, /2) с одной и той же дискриминантной кри­
вой являются эквивалентными морфизмами, то: 

1) X - неособая поверхность; 
2) X является несвязным объединением двух неприводимых компонент: X = 

^( i , i ) U^(i,2)5 т а к и х 5 ч т 0 9i\x(1 '• ^(1,1) "^ $i является изоморфизмом, г = 1, 2, 
Hdeg5fi|x(1>2) = N - 1, где TV = iVi = 7V2. 

2.2. Пусть R С Х-кривая ^^1(i?i) П #^~1 (ife), положим также С = g^iCi) П 
^ ( С з ) , Ci = g^(Ri) П ^ ( С а ) и С2 = ^ ( C i ) П ^ Д а ) . 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4. Имеем 

R2 = 2(Sd + g-l)-c, 

Cf = (N2-2)(3d + g-l)-c, 

C% = (N1-2)(3d + g-l)-c, 

(R,Ci) = с для i = 1,2. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В качестве следствия из локального исследования, прове­
денного в доказательстве предложения 3, вытекает, что deg^1 ,^ = 2 и дг\^ яв­
ляется этальным морфизмом. 

Легко видеть, что RuCi пересекаются только в точках, лежащих над каспами 
кривой В. Рассмотрим одну из таких точек, скажем s = Sj, и пусть pi = pij G 
Ri П f~1(s). Пусть в обозначениях доказательства предложения 3 U - окрест­
ность точки s. Легко видеть, что одна из ветвей кривой R П Y принадлежит У(1д), 
а другая принадлежит У(1,2)- Так как (^"(1,1), /1,2) и (У%ч1ъ) эквивалентны, то 
У(1,1) П Ci = 0 для г = 1, 2. Рассмотрим У(1,2) П й и ^(i,2) ^ Сг- Так как каждый 
морфизм (У(1,2) ? #г) эквивалентен морфизму (W, #) ((W, #) был определен в п. 1.3), 
то мы можем отождествить {Y{i,2)5 9i) c ( W J # ) - Тогда У(12) П Л, У(1,2) П Ci и 
У(1,2) ^ ^2 могут быть отождествлены соответственно с R, С\ и Сг С W. Так как 
в окрестности W кратность пересечения кривых R и d равна 1, то (Л, С г) = с. 

Чтобы вычислить R2, рассмотрим снова локальный случай. Пусть g:W —> V-
двулистное накрытие, заданное в локальных аналитических координатах уравне­
ниями 

Обозначим через С CV кривую, заданную уравнением v\ — 0, и через R кривую, 
заданную уравнением v\ — v\. Тогда С является кривой ветвления, д* (С) = 2С2 и 
g*(R) = R + С\, где С2 задана уравнением wi = 0, a R и С\ заданы уравнениями 
w2 = ±w;i. Пусть G\V —> V - композиция двух ст-процессов с центрами в точках 
такая, что cr~1(R + С) =R + C + L\+L2- дивизор с нормальными пересече­
ниями, где Li - исключительный дивизор первого сг-процесса, L2 - исключитель­
ный дивизор второго сг-процесса, и для простоты обозначений мы снова обозначим 
через R и С соответственно собственные прообразы кривых R С V и С С V. 
Так как мы осуществили два сг-процесса с центрами в точках, лежащих на R, ин­
декс самопересечения R2 уменьшится на 2 (если R рассматривается как полная 
кривая). Мы можем сделать два сг-процесса cf:W^W (первый с центром в на­
чале координат, а второй с центром в точке пересечения собственного прообраза 
кривой {w2 = 0} и исключительного дивизора первого сг-процесса). Легко про­
верить, что мы снова получаем морфизм ~д\ W —> V. Так как мы сделали только 
один сг-процесс с центром в точке, лежащей на W, то W2 уменьшится на 1. Кроме 
того, ~д'•£: R —> R является изоморфизмом (локально) и ~д не разветвлен ни в одной 
из точек, лежащих на R. 

Проведенное выше исследование позволяет нам вычислить R2. Действительно, 
делая в каждой точке pij G R\ два сг-процесса, как было описано выше, R2 умень­
шится на 2с. Делая в каждой точке из д^ (pij) П R два сг-процесса или так же, 
как и выше, или если окрестность рассматриваемой точки изоморфна многообра­
зию У(1д), то мы делаем сг-процессы так, как мы делали это в Vi, отождествив 
их в виду того, что д\ : У(1д) —> У\ является изоморфизмом. После осуществления 
всех этих сг-процессов R2 уменьшится на Зс, и мы можем найти окрестность V\ соб­
ственного прообраза кривой R\ и окрестность W собственного прообраза кривой 
R такие, что ограничение 'g^—'.W^V полученного морфизма #i на W является 



О ГИПОТЕЗЕ КИЗИНИ 97 

неразветвленным двулистным накрытием. Поэтому 

R2 - З с = 2 (Д?-2с) . 

Следовательно, применяя лемму 4, получим R2 = 2 (3d + g — 1) — с. 
Так как deg д\ = N2j то 

N2R\ = (Д + Ci, R + Ci) = Я2 + 2(Д, Ci) + <52. 

Следовательно, 
C2 = (N2-2)(3d + g-l)-c. 

Предложение 4 доказано. 

2.3. Чтобы завершить доказательство теоремы 1, применим теорему Ходжа об 
индексе. Так как по следствию 1 индекс самопересечения R2 больше нуля, то 

(Ci,R) С2 
2(3d + g-l)-c с 

с (Nj -2 ) (3d + # - l ) - c < 0 , 

т.е. 
2(Д -̂ - 2)(3d + д - I )2 - Nj(3d + # - 1)с < 0. 

Поэтому 
iVj[2(3d + # - 1) - с] ^ 4(3d + # - 1). 

Следовательно, если существуют два неэквивалентных общих морфизма (Si, / i ) 
и (S2, /2)5 то их степени должны удовлетворять неравенству 

J ^ 2(3d + # - l ) - c ' 

§ 3. Единственность общего морфизма 
для некоторых типов дискриминантных кривых 

Запишем неравенство (1) в виде 

7V[2(3d + д - 1) - с] - 4(3d + д - 1) > 0. (6) 

3.1. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Положим к = K2
S, L2 = а и (Ks,L) = 6. 

Отметим, что а > 0. Если i£ = 771L, то 

7V = deg / = m2a. (7) 

Имеем Ks = f*(K¥2) + R = —SE + Л, т.е. Л = Ks + 3mL. Следовательно, 

R2 = 9т2
а + 6m& + к, 

4 Серия математическая, № б ( ^ 5 , Д ) = З т б + к. 
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По формуле присоединения имеем 

2(д - 1) = (Ks + R,R) = 9т2 + 9тЪ + 2к 

и по лемме 4 
3d + д — 1 = 9т2а + 6т& + &. 

Из (7), (8) и леммы 7 следует, что 

с = 12т2а + 9т& + 2/с - e(S). 

Подставим (7), (9) и (10) в (6). Имеем 

т а[6т а + ЗтЬ + e(S)] — 4(9m a + 6т& + к) 
246 4/с 

(8) 

(9) 

(10) 

— та 6т а + ЗтЬ + е(5) — 36а -
та т^а 

> 0 . 

Теперь очевидно, что существует такая константа т о , что последнее неравенство 
выполнено для т ^ т о . 

Доказательство теоремы в случае L = Ks совпадает с доказательством тео­
ремы 3. 

3.2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. Положим к = K2
S\ тогда Е2 = т2ки 

поэтому 
N = deg / = m2k. (И) 

Имеем i^s = f*(K¥2) + R = —ЗЕ + Л, поэтому Л = (3m + l)Ks- Следовательно, 
degВ = (Е, R) = m(3m + 1)к, т.е. 

d = 
т(3т + 1)& 

По формуле присоединения 2(# — 1) = (Ks + R,R). Следовательно, 

_ (3m + 2)(3m + l)/c 
9~ ~ 2 ' 

Из (12) и (13) следует, что 

3d + # - l = (3m + l)2/c. 

По лемме 8 
с = (12т2 + 9 т + 3)к - 12ра. 

Подставим (11), (14) и (15) в (6). Имеем 

т2к[(6т2 + 3m - l)k + 12ра] - 4(3m + 1)2к 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

= т2к (6т2 + З т - 1)к + 12ра - 4 3 + 
т 

> 0 . 
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Еслиттг ^ 2, то 

(6т 2 + З т - 1)к + 12ра - 4 3 + 
т 

2п 
^ 29/с + 12ра - 49 > О, 

а так как к ^ 1 и р а ^ 1, то последнее неравенство не выполняется только при 
к = 1 и р а = 1. В исключительном случае если т ^ 3, то 

(6т 2 + 3m - l)fc + 12ра - 4 ( 3 + 
т 

> 6 2 + 1 2 - 4 5 > 0 . 

Случай m = 2, к = ра = 1 невозможен. Действительно, в этом случае 
из (12)—(15) мы получим, что degB = 14, д = 29, с = 57 и число ноудов п 
должно быть неотрицательным. Но по формуле присоединения 

п = hdegB- l)(degB - 2) - д - с = 13 • б - 29 - 57 < 0. 

Противоречие. Следовательно, неравенство (1) для т ^ 2 выполнено всегда. 

Если m = 1, то 

(6т 2 + З т - 1)к + 12ра - 4 ( 3 + = 8к + 12ра - 64 > 0, 

и, следовательно, неравенство (1) эквивалентно неравенству 

2к + Зра > 16. 

Так как к = Е2 = TV ^ 3, то последнее неравенство не выполняется только для 
1) к = 3, Ра < 3; 2) /г = 4, р а < 2; 3) к = 5, р а < 2; 4) fc = 6, Ра = 1. 

Покажем, что все исключительные случаи реально не существуют. Действи­
тельно, в случае 1) и 2) из (12)—(15) следует, что degB = 4&, g = 10& + 1, 
с = \2{2к — р а) и число ноудов п должно быть неотрицательно. Но по формуле 
присоединения 

п = -(degB -l)(degB - 2 ) - д - с 

= (4к - 1)(2к - 1) - 10fc - 1 - 24А; + 12ра 

= 4(2/с2 - 10fc + Зра) < 0 

для к = 3, р а < 3 и fc = 4, р а < 2. 
Во всех исключительных случаях, так как т = 1, должно выполняться нера­

венство рр ^ 3, где рд - геометрический род поверхности S. Следовательно, S -
иррегулярная поверхность, и согласно [8] не существует иррегулярной поверхнос­
ти основного типа S с Ks = 5 и р 5 ^ 3. 4* 
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Покажем, что морфизм f:S —> Р2 иррегулярной поверхности S с Ks = б 
11 Рд ^ 3 не является общим морфизмом1. Действительно, согласно [8] в этом 
случае S изоморфна симметрическому квадрату С С2' кривой С рода д = 3, а рас­
сматриваемый морфизм / : S —> Р2 совпадает с каноническим морфизмом Ф i K i : 
(7(2) —> р 2 = X. Как известно, кривая С изоморфна плоской кривой С С Р2 

степени 4. Легко проверить, что в терминах вложения С С Р2 пространство X 
может быть отождествлено с двойственной плоскостью Р2*, а морфизм Ф|^ i 
отождествлен с морфизмом, переводящим точку (р, q) Е С(2) в точку ^5<? Е Р2*, 
где/р5д - прямая в Р2 , проходящая через точки р т q. Следовательно, кривая ветв­
ления 5 морфизма Ф|х | совпадает с двойственной кривой С* к С. Морфизм 
Ф\к го\\ может быть разложен в композицию двух морфизмов: морфизма факто-
ризации 7г: С^ —> С^ /i и некоторого морфизма т/>: C^ /i —> Р2*, где С^ /i -
факторпространство по действию инволюции г: С^2) —> С^, переводящей точку 
(р, q) Е С^2) в (//, qf), где (//, #') - дополнительная к (р, д) пара точек пересечения 
кривой С с прямой lp^q. Поэтому Ф|^ | не может быть общим морфизмом, так 
как разложение Ф i к \ = ф о 7г не совместимо с условием (iv) в определении 
общего морфизма. 

3.3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4. Положим fc = K2
S\ тогда Е 2 = т2к и 

поэтому 
7V = deg / = m2/c. (16) 

Имеем Ks = f*(KF2)+R = — 3 i?+Л, поэтому i? E |(—3m+l)i^s|- Следовательно, 
deg В = (£, Л) = т(3т - 1)к, т.е. 

d = 
т(3т — 1)к 

(17) 

По формуле присоединения 2(# — 1) = (If^ + R,R). Следовательно, 

_ (Зт-2)(3т-1)к 
(18) 

Из (17) и (18) следует, что 

3d + g-l = (3m-l)2k. (19) 

По лемме 8 
с= (12т2 - 9т + 3)к - 12. 

Подставим (16), (19) и (20) в (6). Имеем 

т2к[2(3т - 1)2к - (12т2 - 9т + 3)к + 12] - 4(3m - 1)2к 
2п 

= т2к 

= т2к 

(6т2 - Зт - 1)к + 12 - 4 3 
m 

6 ( ш - 7 ) - ^ )* + 1 2 - 4 ( 3 - — 4 / 8 / V т 

(20) 

> 0 . 

Доказательство этого утверждения принадлежит Ф. Катанезе. 
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Если т ^ 3, то неравенство (1) выполнено, так как 

( 6 m 2 - 3 m - l ) / c + 1 2 - 4 3 > 26А̂  + 12 - 36 > 0. 

Если т = 2, то неравенство (1) выполнено, так как 

( 6 m 2 - 3 m - l ) / c + 1 2 - 4 3 
т 

= 17/с + 1 2 - 2 5 > 0 . 

Если т = 1, то неравенство (1) также выполнено, так как в этом случае к ^ 3, 
поэтому 

(6т2 - Зт - 1)к + 12 - 4( 3 - — 
т 

2Л; + 12 - 16 > 0. 

4а6 За(Ь - 1) + 36(а - 1) + ^ + — - 1 6 - 4 -
Ъ а ао 

> 0 . 

Если а ^ 6 ^ 2, то неравенство (1) выполнено, так как 

За(Ь - 1) + 36(а - 1) + I ? + — - 1 6 - 4 -Ъ а ао 
8 12 8 12 

^ За + 6(а - 1) + - + — - 16 = 9а + - + — - 22 > 0. 
а о а о 

Если а > Ъ = 1, то неравенство (1) также выполнено, так как 
Я 

16 З а ( Ь - 1 ) + З Ь ( а - 1 ) + у + — 
а& 

(21) 

3.4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5. Пусть / _ 1 ( Р 1 ) = Е е \aLi + 6L2|, где 
L\ и L2 - естественные образующие группы Pic 5. Без ограничения общности мы 
можем предполагать, что а ^ Ъ > 0. Тогда 

7V = deg / = 2a6. 

Имеем К 5 = -21/1 - 2L2 и К 5 = f*(K¥2) + Д = - З Я + Д, поэтому 

й € | ( 3 a - 2 ) L i + (3b-2)L 2 | . 
Следовательно, degB = (i£, Д) = а(ЗЬ — 2) + fr(3a — 2), т.е. 

а7 = ЗаЬ — а — Ъ. 

По формуле присоединения 2{д — 1) = (i^^ + R,R). Следовательно, 
д-1 = 9(ab - а - Ь) + 8. 

Из (22) и (23) следует, что 

3d + £ - 1 = 18аЬ - 12а - 126 + 8. 
По лемме 7 

с = 2 4 а Ь - 1 8 а - 1 8 Ь + 1 2 . 
Подставим (21), (24) и (25) в (6). Имеем 

2ab[12ab - 6a - 66 + 4] - 4(18a6 - 12a - 12b + 8) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

= 3(a - 1) + 12 + - - 16 = 3a + - - 7 > 0. 
a a 

Если a = 6 = 1, то / является двулистным накрытием плоскости Р2 , разветвлен­
ным вдоль гладкой коники. 
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3.5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 6-8. Пусть 

degf = N = E2 = 2k (26) 

(Е2 - четное чис л о, так как 2 Ks тривиален). Имеем Ks = f*(K¥2)+R = — 3E+R, 
поэтому R = ЗЕ. Следовательно, degB = 6&, т.е. 

d = Зк. (27) 

По формуле присоединения 2(д — 1) = R2. Следовательно, 

0 - 1 = 9*. (28) 

Из (27) и (28) следует, что 

3d + # - l = 18/c. (29) 

По лемме 8 
с = 24к-12ра. (30) 

Подставим (26), (29) и (30) в (6). Имеем 

2к[12к + 12ра] - 72к = 2Щк + ра - 3] > 0, 

и к ^ 2, так как N > 2. Если S - КЗ-поверхность, то неравенство (1) выполнено, 
так как ра = 2. 

Если S - поверхность Энриквеса, то ра = 1, и неравенство (1) также выполнено, 
за исключением, возможно, случая к = 2. Для абелевой поверхности (ра = 0) 
неравенство (1) выполнено, за исключением, возможно, случаев к = 2 и & = 3. 

Для абелевой поверхности случай к — 2 невозможен, так как такая кривая В 
не может существовать. Действительно, в этом случае из (27), (28) и (30) следует, 
что degB = 12, д = 19, с = 48. Тогда 

п = hdegB - l)(degB- 2) - д - с = 55 - 19 - 48 < 0, 

что невозможно. 
Если S - поверхность Энриквеса, то в исключительном случае мы имеем 

degf = 4. Рассмотрим эпиморфизм (р: 7Ti = 7Ti(P2 \ В) —> ©4, соответствую­
щий морфизму / . Из (27), (28) и (30) следует, что degB = 12, д = 19 и с = 36, 
поэтому п = 0. Следовательно, по предложению 1 эпиморфизм ip': 7Ti —> @з5 явля­
ющийся композицией у? и естественного эпиморфизма ©4 ~~> ^ з — ©4/^45 где Х4 ~ 
четверная группа Клейна, соответствует общему морфизму f'.S' —> Р2 степени 3 
с той же самой дискриминантной кривой В. 

Утверждение о степени общих морфизмов в исключительном случае следует из 
леммы 5. 
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3.6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 9. Пусть S = Х ( т 1 , . . . , т & ) с Pfc+2 -
полное пересечение мультистепени ( m i , . . . , т&), mi > 1. Тогда для общей проек­
ции / на Р2 

deg/ = N = JJm*. (31) 
г=1 

По формуле присоединения имеем Ks = (mi + . . . + т& — к — 3)Е. Так как 
^ 5 = /*(ifp2) + Л = —З.Е + Л, то Л = (mi + . . . + т/с — fc)i£. Следовательно, 
deg£? = (mi + . . . + rrik — к)Е2, т.е. 

d- К&Нн mi. 

По формуле присоединения 2(д — 1) = R2 + (Д, i fs ) . Следовательно, 

5 - 1 М Е ^ - 1 ) ) Р Е ^ - ^ - Ч П 
\ г=1 / V г=1 / г=1 

т?-. 

Из (32) и (33) следует, что 

С к \2 к 

£(т*-1) [] 
г=1 / г=1 

га*. 

По лемме 7 

c = 37V + 2 ( # - l ) - e ( S ) 

т г 
г = 1 

Если к ^ 2, то 

к /к \ / /с \ / с 
= 3 [ ] т , + £ ( т * - 1 ) 1 2 ^ ( т , - 1 ) - 3 [ ] т , - е ( 5 ) . 

г=1 \ г = 1 / V г=1 / г=1 
Я), (34) и (35) в (6). Имеем 

к / к \ / /с \ ' 

зд™* £ K - I ) +<KS)-4 Е к - Ы 
г=1 \ г = 1 / \ г=1 / 

Подставим (31), (34) и (35) в (6). Имеем 
к 

П 

к / к \ /к \ 
зДт< Е ^ - 1 ) +е(^)-4 Е ^ - 1 ) 
. г=1 \ г=1 / \ г=1 / 

/ / с \ Г fc ( к \ 
> £(т г-1) зП™*-4 £(т<-1) 

\ г=1 / L г=1 \ г=1 / 

> 0 

и, очевидно, последнее неравенство является верным. 
Если к = 1, то е(5) = т\ — 4 т 2 + 6mi, поэтому 

к / к \ /к \ 2 

зДт< Е ^ - 1 ) +е(^)-4 Е ^ - 1 ) 
г=1 \г=1 / \г=1 / 

= 3mi(mi — 1) + mi — 4mi + 6mi — 4(mi — 1) 
= m\ - bm\ + l l m i - 4 
= (mi - 2)3 + (mi - 2)2 + 3(mi - 2 ) + 6 ^ 6 > 0 

для m ^ 2, т.е. неравенство (1) также выполнено в случае & = 1. 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 
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3.7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 10. Пусть Б* с Р2* - нодальная кривая 
рода д, deg£?* = 5 и В - двойственная кривая кривой Б*. Тогда [6] В - дис-
криминантная кривая некоторого общего морфизма / степени 5. Действительно, 
пусть S - нормализация поверхности 

Х={ ((х1,х2,х3),(у1,У2,Уз)) £ Р 2 х п)2* ^Xiyi = 0, (2/1,2/2,2/3) G £ * \ 

и / индуцирован проекцией ргх : Р2 х Р2* —> Р2 . Ясно, что (xi, Ж2, жз) ^ ^ , если 
прямая 5 ^ яч?/г = 0 не касается 5* , в этом случае / _ 1 ( ( ж ь Ж2, жз)) имеет точно £ 
точек и 

iV = deg / = 5, (36) 

поэтому В - кривая ветвления морфизма / , и ясно, что / - общий морфизм. 
Из формул Плюккера следует, что 

d = 6+(g-l), (37) 
с = 35 + 6 ( 0 - 1 ) . (38) 

Подставим (36)-(38) в неравенство (1). Имеем 

4(35 + % - ! ) ) _ о 125 
5 > 

35 + 2 ( 5 - 1 ) 35 + 2 ( 5 - 1 ) ' 

Следовательно, неравенство (1) вьшолнено для 5 ^ 8 . 
Рассмотрим случай 5 ^ 7 . При 5 = 7 неравенство (1) не выполняется, если 

125 
< 1 = Ф 95 < 2(д - 1) = > з > 33. 35 + 2(5 - 1) 

С другой стороны, 
(6-1)(6-2) 6 - 5 0 0 

Следовательно, в случае 5 = 7 неравенство (1) является верным. 
При 5 = 6 неравенство (1) не выполняется, если 

125 
<5 2 = > 35 < 2(^ - 1) = > ^ ^ 10. ЗЙ + 2 ( 0 - 1 ) 

С другой стороны, 
( 5 - 1 X 5 - 2 ^ 5 , 4 

^ 2 2 
Следовательно, в случае 5 = 6 неравенство (1) не является верным, только если 
v = 0, т.е., возможно, существуют два неэквивалентных общих морфизма только 
в случае, когда В имеет следующие инварианты: deg£? = 30, д = 10, с = 72, 
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п = 324. Для такой В, если существует другой (неэквивалентный морфизму / ) 
общий морфизм / i степени deg / i = Ni, имеем 

< 4 (3d+(<?-! ) ) = 4(3 -15 + ( Ю - 1 ) ) 
1 ^ 6d + 2 ( 0 - 1 ) - с б - 1 5 + 2 ( 1 0 - 1 ) - 7 2 

При й = 5 неравенство (1) не выполняется, если 

126 < з = * < * < 2 ( 5 - 1 ) = * 0 4. 
3<5 + 2(<?-1) 

С другой стороны, 
( * - ! ) ( * - 2 ) = 4 - 3 

^ 2 2 

Следовательно, в случае 5 = 5 неравенство (1) не выполняется, если г/ = 0, или 
v — 1, или г/ = 2, т.е., возможно, существуют два неэквивалентных общих морфиз­
ма только в следующих трех случаях: 

0 )deg£ = 20, # = 6, с = 45; 
l ) d e g £ = 18, д = 5, с = 39; 
2 )deg£ = 16, 0 = 4, с = 33. 
Во всех случаях 0) - 2), если существуют два неэквивалентных общих мор­

физма / и Д с одной и той же дискриминантной кривой В, вычисления, анало­
гичные описанным выше, приводят к deg / i = Ni ^ 5. 

При 5 = 4 имеем д ^ 3. Если д = 3, то deg В = 12 и с = 24. Легко прове­
рить, что если существуют два неэквивалентных общих морфизма / и Д с такой 
дискриминантной кривой В, то deg / i = iVi ^ 5. Покажем, что такая кривая не 
может быть дискриминантной кривой общего морфизма f\ : S\ —> Р2 степени 5. 
Действительно, в этом случае из лемм 6 - 8 следует, что K2

S = —7, e(Si) = —5 
и ра = — 1. Следовательно, Si - линейчатая поверхность над некоторой кривой С 
рода д(С) = 2. Пусть Si - относительно минимальная модель поверхности Si. 
Тогда e(Si) = —4, поэтому e(Si) ^ — 4. Противоречие. 

Случай д ^ 2 будет рассмотрен в доказательстве теоремы 11. 

3.8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 11. В следующем пункте мы докажем тео­
рему 12. По этой теореме гипотеза Кизини выполнена для кривой В рода д ^ 1, и 
если в случае д = 2 существуют два неэквивалентных общих морфизма Д и / 2 , то 
сКЗ. 

Рассмотрим случай д = 2н d = 3. В этом случае неравенство, противополож­
ное неравенству (1), принимает следующий вид: 

г 20 - с 

Следовательно, если Щ ^ 5, то 

40 
5 < — ^ 12 ^ с ^ 19. 

20 — с 
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С другой стороны, 

с = (2d - l)(d -l)-g-n = 8-n^8. 

Противоречие. 

Кривая В с инвариантами д = 2 и deg 5 = 4 (т.е. d = 2) не может быть 
дискриминантной кривой. Действительно, в этом случае либо с = 1, либо п = 1, 
что противоречит следствию 2. 

Рассмотрим случай д = 3. По теореме 12 если существуют два неэквивалент­
ных общих морфизма Д и /2 таких, что N\ ^ 5, то d ^ 6. Из лемм 2 и 3 следует, 
что 

3 

- d + l ^ c ^ 3 d + 6, (39) 

и неравенство, противоположное неравенству (1), принимает следующий вид: 

Ш + 8 18d+12 „ , о 

5 < — : ^ ^ z < с < Ы + 3. 40 
6d + 4 - c 5 v У 

Если d = б, то из (39) следует, что 10 ^ с ^ 24. С другой стороны, из (40) 
имеем с ^ 24 и, следовательно, с = 24 и п = 28. Этот случай уже был рассмотрен 
в доказательстве теоремы 10. 

Если d = 5, то из (39) следует, что 9 < с < 21. С другой стороны, из (40) имеем 
с ^ 21 и, следовательно, с = 2 1 и п = 12. Из формул Плюккера следует, что 
S = 10 • 9 — 2 • 12 — 3 • 21 = 3. Получаем противоречие с д = 3. 

Если d = 4, то из (39) следует, что 7 ^ с ^ 18. С другой стороны, из (40) имеем 
с ^ 17 и из следствия 2 получаем, что с = 1 8 и п = 0. Из формул Плюккера 
следует, что 6 = 8-7 — 3 - 2 1 ^ 0 . Противоречие. 

Если d = 3, то из (39) следует, что б ^ с ^ 15. С другой стороны, из (40) 
имеем с ^ 14 и из следствия 2 получаем, что с = 15, что противоречит неравенству 
д= ( 2 d - l ) ( d - l ) - c - n ^ 0 . 

Если d = 2, т.е. deg В = 4, то В - неособая кривая. Следовательно, 5 не может 
быть дискриминантной кривой. 

3.9. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 12. Рассмотрим снова неравенство, проти­
воположное неравенству (1): 

6d + 2(g-l)-c 

Следовательно, если существуют два неэквивалентных общих морфизма таких, 
что один из них имеет степень Ni ^ 5, то 

4 (3d+(«? - ! ) ) > 5 

Ы + 2 ( ^ - 1 ) - с 
= 4 > 5 0 18с? + 6 ( р - 1 ) = > (лемма 2) 
= * 15d + 15(5 - 1) > 18d + 6(5 - 1) 
^ 3(з - 1) > d. 
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§ 4. Канонические дискриминантные кривые 

4 .1 . Назовем кривую В (т-)канонической дискриминантной кривой, если 
В - дискриминантная кривая общего морфизма f:S —> Р2 , заданного линейной 
системой {Е} С |mi^s|, m E N. 

Пусть Б с Р 2 - каспидальная кривая четной степени 2d, и пусть г>: R —> В - ее 
нормализация. Положим е = 0~1(¥1 П Б) , с = 2 ^ i > - 1 ( s i ) и п = ^^/7 ^>—1 (^г)7 

где ^2 (соответственно ^2 ) - суммирование по всем каспам Si Е В (соответствен­
но по всем ноудам). 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 5. Пусть В и R - такие кривые, как описано выше. Если 
В - каноническая дискриминантная кривая, то: 

За + # — 1 
4d2 

(ш) — - : = 7 V E N ; 
За + g — 1 

/. ч *т За — 3 — 9а7 — с 
(iv) i V + - : = p a e N ; 
(v) существует дивизор t E Pic Л такой, что KR = (3m + 2)1 и е = m£. 

Кроме того, 

dimH°(R,@R(rt)) = Г^~1} k+pa 

для г = 2 , . . . , 3m. 
(vi) с + n = [(2а7 - 6)m - 2]t 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. И З (12) и (13) следует, что 

2# - 2 = (9т 2 + 9 т + 2)к 
ба7 = (9т 2 + Зт)к 
/о ^ 

= (Зт + 1)я =4> т = ——-. 
g — За — 1 

Поэтому (И) следует из (12), (iii) следует из (11), a (iv) - и з (15). 
Элемент t E Pic R является ограничением канонического класса Ks на R. Так 

как Ks обилен, то 
dim^iS^si-rKs)) = 0 

для г > 0. Поэтому из точной последовательности 

0 - ^ Gs((r - 3m - 1)KS) -^ ®s{rKs) -^ 6R{rKs) -^ 0 

следует, что H°(S,@s(rKs)) изоморфно пространству H°(R,6R,(rKs)) для 
1 ^ г ^ З т . По теореме Римана-Роха 

dimH°(S, 6s(rKs)) = Г ( Г ~ 1 } K2
s+Pa 

ДЛЯ Г > 1 . 

• 0 - 1 - 3d 
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Чтобы доказать (vi), раздуем все особые точки кривой В. Обозначим компо­
зицию этих с + п сг-процессов через а: Р2 —> Р2 , и пусть Li = a~1(si) - исклю­
чительные кривые, лежащие над Si Е Sing В. Тогда сг*(В) = R + 2^2 Li, где 
собственный прообраз R кривой В является неособой кривой, так как все особые 
точки кривой В суть каспы и ноуды. Имеем 

R = degBa*(F1)-2Y,Li. 

Следовательно, по формуле присоединения 

®R(KR) = 6R(K¥2 + R) = eR((degB- 3)a*(P1) - J > < 

Ho 6R{c + n) = ORi^Li). Следовательно, 

tfH(c + n) = tfH(((2d-6)m-2)*), 

так как ^ ( ^ ( Р 1 ) ) = GR{t) = 6R(mt) и 6R(KR) = 6R((3m + 2)*). 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 6. Пусть В удовлетворяет условиям (i)—(vi) предложе­
ния 5. Если В - дискриминантная кривая общего морфизма f: S —> Р2 

степени deg / = N, то S является поверхностью общего типа с обиль­
ным каноническим классом, a f задается трехмерной линейной подсистемой 
в \mKs + OL\, где а Е Pic S - элемент второго порядка. Более того, если т -
четное число, то а = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / задан линейной системой \Е\. Имеем 

4d2 

R2 3d + g-ln(E,R) 

Е2 = N : 

2d. Тогда 

Е2 (Е, R) 
(R, E) R2 

3d + g 

Ы2 

3d + g-
2d 

1 
2d 

3d + g-
0. 

Следовательно, по теореме Ходжа об индексе 

R 

-ЗЕ + R, то 

3d + g 
2d 

-Е З т + 1 Е. 

Так как Ks 

Е = mKs, R=(3m + 1)KS, 

и если Е = mKs + а, где а = 0, и @R(Ks) = GR(t + /3), где deg/3 = 0, то 

GR{E) = ^я(ш/3 + а + т«) = tfH(m«), 

^я(Д) = ^ ( t f s + ЗЕ) = @R((3m + 1)/3 + За + (Зш + 1)«). 

Следовательно, 6R{KR) = 6R{{3m + 2)/? + За + (3m + 2)1). Поэтому 

6R(m(3) = eR(-a), 6R((3m + 2)0) = 6R{-3a). 
Следовательно, 2(3 = 0 и б'д (2а) = ^ д , и если т - четное число, то 6R(a) 

Предложение б будет доказано, если мы докажем следующую лемму. 
>я. 
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ЛЕММА 11 (см. дополнение к гл. V B [29]). Пусть S - гладкая проективная 
поверхность ui: R^ S - гладкая неприводимая кривая. Если бs(R) обилен, 
то i* : Pic0 S —> Pic R является вложением, где Pic0 S С Pic S - подгруппа 
численно эквивалентных нулю классов дивизоров. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В коммутативной диаграмме 

0 = H1(S,6S(-R)) Pic0 S 

i i 
0 >F 1 (5 ,Z) > H^S^s) > H^S,^) >H2{S,Z) > 

1 k !<• 1 
0 > Н1^, Z) > Н1^, вR) > Я 1 ^ , 6*R) > H2(R, Z) > 

с точными строками морфизм j * является вложением. Следовательно, если для 
a G Pic0 S образ г* (а) = 0,тога = 0 для некоторого r G N, так как Tors Я 2 ( 5 , Z) 
является конечной абелевой группой и H1(S, Z) —> H1(R, Z) является вложени­
ем. Элемент a G Pic S имеет конечный порядок г и определяет неразветвленное 
абелево накрытие ср: Sr —> S степени degtp = г. Если а ф 0 и г*(а) = 0, то 
(f~1{R) является несвязным объединением г неприводимых кривых, что противо­
речит обильности дивизора R. 

4.2. В обозначениях п. 4.1 рассмотрим естественный гомоморфизм 

/к Sym2 H°(R,0R(t)) -^H°{R,0R{2t)). 

Ядро ker \i порождает однородный идеал / в координатном кольце 

<R = ®SymrH°(R,0R(t)) 

однородных функций на проективном пространстве Р = ¥H°(R, 6R{Z)). ПОЛОЖИМ 
SJ = Proj УХ/1. Нормализация v: R —> Я определяет трехмерное подпространство 

L = *>*(Я°(Я, ^ ( Р 1 П Я))) С H°(R, eR(t)). 

Подпространство L задает проекцию рг: Р —> Р2 с базисным множеством PL С Р. 
Пусть fi: Si —> P2 - ограничение рг на Si. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 7. Пусть В удовлетворяет условиям (i)-(vi) предложе­
ния 5. Предположим, что т ^ 21 четно. Кривая В является т-канони-
ческой дискриминантной кривой тогда и только тогда, когда Si - неособая 
поверхность степени deg Si = N и / / является общим морфизмом с дискри­
минантной кривой В. 



по ВИК.С. КУЛИКОВ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А - очень обильный дивизор на S и D - численно 
эффективный дивизор. Из [10] следует, что если вложение S в Р задано линейной 
системой \Ks + 4А + D|, то однородный идеал I(S) порождается квадриками. 

Согласно [3] А = 5Ks является очень обильным дивизором (мы предполага­
ем, что Ks обилен). Следовательно, если S вложено с помощью \mKs\, т ^ 21, 
то I{S) порождается квадриками. С другой стороны, R Е |(3m + l)Ks\ и R С 
S С Р вложена с помощью \т£\. Как уже было упомянуто в доказательстве пред­
ложения 5, морфизм ограничения 

H°(S, &s(rmKs)) — H°(R, 6R(rmKs)) = H°(R, &R(rc)) 

является изоморфизмом для г = 1,2. Следовательно, множество квадрик, содер­
жащих S, совпадает с множеством квадрик, содержащих R, и предложение 7 сле­
дует из предложений 5 и 6. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Предложение 7 выполнено также и для нечетных m ^ 21, если 
ввиду предложения б мы слегка изменим определение m-канонической дискрими-
нантной кривой. Более того, предложение 7 есть частный случай более общего 
утверждения. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 7 /. Пусть В удовлетворяет условиям (i)-(iv) предложе­
ния 5. Предположим, что т ^ 21. Кривая В есть дискриминантная кривая 
морфизма, заданного трехмерной системой \Ь\, где L численно эквивален­
тен т-у каноническому классу тогда и только тогда, когда Si - неособая 
поверхность степени deg Si = N и / j - общий морфизм с дискриминантной 
кривой В. 

§ 5 . О парах Зариского 

5.1. Множество плоских кривых степени 2d естественным образом параметри­
зовано точками проективного пространства pd(2 d+3) . Подмножество плоских не­
приводимых каспидальных кривых степени 2d и рода g с с каспами и с некоторым 
числом (однозначно определяемым этими данными) ноудов соответствует квази­
проективному подмногообразию M(2d, g, с) С pd(2d+3) [27]. Можно показать, что 
если две неособые точки одной и той же неприводимой компоненты многообразия 
Mx^(2d,g,c) соответствуют кривым В\ и £?2, то пары (P2,£?i) и ( Р 2 , ^ ) диф-
феоморфны. В частности, в этом случае фундаментальные группы 7Ti(P2 \ В\) и 
7ri(P2 \ B2) изоморфны. 

Следующее предложение является простым следствием предложения 1 и ло­
кальных исследований в пп. 1.2 и 1.3. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 8. Пусть (P2,£?i) и (¥2,В2) - две гомеоморфные пары и 
ф: (P2,£?i) —> (Р2,£?2) - гомеоморфизм между ними. Если В\ - дискрими­
нантная кривая некоторого общего морфизма (S i , / i ) , то B<z также явля­
ется дискриминантной кривой некоторого общего морфизма {S^j'i). Более 
того, если общий морфизм (S i , / i ) единствен для В\, то морфизм (52,/2) 
является единственным общим морфизмом с дискриминантной кривой В2, 
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кроме того, Si и 5 2 гомеоморфны и, более того, существует коммута­
тивная диаграмма 

S\ > S2 

/ 1 h 

в которой: 
(i) Ф является гомеоморфизмом; 

(И) Ф(Л].) = Л2 , где Ri - кривая ветвления морфизма fi. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Гомеоморфизм пар ф: (P2,£?i) —> (Р2 ,Б2) индуцирует изо­
морфизм ф* : 7Ti(P2 \ B2) —> 7Ti(P2 \ Bi) фундаментальных групп. Согласно пред­
ложению 1 множество неэквивалентных общих морфизмов степени N с дискрими-
нантной кривой Б с Р 2 взаимно однозначно множеству эпиморфизмов из 7Ti(P2 \B) 
в симметрическую группу Едг, удовлетворяющих некоторым условиям (подроб­
ности см. в п. 1.2). Так как для Bi С Р2 выполнена гипотеза Кизини, то для TTI (Р2 \ 
В\) существует единственный такой эпиморфизм, и он совпадает с индуцирован­
ным / i эпиморфизмом / i * : 7Ti(P2 \ В\) —> Едг, где N = deg/ i . Следовательно, 
для В2 также существует, и при том единственный, такой эпиморфизм, и он должен 
совпадать с / i * от/?* = /2* : тп О?2 \ ^ г ) —> ^N- Отсюда следует, что гомеоморфизм 
ф: (Р2, Bi) —> (Р2, В2) можно включить в коммутативную диаграмму 

5 1 \ /Г 1 №)^^5 2 \ / 2 - 1 №) 
h h 

3)2 \ в1 > Р2 \ в2 

В [16] изложен метод восстановления поверхности S и конечного морфизма 
/ : S —> Р2 , разветвленного вдоль Б С Р2 , по гомоморфизму /* : 7Ti (Р2 \ В) —> Едг, 
основанный на представлении 5 в виде 7V экземпляров Р2 со "стандартными раз­
резами" , склеенных вдоль этих разрезов (при этом мы должны воспользоваться 
содержащимся в [15] геометрическим описанием конечного копредставления груп­
пы 7Г1 (Р2 \В)в терминах "теней" и "экранов"). Применяя этот метод, легко видеть, 
что гомеоморфизм Фо однозначно продолжается до гомеоморфизма Ф с требуемым 
свойством. Предложение доказано. 

5.2. Обратно, для поверхности S С Р г проекция / : S —> Р2 определяется точ­
кой Грассманиана Gr r+i ?r _2 (базисным множеством проекции). Хорошо известно, 
что множество общих проекций находится во взаимно однозначном соответствии 
с некоторым открытым по Зарискому подмножеством Us в Gr r +i ? r _ 2 . Непрерыв­
ная вариация точки в Us задает непрерывное семейство общих проекций поверх­
ности 5, кривые ветвления которых принадлежат одному и тому же непрерывно­
му семейству плоских каспидальных кривых. Следовательно, дискриминантные 
кривые двух общих проекций поверхности S С Р г принадлежат одной и той же 
неприводимой компоненте пространства модулей Ж {2d, д, с). 
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Более того, если две поверхности Si и 52 общего типа с одинаковыми K2
S — к и 

ра — Р вложены с помощью ттг-го канонического класса в одно и то же проективное 
пространство Р г и принадлежат одной и той же неприводимой компоненте грубого 
пространства модулей Ms(k,p) поверхностей с заданными инвариантами [12], то 
существуют общие проекции Д поверхности Si и /2 поверхности Si, принадлежа­
щие одному и тому же непрерывному семейству общих проекций. Следовательно, 
дискриминантные кривые двух общих проекций поверхностей Si и S2 5 принадле­
жащих одной и той же неприводимой компоненте пространства модулей Ms (к, р), 
принадлежат одной и той же неприводимой компоненте пространства Ж (2d, д, с) 
(см. [27]). По теореме 3 и предложениям 5 и б для поверхности общего типа с обиль­
ным каноническим классом тройка целых чисел (т,к,р) однозначно определяется 
инвариантами (d, д, с) m-канонической дискриминантной кривой; также верно и 
обратное утверждение. Следовательно, по предложению 1 и теореме 3 

i(2d(k,p),g(k,p),c(k,p)) ^ г(к,р), 

где г (2d, д, с) (соответственно i(k,p)) - число неприводимых компонент простран­
ства Л (2d, д, с) (соответственно Ms(k,p)). 

В [4] Ф. Катанезе показал, что для каждого натурального h существуют 
такие к и р, что Ms(k,p) имеет по крайней мере h неприводимых компонент 
(подробнее об этом см. в следующем параграфе). Следовательно, для каждого 
натурального h существуют такие d, д, с, что Ж (2d, д, с) имеет по крайней мере h 
неприводимых компонент. Отметим, что оценки снизу для г(к,р), полученные 
в [4] и [18], также имеют место и для г (2d, д,с), где d, дне- инварианты 
соответствующих т - х канонических дискриминантных кривых. 

5.3. Недавно было опубликовано несколько статей (см., например, [1], [22], 
[25], [26]), посвященных парам Зариского. По определению Артал-Бартоло две 
плоские кривые Ci, C2 С Р2 называются парой Зариского, если они одной и той 
же степени и имеют гомеоморфные трубчатые окрестности в Р2 , но пары (Р2, Ci) 
и (Р2, (72) не гомеоморфны. 

Первый пример такой пары был получен О. Зариским, и это - как раз две кривые 
степени б с шестью каспами, упомянутые во введении. 

В силу теоремы 3, применяя предложение 8, легко доказать существование боль­
шого числа различных пар Зариского. Для этого мы можем найти пары негомео-
морфных минимальных поверхностей общего типа с обильным каноническим клас­
сом и одинаковыми K2

S и р а и рассмотреть соответствующие им ттг-канонические 
дискриминантные кривые. Например, имеем следующее предложение. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 9. Для каждого целого т ^ 5 существует по крайней мере 
одна пятерка Зариского (даже не пара) плоских каспидалъных кривых Вш^, 
г = 1, . . . ,5, степени т(3т + 1) и рода g = (l/2)(3m + l)(3m + 2) + 1 с 
с = 3(4ш2 + Зт — 3) каспами. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Существует (см. [13], [24], [2]) пять негомеоморфных по­
верхностей Si (г = 1 , . . . , 5) общего типа с р9 = 0, ра = 1 и К\. = 1. Они разли­
чаются с помощью Tors Hi(Si,Z) = Z/iZ. Согласно [5] для каждого г, 1 ^ г ^ 5, 
существуют поверхности Si с обильным каноническим классом, имеющие данные 
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инварианты. Пусть фш^: Si <—> pm(m-i)/2 _ ш_кан0ническое вложение, т ^ 5 
(см. [3]), и frn^: Si —> Р2 - общая проекция с дискриминантной кривой Вш^. 
Применяя вычисления, проведенные в доказательстве теоремы 3, получаем, что 
кривая Вш^ имеет 

degBm^i = m(3m + 1), д= - (3m + 1)(3т + 2) + 1, с = 3(4т 2 + З т - 3). 

По предложению 8, так как Si и Sj не гомеоморфны для г ф j , пары (Р2, Вш^) и 
(Р2, Вш^) также не гомеоморфны. 

Простейший путь построить две негомеоморфные поверхности S\ и 52 общего 
типа, для которых общие морфизмы, заданные линейными системами т-канони-
ческого класса, приводят к паре Зариского В\ и £?2, - это построить поверхности 
с разными иррегулярностями g i и #2, где qi = dim Н1 (Si, 6 s J •>и с одинаковыми if | 
и р а . Например, пусть А - абелева поверхность иС С А- такая неособая кривая, 
что класс кривой С в Pic А делится на 2. Рассмотрим двулистное накрытие <р : 
S —> А, разветвленное вдоль С Легко проверить, что 5 - поверхность общего 
типа с обильным каноническим классом и иррегулярностью q ^ 2. Если С2 = 8р, 
то простейшие вычисления дают if?. = 4pwpa —p. С другой стороны, У. Перссон 
доказал в [23], что для любых натуральных ж, у, удовлетворяющих неравенствам 

2 ж - б <2/ < 8 (ж-сж§) , (41) 

где с = 9/ л/12, существует односвязная минимальная поверхность общего типа с 
if2 = /̂ vi ра — х. Легко видеть, что х — р и у — 4р удовлетворяют (41), если 
р ^ 486. 

§ 6. Доказательство теоремы 13 

6.1. В [4] и [5] Катанезе исследовал простое бидвойное накрытие <р: S —> Q = 
Р 1 х Р 1 битипа (а, 6), ( т , п), т.е. <р - конечное (Z/2Z)2 накрытие Галуа квадри­
ки Р 1 х Р1 , разветвленное вдоль двух общих кривых соответственно бистепеней 
(2а, 2Ъ) и (2т , 2п). Пусть а, Ь,т,п - целые числа, удовлетворяющие следующим 
условиям: 

а > 2п, п ^ 3, т > 2Ь, Ъ ^ 3, 

а = n (mod 2), Ъ = т (mod 2). 

Положим 

г^=(п + а - 2 ) , г; = (ш + Ь - 2 ) , ги = ( а - п ) , z = (m-b). (42) 

Согласно [4] для бидвойного накрытия (р: 5 ^ Q = Р 1 х Р 1 битипа (а, 6), ( т , п) 
поверхность S является односвязной поверхностью общего типа с каноническим 
классом 

Ks = f*(eQ(u,v)) (43) 
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3 1 
К% = 8uv, х = xiPs) = -uv + (u + v) + 2--wz, (44) 

где х ~ Эйлерова характеристика структурного пучка ^ 5 на S. 
Для и, i?, w, z, удовлетворяющим (42), канонический класс Ks является 2-де-

лимым в Н2 (5, Z), а индекс 

г = r(S) = max< s G N { - G N I G - \KseHz(S 

равен наибольшему общему делителю (и, v). 
Так как Ks является 2-делимым, то форма пересечения на H2(S,Z) является 

четной. Кроме того, по теореме Фридмана [11] два таких бидвойных накрытия Si 
и 52 квадрики Q гомеоморфны тогда и только тогда, когда K2

S — K2
S и х(@ S\) — 

х(Рs2) • В [4] и [5] было доказано, что для каждого целого к существует по крайней 
мере один набор ( S i , . . . , S&), состоящий из к бидвойных накрытий квадрики Q 
битипов (ai,bi), (mi,rii), удовлетворяющий описанным выше условиям и такой, 
что: 

(i) Si и Sj гомеоморфны друг другу при 1 ^ г, j ^ к; 
(И) г (Si) ф r(Sj) при i ф j (и, следовательно, Si и Sj не диффеоморфны). 
Мы будем называть наборы поверхностей общего типа, удовлетворяющие усло­

виям (i) и (И), наборами Катанезе. 

ПРИМЕР. Два бидвойных накрытия Si битипа (16,22), (52,4) и 52 битипа 
(28,10), (28,10) являются парой Катанезе. Из формул (1)-(3) следует, что эти 
поверхности имеют 

K2s = К% = 10368, х = х(Рзг) = 1456, 
r(Si) = 18, r(S2) = 36. 

Рассмотрим m-каноническое вложение Ф\тк3.\: Si ^ ~Pr, m ^ 5 (см. [3]), и 
пусть frn^i'. Si —> Р2 - ограничение на Ф\шк3. \ (Si) общей проекции рг: Р г —> Р2 . 
Обозначим через Rm^ С Si кривую ветвления общей проекции / т ^ и через 
Brn:i С Р2 дискриминантную кривую морфизма /Ш)г-

Пусть общий морфизм fm: S —> Р2 задан трехмерной линейной подсистемой 
m-канонического класса на S. Тогда из формулы присоединения 

следует, что кривая ветвления Rm С S морфизма fm принадлежит | (Згтг + l ) ! ^ ! -
Следовательно, если мы имеем два общих морфизма / г , т : Si —> Р2 , заданных трех­
мерными линейными подсистемами из ттг-канонических классов на Si и таких, что 
соответствующие пары (Р2, £?i,m) и (Р2, £?2,т) гомеоморфны, то по предложению 8 
(согласно теореме 3 гипотеза Кизини выполнена для Bi) существует гомеомор­
физм Ф: Si —> S2 такой, что 4f(Riim) = i?2,m- В этом случае должно выполнять­
ся равенство г (Si) = r(S2), так как Ф индуцирует изоморфизм Ф* : #2 (Si, Z) —> 
i?2(S2, Z), для которого выполнено условие Ф*(Й1,т) = R2,m- Но это невозмож­
но, так как по определению г (Si) Ф r(S2) для пары Катанезе Si, £2- Теорема 13 
доказана. 
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П Р И М Е Р (продолжение). Применяя теорему 1 для m-канонических дискрими-
нантных кривых общих морфизмов поверхностей Si и 52 в рассмотренном выше 
примере, мы получим пары Зариского ( i ? i , m , i?2 ,m ) , т ^ 5, плоских каспидаль-
ных кривых. Применяя вычисления из доказательства теоремы 3, легко видеть, 
что m-канонические дискриминантные кривые £ ^ , т имеют степень d e g 5 ^ m = 
10368m(3m + 1), геометрический род д = 5184(3т + 2) (3m + 1) + 1 и с = 
10368(12т 2 + 9т) - 13632 обыкновенных каспов. 
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