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Введено понятие полугруппы над группой кос и на языке полугрупп изуче­
ны разложения брэйд-монодромии на множители (bmf) плоских алгебраичес­
ких кривых и некоторых других близких к ним объектов. В качестве одного из 
приложений приведено новое доказательство теоремы Оревкова о реализуемос­
ти любого брэйд-монодромного разложения на множители как bmf алгебраичес­
кой кривой над диском и показано, что сложность такой реализации не может 
быть ограничена в терминах типов множителей разложения брэйд-монодромии. 
Кроме того, доказано, что типы брэйд-монодромного разложения на множители 
различают с точностью до //"-изотопии кривые Гурвица с особыми точками не-
расщепляемого типа и различают каспидальные J-голоморфные кривые в СР с 
точностью до симплектической изотопии. 

Библиография: 23 наименования. 

В в е д е н и е 

В настоящей статье мы имеем дело с алгебраическими кривыми и другими близ­
кими к ним объектами, лежащими в проективной плоскости, такими как J-голо­
морфные кривые и кривые Гурвица (определение кривых Гурвица дано в § 3), по­
ведение которых относительно некоторого пучка прямых аналогично поведению 
плоских алгебраических кривых. Общая природа всех этих геометрических объ­
ектов состоит в том, что для каждого из них может быть определено так называ­
емое разложение брэйд-монодромии на множители (кратко bmf), являющее­
ся мощным инструментом изучения топологии вложения алгебраических кривых 
в С Р 2 . Начиная с основополагающих работ О. Кизини [6], [7], разложения брэйд-
монодромии рассматриваются как настоящие разложения на множители в группах 
кос и изучаются с точностью до некоторых преобразований, называемых в насто­
ящее время преобразованиями Гурвица. Мы предлагаем изучать их с помощью 
подходящих полугрупп над группами кос, так что гурвиц-эквивалентные разложе­
ния на множители соответствуют элементам этих полугрупп. В некоторых случа­
ях (например, в случае топологических кривых Гурвица с несколькими особыми 
точками в слое; см. § 3) полезно переходить на второй уровень, т.е. рассматривать 
полугруппы разложений на множители над полугруппами первого уровня. 
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По мнению авторов, язык полугрупп упрощает построение и изучение объек­
тов, заданных с помощью брэйд-монодромных разложений на множители. В ка­
честве примера дано почти чисто алгебраическое доказательство недавнего ре­
зультата С. Оревкова [19], который утверждает реализуемость любого брэйд-
монодромного разложения на множители как bmi алгебраической кривой над дис­
ком (и который обобщает теорему Рудольфа [20] об алгебраической реализуемости 
квазиположительных кос). В нашей конструкции кривая расположена в некоторой 
линейчатой поверхности и имеет только простейшие точки ветвления вне рассмат­
риваемого диска. В случае произвольных (не обязательно круговых) дисков эта 
конструкция позволяет ограничить степени коэффициентов многочлена, задающе­
го кривую. С другой стороны, мы показываем, используя примеры Мойшезона 
[17], что для круговых дисков не существует таких оценок сверху, зависящих толь­
ко от типов множителей, входящих в bmi. 

Разложение на множители брэйд-монодромии проективной кривой, лежащей 
в линейчатой поверхности Едг, является разложением элемента A2iV, где А -
так называемый элемент Гарсайда и N - "степень линейчатости". Множители 
этого разложения соответствуют критическим точкам ограничения проекции на 
кривую. Как известно, в противоположность разложениям на множители брэйд-
монодромии над диском, не любое проективное bmi может быть реализовано как 
bmi алгебраической кривой (см. [17]). С другой стороны, каждое проективное 
bmi может быть реализовано в классе кривых Гурвица. Мы доказываем, что тип 
брэйд-монодромного разложения на множители (под типом мы подразумеваем ор­
биту естественного действия группы кос сопряжением, см. § 1) различает с точ­
ностью до iJ-изотопии (т.е. изотопии в классе кривых Гурвица) кривые Гурвица с 
особыми точками вида w = zn по крайней мере в случае, когда критические зна­
чения проекции различных критичеких точек не совпадают друг с другом. Также 
мы показываем, что любая такая кривая Гурвица iJ-изотопна почти алгебраичес­
кой кривой Гурвица, т.е. такой, которая может быть задана алгебраическим урав­
нением над некоторым диском, содержащим все критические значения проекции. 

В § 4 приведены несколько замечаний об изотопиях J-голоморфных кривых в 
СР2. В частности, используя известные результаты о J-голоморфных кривых и 
результаты, полученные в § 3, мы показываем, что многие проблемы симплекти-
ческой изотопии сводятся к чисто алгебраическим проблемам, связанным с изуче­
нием типов брэйд-монодромных разложений на множители, и доказываем, что две 
каспидальные J-голоморфные кривые симплектически изотопны тогда и только 
тогда, когда они имеют один и тот же тип брэйд-монодромного разложения на 
множители. Мы также даем bmf-критерий алгебраичности для нодальных сим-
плектических поверхностей в СР2: нодальная симплектическая поверхность сим­
плектически изотопна алгебраической кривой тогда и только тогда, когда ее bmi 
является частичной регенерацией разложения на множители с множителями, со­
пряженными квадрату стандартной образующей группы кос. 

Статья организована следующим образом. В § 1 введены и рассмотрены полу­
группы разложений на множители: даны основные конструкции, исследованы их 
функториальные свойства и применены к группам кос. Для полугрупп над группой 
кос введено понятие стабильного равенства и доказано, что два элемента с сопря­
женными множителями являются стабильно равными тогда и только тогда, когда 
они являются разложениями на множители одного и того же элемента в группе 
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кос. Затем этот результат использован в § 2 для доказательства упоминавшейся 
выше обобщенной теоремы Рудольфа. В § 3 введено понятие i^-изотопии. Здесь, 
кроме кривых Гурвица и почти алгебраических кривых, имеющих алгебраичес­
кие особенности, рассмотрены так называемые топологические кривые Гурвица, 
которые уже могут иметь произвольные конусообразные особенности. Кроме то­
го, введено понятие конусообразных особенностей нерасщепляемого типа и дока­
зано, что две топологические кривые одинаковой степени с неращепляемыми осо­
быми точками, каждые две из которых лежат в разных слоях проекции, являются 
i^-изотопными тогда и только тогда, когда эти кривые имеют один и тот же тип 
брэйд-монодромного разложения на множители. В § 4 рассмотрен симплектичес-
кий случай. 

Авторы благодарны Е. Арталь-Бартоло, С. Немировскому и В. Шевчишину за 
полезные обсуждения и предложения. Настоящее исследование было начато в пе­
риод пребывания первого автора в университете г. Страсбурга и окончено во вре­
мя пребывания авторов в Математическом институте Обервольфаха в рамках про­
граммы ШР. 

§ 1. Исчисление разложений на множители 

1.1. Полугруппы разложений на множители. Набор (5, В, а, А), где S -
полугруппа, В - группа на: S ^ В, А: В —> Aut(S) - гомоморфизмы, называется 
полугруппой S над В, если для всех si , S2 G S имеем 

si-s2 = A(a(si))(s2) -si=S2- p(a(s2))(si), 

где p(g) = X(g~1). Для пары полугрупп (Si, B\, a i , Ai) и (52, i?2, a2 , A2) соответ­
ственно над В\ и £?2 пара гомоморфизмов (hi ,/12), где hi: Si —> S2 и ft2: Bi —> В2, 
называется гомоморфизмом полугрупп над группами, если: 

(i) h2 o ^ j = as2 о hi; 
(ii) \B2(h2(g))(hi(s)) = hi(\B1(g))(s) для всех s G Si и всех g G Bi. 

Определенные ниже полугруппы разложений на множители являются ос­
новными (для наших целей) примерами полугрупп над группами. 

Пусть {gi}iei - некоторое множество элементов группы В. Для каждого i E I 
обозначим через 09i С В множество всех элементов из В, сопряженных элементу 
gi (т.е. орбиту элемента gi при действии группы В внутренними автоморфизмами). 
Назовем объединение X = IJie/ Ogi ^ В полным множеством элементов, 
сопряженных элементам {gi}iei, а пару (В,Х) - оснащенной группой. 

Для любого полного множества X сопряженных элементов имеем два естест­
венных отображения г = гх'- X х X —> X и I = 1х'- X х X —> X, заданных 
г (а, Ь) = Ь~гаЬ и 1(а, Ь) = аЪа~г соответственно. Для каждой пары букв а, Ъ G X, 
а ф Ь, обозначим через Ra,b;r и Ra,b;i следующие соотношения: 

1) R>a,b;r имеет вид а • Ь = Ь • г (а, Ь), если Ь ф 1, и вид а • 1 = а в противном 
случае; 

2) Ra,b;i имеетвида-6 = /(а, Ь) -а, если а ф 1, и вид 1 -Ь = Ъ в противном случае. 
Положив 

Йй = {Ra,b;rj Ra,b;i I ( a , & ) G l x I , а ф b, если а ф 1 или b ф 1}, 
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определим с помощью множества соотношений Йй полугруппу 

S(B,X) = {xeX:Re@). 

Определим также гомоморфизм ах'- S(B,X) —> В, заданный ах(х) = х для 
каждого ж G X. Поскольку ах = «B°idx , в, мы не будем делать различий между 
ах жав и будем обозначать их через а. 

Кроме того, определим два действия \н р группы В на множестве X: 

х G X i-> /о(р)(ж) = д~гхд G X, 
x G l n \(д)(х) = #ОД-1 G X. 

Легко видеть, что множество соотношений Йй инвариантно относительно этих дей­
ствий и, следовательно, /я и А определяют антигомоморфизм р: В —> Aut(S(B, X)) 
{правое действие) и гомоморфизм Л: В —> Aut(S(B,X)) (левое действие млн 
действие сопряжением). Действие Х(д) на S(B, X) называется одновременным 
сопряжением на элемент д. Положим As = А о а и ps = р о а. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.1. Для каждого g G В и любых Xi,Xj G X имеем 

(О Kg) = Pig'1)', _ 
(ii) a(r(xi,Xj)) = х- 1xixj; 

(iii) a(l(xi,Xj)) = XiXjX^1; 
(iv) ps(xi)(xj)=r(xj,Xi); 
(v) A 5 (>i)0j) = l(xi,Xj); 

(vi) ^(a(xi)_ 1)(xj) = l(xi,Xj); 
(vii) A(a(xi) - 1)(xj) = r(xj,Xi). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из приведенных выше определений. 

Из утверждения 1.1 следует, что (S(B,X),B,ax,^s) является полугруппой 
над В. Назовем такие полугруппы полугруппами разложений на множители 
над В. Если В фиксирована, то полугруппу S(B, X) будем обозначать Sx • Через 
х\ • ... • хп обозначим элемент из Sx, определяемый словом х\ ... хп. 

Отметим, что S: (В, X) \-^ S(B, X) является функтором из категории оснащен­
ных групп в категорию полугрупп. В частности, если X С Y - два полных мно­
жества сопряженных в В элементов, то тождественное отображение id: В —> В 
определяет вложение idx,Y- S(B,X) —> S(B,Y) полугрупп. Поэтому для каж­
дой группы В полугруппа SB = S(B,B) является универсальной полугруппой 
над В, т.е. каждая полугруппа Sx над В канонически вкладывается в SB С ПОМО­
ЩЬЮ idx,B-

Обозначим через Вх подгруппу в В, порожденную образом гомоморфизма а: 
S(B,X) —> В, и для каждого s G Sx обозначим через Bs подгруппу в В, по­
рожденную образами a(xi),..., а(хп) множителей x i , . . . , хп разложения s = 
Х\ • . . . • Хп. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.2. Подгруппа Bs группы В не зависит от представления 
элемента s в виде слова из букв xi алфавита X. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из пп. (И) и (iii) утверждения 1.1. 



О БРЭЙД-МОНОДРОМНЫХ РАЗЛОЖЕНИЯХ НА МНОЖИТЕЛИ 83 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1.1. Для любого X и любого s Е Sx имеем: 
(i) kerA совпадает с централизатором Сх группы Вх в В; 
(И) если a(s) принадлежит центру C(BS) группы BSl то Х(д) оставляет 

неподвижным элемент s E Sx, если g E Bs. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение (i) очевидно. 
Докажем утверждение (И). Группа Bs порождена в В элементами a(xi),... 

. . . , а(хп), где s = х\ •... • хп для некоторых xi E X. Поэтому для доказательства 
(ii) достаточно показать, что As (xi)(s) = s для каждого i = 1 , . . . , п в случае, если 
a(s) E C(BS). Используя соотношения Xj • Xi — Xi • v{Xj, Xi), можно сдвинуть Xi 
влево и получить представление элемента s в виде 

о — X 2, ' Х~\_ ' . . . X YI — 1 — X1 & • 

Еслиа(з) Е C(BS), то Xs(s)(xi) = Xi. Окончательно, 

s = l(xi,Xi) • . . . • l(xn-i,Xi) • Xi = \s(xi)(xi • . . . -Xn-i) 'Xi 
= A5(xi)(s) • Xi = As(AsOi)(s))(^) • AsOi)(s) = Xs(xi • s)Oi) • ^s(xi)(s) 
= Xi • A 5 (^)(s) = Xs(xi)(xi) • A 5 (^)(s) = \s(xi)(s). 

Рассмотрим два полных множества Х\, X<i сопряженных элементов в В и ассо­
циированные с ними полугруппы Sxi и $х2 • Отображение ф: X<i —> Sx\ может 
быть доопределено до гомоморфизма ф: Sx2 ~^ &Xi тогда и только тогда, когда 
для любых Xi, Xj E X2 равенства 

l/j(Xi) -l/j(Xj) = l/>(Xj) -l/j(r(Xi,Xj)), 

l/j(Xi) • l/j(Xj) = ^{l{Xi,Xj)) • ф(Х{) 

имеют место в Sxi • 
Скажем, что гомоморфизм ф определен над В, если ах2 (х) = &Xi (Ф(х)) для 

всех х Е Х2. 

ПРИМЕР 1.1. Пусть Х\ -полное множество элементов, сопряженных х\ Е В, 
и Х2 - полное множество элементов, сопряженных х\. Предположим, что ото­
бражение ф: Х\ —> Х2, заданное формулой ф(х) = х2 для х Е Xi , являет­
ся взаимно однозначным. Тогда отображение ф: Х2 —> Sxi •> заданное формулой 
ф[х) = ф~г(х) • ф~1{х), определяет гомоморфизм ф: Sx2 ~^ ^Xi над В. 

ПРИМЕР 1.2. Пример 1.1 может быть обобщен следующим образом. Выберем 
множество {x i , . . . ,жп} элементов в полном множестве сопряженных элементов 
Х\ С В и множество произведений Sj(xi,..., жп) = 3^i(j) ' • • • ' xi r)(j) E Sxi ? 
j = 1 , . . . , к. Рассмотрим Х2 = 0зг U • • • U Osk, где Og - полное множество 
элементов, сопряженных элементам Sja(sj) Е В. Предположим, что si и Sj не 
сопряжены в В для г ф j . Тогда отображение Х2 —> Sxi •> заданное следующим 
образом: 

gsjg-1 ^ X(g)(sj) E SXl, 

может быть однозначно продолжено до гомоморфизма г: Sx2 —> Sxi •> определен­
ного над В. Гомоморфизм г называется регенерацией множества элементов {SJ}. 
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В § 4 будем использовать некоторое обобщение понятия регенерации (которое 
уже не будет гомоморфизмом), определяемое следующим образом. В обозначениях 
примера 1.2 положим Z — Х\ U Х2 и рассмотрим элемент z — z\ • z<i G Sz-, гае 
z\ G Sx2i z2 ^ Sz- Элемент 

~z = r(zi) • z2 G Sz 

называется частичной регенерацией элемента z. 
Конструкция полугрупп S(B,X) может быть итерирована. Именно, можно 

рассмотреть действие сопряжения группы В на S(B, X), выбрать некоторое мно­
жество У, являющееся объединением орбит этого действия, и ввести полугруппу 
S(S(B, X), У) как полугруппу, порожденную буквами s алфавита У, связанными 
соотношениями 

SfSj = Sj~ps(Sj)(Si), 

SfSj = XS(Si)(Sj)~Si 

для всех Si,Sj G У. 
Кроме того, можно определить гомоморфизм /3s'- S(S(B,X),Y) —> S(B,X), 

переводящий s = si~.. .~sn G S(S(B, X), Y) в s\ • . . . • sn G S(B, X), и дейст­
вие сопряжением Л: В —> Aut(S(S(B,X),Y)) (автоморфизм Х(д) действует как 
одновременное сопряжение на элемент д), а также связанные с ними гомомор­
физм /3 = а о /3S и действия As = А о as- S{B,X) —> Aut(S(S(В,X),Y)), 
Xs,s = А о ^ : 5 ( 5 ( Б Д ) , У ) —> Aut(S(S(B,X), Y)) соответственно полугрупп 
S(B,X) VLS(S(B,X),Y) на, S(S(B,X),Y). Правые действия p, ps vLps,s соответ­
ственно группы В и полугрупп S(B, X) и S(S(B, X), Y) на S(S(B, X), Y) опреде­
ляются аналогично. 

Отметим, что если X является подмножеством У, то имеется естественное вло­
жение полугруппы Sx — S(B, X) в S(Sx, У)- Более того, существует естествен­
ное вложение S(Sx, У) в универсальную полугруппу S(SB) — S(SB, SB) н а л SB-
Таким образом, полугруппа Sx над В может быть рассмотрена как подполугруп­
па полугруппы S(SB), И поэтому, обозначив снова операцию т в S(SB) через •, мы 
не придем к противоречию. Отметим, что S(Sx,X) естественным образом изо­
морфна полугруппе Sx -

1.2. Эквивалентность Гурвица. Пусть, как и выше, У-объединение орбит 
действия сопряжением А группы В на S(B, X). Упорядоченное множество 

{уъ...,уп | yi G У}, пе Z, 

называется разложением на множители элемента д = /3(yi)... /3(уп) G В в 
множестве У. Обозначим FX,Y — U n ^n множество всех возможных разложе­
ний на множители элементов из В в У для всех п G N. Существует естественное 
отображение ср: FX,Y —> S(S(B, X), У), заданное формулой 

<р({Уи---,Уп}) =У1' ••• -Уп-

Преобразование, которое заменяет в {yi,..., уп} некоторые два соседних мно­
жителя (з/г, 2/i+i)на (yi+i,Ps(yi+i)(yi)) или (As(2/i)(2/i+i), 2/г) исохраняет все осталь­
ные множители, называется преобразованием Гурвица. Два разложения на мно­
жители называются гурвиц-эквивалентными, если одно из них может быть полу­
чено из другого с помощью конечного числа преобразований Гурвица. 
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УТВЕРЖДЕНИЕ 1.3. Два разложения па множители у = {у\,..., уп} и z — 
{zi,... ,zn} гурвиц-эквивалентны тогда и только тогда, когда (р(у) = (p(z). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО очевидно. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1. Далее согласно утверждению 1.3 будем отождествлять клас­
сы гурвиц-эквивалентных разложений на множители в У с их образами в S(Sx •> У) •> 
а в случае Y = X будем отождествлять полугруппу S(Sx •> У) с Sx • 

1.3. Полугруппы над группами кос и стабильная эквивалентность. В 
этом пункте группа В = Вш является группой кос с т нитями. Зафиксируем мно­
жество { a i , . . . , a m _ i } так называемых стандартных образующих, т.е. образую­
щих, связанных соотношениями 

aiai+1ai = ai+1aiai+1, 1 < г < п - 1, (1.1) 
aiak = akai, \i - k\ ^ 2. (1.2) 

Обозначим через В^ полугруппу, порожденную теми же буквами, связанными 
теми же соотношениями. 

ТЕОРЕМА ГАРСАЙДА [8]. Естественный гомоморфизм г: £?+ —> В ты явля­
ется вложением. 

Исходя из этой теоремы, отождествим полугруппу В^ с ее образом г(В^) в Вш 
и назовем образы i(g) элементов g £ В^ положительными элементами груп­
пы Б т . 

Обозначим через Ак = Ак{т), к ^ 0, полное множество элементов, сопря­
женных элементу а1 в группе Вш (напомним, что все образующие а\,..., a m _ i 
сопряжены друг другу). Рассмотрим полугруппу SA0 как подполугруппу универ­
сальной полугруппы SBm над Вш. Положительное слово g = a^ . . . ain в алфавите 
{ a i , . . . , ап} определяет элемент # ( a i , . . . , a m - i ) = a^ • . . . • ain e SA0- С другой 
стороны, g определяет элемент g = a^ . . . ain в B^. 

ЛЕММА 1.1 [3]. Отображение v\ B^ —> SA0, заданное формулой u(g) = g, 
является инъективным гомоморфизмом полугрупп. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Чтобы показать, что v является гомоморфизмом, доста­
точно проверить, что соотношения (1.1) и (1.2) имеют место в SA0- Имеем 

0>i ' ai+l ' ai = ai+l ' ( ^ i + l a ^ a ^ + l ) ' ai — a i + l ' Q>i ' {04 Q>i+iQ>iQ>i+lQ>i) 

= a^+i • a% • {p>i ai+idi+iaiai+i) = сц+i • сц • сц+i 
для l ^ i ^ n — 1и 

CLi • CLk = CLk • (ak OiOk) = CLk • CLi 

для \i — k\ ^ 2. Гомоморфизм v инъективен, так как согласно теореме Гарсайда 
ав ° У является тождественным изоморфизмом. 

Пусть А = А т - так называемый элемент Гарсайда: 

А = (ai . . . a m _ i ) . . . (a ia 2a 3)(aia 2)ai . 

Хорошо известно, что А2 = (ец . . . a m _ i ) m порождает центр группы Вш. Обозна­
чим через 52 = 6^ элемент в SA0 С 5 в т , равный 

52 = (а1-...-ат.1)т. 
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ЛЕММА 1.2. Элемент S2 неподвижен при действии сопряжением группы 
Вш на 5 в т , т.е. р(д)(52) = 52 для любого g Е Вш. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из равенства а(82) = А2 и предложения 1.1, (И), 
примененного к s = S2 (для которого (Bm)s = Вт). 

Исследуя топологические кривые Гурвица (см. п. 3.2), будем использовать неко­
торое расширение Бвт полугруппы 5 в т , которое определяется следующим обра­
зом. Каждому элементу / , принадлежащему множеству $ всех подмножеств мно­
жества { 1 , . . . , га}, сопоставим символ 1/. Рассмотрим полугруппу 5 в т , порож­
денную парами (д, 1/), g Е Вш и / Е J>, со следующими соотношениями между 
ними: 

(91, l / i ) ' (92,1/2) = (9i929i 1,1а(91)(12)) ' (9i, 1h), 

(9i, l / i ) • (92,1/2) = (#2,1/2) • (9219i92,1f7(p-i)(/l)) 

для всех #1, #2 £ ^ т и всех / i , /2 £ <̂ j где а - действие на ^ , индуцированное ес­
тественным гомоморфизмом из Вш в симметрическую группу Е т , действующую 
на { 1 , . . . , га}. Чтобы продолжить действия Хи р группы Вш на Бвт до действия 
на Бвт ? положим 

A(6)((fl,lI)) = (A(b)(5),l ( r (b ) ( J )) 

w р(д) = А(д -1) для 6, g Е £? т и / Е ^ . Продолжим гомоморфизм а, положив 

<*((9,li)) = 9 ^ Вш 

для всех / . Отметим, что отображение д ь-> (g, 10) продолжается до вложения 
полугруппы SBm в полугруппу 5 В т над Вш. 

Обозначим через В^ %•> к + г < 771, подгруппу группы кос Brnj порожденную 
элементами a^+i , . . . , a^+fc-i? составляющими часть фиксированного множества 
стандартных образующих a i , . . . , a m _ i группы v3m. Скажем, что индекс сплете­
ния элемента Ъ Е Вш равен 1(b) = к, если & является наименьшим числом таким, 
что Ъ сопряжен в Вш некоторому элементу из В^^. Для пары (Вп^, Ь), Ъ Е Вп^ 
w 1(b) = к, элемент g = (5, 1^+fc+i,...^+71}) ^ *5Бm называется стандартной 
thmf-формой элемента Ь Е £?п^, если b <E Bk,i С Вп^ сопряжен элементу Ь в Вш 

(если г + /с ^ п, то {г + к + 1 , . . . , г + п} = 0 ) . 
Теперь каждой конечной последовательности целых чисел fci,..., fct таких, что 

&1 + • • • + kt ^ га, к\ ^ 2, . . . , kt ^ 2, сопоставим последовательность подгрупп 
^ i j f c 1 + ...+fci_1J 1 < г < £,группы Б т . Рассмотрим подмножества Г/Сь...5/С£ в 5 в т , 
состоящие из произведений s = g\ •... -gt^vjxc сц Е 5 в т - стандартные tbmf-формы 
элементов из B^^ki-i i-fĉ -i? 1 ^ i ^ t. Определим Т = Тш как объединение 
(J \(g)T}~15... ̂  по всем g Е 5 т и всем последовательностям целых чисел fci,..., fct 
таким, что fci + • • • + fct ^ 771. Отметим, что для любой подстановки а Е Е^ и 
любого ^i • . . . • <?t E TJfcbfc1_| hfĉ -i имеет место равенство 

Pi ' • • • -0t - 9сг{1) ' • • • ' 9cr{t)-
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Элементы из Т называются thm-разложениями на множители, полугруппа 
3 = Зш = S(SBm,T) - полугруппой thm-разложений па множители. Ска­
жем, что два tbm-разложения на множители имеют один и тот же тип разложе­
ния на множители, если они принадлежат одной и той же орбите действия со­
пряжением группы Вш. 

Группа Вш как множество может быть представлена в виде несвязного объеди­
нения (по всем к, 1 ^ к ^ т) орбит множеств Т^^0 = {(Ь, 10) | 1(b) = к} С Т& 
при действии сопряжением группы Вш. Это представление определяет вложение 
i '• Звт —> 3 полугрупп над Вш. Таким образом, когда это не приводит к двусмыс­
ленности, будем отождествлять 5 в т с ее образом г ( 5 в т ) С 3. 

Скажем, что элемент s\ Е 3 (в частности, s\ E 5 в т ) стабильно равен эле­
менту s2 Е 3 (соответственно, $2 ^ ^вш)ч если найдется такое целое число n ^ 1, 
4TOS1 '(52)П =S2-(S2)nB3. 

ТЕОРЕМА 1.1. Пусть 0Х1,... ,0Хп - орбиты элементов х\,... ,хп £Т при 
действии сопряжением группы Вш на Т. Для любых yi E 0Х{, 1 ^ г ^ п, и 
для любой перестановки а Е Е п элементы si = х\ •... -жп г/ #2 = 2/cr(i)'• • • 'Уа(п) 
стабильно равны в 3 тогда и только тогда, когда /?(si) = f3(s2). 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.2. Утверждение теоремы 1.1 остается справедливым, если заме­
нить Т на любое полное множество X с 5 в т , содержащее AQ, a 3 заменить на 
S(SBm,X). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1. Очевидно, что если si и $2 стабильно равны 
B3,TOP(SI)=P(S2). 

Пусть /3(si) = /3(s2). Поскольку любая подстановка является произведени­
ем транспозиций, можно предположить, что а — id. Действительно, для любых 
#ъ 92 £ 3 имеем соотношение д\ • д2 — д2 • p(g2)(gi) в 3, в котором gi и p(g2)(gi) 
принадлежат одной и той же орбите. Поэтому из этих соотношений вытекает, что 
найдется разложение s2 = yi • ... • уп с множителями yi E 0Х{. 

ЛЕММА 1.3 [8]. Для любого д Е Вш найдутся положительные элементы 
Т\,Т2 Е Вш и целые числа k,p E Z, р ^ 1, такие, что: 

(i) <? = A2 f cr i ; 

(ii) <?r2 = A2*\ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из [8, теорема 5]. 

По лемме 1.3, (i), поскольку xi и гц принадлежат одной и той же орбите 0Х{, 
а А2 принадлежит центру группы Вш, можно найти положительные элементы gi 
такие, что yi — p(g^ )(%i)- Применяя лемму 1.3, (ii) к каждому gi, можно найти 
положительные элементы Ti и положительные целые числа pi такие, что giTi = 
A2pi. Согласно теореме Гарсайда, утверждению 1.1 и лемме 1.1 имеем сц • fi(S2)Pi 

в SA0 С SBm С 3. Положим р = pi + • • • + рп. Из предложения 1.1, (ii) следует, 
что для каждого х Е 5 в т имеем равенство х • 52 = 52 • х в 5 в т • Кроме того, 
р(д^ )(%%) ' 9% = 9% ' %i- Следовательно, 

S2 • (S2)p = Р{дгХ)Ы •••• P(9nX){xn) • (S2)p 

= p(9^)(Xl) • (52Г •••• Р(9^){хп) • (62)^ 

= Pidi^ixi) • Si • fi • . . . • р{9пг){хп) -Sn-fn 
= 91 'Xi -fi • ... -(jn-Xn-fn. 
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Рассмотрим сначала случай, когда все xi являются стандартными образующи­
ми. В этом случае, применяя теорему Гарсайда к a(si)(A2)p = a(s2)(A2)p, полу­
чаем 

Sl • (82)р = дг • X! • п • . . . -gn-Xn-fn 

в z/(£?+), что приводит к равенству s\ • (82)р = S2 • (82)р в i/(i?+). 
В общем случае все gi и f{ принадлежат v{B^). Применяя соотношения а^ • Xj = 

Xj-ps,s(xj)(cii), можно сдвинуть влево все xi и получить, что S2-(82)p = ^1-8з,где 
ss = П(^Г z ^ i ) и каждое ^̂  является буквой в алфавите { a i , . . . , a m _ i } . Таким 
образом, существует положительное целое число q такое, что ss • (82)q — ( П zi) x 

(й 2 ) д , и поэтому 

S2 • ( £ 2 ) ^ = 82 • (<*2)Р • (<*2)* = S! -S3 • ((J2)* = S1 • ( П ^ ) ' ( J 2 ) " ' S l ' {52)P+q> 

так как (<J2)P+« и ( П ч)' (82у принадлежат */(£+) и «(( П *г) • (^2)д) = ( Д 2 ) р + д . 

Следующие две проблемы, по мнению авторов, являются открытыми. 

ПРОБЛЕМА ГАРСАЙДА. Является ли гомоморфизм а: S,4o(m) —> Вш вло­
жением для каждого т? В частности, имеет ли уравнение a(s) = A ^ 
только одно решение: s = 8^? 

ПРОБЛЕМА СЛОВ. Имеет ли проблема слов для 3~ш (соответственно, для 
Звт, для SA<2I ^.<2 = U/c<2 Ak(m)) положительное решение! 

1.4. "ЧИСТО нодальная" полугруппа. В этом пункте мы имеем дело с по­
лугруппой 5^41(т). Зафиксируем стандартные образующие { a i , . . . , a m _ i } груп­
пы Вш и рассмотрим Вш_1 как подгруппу группы Вш, порожденную элементами 
{ a i , . . . , am_2J. Положим 

2 1-1 

~5™= П I I 4 i e ^ i . 
Z=m k = l 

где ^ ? / = (a/_i . . . ak+i)ak [сц — i • • . a ^ + i ) - 1 для k < l (здесь Yla означает про­
изведение слева направо, начиная с индекса а и кончая индексом Ь). Как известно 
(см., например, [18]), a(<$^J = А ^ и 

т — 1 

^т = 11 zk,m ' йт-1-
к = 1 

ЛЕММА 1.4. Имеем: 

(i) akzlka^ = zlk+1; 
(ii) akzkrnak = ^ f c + 1 ) m ; 

(iii) a^z2
 r a ^ = z2

 r , еслг/ ушбо г < к, либо j < к, либо j > к + 1; 
(iv) CLkZk + lrnak = Zk + l,mZk,mZk + l,m-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из соотношений (1.1) и (1.2) и определения элемен-
T0BZtj-
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1.2. Элемент 5^ Е SAI является неподвижным при дей­
ствии группы Вш сопряжением. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что X(ai)(S^n) = J m для i = 1 , . . . 
. . . , т — 1. Докажем эти равенства индукцией по т. 

По предположению индукции и по лемме 1.4 для г < m — 1 имеем 

т — 1 

Х(аг)(5т)=Х(аг)( n ^ ' t i = 
г - 1 

= П А ( а * ) ( ^ , ш ) ' А 0 г ) 0 г ? т ) ' А Ы ( > Н - 1 , т ) 
/с = 1 

т — 1 

k=i+2 

г —1 т — 1 

П ~2 2 / - 2 2 2 \ Г Г 2 ?2 _ г! 

z / c , m ' 2 г + 1 , т ' \zi+l,mzi,mzi+l,m) ' ^ 1 &,"г ' т — 1 ~ ° 

2 
т * 

/с = 1 / с=г+2 

Применяя снова лемму 1.4, получаем, что для г = т — 1 

< т — 1 m — 2 

эт-2 

/ III J . Ill Z , 

A(am_i)(Jm) =A(a m _ i ) f \ \ ^ j W l • ] J ^ , m _ i • £ 
^ fc=i fc=i 

m-2 
= \ \ A(a m _ i ) (^ > m ) • A(am_i)(2:^_ l 5 m) 

fc=i 
m-2 

• П A ( a ^ - l ) ( ^ , m - l ) - A ( a m - l ) ( ^ m _ 2 ) 
k = l 

m — 2 m — 2 

= | | {am-lzk,mam-l) • Zrn_lrn • | | \P"m-lzk,m-larn-l) ' & 
fc = l fc = l 

m — 2 m — 2 
= zm-l,m ' | | \am-lZk,mam — l) ' | | ^ /c ,m ' °: Jm-2 

k=l k=l 
m — 2 m — 2 

= Z l , m ' | | zk,m-l ' | | zk,m ' " m-2-
k=l k=l 

Для завершения доказательства достаточно показать, что 

m — 2 m — 2 m — 2 m — 2 

| | z / c , m ' z m - l , m ' | | z / c , m - l = zm-l,m ' | | z / c , m - l ' | | zk,m- О--**) 
k = l k = l k = l k = l 

Имеем 

• m — 2 x 

tm = a [ z m - l , m ' | | zk,m-l J = a m - l a m - 2 • • • G ^ a - ^ . . . a m _ 2 , 
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и чтобы доказать равенство (1.3), достаточно показать, что 

/ 72 / - 1 - 72 

Lrn^k,mLm — zk,m 

для & = 1 , . . . , m — 2. Индукцией по т , применяя соотношения (1.1) и (1.2), имеем 
для к ^ т — 3 

1т%и,т1т ~ \а
ш — 1а

ш-21гп — 1^ш — 2)^и,ш\аш — 1аш-21гп — 1^гп — 2) 

= {CLrn_1arn_2trn-iarn-2arn-iarn-2) 
х zkrn_2(arn_1arn_2trn-iarn-2arn-iarn-2) 

= (arn_1arn_2trn-iarn-iarn-2arn-i) 
х zkm_2{am_1am_2tm-iarn-iarn-2arn-i) 

_ / 2 —1 » \ 2 / 2 —1 » \ —1 
— \0^rn_^Orn_2lrn — larn — larn — 2)^k^ra — 2\ara — larn — 2^ 
_ / 2 — 1 » \ 2 / 2 — 1 » \ —1 
— {am_1am_2im-iorn-i)zkm_1{arn_1arn_2irn-iCirn-i) 
_ ( 2 —2 , \ 2 (2 —2 , \ —1 
— I a m-i a m-2a m _ia m _ 2 r m _i j2 : f c 5 m _ 1 ( 4 a m _ 1 a m _2a m _ia m _ 2 7: m _i j 

= ( a m - i a m - i a m _ 2 a m _ i a m _ 2 ) 

x zkm_1{arn-iarn-iarn-2CLrn-iarn_2) 

= ( a m - i a m - i a m _ 2 a m _ i a m _ 2 ) 
x zkrn_i{arn—iarn—iarn—2Cirn—iarn_2) 

= («m-2am_i)2:A , 5 m_ 1(am_2am_i) _ 

= (am-2CL7n-iarn-2)zk^rn_2(cirn-2Cirn-iarn-2)~ 
— (am-l^rn-2^rn-l)Zkrn_2{Cirn-iarn-2Cirn-i) 
_ 2 - 1 _ 2 
— ^ m —l^/c,m — l a m —1 — Zk,m-

Как и выше, проделав аналогичные вычисления, можно показать, что 
/ ^2 у.—1 _ г 2 
Lm^rn-2,mLm ~ ^ г а - 2 , г а ' 

Следующая теорема является следствием из предложения 1.2, а также следст­
вия 4.1, теоремы 3.1 и замечания 4.1, которые будут доказаны ниже. 

ТЕОРЕМА 1.2. Пусть А\ с Вш - полное множество элементов, сопря­
женных элементу а\. Тогда S^ является единственным элементом среди 
элементов s Е SAX таких, что a(s) = A ^ . 

§ 2. Существование многочлена с заданным над диском 
разложением монодромии на множители 

2.1. Локальная брэйд-монодромия над точкой (случай одного рост­
ка) . Здесь и далее мы обозначаем через (z, w) стандартные координаты в С2. До­
казательства (хорошо известных) утверждений, используемых здесь и далее, мо­
гут быть найдены, например, в [4]. 

Если росток (С, о) С (С2, о), где о = (0, 0), приведенной комплексно-аналитичес­
кой кривой не содержит росток кривой z = 0, то он может быть задан уравнением 

P(z,w)=0, (2.1) 
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где 
к 

P(z,w) = wk + ^2qi(z)wk~i 

г = 1 

и qi(z) - сходящиеся степенные ряды (т.е. qi(z) G C{z}), #г(0) = 0, и многочлен 
w + J^ qi(z)w G C{z}[w] не имеет кратных множителей. Поэтому можно вы­
брать малый полидиск D = D\ x D2 С С2, Di = Di(£i) = {2: G С | |z| < £1} 
и D2 = ^2(^2) = {^ G С | Iw;I < 82}, такой, что С является аналитическим мно­
жеством в каждой точке замыкания CI D полидиска D, проекция на z-множитель 
рг = рг1: С П D —> D\ является собственным конечным отображением степени к 
и (z,w) = о является единственной критической точкой проекции рг \cnc\D- Об­
ратно, если D - полидиск и С - Неподготовленный росток в D, т.е. если С - при­
веденная комплексно-аналитическая кривая с перечисленными выше свойствами 
относительно рг, то она может быть задана в CI D уравнением такого типа. По 
определению Неподготовленный росток (С, о) является алгебраическим (в коор­
динатах (z,w)) тогда и только тогда, когда qi G C[z] для каждого г = 1 , . . . , к. 

Чтобы определить брэйд-монодромию (монодромию в косах), выберем точку 
и G dD\ и положим Z?2, и — р г - 1 ^ ) ? К = К (и) = {wi,... ,Wk} = D2,u П 
С. Петля dD\ с ориентацией против часовой стрелки и началом в и поднимается 
в 3D П С как траектория движения к различных точек pr2({wi(£),.. . ,Wk(t)}) 
в Di-, начинающаяся и оканчивающаяся в К. Эта траектория определяет косу 
Ь(с,о) ^ Вк — Bk[D2jK]j которая называется брэйд-монодромией ростка (С, о) 
относительно проекции рг. Отметим, что /(Ь(с,о)) — &• 

Линк ростка (С, о) является положительным итерированным торическим зацеп­
лением. Этот линк определяется парами Пюизо неприводимых компонент ростка 
(С, о) и взаимными индексами пересечений компонент. Поэтому, как только мы вы­
бираем в Bf~ в качестве стандартных образующих положительные полуповороты 
a i , . . . , а&_1, коса Ь(с,о) становится элементом, принадлежащим В~£ (становится 
положительной косой). Назовем ее образ v(b(c,o)) ^ Bk стандартной формой 
брэйд-монодромии ростка (С, о) относительно рг. Стандартные образующие 
и, таким образом, стандартная форма Ь(с,о) определены однозначно с точнос­
тью до сопряжения. 

Топологический тип тройки (D,C, рг) определяется ее стандартной формой 
брэйд-монодромии, верно и обратное утверждение. Кроме того, для каждой трой­
ки (D, С, рг) найдется константа М = М(с,о) ^ N такая, что топологический тип 
тройки (D, С, рг) совпадает с топологическим типом особенности, заданной урав­
нением 

~P{z,w) = wk + ^2qi(z)wk~i = О, 

где qi(z) = qi(z) + zMri{z) и ri(z) - произвольные аналитические функции. В 
частности, существует алгебраическая тройка, имеющая тот же топологический 
тип. 

Топологический тип тройки (D, С, рг) и, таким образом, стандартная форма ее 
брэйд-монодромии определяются ее разрешением особенности относительно 
рг, т.е. композицией а таких раздутий o\\TJ\ —> D,..., ап: Un —> Un-\ с центрами 
в точках, что о~~1(С U F) является дивизором с нормальными пересечениями, где 

file:///cnc/D-
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F = {z = 0}. Положим 

п 

г=1 
п 

<7*(^)=Я0 + 5 > ^ > 
г = 1 

где С, Ео w Ei, 1 ^ г ^ п, являются собственными прообразами в С/п ростка С, 
слоя F и исключительных дивизоров раздутий o~i, 1 ^ г ^ п, соответственно. В 
этих обозначениях в качестве упомянутой выше константы М можно взять любое 
т такое, что 

m(^2aiEij - y^CiEij 

является строго положительным дивизором, т.е. для всех i выполнены неравенства 
mai — Ci > 0. Действительно, пусть s - особая точка кривой о~~1(С U F)recb 
принадлежащая С П Ei для некоторого г. Выберем локальные координаты (z^, Wi) 
в окрестности точки s так, что zi = 0 является уравнением Ei и wi = 0 - уравнение 
кривой С. Имеем 

o*{z) = zt\ a*(P(z,w))=z?Wi 

с точностью до функции, не обращающейся в нуль в точке s, и 

a*(P(z,w)) = (wi + z?iai-Ci'£<T*(wk-lrj(z))y?. 

Следовательно, росток, заданный уравнением P(z, w) = 0, имеет то же самое раз­
решение особенностей, что и (С, о). 

2.2. Локальная брэйд-монодромия над точкой (случай нескольких 
ростков). Пусть теперь С С С2 - аффинная приведенная алгебраическая кривая, 
заданная в координатах (z, w) уравнением 

т 

wm + X>(*)wm _ i = 0, qie СИ. (2.2) 
г = 1 

Заметим, что любая аффинная алгебраическая кривая может быть задана та­
кого типа уравнением после подходящей линейной замены координат. 

Рассмотрим пересечение С£1 = С П (-Di(ei) x 1^2(^2)), £2 = ^i"1- При усло­
вии 0 < £i < 1 проекция pri^ : C£l —> D\ = D\{e\) является собственным 

I £\ 

отображением степени т с единственным критическим значением z = 0 (в про­
тивоположность ситуации, рассмотренной в п. 2.1, здесь число критических то­
чек может быть больше 1). Допуская общепринятую вольность изложения, назо­
вем С£1 ростком кривой С над точкой 0 относительно рг. Как и в локаль­
ном случае (см. п. 2.1), зафиксируем точку и Е dD\ и положим Е)<2,и — РТ~1(и), 
К = К (и) = {wi,... ,wm} = D 2 , u n C Снабжая <9Di ориентацией против часовой 
стрелки, получим над <9Di, с помощью проекции рг2(С П <9Di), ориентированный 
след от движения т точек в D<z и, следовательно, косу b(c£ ,o) £ ^m = Bm [D2, i^]. 
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Пусть рг7^(0) = {(0,Wi),...,(0,w®)}. Тогда росток С£1 над точкой 0 кривой С 
распадается в несвязное объединение 

С£1 = |_| C£l,i 
г=1 

И^-подготовленных ростков в точках, имеющих кратности особенностей ki, 1 ^ 
i ^ s, к\ + • • • + ks = m, с центрами в точках 0{ — (0,1^), 1 ^ i ^ s. Пусть 
к\,..., kt ^ 2 и fct+i = • • • = ks = 1. Далее необходимо выбрать подходящий 
полидиск для каждой ветви ростка. Для этого выберем гз > 0 и s\ <C £з так, 
что каждый росток C£lii содержится в В\ х Ei, где Ei = {|г̂  — г^ |̂ < гз} и 
Ei П Ej = 0 для г ^ J- Положим Щ = ^(гл) = {^г,ь • • • > Wi,fcJ = A2,u П С е ьг 
nEi:U = (Z)i х i^) П D2,u- Вложения (Ei,Ki) С (В2,и,К) определяют вложения 
туг: Bki [Ei:Uj Ki] С £m[£>2,w, К] так, что 

t 

hcei,o) = Y[b(ceiiiloi) ^Вт. 
г = 1 

Как и в п. 2.1, выберем в каждой группе Вк{ [EijU, Ki] в качестве стандартных 
образующих некоторые полуповороты. Тогда каждое разложение Ь(се {,о{)-> бу­
дучи отождествленным с его образом vi^){ce ^0i)) G i ?^ , становится стандартной 
формой брэйд-монодромии ростка C£l^i относительно рг. Объединение образов 
при отображениях гц этих образующих может быть расширено до множества стан­
дартных полуповоротов, порождающих группу Вш = Вт[В2,и, К\. 

Таким образом, получаем топологическую монодромию 

ь(С£1,о) =b(Ce i,i,oi) •••• '\ceiiUot) ^Т 

(определение Т см. в п. 1.3) и называем ее стандартной формой брэйд-монодро­
мии ростка кривой С над точкой 0. 

Описанная выше конструкция зависит только от нумерации точек р7~с (0) = 
{(0, Wi),..., (0, w®)} и расширения объединения образов образующих при отобра­
жениях гц до множества образующих группы Вш = Вт[В2,и, К\. Поэтому опре­
деление стандартных форм брэйд-монодромии является однозначным с точнос­
тью до сопряжения. 

Из приведенной выше конструкции следует, что 

<*(Ь(се1,о)) =Ь(се1,о). 

В заключение этого пункта рассмотрим хорошо известное элементарное преоб­
разование, заменяющее росток кривой над точкой на росток особенности. Именно, 
с ростком кривой С над точкой 0, заданным уравнением (2.2), можно связать дру­
гой росток С£1, заданный уравнением 

т 

wm + Yl г%(г)тт-* = 0 (2.3) 
г = 1 

и имеющий уже только одну точку над точкой 0; назовем его ассоциированной 
особенностью кривой С над точкой 0. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Геометрический смысл ассоциированной особенности состо­
ит в следующем. Можно рассмотреть С2 с координатами (z, w) как аффинную кар­
ту некоторой линейчатой поверхности рг: Едг —> Р1 , iV > 0, не пересекающуюся 
с исключительным сечением EN поверхности Едг, а С - как алгебраическую кри­
вую, содержащуюся в этой карте поверхности Едг. Сделаем элементарное пре­
образование т: Едг —> Едг+1 с центром в точке пересечения .Едг со слоем Fo над 
точкой 2: = 0. Тогда уравнение (2.3) есть уравнение образа т(С) С £JV+I

 B соот­
ветствующей карте поверхности £ JV+I • Ассоциированная особенность определяет 
однозначно росток кривой С (чтобы получить его, достаточно проделать обратное 
преобразование т ~ г). 

Следующее утверждение связывает между собой стандартную форму брэйд-
монодромии ростка кривой с брэйд-монодромией ассоциированной с ней особен­
ности. Поскольку оно в статье не используется, мы поместили его доказательство 
в конец настоящего параграфа. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.1. Пусть (С£1,0) -росток алгебраической кривой степе­
ни т над точкой 0 и (С£1,о) - росток ассоциированной с ней особенности. 
Тогда 

Ь(С£1,о)=а(Ь(Се1,0))^2т-

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Поскольку росток кривой определяется своей ассоциирован­
ной особенностью, то из утверждения 2.1 вытекает, что два ростка (Ci ) £ l ,0) и 
(C2,£i, 0) топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда а(Ъ^с1 £ ,о)) = 

a(b(c2 e ,о))- Тем самым, для определения разложения брэйд-монодромии алгеб­
раической кривой на множители (см. ниже), достаточно полугрупп разложений 
на множители первого уровня. Однако в § 3 мы расширим исследуемый нами класс 
алгебраических кривых до класса топологических кривых Гурвица. Разложение 
брэйд-монодромии на множители топологической кривой Гурвица требует уже 
рассмотрения полугрупп разложения второго уровня. Поэтому, в целях общности 
изложения, мы также определяем разложение брэйд-монодромии алгебраической 
кривой на множители как элемент некоторой полугруппы разложения на множи­
тели второго уровня над группой кос. 

2.3. Разложение на множители брэйд-монодромии над диском. Здесь, 
как и в п. 2.2, рассмотрим многочлен P(z, w) = ^ m + XlI^i Qi(z)wrn~'1 G С[2,ги],не 
имеющий кратных множителей, и кривую С в С2, заданную уравнением 
P(z,w) = 0. 

Выберем некоторое г > 0 так, что критические значения отображения рг \с не 
лежат на границе диска D\(r). Обозначим через z\,..., zn G D\(r) критические 
значения проекции рг | с , лежащие в D\(r). Выберем положительное б « 1 так, 
чтобы диски D\^(e) = {z G С | \z — zi\ < г} , i = 1 , . . . , п, не пересекались друг 
с другом. Зафиксируем некоторые точки Ui G dDi^(s), 1 ^ i ^ n, и точку ио G 
dDi(r). Положим D2,ui = рг - 1(^г) , г = 0, . . . , п , шК(щ) = {г^гд, • • • , ^ г , т } = 
Е>2,щ П С. Выберем попарно не пересекающиеся простые пути U С ClDi(r) \ 
U? ^1,г(£)? * = 1 ? • • • •> п-> с началом в и$ и концами в Ui и перенумеруем выбранные 
точки, если это необходимо, так, чтобы произведение 71 • • • 7п петель 7г — h ° 
dD\^{e) о \Т стало равно dD\(r) в 7ri(ODi(r) \ {zi,... ,zn},uo) (как обычно, 
петля 0D снабжена ориентацией против часовой стрелки). 
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Теперь, как и в п. 2.2, каждой петле 7г5 1 ^ г ^ п, можно сопоставить эле­
мент Ъг £ Т0 С Г С 5 в т , Вш = Bm[D2,K(uo)], где D2 - диск большого 
радиуса в ^-плоскости. Для каждого 1 ^ г ^ п класс сопряженности элемен­
та bi является стандартной формой ростка кривой С над точкой Z{. Разложе­
ние на множители Ь\ • . . . • Ьп £ 3~ называется разложением на множители 
брэйд-монодромии многочлена P(z, w), или, что то же самое, кривой С над дис­
ком D\(r). Для заданного многочлена P(z, w) разложения на множители брэйд-
монодромии над D\(r) совпадают друг с другом с точностью до преобразований 
Гурвица и одновременного сопряжения (см. [18]), т.е. имеют один и тот же тип раз­
ложения на множители в смысле определений из § 1. Обозначим тип разложения 
на множители брэйд-монодромии многочлена P(z, w) над D\(r) (соответственно, 
кривой С, заданной уравнением P(z, w) = 0) через bmt (P(z, w),Di(r)) (соответ­
ственно, bmt(C, Di(r))). Если P(z, w) не имеет критических значений вне Z?i(r), 
то будем говорить просто о разложении на множители брэйд-монодромии много­
члена P(z, w) (или кривой С), а его тип обозначать hmt(P(z, w)) (соответственно, 
bmt(C)). 

Рассмотрим все стандартные формы брэйд-монодромий всех ростков над точ­
кой 0 всех алгебраических кривых степени т. Обозначим через Р объединение 
их орбит при действии сопряжением группы Вш на SBm и положим & — 2?ш = 
S(SBm,P)- Заметим, что А^ С 3^, где А^ было определено в п. 1.2 (в частнос­
ти, элементы, принадлежащие А$, соответствуют простым точкам касания кри­
вой С и слоя z = 0, элементы, принадлежащие А\, соответствуют невырожденным 
двойным точкам (для краткости будем называть такие точки нодами) и элементы, 
принадлежащие A<z, соответствуют обыкновенным точкам возврата (для краткос­
ти будем называть их обыкновенными каспами)). Поскольку SP — 5(5в т ,^Р) 
вложено в 3", каждое разложение на множители брэйд-монодромии многочлена 
P(z,w) над диском D\ (r) определяет элемент в полугруппе SP и два разложения на 
множители брэйд-монодромий двух многочленов над диском имеют один и тот же 
тип тогда и только тогда, когда соответствующие элементы в & принадлежат од­
ной и той же орбите действия сопряжением группы Вш на &. Поэтому будем назы­
вать орбиты действия сопряжением группы Вш на 3^ геометрическими типами 
разложений на множители брэйд-монодромии. Заметим, что fis '• & —> Звш 
является вложением. Поэтому часто мы не будем делать различий между полу­
группой &> и ее образом Ps(^)-

Отметим, что все понятия, введенные в этом пункте, дословно переносятся на 
любую замкнутую область в С, диффеоморфную замкнутому диску. 

2.4. Полиномиальная реализуемость. Пусть Едг, N ^ 1,-относительно 
минимальная линейчатая поверхность, рг: Едг —> IP1 - ее линейчатая структура, 
F - слой проекции рг и EN - исключительное сечение, Е^ = — N. Выберем точку 
оо £ Р 1 и положим FQO = р~1(оо). 

Рассмотрим линейную систему 

Р = ^N,m = № ° ( £ ^ , 6vN (mEN + mNF)). 

В карте Едг \ (FQO U EN) — С2 можно выбрать координаты (z, w) так, что огра­
ничение проекциир на Едг \ (^оо U EN) совпадет с проекцией рг: (z, w) \-^ z. От­
носительно выбранных координат любой элемент С £ ¥ может быть представлен 
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уравнением 
P(z,w) = 0, 

где P(z,w) = Y^iLo qi{z)wrn~1^ a qi(z) = Y)=o aiJzJявляются многочленами 
степеней ^ iN. 

Если С является неприводимой кривой, то, поскольку индекс пересечения С EN 
равен нулю, проекция рг,^: С —> СР1 является собственным отображением степе­
ни т. Оно имеет т(т — 1)N критических значений (с учетом кратностей), которые 
могут быть найдены из уравнения 

R(z) = О, 

где R(z) = RP P/ (z) = Yrkzk - результант многочленов P(z,w) и P^(z,w) = 
&P(z,w), degR(z) = m(m - 1)N. 

Коэффициенты rj~ результанта допускают полиномиальное выражение, завися­
щее от коэффициентов многочлена Р. Эти многочлены г\~ Е С[ао,о? • • • ? a>m,mN] 
определяют рациональное отображение 

Я : Р - Sym m ( m _ 1 ) i v Р 1 ~ vMm-W, 

где Symm /m_1 \ i V Р 1 - симметрическое произведение т(т — 1)N копий прямой Р1 . 
Точкам неопределенности этого отображения соответствуют приводимые кривые 
С Е Р с кратными компонентами, отличными от слоев (регулярность этого ото­
бражения в некоторой точке эквивалентна существованию непрерывного продол­
жения отображения в эту точку, и проверка непрерывности продолжения является 
непосредственной). 

Далее понадобятся следующие леммы. 

ЛЕММА 2.1. Всякое разложение на множители Ъ = bmf(C) E S* брэйд-
монодромии общей кривой С Е Р равно (52)N. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО лемме 1.2 (S2)N является единственным элементом в 
своей орбите при действии сопряжением группы Вш. Поэтому достаточно пока­
зать, что (S2)N равна некоторому разложению брэйд-монодромии на множители. 
Это равенство хорошо известно в случае N = 1 (см., например, [15]). Покажем, 
как вывести общее утверждение из этого частного случая. 

Выберем точки z i , . . . , ZN, не совпадающие с точкой 0. Рассмотрим кривую 
Со Е Р, заданную уравнением 

т 
J J (w2 2 ...ZN + (-V)Naj(z - zi)... (z - ZN)) = 0, CLi^ctj при i^j, 
3 = 1 

и общую кривую С Е Р, достаточно близкую к Со (т.е. кривую, лежащую в пере­
сечении небольшой топологической окрестности кривой Со с множеством кривых 
С Е Р, для которых проекция pri^: С —> СР1 имеет только простые критичес­
кие точки и различные критические значения). Множество критических значений 
проекции рГ|£ч распадается на N подмножеств {^д , . . . , £/c,m(m-i)}5 & = 1? • • • •> ^ •> 
лежащих в малых дисках D\^[e) = {\z — z^\ < £}, 0 < г <С 1, не пересекающих­
ся друг с другом. Соответственно, Ъ = Ь\ • . . . • бдг, где 6& - разложение брэйд-
монодромии кривой С над Î i5& (е) на множители. 
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Покажем, что Ъ\ = 52 (доказательство того, что Ъ2 — • • • = bjy = S2, аналогич­
но) . Определим путь Со (£), 0 ̂  t ̂  1, в Р уравнениями 

т 

Ц (wz2(t)... zN(t) + (-1)NCLJ(Z - Zl)(z - z2(t)) ...(z- zN(t))) = 0, 

Zj(t) —> OO При t —> 1, Zj(0) = Z j . 

Он соединяет кривую Со(0) = Co с кривой Co(l), заданной уравнением 
m 

Y[(w -a,j(z-zi)) = 0. 

Поскольку i% является регулярным отображением в каждой точке пути Со(£), 
можно найти достаточно близкий к нему путь C(t) такой, что для каждого t ф 1 
проекция pr: C(t) —> Р 1 имеет только простые критические точки с несовпадаю­
щими критическими значениями, С(0) = С, С(1) задана полиномиальным урав­
нением X!i+7=m ai,j(z ~ z\)lw3 = 0 и для каждого 0 ̂  £ < 1 все 7тг(?7г — 1) крити­
ческих точек кривой C(t) лежат в {\z — z\ \ < г}. Отсюда следует, что разложение 
на множители брэйд-монодромии кривой С над D\ (г) совпадает с разложением на 
множители брэйд-монодромии кривой С(1) над D\(s), которое равно S2 (случай 
N=1). 

ЛЕММА 2.2. Пусть кривая Со Е Р имеет обыкновенную особенность крат­
ности т в точке z = 0, w = 0, т.е. уравнение кривой Со имеет вид 
P^m(z,w) = J2i+j^maiJZ*wJ = °> г^е МНОгОЧЛеН J2i+j=maiJwJ = ° UMe~ 
em т различных корней. Пусть Q(z,w) Е Р - такой многочлен, что для 
некоторого го > 0 и для всех 0 < г «С 1 кривая С£, заданная уравнением 

P^m(z,w) +eQ(z,w) = 0 , 

имеет в точности т(т—1) различных критических значений в круге Di(so) = 
{\z\ < го}- Тогда разложение на множители брэйд-монодромии кривой С£ 

над Di{so) равно S2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Соединим кривую Со с кривой С\ Е Р, заданной уравне­
нием X!i+7=m ai,3z%U)3 = О? с помощью пути {Ct}o<t<i в Р, где Ct задана уравне­
нием 

Pt(z,w) = ^2 ai,jz%wJ + ^2 ai,i(f)z%wi = 0. 
i-\-j=m i-\-j>m 

Поскольку старшая однородная форма уравнений является невырожденной для 
любого £, результант 3%(Ct) имеет корни z\^{t) = • • • = £m(m-i),o(^) = 0 и 
zk,o(t) Ф 0 для к > т(т — 1). Поэтому можно выбрать такое го > 05

 ч т о 
2го < \zk,o(t)\ л л я ^ > т(т — 1) и всех t E [0,1]. Для достаточно малого 
г образ {ffi>(Ct,e)} пути {Pt(z,w) + sQ(z,w) = 0} лежит в окрестности V£Q С 
Sym m ( m _ 1 ) i V P 1 nyTH{^(C t )} , 

V£o = {(z1,...,zNm^m-1))\\zi\<eo для i ^ m ( m - l ) 
и \zi\ > го для i > m(m — 1)}. 

4 Серия математическая, №3 
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Изменяя незначительно коэффициенты многочлена Q(z,w), можно предпола­
гать, что для 0 < г <С 1 и любого 0 ^ t ^ 1 кривая &(Ct,£) принадлежит множес­
тву V£Q n{zi ф Zj для г, j ^ m(m — 1), i ф j}. При этом предположении все кривые 
Ct,e имеют над D£Q одинаковое разложение брэйд-монодромии на множители. 

"Лоскутное шитье Виро" (см. [22]) основано исключительно на квазиоднород­
ных заменах координат и, следовательно, сохраняет брэйд-монодромию. Поэтому, 
чтобы закончить доказательство, осталось заменить Ct,£ общим многочленом, по­
лученным с помощью "сшивания" общих многочленов 

Y^ a,
ijz'lw^ + Y^ aijzlw^ Y^ aijzlw^ + Y^ a,

ijzlw^ 
i+j<m i+j=m i+j=m i+j>m 

близких к Ci , и применить лемму 2.1 (случай N = 1). 

ЛЕММА 2.3. Пусть Ъ - разложение на множители брэйд-монодромии аф­
финной части С проективной кривой С Е РNi,m над диском Z?i(r), r ^> 1. 
Тогда существует константа М = Мс Е N такая, что для любого N2 ^ М 
существует проективная кривая С\ Е Рдг1+дг25т такая, что Ъ = Ъ- (S2)N2 яв­
ляется разложением на множители брэйд-монодромии ее аффинной части 
С\ над диском Di( r i ) , т\ ^> г, и Ъ является разложением на множители 
брэйд-монодромии кривой С\ над диском D\(r). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через z\,..., zk критические значения проек­
ции priC и через (zi, г^д), • • •, {zi-> wi,ti) ~ критические точки над z = Z{. Сопо­
ставим ростку (Cij, (zi, Wij)) кривой С в точке (zi,Wij) число Mij, определение 
которого было дано в п. 2.1. Положим Mi = maxj Mij и Мс = J2i Mi. Выберем 
точки Zk+i, г = 1 , . . . , N2, так, что l^+^l ^> г, и сделаем N2 > Мс элементарных 
преобразований с центрами в точках пересечения слоев z = Zk+i, 1 ^ i ^ N2, с 
исключительным сечением поверхности Едт1+г-15 * = 1,...,iV2. Обозначим через 
С С Ejv1+jv2 собственный прообраз кривой С при композиции г: Ед^ —> Едт1+дт2 

этих преобразований, и пусть 
т 

P(z, w)=wm + Yl <и(фт~1 = О 
г = 1 

является уравнением ее аффинной части. Единственными критическими значения­
ми проекции рг|^ являются точки z\,..., z^, Zk+i, • • •, £/c+iV2 • Над z = Zk+i лежит 
только одна точка кривой С, и в этой точке кривая С эквивалентна (относительно 
рг) кривой, заданной уравнением 

т 

Y[(w -Ci(z-zk+i)) = 0. 
г = 1 

Над D\(r) разложение брэйд-монодромии кривой С на множители совпадает с 
разложением на множители брэйд-монодромии кривой С, так как центры преоб­
разования г лежат над Zk+ii 1 ^ i ^ N2, и l^+^l ^ г- По выбору констант Mj и 
в силу леммы 2.2 кривая CV, заданная уравнением 

k , m — 1 \ 
P(z,w) + l[(z - Zi)Mi ( ] Г ejWi ) = 0, 

г=1 ^ j = 0 ' 
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где все Sj выбраны общими и достаточно близкими к нулю, имеет Ъ = Ъ • (S2)N2 

своим разложением брэйд-монодромии на множители над D\(r\), т\ ̂ > г. Дейст­
вительно, по теореме Бертини кривые Сё являются неособыми над Р 1 \ {z\,..., zj~} 
для почти всех г. Более того, если для некоторого г слой F над точкой, лежащей 
около некоторой точки z^+i, касается кривой Сё с кратностью больше двух в неко­
торой точке, то можно выбрать ё\, близкое к г и такое, что Сёг и F имеют только 
простейшую точку касания. Поэтому существует такое го, что для почти всех г, 
достаточно близких к нулю, ровно m(m — 1) различных критических значений 
проекции рг: Сё —> Р 1 лежат в каждой окрестности {\z — Zk+i\ < £o}-

ЛЕММА 2.4. Если Ъ Е S* является разложением на множители брэйд-мо­
нодромии над диском D аффинной кривой P(z, w) = w171 + Y^ZLi Pi(z)wrn~l — 0 
с коэффициентамиpi(z) = Y^)=oaiJz^ N ^ 1, то существует такая аффин­
ная кривая Q(z, w) = w171 + Y^iLi Qi(z)wrn~'1 = 0, что: 

(i)3i(*) = £J=ofc,:/*J'; 
(ii) многочлен w171 + Xll^i ^i,iN^rn~l имеет т различных корней; 
(iii) все критические точки многочлена Q(z,w), лежащие над C\D, яв­

ляются невырожденными; в частности, кривая С, заданная уравнением 
Q(z, w) = 0, является неособой над С \ D; 

(iv) wad диском D разложение брэйд-монодромии кривой С на множители 
равно Ъ. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выполнения свойства (ii) можно достичь общим выбором 
бесконечно удаленного слоя. После этого достаточно применить несколько раз к 
уравнению 

к / т — 1 \ 
Q(z,w) + ]J(z - Zi)Mi ( ] Г ejWi J = 0 

г = 1 ^ j=0 ' 

ту же корректирующую процедуру, что и в конце доказательства леммы 2.3. 

ТЕОРЕМА 2.1. Дл^т любого Ъ Е 3^ существуют число N Е N г/ многочлен 
P(z,w) = гит + Xll^i Qi(z)wrn~'1 такие, что: 

(i) ^г(^) = Е } = о а ^ 5 
(ii) многочлен w171 + Xll^i ai,iNWrn~l имеет т различных корней; 
(iii) все критические точки многочлена P(z, w), лежащие над дополнением 

C \ D i ( l ) к диску D\(l) = {z Е С | |z| < 1}, являются невырожденными; в 
частности, кривая С, заданная уравнением P(z,w) = 0, неособа над C\Di(l); 

(iv) b является разложением на множители брэйд-монодромии многочле­
на P(z,w) над диском Di ( l ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ъ = p(g^1)(bi) • . . . • p(g~1)(bn), где bj e T -
стандартные формы брэйд-монодромий алгебраических ростков Cj над точками 
z = Zj, \ZJ\ < 1, и пусть 

m 

г = 1 

4* 
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является уравнением ростка Cj над z = zj и 

qj(z,w) = 0 

является уравнением ассоциированной с Cj особенности Cj, где 

т 
qj(z,w) = w171 + ^2(z - Zj)lqj:i(z - zj)wrn~\ 

г = 1 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2.1. Существует полипом Q(z,w) = w™ + Y^iLi qi(z)wrn~'1, 
имеющий в каждой точке (ZJ,0) особеппостъ того же типа, что и Cj, и 
удовлетворяющий условиям (i)-(iii) теоремы 2.1 при некотором N. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем такую константу М, что М > М,^. ч для всех 
j = 1 , . . . , п, где М(-^ ч - константа, определенная в п. 2.1. 

Сначала построим многочлен Q(z,w) степени deg^ Q = т, имеющий особен­
ности в (ZJ, 0), j = 1 , . . . , п, того же типа, что и (С j,Zj). Многочлен Q(z, w) бу­
дет построен за п шагов. Положим Q^z , w) = qi(z,w). Предположим, что мы 
построили многочлен Qk(z, w) степени deg^ Qk = т, имеющий в точках (ZJ, 0), 
j = 1 , . . . , к, особенности того же типа, что и (Cj, Zj). Рассмотрим многочлен 
qZl,...,zk(z) = ((z-zi)...(z-zk))M. Имеем qZl,... ,zk(zk+i) ф 0. Следовательно, 
можно найти такие многочлены p%(z), что многочлен 

т 
Qk+1(z,w) =Qk(z,w) + ^2qZl^.^Zk(z)pi(z)wrn-1 

г = 1 

имеет те же самые особенности в точках (ZJ,0), j = l,...,k + l, что и 
(Cj,Zj). Действительно, Qk+i(ziw) имеет те же особенности, что и (Cj,Zj) 
для j = 1 , . . . , к, при любом выборе многочленов pi, так как М - достаточно 
большая константа, и при выборе подходящих коэффициентов для многочленов 
Pi(z) многочлен Qk+i(ziw) будет иметь тот же тип особенности в точке 
(2^+1,0), что и (Cfc+i,2fc+i). Для завершения доказательства предложения 
осталось применить лемму 2.4. 

Учитывая замечание 2.1, из предложения 2.1 получаем, что существует мно­
гочлен Q(z,w), удовлетворяющий условиям (i)-(iii) теоремы 2.1 при некотором 
N = Ni и такой, что множество критических значений проекции pr \Q(ZW\=О, ле­
жащих в Di( l ) , совпадает с {z\,..., zn} и над z = Zj, j = 1 , . . . , п, росток кри­
вой С, заданной уравнением Q(z, w) = 0, имеет тот же топологический тип, что и 
(Cj, Zj). Поэтому над диском D\(r), r ^> 1, разложение брэйд-монодромии мно­
гочлена Q(z,w) на множители равно 

b = p(g^1)(b1).....p(g-1)(bn).s, 

где s G SA0- Кроме того, из условий (i)-(iii) теоремы 2.1 следует, что С С С 
является аффинной частью проективной кривой С G S ^ такой, что все особые 
точки кривой С принадлежат С. 

Из теоремы 1.1, предложения 2.1 и леммы 2.3 следует, что существуют констан­
та N2 ^> 1 и многочлен P(z,w) степени deg^ = m, брэйд-монодромия которого 
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над диском Di(r), г ^> 1, имеет разложение на множители Ъ • s • (52)N<2, где s - не-
котоый элемент, принадлежащий SA0- Следовательно, существует такая область 
U С С, диффеоморфная диску D\ (1), что P(z, w) имеет над U брэйд-монодромию, 
разложение на множители которой равно Ъ. Существует аналитический изомор­
физм между U и D\{1). Следовательно, существует многочлен P(z,w) = wm + 
Y^Li qi{z)wrn~l с голоморфными в D\{1) коэффициентами qi{z) такой, что над 
Di( l ) брэйд-монодромия многочлена P(z,w) имеет разложение на множители, 
равное Ъ. Теперь осталось только аппроксимировать голоморфные функции qi(z) 
многочленами, струи которых над лежащими в Di(l) критическими значениями 
проекции р равны соответствующим струям (достаточно большого порядка) функ­
ций qi(z), и затем применить лемму 2.4. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.3. Для заданного Ъ Е 9* такого, что (3(b) = А2 , рассмотрим 
многочлен 

т 
P(z,w) = wm + ^2qi(z)wm-\ 

г = 1 

существование которого доказано в теореме 2.1. Как следует из предложения 3.1 
(см. ниже), даже в случае особенностей типов Ап, п ^ 2 (простые касательные, но-
ды и каспы), не существует оценки сверху на степени многочленов qi (z,w), завися­
щей только от топологических типов критических точек (относительно проекции 
рг) многочлена P(z,w) = 0. С другой стороны, как это следует из доказатель­
ства теоремы 2.1, такая эффективная оценка степени degz P по z существует при 
условии, что мы рассматриваем разложение брэйд-монодромии на множители, не 
фиксируя область. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.4. Случай N = 1 покрывает случай алгебраических кривых в 
СР2. В последнем случае для того, чтобы определить разложение брэйд-моно­
дромии на множители, выбирается точка, не лежащая на кривой, и раздутие этой 
точки приводит случай плоских кривых к случаю кривых в Ei . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 2.1. Реализуем росток (С£1,0) алгебраи­
ческой кривой над точкой 0 как росток некоторой проективной кривой С С Едг. 
Пусть Ъ(С) - разложение ее брэйд-монодромии на множители. Тогда Ъ(С) = 
Ъ{с£ ,о) • Ь, где Ъ Е 9 - произведение брэйд-монодромий по всем остальным (кроме 
точки 0) критическим значениям проекции рг. Имеем 

№С)) = №(Се1,о)ЖЪ) = Д2„?'• 

Сделаем элеметарное преобразование т с центром в Fo П Е^. Кривая г - 1 (С) 
имеет те же критические значения, что и С, а ее брэйд-монодромия будет иметь 
разложение на множетели 6(т - 1(С)) = Ъг^ ч • 6, причем 

Шт-ЧС))) = МЬф^ЩЬ) = Д ^ + 1 ) . 

Следовательно, /3(b,-g 0ч) = Р(Ь(с£ ,о))^Чп и и з сделанных в п. 1.3 отождествле­
ний вытекают равенства /?(Ь(се1,0)) = ъ(с£1 ,о) и / ^ ( с £ 1 ,о)) = а(Ь(с£1,о))-



102 ВИК.С. КУЛИКОВ, В.М. ХАРЛАМОВ 

§3. Разложения на множители брэйд-монодромии кривых Гурвица 

3.1. Кривые Гурвица. Как и в § 2, пусть Едг - относительно минимальная 
рациональная линейчатая поверхность, N ^ 1, рг: Едг —> IP1 - ее линейчатая 
структура, F - слой проекции рг и EN - исключительное сечение, Е2^ = — N. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. Образ Я = /(©) С Едг гладкого отображения / : © —> 
Едг \ ^iv ориентированной замкнутой вещественной поверхности (3 называется 
кривой Гурвица (в Едг) степени т , если существует конечное подмножество Z С 
Я такое, что: 

(i) / является вложением поверхности (3 \ f~1(Z) и для любого s ф Z образ 
Я и слой Fprrs\ проекции рг пересекаются в s трансверсально с положительным 
индексом пересечения; 

(И) для каждого s Е Z существует такая окрестность U С Едг точки s, для 
которой Н DU является комплексно-аналитической кривой и комплексная ориен­
тация на Я DU \{s} совпадает с ориентацией, индуцированной ориентацией на (3 
с помощью отображения / ; 

(iii) ограничение проекции рг на Я является конечным отображением степени т. 
Для каждой кривой Гурвица Я существует единственное минимальное множес­

тво Z С Я , которое удовлетворяет условиям определения 3.1. Обозначим его че­
рез Z (Я). 

Кривая Гурвица Я называется каспидалъной, если для каждой точки s E Z 
существуют окрестность U точки s и локально аналитические координаты ж, у в 
U такие, что: 

(iv) проекция pri^ совпадает с отображением (ж, у) ь-> ж; 
(v) кривая Н nU задается уравнением у2 = хк, к ^ 1. 
Кривая Гурвица называется обыкновенной каспидалъной, если в условии (v) 

имеет место неравенство к ^ 3 для всех s E Z, и нодалъной, если к ^ 2. 

Поскольку Я П i£jy = ^5 можно определить разложение на множители брэйд-
монодромии Ъ(Н) Е 2? кривой Я точно так же, как и в алгебраическом случае. 
Для этого зафиксируем слой Foo, пересекающий трансверсально кривую Я , и 
рассмотрим Я = Я П С2, где С2 = Едг \ (EN U FOO)- Выберем г > 1 та­
кое, что pr(Z) С L>i(r) С С = C P ^ p r F o o , Z = Z(i?). Обозначим через 
zi,... ,zn элементы множества pr(Z) и выберем г, 0 < б < 1, такое, что диски 
D\,i(e) = {2: Е С | \z — Zi\ < г} , г = 1 , . . . , п, не пересекаются друг с другом. 
Выберем точки Ui Е dD\^(e) и точку и о Е dD\(r). Положим £>2,^ = Р г _ 1(^г) , 
г = 0 , . . . , п, и К (и i) = {г^д, • • • ? ^ г , т} = ^ч,щ П Я . Выберем попарно не пере­
секающиеся друг с другом простые пути li С CID\(r) \ (J™ Di^(e), г = 1 , . . . , п, 
с началом в и$ и концами в точках Ui и перенумеруем точки таким образом, чтобы 
произведение 71 • • • 7п петель 7г = г̂ ° dD\^(e) о /Г было равно элементу dD\(r) 
В 7Г1 (CI £>1 ( r ) \ {Zi , . . . , Z n } , lAo). 

Как и в § 2, каждая петля 7г определяет элемент bi Е Т С 5 в т . Разложе­
ние на множители Ь\ • . . . • 6n E £7" называется разложением на множители 
брэйд-монодромии кривой Я . Фактически, каждый множитель bi сопряжен стан­
дартной форме брэйд-монодромии некоторого ростка алгебраической кривой над 
точкой Zi. Поэтому Ь(Н) = Ъ\ • . . . • Ъп принадлежит полугруппе 3^ (см. опреде­
ление З^вп. 2.3). Орбита этого элемента при действии сопряжением группы Вш 
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на S* называется геометрическим типом разложения на множители брэйд-
монодромии и обозначается bmt. 

ЛЕММА 3.1. Для кривой Гурвица Н с Едг имеем /3(b(H)) = A2N. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Над Р 1 \ D\(г) кривая Н есть объединение т = deg H по­
парно не пересекающихся друг с другом сечений проекции рг. С помощью изото­
пии эти сечения могут быть преобразованы в сечения, заданные в аффинных коор­
динатах уравнением w = ViZN, 1 ^ г ^ m, Vi E С. Полученные сечения имеют 
брэйд-монодромию A2N над dD\(r). 

Также непосредственно доказывается и обратное утверждение. 

ТЕОРЕМА 3.1 [17]. Для любого Ъ = Ъ\ • . . . • Ъп G & такого, что (3(b) = A2iV, 
существует кривая Гурвица Н С Едг с разложением на множители брэйд-
монодромии Ь(Н), равным Ъ. 

3.2. Гурвицевские изотопии. В определении, которое приведено ниже, мы 
обобщаем понятие кривой Гурвица. Это обобщение соответствует замене полу­
группы & на 3~. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.2. Образ Я = /(©) С Едг непрерывного отображения/: & —> 
Едг \ EN гладкой ориентированной замкнутой вещественной поверхности (3 назы­
вается топологической кривой Гурвица (в Едг) степени т , если существует 
конечное подмножество Z С Н такое, что: 

(i) / является гладким вложением поверхности (3 \ f~1(Z) и для любой точ­
ки s ^ Z образ Н и слой Fpr(s) проекции рг пересекаются в s трансверсально с 
положительным индексом пересечения; 

(И) ограничение проекции рг на Н является конечным отображением степени т. 

(Мы называем отображение конечным, если прообраз каждой точки состоит из 
конечного числа точек.) 

Как и в случае кривых Гурвица, существует одно и только одно минимальное 
множество Z, которое мы обозначаем через Z(H). Скажем, что кривая Н явля­
ется Z-общей (относительно рг), если ограничение проекции рг на Z(H) является 
инъекцией. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.3. Две кривые Гурвица (или две топологические кривые Гур­
вица) Hi и В.2 С Едг называются Н -изотопными, если существует послойная не­
прерывная изотопия (\>t: Едг —> Едг, t G [0,1], гладкая вне слоев Fp r( s), s G Z(H), 
такая, что: 

(i) Фо ^_И; 
(ii) (j)t(H{) является кривой Гурвица для каждого t G [0,1] и фъ переводит слои 

проекции pr i^ в слои проекции рг, , ,-jj ч; 
(ш)ф1(н1)1=н2; 
(iv) фг{Ем) = EN для всех t G [0,1]. 

Если Н\ является топологической кривой Гурвица, то в каждой точке р G 
Z[H\) существует хорошо определенный (Неподготовленный) росток (D,H\ = 
Н\ П D,pr) этой кривой в бидиске D = D\ x D2, Г>\ — D\{e\), D2 = ^2(^2), 
О < Е\ <С £2? с центром в р такой, что ограничение проекции рг на Hi являет­
ся собственным отображением конечной степени. Если е\, £2 достаточно малы, то 
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^рг(р) П i?i = р, упомянутая выше степень не зависит от si, г2, И так же, как и 
в алгебраическом случае, линк dD П i?i определяет однозначно с точностью до 
сопряжения некоторую косу Ъ Е 5^ , где к - степень проекции. Таким образом, 
можно говорить о Ш-особенности (D, Н\, рг) степени к, типа Ъ и индекса спле­
тения 1(b) = I. 

Если задан линк L С dD\ x D2, реализующий косу Ъ Е £?&, можно связать 
с ним стандартную каноническую модель топологической особенности типа Ъ. 
Она задается ростком Н = C(L), 

C(L) = {(rz , ra) I 0 < г < 1, (2?,гу) G L}. 

Хорошо известно, что если (D,C) - росток И^-подготовленной аналитической 
особенности, то росток (D, С, рг) гомеоморфен конической особенности типа Ъ = 
pr-^aDinc). 

Каждую ti^-особенность (D, Hi, рг) удобно описывать с помощью потока. Что­
бы соответствующие формулы были более прозрачны, положим е\ — е2 = 1 и по­
местим Hi с помощью подходящей, сохраняющей слои i^-изотопии (подобной го­
мотетии) внутрь конического тела \w\ < p\z\, p = 1-е. Рассмотрим гладкое 
отображение I 7 H 3 Z ? I \ { 0 } B пространтсво гладких векторных полей на D2 такое, 
что v(z)(w) = —w для всех \w\ ^ p\z\. Тогда поток, заданный векторным полем 

dz dw 

преобразует любую косу L С dDi(l) x D2 (р) в некоторую Ш-особенность. Обрат­
но, любая ti^-особенность (D, Hi, pr) может быть так представлена, если только 
Hi содержится в \w\ < p\z\. Например, стандартная коническая модель C(L) за­
дается парой (г?, р), где v(z)(w) = —w для всех z,w. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.1. Для любой tH-особенности (D,Hi,pr), D = Di x D2, 
существует Н-изотопия (оставляющая неподвижным каждый слой), тож­
дественная над 3D и преобразующая особенность в ее стандартную коничес­
кую модель C(L), L = Hi П (dDi x D2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и выше, зададим ti^-особенность (D, Hi, pr) и ее ка­
ноническую модель C(L) с помощью двух потоков: один поток связан с парой 
(г?о,р), а другой - с парой (vi,p). Рассмотрим семейство ti^-особенностей, за­
данное парами (vt,p), vt = tv\ + (1 — t)vo, и обозначим через Ф ^ вложения 
{ щ } х D2 —> {z} x D2, заданные потоком, ассоциированным с Vf. Чтобы со­
проводить построенное семейство ^-особенностей объемлющей i^-изотопией фъ, 
преобразующей Hi в C(L) над Di , достаточно взять поток, ассоциированный с 
вертикальными векторными полями ^ ( Ф ^ о Ф ^ ) , продолжая их нулевым полем 
на все Di х D2 для каждого t. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.1. Фактически, процедура, которую мы использовали в дока­
зательстве утверждения 3.1, влечет также i^-изотопию между любыми двумя 
ti^-особенностями с одним и тем же линком L. Если обе особенности были особыми 
точками кривых Гурвица, то они в процессе всей изотопии будут оставаться осо­
бенностями кривых Гурвица (т.е. алгебраическими особенностями). Однако эта 
изотопия не обязательно является гладкой в особой точке. 
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Определение брэйд-монодромных разложений на множители и их типов дослов­
но переносится со случая кривых Гурвица на случай топологических кривых Гур-
вица. Отметим только, что если (D, Н, рг) является ti^-особенностью, то в соот­
ветствии с утверждением 3.1 она с точностью до i^-изотопии, тождественной на 
сШ, определяется однозначно своей замкнутой косой Ъ = Н П pr_1(<9Di) и, со­
ответственно, ее стандартной tbmf-формой (см. п. 1.3). Следовательно, брэйд-
монодромия ростка над точкой топологической кривой Гурвица естественным об­
разом определяется как элемент из Т, а разложение на множители брэйд-монодро-
мии топологической кривой - как элемент из 3~. Для разложения на множители 
брэйд-монодромии топологической кривой Гурвица имеем /3(b(H)) = A2N. Об­
ратное утверждение о том, что каждое разложение на множители Ъ Е 3~ с этим 
свойством реализуется топологической кривой Гурвица, имеет то же доказатель­
ство, что и теорема 3.1. 

Группа кос Bk = B[D2, {^i,..., ги&}], w\,..., Wk E D<z, естественным образом 
действует на фундаментальной группе 7Ti = TTI(D2 \ {wi,..., Wk}). Скажем, что 
действие элемента Ъ Е В^ на тт\ нерасщепляемо, если лишь элементы подгруппы, 
порожденной в тт\ элементом dD<i, являются неподвижными при действии элемен­
та Ь. Если зафиксированы стандартные образующие a i , . . . , a^-i группы £?&, то 
геометрический базис группы 7ri(D2 \ {^ъ • • • ,wk}) ~ э т 0 такое множество ее 
образующих { x i , . . . , £&}, в котором естественное действие группы кос В^ зада­
ется стандартными формулами, т.е. cti(xj) = Xj при j ф г, г + 1 и a^x^+i) = Xi, 
a>i(xi) = XiXi+ix^~ при г ^ к — 1. Для любого геометрического базиса имеем 
8D2 = х\.. .Xk-

ЛЕММА 3.2. Пусть Ъ Е В^ - нерасщепляемый элемент и {xi,...,xm} -
геометрический базис группы "К\{Т)2 \ {wi,... ,wm}). Интерпретируем Ъ как 
элемент группы В^^о = B[D2,{wi,... ,Wk}] С B[D2,{wi,... ,wm}] = Вш и 
рассмотрим действие на TTI = TTI(D2 \ {wi,... ,wm}), индуцированное эле­
ментом Ъ. Тогда подгруппа F(b) неподвижных элементов в TTI относи­
тельно действия Ъ порождается элементом I = х\...х^ и элементами 
ж/с + 1? • • • 1 %т-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, I и x^+i при г ^ 1 принадлежат группе F(b). 
Пусть g E F(b). Запишем g как приведенное слово, состоящее из букв алфавита 
{х\,..., хт} и обратных к ним: 

g = S!S2 . . . s n j 

где каждое si - приведенное слово, не пустое, если г ф 1, состоящее из букв ал­
фавита { x i , . . . , Xk} и обратных к ним, если г - нечетное число, и состоящее из 
букв алфавита {x^+i , . . . , хш} и обратных к ним, если i четно. Поскольку такое 
представление единственно и g E F(b), то каждый элемент Si принадлежит F(b) и 
доказательство леммы вытекает из определения нерасщепляемых элементов. 

Скажем, что ti^-особенность (D,H, pr) имеет нерасщепляемый тип, если ее 
тип Ъ Е Bk нерасщепляем. Отметим, что ti^-особенность нерасщепляемого типа Ъ 
имеет tbmf-форму (6 ,1 0 ) . 

ЛЕММА 3.3. Особенность алгебраической кривой, заданная уравнением 
wh = zn, является нерасщепляемой для всех п ^ 1 и к ^ 1. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ТИП такой особенности равен Ъ = (а\.. .a^-i)71 Е В^, 
где а\,..., CLk-i - множество стандартных образующих группы кос В^. Равенство 
А | = {а\ . . . dk-i)k влечет Ък = Д | п . С другой стороны, элемент А | действует 
как сопряжение на элемент dD2 E 7ri. Осталось заметить, что централизатор 
любого элемента д ф 1 в свободной группе совпадает с максимальной циклической 
подгруппой, содержащей элемент д. 

Следующий пример показывает, что аналог утверждения 3.1 не может быть рас­
пространен на произвольный росток топологической кривой Гурвица над точкой, 
по крайней мере, если росток состоит из нескольких связных компонент, одна из 
которых не является особенностью нерасщепляемого типа. 

ПРИМЕР 3.1. Пусть т = 3, bmf(#i) = hmf(H2) = ( 1 , 1 { I J 2 } ) , # i и Н2 -
конусы вращения (т.е. инвариантны при вращении [z, w) \—> {el(^z,w)), у ростка 
Hi V-образная компонента, получающаяся вращением конуса над двумя точками 
(лежащего в {lm z = 0} х D2; эта компонента соответствует элементу l{i52})> a 

другая компонента получена вращением струны, не зацепленной с упомянутым вы­
ше конусом, тогда как в Н2 вращаемая струна зацеплена с одной ветвью (и только 
с ней) V-образного конуса. 

ТЕОРЕМА 3.2. Z-общие топологические кривые Гурвица с особенностями 
нерасщепляемого типа являются Н-изотопными тогда и только тогда, ког­
да имеют одинаковые типы брэйд-монодромии. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость совпадения типов брэйд-монодромий для 
существования i^-изотопии является очевидной. 

Предположим, что Z-общие топологические кривые Гурвица Hi, Н2 имеют 
особенности только нерасщепляемого типа, и пусть bmt(i^i) = hmt(H2). Послед­
нее условие влечет существование i^-изотопии, которая преобразует Hi в Н2 всю­
ду, за исключением несвязного объединения открытых множеств, лежащих над 
малыми дисками с центрами в точках из pr Z{H\), а сами эти диски в результа­
те изотопии преобразуются в некоторые диски с центрами в pr Z(H2) (см. [11]). 
Поэтому остается решить проблему продолжения i^-изотопии с границы каждого 
диска на внутренние точки. Здесь предположение о типе особенностей является 
существенным. 

Итак, предположим, что следы Hi, H2 кривых Hi, H2 над диском Di = Di(e) 
содержатся в D = Di x D2(r), совпадают над границей диска Di и их брэйд-
монодромия Ъ Е Т над dDi имеет нерасщепляемый тип. Кроме того, предполага­
ем, что Di содержит только по одной точке из Z{H\) и из Z(H2). He ограничивая 
общности, можно считать, что Z(Hi) = Z(H2) = {(0, 0)}. Теперь достаточно по­
строить i^-изотопию, тождественную на границе, которая переводит Hi в Н2 по 
крайней мере над некоторым интервалом, соединяющим некоторую точку, лежа­
щую на границе диска Di, с точкой 0, например, над радиусом /_ = {Rez ^ 0, 
Imz = 0} С Di, а затем продолжить ее над некоторой окрестностью точки 0. 
Тогда эта i^-изотопия может быть легко продолжена над оставшейся частью дис­
ка Di, так как эта часть есть топологический диск, над которым уже нет особых 
точек. 

Пусть I ^ 2 - индекс сплетения, который равен степени особенности, так как 
Hi имеет лишь особенности нерасщепляемого типа. Исходя из определения мно­
жества Т, стандартная tbmf-форма особенностей имеет вид (61,10), где bi E 
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В^о сопряжен элементу Ь, и по определению разложения на множители брэйд-
монодромии получаем, что Hi и В.2 распадаются на & + 1 = т — I + 1 связ­
ных компонент i^ , i , - . . , ^ i , / c+b * = 1, 2, и эти разложения на компоненты сов­
падают над дВ\. Каждая компонента является топологическим конусом; i^ , i -
конус над косой Ъ\ G B^Q, & остальные конусы - это конусы над 1-косами b<z G 
i? i ? / , . . . , bfc+i G В\^ш_1. В соответствии с утверждением 3.1 можно предполо­
жить, что i?i,i = i?2,i — C(L), где L - э т о след кривой i?i5i = i?2,i в <9Di x B2(r). 
Кроме того, можно предполагать, что след конуса C(L) над некоторым диском 
Di(V), £7 «С г, содержится в Bi{e') х IntZ^O"')? r / ^ г> и что #i ,2 , • • • ,#i,/c+i 
(соответственно, i?2,25 • • • ? ^2,/c+i) являются различными постоянными сечения­
ми проекции рг над Di (V), заданными уравнениями w = Wj, I + 1 ^ j ^ m (соот­
ветственно, w = w'A и содержащимися в Di(s /)xA2, A2 = {г7 ^ |ги| ^ г} С В2(г). 
С помощью некоторой i^-изотопии значения Wj (соответственно, w'-) этих постоян­
ных сечений могут быть произвольно непрерывно изменены, следуя за произволь­
ной косой, не проходящей через В2(г'). Будем называть такие замены скручива­
нием-раскручиванием. Отметим, что когда мы получим равенства Wj = w'- для 
всех j ^ I + 1, это даст искомое равенство Н\ = В.2 над окрестностью точки 0. 
Итак, достаточно показать, что существует некоторая i^-изотопия, тождествен­
ная на границе и преобразующая В\ в Н2 над /_ . 

Для описания действия элемента Ъ\ на 7Ti(B2(r)\{wi,... ,wi},wo), WQ G дВ2(г), 
заменим ограничение проекции рг2: Т —> Z ^ M наТ = А\ х В2(г), где А\ = {е' < 
|г| < г} С Di, некоторой проекцией рг7: Т —> В2(г), которая совпадает с рг2 на 
dBi{e') х B2{r) U Ai х дВ2(г); совпадает со стандартной проекцией C(L) —> L на 
C(L) П Т, заданной конической структурой; и постоянна на каждом Hij, j ^ 2. 
Такая проекция (такое расслоение) задается потоком, определяемым некоторым 
векторным полем на Т, которое является касательным к C(L), ко всем i^i5 j , j ^ 2, 
и к Ai х дВ2(г) и получено поднятием инвариантного при вращении и нигде не 
обращающегося в нуль радиального векторного поля на А\. Образ рг7(С_), где 
С- — C(L) П рг^1 / _ , состоит из I точек, которые обозначим через w\,..., wi. 
Пусть W - элемент из 7Ti (Т \ C(L), (—г7, wo)), совпадающий с постоянным сечени­
ем w = wo над dBi(s'). Если ж = prf^fj/), где у Е TTI(T \ C(L), (—e',wo)) предста­
вим петлей, лежащей над /_ , то образ хъ элемента х при действии Ъ\ определяется 
равенствамихъ = рт^(уь), yW = Wyb. 

Теперь рассмотрим петлю yj, I + 1 ^ j ^ т , которая начинается в (—г^г^о), 
спускается в (—г7, Wj), не входя в D2{г'), идет вдоль HIJ_I+I над / _ , возвращает­
ся вдоль i?2,j-z+i и поднимается вверх в (—г7, г^о), снова не входя в В2(г'). Вра­
щая /_ , получаем тор, для которого yj является меридианом, a W - параллелью. 
Следовательно, элемент yj, представленный петлей yj, и элемент W коммутиру­
ют, поэтому Xj = pr7^ yj является инвариантным элементом при действии Ъ\. По­
скольку элемент Ъ\ нерасщепляем, то для любого j существует изотопия диска 
B2{r) \ {w\,..., wi}, тождественная на границе, которая преобразует pr7 yj в не-
котую петлю, лежащую вне В2(г/). 

Наконец, чтобы преобразовать все Hij в i?2,j над /_ с помощью iZ-изотопии, 
тождественной на дВ U C(L), применим следующий индуктивный процесс. На 
первом шаге с помощью iZ-изотопии, тождественной на дВ и C(L), преобразу­
ем рг7 у2 в некоторую петлю, лежащую вне B2(rf), а затем с помощью скручива-
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юще-раскручивающей изотопии преобразуем ее в постоянную петлю, т.е. отож­
дествим i?2,2 с i?i?2 н а л !—• Предположим, что мы уже получили Hij = H2J 
над i_ для всех j ^ г, где i < т — I + 1. Рассмотрим элемент, реализуемый в 
7Ti(D2(r) \ {wi,..., wi,..., wi+i-i}) петлей pr' 2/г+ь С помощью тех же аргумен­
тов, что и выше, можно показать, что эта петля тоже инвариантна при действии Ъ\. 
Поэтому из леммы 3.2 следует, что эта петля является произведением элементов, 
соответствующих петле dD2(s/) и петлям вокруг Wj, j > I, не входящим внутрь 
диска D2(s/). Таким образом, снова, как и выше, можно применить i^-изотопию, 
реализующую гомотопию петли pi7 ?/г+1 в некоторую петлю, лежащую вне D<i (rf), 
а затем в результате скручивающе-раскручивающей i^-изотопии преобразовать 
ее в постоянную петлю. 

СЛЕДСТВИЕ 3.1. Любые две кривые Гурвица В.\,В.2 С Едг с особенностями 
нерасщепляемого типа изотопны, если / ^ (bmt f^ i ) ) = /^ (bmt^ i^) ) -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С помощью изотопии можно слегка подвинуть точки, при­
надлежащие Z(H), и получить Z-общие кривые Гурвица, имеющие брейд-моно-
дромный тип bmt = /?sf(bmt(iiZ")). Теперь доказательство следует из теоремы 3.2. 

СЛЕДСТВИЕ 3.2. Z-общие кривые Гурвица с особенностями вида wk = zn 

являются И-изотопными тогда и только тогда, когда они имеют один и 
тот oice тип разложения брэйд-монодромии на множители. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из леммы 3.3. 

В [11] доказано, что в случае Z-общих каспидальных кривых Гурвица можно 
сделать i^-изотопию гладкой. Следующая теорема является обобщением этого 
результата на случай не Z-общих каспидальных кривых. 

ТЕОРЕМА 3.3. Каспидальные кривые Гурвица И\,В.2 С Едг гладко Н-изо-
топны тогда и только тогда, когда Hi и В.2 имеют один и тот же тип 
разложения брэйд-монодромии на множители. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приведем здесь набросок доказательства. Стандартная 
форма брэйд-монодромии ростка каспидальной кривой над точкой, имеющего осо­
бенности типов w2 = zni, определяется набором экспонент {п\,..., п^} и имеет 
следующий вид: 

(a-L1,10) • ( а 3
2 , 1 0 ) • . . . • (a2t-i> 1я0> 

где 2£ < т. 
Несложно показать (мы опускаем доказательство), что централизатор С(Ь) С 

Вш элемента 
Ь = а^а^...а^_1 

порождается элементами а\, а з , . . . , аъь—\-> a2t+b a2t+2, • • • ? а т _ ъ дополненными 
элементами с ,̂ 1 ^ г ^ £, и с^,ь * Ф I, 1 ^ i,l ^ t, где 

Сг = ci2t • • • a2i+i{a2ia2i_1a2i)a2i+1 . . . a^t , 

di,l = (Ci2ia2l-l) • • • (cL2i-2CL2i-3)(a2iCL2i-lCL2i+lCL2i) 

X (a2i-2CL2i-3)~1 • • • ( ^ Z ^ Z - l ) " 1 , 
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если I < г, и 

di,l = («2Z —2«2Z —l) • • • ( « 2 i + 2 a 2 i + l ) ( t t 2 i t t 2 i + l t t 2 i - l t t 2 i ) 

X (a2iCL2i+l)~1 . . . (a2l-2CL2l-l)~1, 

если / > г. 
Теперь, как и в доказательстве теоремы 3.2, с помощью i^-изотопии отождест­

вляем Hi и i?2 над дополнением к объединению малых дисков с центрами в точ­
ках из pr(Z(i?i)). В каждом таком диске D\{e) выбираем меньший диск Di(V), 
над которым также можно отождествить Н\ и Н2 с одним и тем же несвязным 
объединением нескольких сечений и нескольких особенностей, заданных уравне­
ниями (w — Wi)2 = zni. После этого выбираем тривиализацию проекции рг над 
D\(e) \ D\(ef), относительно которой след Н\ кривой Гурвица Н\ является ра-
диально постоянным. Напомним, что Н2 и Н\ совпадают над границей кольца 
D\{e) \ D\(sr). Поскольку Н\ и Н2 имеют одну и ту же tbmf-форму 

Ъ=(а?,1в,)-(а?,1в,)-...-(а%_1,1е1), 

то косад = г П Н2 G Вш, где г = {z E D\{e) \ z G М, £7 < 2: < е}, коммутирует с 

^ — а 1 а 3 • • - a 2 t - l ' 

Исходя из описания ценрализатора С(Ь) элемента 6, элемент д G С(Ь) можно 
записать в виде слова д в алфавите, состоящем из образующих группы С(Ь) и об­
ратных к ним элементам. Первую букву в этом слове можно удалить с помощью 
одной из следующих скручивающе-раскручивающих изотопии: каждую из букв Ci 
VLCLI, I ^ 2£ + 1 (и обратных к ним), можно удалить скручивающе-раскручивающей 
изотопией, использованной в доказательстве теоремы 3.2; a2i- i при 1 ^ г ^ t мож­
но удалить скручивающе-раскручивающей изотопией, описанной в [11], и каждое 
di^i может быть удалено с помощью "композиции" этих двух типов изотопии. В 
результате последовательности таких изотопии связные компоненты следа кривой 
Н2 уже не будут зацеплены со связными компонентами следа кривой Hi, т.е. мы 
получим д = 1. После этого конец доказательства совпадает с соответствующей 
частью доказательства теоремы 3.2. 

3.3. Почти алгебраические кривые. Согласно теореме 2.1 для любого 
элемента !) G ^ существуют число N G N и алгебраическая кривая С С Едг, 
не пересекающаяся с EN (И пересекающая трансверсально Foo) такая, что ее аф­
финная часть С С Едг \ (EN^FOO ) имеет над Di(l) разложение брэйд-монодромии 
на множители, равное Ъ. Для Ъ G 3^ минимальное число N = N(b) такое, что Ъ яв­
ляется разложением на множители брэйд-монодромии некоторой алгебраической 
кривой С G РЯ°(Едг, 6^N {TUEN + mNF)) над некоторым диском D\(r) С Р 1 ра­
диуса г > 0, называется реализуемой степенью элемента Ъ. Если /?(Ь) = А2 /с ,то 
число 

d(b) = N(b) - к 

называется недостаточностью элемента Ъ. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.4. Кривая Гурвица Н с Едг называется почти алгебраичес­
кой кривой, если она совпадает с алгебраической кривой С над некоторым диском 
D\(r) и является объединением т попарно непересекающихся сечений i?oo,b • • • 
• • • ,#oo,m проекции рг над Р 1 \ D\(r). 

Следующая теорема является непосредственным следствием теорем 2.1,3.2,3.3. 

ТЕОРЕМА 3.4. (i) Для любого разложения Ъ Е SP такого, что /?(Ь) = A2N, 
найдется такая почти алгебраическая кривая Гурвица Н С Едг, что разло­
жение на множители ее брэйд-монодромии Ъ{Н) равно Ъ. 

(И) Каждая Z-общая кривая Гурвица Н С Едг с особенностями типа 
wk — zn (в общем случае, с особенностями нерасщепляемого типа) является 
Н-изотопной некоторой почти алгебраической кривой. В случае каспидалъ-
ной кривой Гурвица эта изотопия может быть выбрана гладкой. 

Разложение брэйд-монодромии на множители Ь(Н) = Ъ\ • . . . • Ъп Е 2? для общей 
обыкновенной каспидальной кривой Гурвица Н С Едг имеет следующий вид: 

п 

ъ(И) = П^Ч - 1 ) е », 
г = 1 

где гi зависит от типа особенности Si E Z: Ti — 3, если Si является каспом (т.е. Н 
локально в точке si задается уравнением у\ — х\), Ti — 2, если si является нодом 
(т.е. задается уравнением у\ — xf), и ri = 1, если si является точкой касания (т.е. 
задается уравнением у\ — xi). 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3.1. Существует бесконечная последовательность Hi с 
Ei , г Е N, общих обыкновенных каспидалъных почти алгебраических кривых 
степени 54 с 378 каспами и 756 нодами и с попарно различными типами 
разложений брэйд-монодромий на множители. В частности, все они не 
Н-изотопны друг другу, почти все из них не изотопны алгебраическим ка-
спидалъным кривым и, более того, 

lim d(b(Hi)) = оо. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Существование последовательности Hi, удовлетворяю­
щей первой части утверждения, следует из теорем 2.1 и 3.4, примененных к найден­
ной Б. Мойшезоном (см. [17, теорема 1]) последовательности попарно различных 
типов каспидальных разложений элемента А54 на множители. 

Зафиксируем N и определим пространство В как пространство алгебраических 
кривых 

С Е Р = Р # ° ( £ ^ , 0vN(54EN + 547VF)), 

не содержащих сечение EN В качестве компоненты, не имеющих критических то­
чек над границей диска i^i(l) С Р 1 и имеющих 54(54 — 1) критических значе­
ний, лежащих в Di(l) (считаемых с кратностями); среди них 378 критических зна­
чений, соответствующих каспам, и 756 значений, соответствующих нодам, и все 
остальные критичекие точки соответствуют простым касательным. Чтобы дока­
зать, что l im^oo d(b(Hi)) = 00, достаточно показать, что В состоит из конечного 
числа компонент. Отметим, что В содержится в пространстве Ж всех кривых в 
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Р, имеющих по крайней мере 378 каспов и 756 нодов, и это пространство является 
квазипроективным многообразием. 

Как и в доказательстве леммы 2.2, рассмотрим отображение 

которое определено в каждой точке пространства В, и Я (В) содержится в откры­
том множестве 

V = {0i,...,2:54(54-i)iv) \Ш < 1 Для г ^ 54(54 - 1) 
и | ^ | > 1 для г > 54 (54 -1 )} , 

так что В С ^ _ 1 ( У ) П <Ж Множество ^ _ 1 ( У ) П Ж является полуалгебраичес­
ким. Рассмотрим квазипроективную стратификацию пространства Ж на страты, 
соответствующие эквисингулярным кривым. Пересекая ее с ^ _ 1 ( У ) , получаем 
конечную (полуалгебраическую) стратификацию множества i%_1 (V). Пересече­
ние пространства В с каждым стратом этой стратификации является одновремен­
но открытым и замкнутым множеством в рассматриваемом страте, следовательно, 
В имеет только конечное число связных компонент. 

ПРОБЛЕМА. Верно ли, что для любой нодалъной почти алгебраической 
кривой Н С Едг ее недостаточность d(b(H)) равна нулю, т.е. Н будет 
Н-изотопна некоторой алгебраической нодалъной кривой С Е Едг? 

3.4. Несколько замечаний. Пусть 

Ь(Я) = ДАЫ(Ь< 
г = 1 

- разложение брэйд-монодромии кривой Гурвица Н С Едг, deg Н = т , на множи­
тели, где каждый множитель bi является стандартной формой брэйд-монодромии 
алгебраической кривой над точкой. Каждый множитель bi раскладывается в про­
изведение: 

bi = Ьгд • . . . • biji, 

где б^д Е Bfc. 0 С Вш и Bfc. 0 - полугруппа в Вш, порожденная элементами 

a i , . . . , a 4 l _ i ; bi>2 е ^ г 2 , / с г 1 и В^2>А..Д порождается a f c .> 1 + i , . . . , afci>1+fci>2-i; 

• • - ^ G В Ч*, ,Ч1 + - + Ч ^ - 1 и В Ч * , , Ч 1 + - + Ч ^ - 1 п ° Р ° ж д а е т с я элементами 
afcM + ...+fcM._1+i, . . . ,flfcM+...+fei,trb Напомним, что ^ , j ^ 2 для 1 < j < ^ . 

С помощью этого разложения на множители можно описать гомотопический 
тип дополнения Едг \ (Н U EN U F^) (ср. с [13]). Именно это дополнение име­
ет гомотопический тип двумерного комплекса Кэли представления (ван Кампе-
на-Зариского) фундаментальной группы 

7Ti(£iv \(HUEN UFoo)) = ( ж ь . . . , ж т : Rijtk)] 

в терминах канонического действия группы кос Вш на свободной группе, порож­
денной х\,..., хш, определяющие соотношения Rij,k (* — 1 , . . . , гг, j = 1 , . . . , ti, 
^г,1 + • • • + kij — i + 1 ^ к ^ fci,i + • • • + ^i,j — 1) имеют вид 
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Отметим также, что, используя аргументы, приведенные в [1], можно пока­
зать, что тип разложения на множители брэйд-монодромии топологической кри­
вой Гурвица в Едг не меняется при действии некоторых специальных объемлющих 
гомеоморфизмов. Именно, свяжем с каждой топологической кривой Гурвица Н 
стратифицированное объединение Н = Н U ( U s e z ^pr(s)) U ̂ оо С Едг (и назо­
вем его оснащенной кривой); две топологические кривые Гурвица Hi, H2 имеют 
один и тот же тип разложения брэйд-монодромии на множители, если (и только 
если) существует гомеоморфизм ориентированных пар h: (£JV, Hi) —> (£JV, Н2), 
который отображает Hi в Н^ и оставляет инвариантным F^. 

Условие, что h сохраняет ориентации компонент топологических кривых Гурви­
ца, является существенным. Это следует из примеров [10] неприводимых (обыкно­
венных) каспидальных алгебраических кривых С\,Съ С £]_, имеющих различные 
типы разложений брэйд-монодромии на множители, но для которых существует 
диффеоморфизм с: (£i , Ci) —> (Ei, С2), не сохраняющий ориентацию компонент 
оснащенных кривых (в этих примерах с является комплексным сопряжением). 

§4. Разложения на множетели брэйд-монодромии 
симплектических поверхностей 

В этом параграфе мы рассматриваем особые симплектические поверхности в 
СР2. Как известно, СР2 обладает единственной с точностью до симплектомор-
физмов и умножения на постоянный множитель симплектической структурой. С 
другой стороны, насколько известно авторам, вопрос о ее единственности с точ­
ностью до изотопии и умножения на постоянный множитель является открытым. 
Более того, перемасштабирование симплектической структуры является важной 
составляющей доказательства предложения 4.2, поэтому рассмотрим изотопичес­
кие классы симплектических кривых. 

Далее изучаем поверхности только с изолированными особенностями. Поэто­
му под особой симплектической поверхностью С С СР2 подразумеваем трой­
ку (С, J, и), где С = /(©) - образ почти всюду инъективного J-голоморфного 
отображения f: & —> СР2 замкнутой римановой поверхности (3, J - некото­
рая почти комплексная структура, определенная в некоторой окрестности поверх­
ности С и являющаяся ручной относительно заданной симплектической струк­
туры со на СР2. Говорят, что две особые симплектические поверхности Со = 
/o(©)jCi = fi(&) являются елабо симплектически {гладко) изотопными, если 
(Со, JQOC,OJO), ( C I , J\OC,OJI) могут быть включены в непрерывное (соответственно, 
гладкое) семейство ручных почти комплексных и симплектических структур j \ o c , 
out и «/^-голоморфных отображений ft: & х [0,1] —> СР2 такие, что отображе­
ния ф±\ Со —> Ct, заданные формулой fo(s) \—> ft(s), s G (3, являются хорошо 
определенными гомеоморфизмами для всех t G [0,1]. 

Аналогичные определения применимы к симплектическим поверхностям на лю­
бом многообразии. В случае, когда симплектическая структура не изменяется, го­
ворят о симплектической изотопии. В частности, две особые симплектические 
поверхности симплектически изотопны, если существует симплектическая диф-
феотопия, преобразующая одну поверхность в другую. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.1. В случае произвольных симплектических многобразий естес­
твенно ожидать, что классы симплектически изотопных поверхностей и классы 
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слабо симплектически изотопных поверхностей не совпадают в общем случае. Од­
нако эти классы совпадают в случае симплектических структур на СР2. Дейст­
вительно, тогда любая слабо симплектическая изотопия может быть перемасшта­
бирована ооt \—> оо[ = AtCJtj At G M+ (не изменяя Jt), в изотопию форм ио[, не ме­
няющую класс когомологий этих форм. После этого остается применить теорему 
Мозера и получить диффеотопию, преобразующую ьо[ в постоянную форму; та же 
самая диффеотопия затем применяется к ft и J\oc. Поэтому, когда требуется дока­
зать, что некоторые симплектические поверхности в СР2 симплектически изотоп­
ны, достаточно проверить, что они слабо симплектически изотопны. Ниже будем 
следовать этой стратегии. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.2. Пространство почти комплексных структур на конечномер­
ном вещественном векторном пространстве, ручных относительно заданной сим­
плектической формы, является стягиваемым (см. [9]). Отсюда следует, что любая 
cj-ручная почти комплексная структура J , определенная на открытом подмно­
жестве U симплектического многообразия (V, CJ), может быть продолжена с мень­
шей окрестности Щ С U до cj-ручной почти комплексной структуры J на всем 
V. Более того, по той же причине, если U = Щ, Jloc = J\oc, оо = out гладко 
зависят от одного или нескольких параметров £, это продолжение с UQ = £7o,t на 
СР2 может быть выбрано гладко зависящим от t. Следовательно, мы получим те 
же самые понятия, если в данных выше определениях заменим заданные локально 
J-структуры на ручные почти комплексные структуры, определенные на всем СР2. 
Выбор определений, который мы сделали, мотивирован упрощением некоторых до­
казательств. Отметим также, что приведенные выше свойства продолжения оста­
ются верными, если дополнительно ограничиться рассмотрением случая почти 
комплесных структур, для которых данная симплектическая поверхность являет­
ся J-голоморфной. В частности, в определении слабой симплектической изотопии 
поверхностей достаточно требовать, чтобы j \ o c были заданы только вблизи осо­
бых точек поверхностей Ct • 

Как известно (см. [21], [15]), особенности псевдоголоморфных кривых на почти 
комплексных четырехмерных многообразиях эквивалентны с точностью до С1-за­
мены координат особенностям настоящих комплексных кривых, лежащих на комп­
лексных поверхностях. В случае, когда особая симплектическая поверхность С 
задана вместе с симплектической структурой со и cj-ручной почти комплексной 
структурой J в некоторой окрестности U поверхности С в СР2, можно продол­
жить J l o c с меньшей окрестности UQ С U до cj-ручной почти комплексной струк­
туры J на всем СР2, а после этого рассмотреть общий пучок L, составленный из 
J-прямых (см. [9] и [22]), и определить брэйд-монодромныйтипЬгш^С, со, J, L) ана­
логично тому, как он был определен в п. 2.3 в алгебраическом случае. 

Отметим, что любой элемент Ъ G 9* такой, что а(Ь) = А2 (и только такие эле­
менты) , может быть реализован как разложение на множители брэйд-монодромии 
некоторой симплектической поверхности относительно некоторого (не обязательно 
общего) пучка. Такая реализация может быть получена из почти алгебраической 
кривой с таким же разложением брэйд-монодромии (см. теорему 3.4) после пере­
масштабирования стандартного пучка прямых, относительно которого эта почти 
алгебраическая кривая задана. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.1. Тип брэйд-монодромии bmt(С, со, J,L) относительно 
общего пучка L зависит только от класса симплектически изотопных по-
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верхностей, которому принадлежит С. (В частности, он не зависит от продол­
жения структуры J l o c , определенной локально, на все СР2 до почти комплексной 
структуры J.) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Со, Ci - слабо симплектическиизотопные симплек-
тические поверхности, снабженные с^-ручными J-структурами J ] o c , г = 0,1, и 
пусть Jo, J\ - продолжения этих структур, a Lo, L\ - общие пучки такие же, как 
и в определениях особых симплектических поверхностей и соответствующих им 
разложений брэйд-монодромий на множители. Выберем слабую симплектичес-
кую изотопию (Ct, 0Jt •> J\°c) и продолжим j \ o c до изотопии структур Jt на все СР2. 
Для каждого t пространство (СР2)*, составленное из Jt-прямых, диффеоморфно 
СР2 и снабжено канонической двойственной .Е-структурой (см. [22]). Касательные 
Jt-прямые к Ct составляют двойственную .Е-кривую Ct*, которая имеет конечное 
число особых точек (соответствующих двойным касательным или касательным с 
более сильным касанием), и двойственная к Ct* поверхность совпадает с Ct. Поэ­
тому пучок является общим, если его центр не принадлежит ни Ct, ни конечному 
числу Jt-прямых, двойственных особым точкам кривой Ct*. Следовательно, най­
дется путь Lt, состоящий из общих пучков и соединяющий Lo с Li. Это завершает 
доказательство, так как ясно, что разложения на множители брэйд-монодромий 
поверхностей Ct относительно пучков Lt не зависят от t. 

Напомним, что тип разложения на множители брэйд-монодромий т комплекс­
ных прямых в СР2, находящихся в общем положении, совпадает с элементом 5^ 
(см., например, [18]), который был определен в п. 1.4. 

СЛЕДСТВИЕ 4.1. Тип разложения на множители брэйд-монодромий обще­
го семейства из т псевдопрямых равен <$ .̂ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В соответствии с [2] каждое общее семейство, состоящее 
из т псевдопрямых, симплектически изотопно т комплексным прямым в общем 
положении. 

СЛЕДСТВИЕ 4.2. Существует бесконечно много плоских обыкновенных ка-
спидалъных симплектических поверхностей одной и той же степени и с сов­
падающими числом каспов и числом нодов, но попарно симплектически не 
изотопных. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из предложений 3.1, 4.1. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.3. Обратное к предложению 4.1 утверждение также верно, если 
симплектическая изотопия заменена топологической и дополнительно предполо­
жено, что все особенности нерасщепляемого типа. Действительно, из [12] следует, 
что пучки, определенные двумя почти комплексными структурами, являющимися 
ручными для одной и той же симплектической структуры, или, более общо, ручны­
ми в непрерывном семействе симплектических структур, являются изотопными. 
Отсюда и из теоремы 3.2 вытекает, что если брэйд-монодромные типы двух осо­
бых симплектических (относительно одной и той же симплектической структуры, 
либо относительно структур, принадлежащих одной связной компоненте) поверх­
ностей с особыми точками нерасщеп ляемого типа совпадают, то поверхности то­
пологически изотопны. Могут возникнуть проблемы при замене топологической 
изотопии на гладкую, так как в гладкой категории предполагается, что изотопия 
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является объемлющей, тогда как наш выбор определения гладких симплектичес-
ких изотопии не предполагает этого. Несомненно, объемлющую изотопию можно 
сгладить вне особых точек, но в общем случае ее нельзя сгладить в особых точках, 
так как они могут иметь модули даже относительно гладкой замены координат. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.4. В следствии 4.1 псевдопрямые можно заменить на кривые 
Гурвица, реализующие образующую группы ^(CF2) (напомним, что в соответ­
ствии с нашими определениями кривые Гурвица определены относительно стан­
дартного пучка прямых), так как после перемасштабирования трансверсально-
го пучка кривые Гурвица становятся J-кривыми, т.е. становятся псевдопрямыми. 
Как авторам сообщил В. Шевчишин, результат Барро (Barraud) может быть об­
общен на нодальные симплектические кривые (без отрицательных нодов) рода ^ 3. 
Поэтому приведенные выше аргументы могут быть применены также и к этим кри­
вым. 

Следующее предложение является частично обратным к предложению 4.1. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.2. Две симплектические относительно симплектичес-
кой структуры Фубини-Штуди ьоо обыкновенные каспидалъные поверхности 
являются симплектически С1-гладко изотопными в СР2 тогда и только 
тогда, когда они имеют один и тот же тип разложения брэйд-монодромии 
относительно общих пучков. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Необходимость совпадения типов разложений на множите­
ли брэйд-монодромий следует из предложения 4.1. 

Из замечания 4.1 следует, что для доказательства обратного утверждения до­
статочно найти слабую симплектическую изотопию. 

Пусть Со - произвольная симплектическая поверхность с обыкновенными кас-
пами и нодами в качестве ее особых точек, являющаяся Jo-голоморфной кривой, 
где Jo - почти комплексная структура на СР2, совместимая с с<;о • С помощью не-
перывной вариации структуры Jo с носителем в некоторой окрестности точки р 
преобразуем Jo в интегрируемую структуру в более малой окрестности UQ . Пос­
ле этого рассмотрим общий пучок L$ псевдопрямых с центром в ро £ UQ . Выберем 
локальные координаты ж, у вблизи критических точек поверхности Со (под крити­
ческими точками мы понимаем особые точки поверхности Со и точки касания Со с 
прямыми из пучка Lo) так, что локально элементы Jo-пучка являются слоями про­
екции (ж, у) ь^ ж, а Со задается уравнениями вида у2 = хк, к = 1,2,3,в зависимос­
ти от того, является ли эта точка точкой касания, нодом или каспом соответствен­
но; во всех этих случаях направление у = 0 может быть выбрано симплектичес-
ким. Это позволяет заменить Jo на с^о-ручную почти комплексную структуру JQ, 
относительно которой выбранные выше координаты становятся J-голоморфными 
(так что JQ является интегрируемой вблизи критических точек и вблизи ро), а Со 
и пучок Lo остаются J-голоморфными. Поскольку Jo и JQ ЯВЛЯЮТСЯ Со>о-ручнымии 
поскольку Со является J-голоморфной кривой относительно обеих структур, они 
могут быть соединены гомотопией почти комплексных структур, оставляющих Со 
J-голоморфной кривой. Согласно предложению 4.1, bmt(Co) не меняется. Из [14, 
лемма 5.5ВС] следует существование слабо симплектической изотопии, имеющей 
носитель в UQ , состоящей из непрерывной вариации формы с̂ о и заменяющей пару 
(с^о, JQ) н а стандартную (т.е. плоскую, келерову) в UQ С UQ пару (CJQ, JQ). 
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С другой стороны, согласно теореме 3.1 существует кривая Гурвица С\ С СР2, 
у которой тип брэйд-монодромии (относительно стандартного пучка обыкновен­
ных прямых L\) bmt(Ci) совпадает с bmt(Co) (напомним, что bmt(Co) определен 
с помощью общего пучка Jo-прямых). Перемасштабируя общий пучок L\ и пере­
мещая его центр в ро, можно считать, что С\ является J\-голоморфной кривой, где 
J\ - подходящая с^о-ручная почти комплексная структура, совпадающая со стан­
дартной комплексной структурой в некоторой окрестности точки ро и в некоторых 
окрестностях критических точек кривой С\. 

Кроме того, как и выше, можно заменить (CJO? Ji) н& стандартную вблизи точки 
ро пару (и[, J{), J{ = J\. Для доказательства предложения достаточно показать, 
что Со и С\ являются слабо симплектически С1-гладко изотопными в СР2. 

Как и в доказательстве предложения 4.1, выберем путь (с^, J't) с ^-ручны­
ми почти комплексными структурами J^, интегрируемыми вблизи ро> и рассмот­
рим семейство J[-голоморфных пучков J^-прямых, соединяющее пучки (J^Li), 
г = 0,1. С помощью непрерывной вариации сделаем почти комплексные струк­
туры J't интегрируемыми вблизи критических точек. Теперь осталось построить 
изотопию, переводящую CQ В С\, и подправить ее так, чтобы она стала слабо сим-
плектической изотопией. Построение изотопии осуществим в два шага. 

На первом шаге с помощью диффеотопии пучков, голоморфной вблизи ро и вбли­
зи критических точек, строим диффеотопию С[ поверхности Со = CQ. ЭТО да­
ет семейство поверхностей C'tl голоморфных вблизи критических точек, а также 
дает аналог iJ-изотопии: вне критических точек каждая поверхность С[ пересе­
кает псевдопрямые трансверсально с положительным индексом пересечения; про­
екция каждой поверхности С[ на базу соответствующего пучка является конеч­
ным разветвленным накрытием; вблизи критических точек поверхность является 
комплексно-аналитической кривой с уравнением у2 = х , к = 1,2,3, в локаль­
ных аналитических координатах ж, у, в которых проекция задана как (х,у) ь-> х. 
Получающаяся в результате поверхность С[ является кривой Гурвица в смысле 
определения 3.1, так как L\ является пучком обыкновенных прямых. Очевидно, 
bmt(C{) =bmt(C 0 ) . 

На втором шаге аргументы, приведенные в [11], могут быть применены к двум 
кривым Гурвица С[ и С\, имеющим один и тот же тип разложения на множите­
ли брэйд-монодромии относительно пучка Li, чтобы построить ^-изотопное се­
мейство кривых Гурвица Ht, соединяющее Но = С[ и Н\ = С\ и имеющее все 
перечисленные выше свойства. 

Чтобы построить слабо симплектическую изотопию с помощью объединенной 
построенной выше изотопии (Щ следует за С[), применим к семействам {C'tl и[) и 
(Щ,ш[) следующее перемасштабирование форм и[. Как и в начале доказатель­
ства, используем конструкцию из [14], чтобы непрерывной вариацией форм ь:'г по­
лучить семейство пар (u/

t, J^), совпадающих со стандартной плоской парой (П, г) 
в малом шаре В(5), 5 > 0, с центром в ро- После этого строим С1-расслоения 
ht: СР2 \ {ро} —> 5 2 , которые имеют симплектические слои / ^ ( i ? ) , v G S2 , и 
которые совпадают со старыми J^-пучками рг: СР2 \ {ро} —> S2 вне B(S) и со 
стандартным пучком прямых в меньшем шаре B(S'). Как только такие расслоения 
построены, остается заменить и[ следующим образом: вне шара В[5') заменим на 
bj't + Nh^uS2, где N ^ 0 - достаточно большая константа и uS2 - форма объ­
ема на S2; а внутри В (8') заменим на Пдг, Пдг = ш[ + Nh^0JS2 = П + 7V/I*CJ52, 
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вблизи границы дВ(8') (через h обозначаем расслоение на стандартные прямые). 
Такое семейство Пдг найдено в [14, предложение 5.1В]. Чтобы получить недостаю­
щую слабую симплектическую изотопию между (CQ , и'0) и (CQ , и'0 + N pr* uS2), а 
также между (Hi, и[ + N pr* uS2) и (Н\ , с^), достаточно проварьировать только 
симплектическую структуру: О \—> ио[ + #pr* ooS2, i = 1, 2. 

Существование /it с перечисленными выше свойствами можно доказать следу­
ющим образом. Занумеруем псевдопрямые, проходящие через ро, точками сферы 
S2, которую мы отождествляем с проективной прямой комплексных направлений 
в точке ро- Затем, чтобы построить искомое /it, фиксируем параметрическое пред­
ставление псевдопрямой, проходящей через ро, следующим образом. В качестве 
значения оо берем точку пересечения ее с некоторой выбранной псевдопрямой, не 
проходящей через ро, а в качестве 0 берем точку ро и фиксируем производную па­
раметризации в 0 (единичный касательный вектор £ в СР2 в точке ро). С помощью 
этой параметризации ф^^: СР1 —> СР2 задаем слои расслоения ht, заменяя ф^^ 
в диске О G Di(e) С С С СР1 на (1 - 5(г))Е + 6(г)ф^г: D^s) - • В(5), где Е -
линейная часть параметризации ф^гв точке 0 и S: [0, г] —> [0,1]- некоторая функ­
ция, принимающая значения нуль вблизи точки 0 и единица вблизи е. Полученные 
отображения ht имеют перечисленные выше свойства, если г выбрано достаточно 
малым и rS'(r) < 1 для любого г Е [0, г]. (С помощью прямого вычисления в аф­
финных координатах z, w вблизи точки ро, где Re -^ = £, можно проверить, что 
слой в направлении £ является симплектическим. Для этого необходимо записать 
форму i dh Adh ЛПв данных координатах и использовать комплексную аналитич­
ность частных производных по координатам s уравнения w = sz + <fe(s)^2 + • • •, 
которое определяет псевдопрямые, где s - локальные координаты на S2. Теперь 
можно использовать упомянутое выше уравнение, чтобы получить неявное урав­
нение для h: h = v — 6(г)[ф2(Н)г + • • • ] , w = vz.) 

СЛЕДСТВИЕ 4.3. Нодалъная симплектическая относительно симплекти-
ческой структуры Фубини-Штуди поверхность является симплектически 
С1-гладко изотопной алгебраической кривой тогда и только тогда, когда 
ее брэйд-монодромный тип bmt относительно общего пучка является час­
тичной регенерацией некоторого элемента из SAI'- bmt = r(z\) • 22, где 
г: SAI -> SA0 ~ регенерация (см. пример 1.1), AQ - полное множество 
сопряженных образующей а\ Е ВШ1 а А\ - полное множество элементов, 
сопряженных элементу а2, и z\,z<z E SAX • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, заметим, что a(hmt) = А ^ , где т - степень 
симплектической поверхности. Поэтому в соответствии с теоремой 1.2 имеем 
z\ • Z2 = ^2

П. Элемент, стоящий справа, является разложением на множители 
брэйд-монодромии т прямых, находящихся в общем положении. Можно сгладить 
соответствующие ноды этой алгебраической кривой, не деформируя остальные, 
что всегда возможно сделать, например, по теореме Брюзотти [5]. 
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