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УДК 512.7 
Вик. С. Куликов 

Старые и новый примеры поверхностей 
общего типа с рд = О 

Рассмотрены поверхности общего типа геометрического родар^ = 0, которые 
могут быть заданы как накрытия Галуа проективной плоскости, имеющие груп­
пу Галуа G = (Z/gZ) , где к ^ 2 и q - простое число, и разветвленные вдоль 
некоторой конфигурации прямых. В качестве таких накрытий можно получить 
классическую поверхность Годо, поверхности Кампеделли, поверхности Бурниа 
и новую поверхность X с инвариантами Кх = б и (Z/3Z) С Tors(X). Доказа­
но, что группа автоморфизмов общей поверхности Кампеделли изоморфна груп­
пе (Z/2Z) . Описаны неприводимые компоненты пространства модулей поверх­
ностей, содержащих поверхности Бурниа. Доказано, что поверхность Бурниа S 
с Ks = 2 имеет группу кручения Tors(5) ~ (Z/2Z) (следовательно, она при­
надлежит семейству поверхностей Кампеделли), т.е. соответствующее утверж­
дение в статьях [9], [4], а также в книге [1, с. 237] о группе кручения поверхности 
Бурниа S с К $ = 2 является не верным. 

Библиография: 10 наименований. 

В в е д е н и е 

Как известно, индекс самопересечения канонического класса поверхности об­
щего типа геометрического рода рд = 0 может принимать значения К2 = 1 , . . . , 9, 
и в прошлом столетии было доказано существование таких поверхностей для всех 
возможных значений К2. Тем не менее, наши знания о поверхностях общего типа 
геометрического рода, равного нулю, далеко не полны. В частности, до сих пор 
полностью не описаны пространства модулей таких поверхностей. Более того, не 
известен список всех возможных абелевых групп, которые могут быть реализова­
ны как группы кручения этих поверхностей. 

В настоящей статье исследованы поверхности общего типа с рд = 0, которые 
могут быть заданы как накрытия Галуа проективной плоскости с группой Галуа 
G = (Z/gZ) , где k ^ 2 и q является простым числом, разветвленные над неко­
торой конфигурацией прямых. В частности, классическая поверхность Годо [5], 
поверхности Кампеделли [3], [8], поверхности Бурниа [2] и новая поверхность X с 
К2

Х = б и (Z /3Z) 3 С Tors(X) = T o r s # i ( X , Z ) = T o r s # 2 ( X , Z ) могут быть полу­
чены как такие накрытия. Доказано, что группа автоморфизмов общей поверхнос­
ти Кампеделли изоморфна группе (Z /2Z) 3 . Показано, что поверхность Бурниа S 
с K2

S — 2 имеет группу кручения Tors(S) ~ (Z /2 Z ) 3 (следовательно, она принад­
лежит семейству поверхностей Кампеделли; см. предложение 4.24), и тем самым 
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соответствующее утверждение в [9], [4] ив [1, с. 237] о группе кручения поверхнос­
ти Бурниа S с K2

S — 2 является не верным. 
Описание неприводимых компонент пространства модулей поверхностей, содер­

жащих поверхности Бурниа, дает следующая диаграмма: 

Mi = *€ Лъ Л'1 с М± = M'l U М'± Мъ Ль 

и и и и и и 
^ 2 " ^ 3 " Щ С ^ 4 = 9&'l U ^ " ^ 5 " ^ 6 

в которой через Жь обозначено объединение неприводимых компонент простран­
ства модулей поверхностей с рд = 0 и К2 = &, содержащих поверхности Бурниа, 
и через ^ - пространство модулей поверхностей Кампеделли. Точки подмного­
образий £$k пространств Ж к соответствуют поверхностям Бурниа. Многообра­
зия S%k ПРИ к ф 4 унирациональны и ^ 4 состоит из двух рациональных поверх­
ностей (точки неприводимой компоненты £%'1 параметризуют поверхности Бурниа 
с К2 = 4, содержащие (—2)-кривую), ё$2 состоит из одной точки, ^ з является 
рациональной кривой, dim ^ 5 = ЗисШп^б = 4. Подмногообразия S%k всюду 
плотны в Mk при к ^ 4, (ИтЖз = 4, и, как известно (см. [8]), ^ также унира-
ционально, dim ^ = 6. Стрелки в диаграмме показывают примыкания компонент 
(например, £$з —> S&'l означает, что поверхности Бурниа с К2 = 3 являются вы­
рождениями поверхностей Бурниа с К2 = 4, имеющих (—2)-кривые). Отметим, 
что аналогичный результат о компоненте S$Q был получен в [10] с использованием 
другой техники. 

Статья организована следующим образом. В § 1 напоминаются основные факты 
о накрытиях Галуа д: Y —> Р2 плоскости Р2 с группой Галуа G = (Z/qZ)k, раз­
ветвленные вдоль конфигурации прямых L С Р2 , и показано, как получить разре­
шение X особых точек многообразия Y в терминах особых точек конфигурации L. 
Затем эти результаты используются в § 2 для вычисления К\ и топологической 
эйлеровой характеристики е(Х), в § 3 напоминается алгоритм вычисления гео­
метрического рода поверхности X. В § 4 рассмотрены упомянутые выше примеры 
и приведены доказательства основных результатов. 

Автор выражает искреннюю благодарность Университету г. Падуя (Италия), 
во время пребывания в котором была начата работа над данной статьей. 

§ 1. Абелевы накрытия плоскости, 
разветвленные в конфигурациях прямых 

По определению накрытие Галуа гладкого алгебраического многообразия Y -
это конечный морфизм / : X —> Y нормального алгебраического многообразия X 
на Y такой, что вложение полей рациональных функций C(Y) С С(Х), индуци­
рованное морфизмом / , является расширением Галуа. Как хорошо известно, ко­
нечный морфизм / : X —> Y является накрытием Галуа с группой Галуа G тогда 
и только тогда, когда G совпадает с группой накрывающих преобразований, дей­
ствующих транзитивно на каждом слое морфизма / . Кроме того, конечное раз­
ветвленное накрытие является накрытием Галуа тогда и только тогда, когда не-
разветвленная часть этого накрытия (т.е. ограничение морфизма на дополнения 
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к ветвлениям внизу и наверху) является накрытием Галуа. Более того, морфизм 
накрытий Галуа из неразветвленной части одного разветвленного накрытия в не-
разветвленную часть другого может быть продолжен до морфизма разветвлен­
ных накрытий, если задано продолжение морфизма накрываемых многообразий 
в точки ветвления накрытий. В частности, разветвленное накрытие Галуа опре­
деляется однозначно с точностью до изоморфизма своей неразветвленной частью. 
Напомним также, что неразветвленное накрытие является накрытием Галуа с груп­
пой Галуа G тогда и только тогда, когда это топологическое накрытие ассоцииро­
вано с эпиморфизмом из фундаментальной группы накрываемого многообразия в G 
и, в частности, накрытия Галуа с абелевой группой Галуа G взаимно однозначно 
соответствуют эпиморфизмам из первой группы гомологии с целыми коэффици­
ентами накрываемого многообразия в G. Все перечисленные свойства накрытий 
Галуа являются хорошо известными, и наиболее нетривиальная часть из них мо­
жет быть получена, например, из теоремы Грауэрта-Ремерта [6]. 

Далее мы будем иметь дело только с накрытиями комплексной проективной 
плоскости Р2 , разветвленными вдоль некоторой конфигурации прямых L = 
L\ U • • • U Ln. Простые петли А ,̂ 1 ^ г ^ п, вокруг прямых Li порождают группу 
Н\{¥2 \ L, Z) ~ Z n _ 1 . Они удовлетворяют соотношению 

Ai + • • • + А п = 0. 

Подобно общим абелевым накрытиям Галуа, накрытие Галуа д: Y —> Р2 с абе-
левой группой Галуа G, разветвленное вдоль L, однозначно определяется некото­
рым эпиморфизмом ip: Н\{¥2 \ L, Z) —> G и существует для любого такого эпи­
морфизма. Накрытие д разветвлено вдоль прямой Li С L тогда и только тогда, 
когда ip(\i) ф 0 и, более того, индекс ветвления морфизма д вдоль Li совпадает 
с порядком элемента (f(Xi) в группе G. 

Поскольку # i ( P 2 \ L,Z) ~ Z n - \ то существует, в частности, универсальное 
накрытие ди(ш): Yu(m) ~~̂  P2? соответствующее естественному эпиморфизму 

Jp: # i ( P 2 \ L, Z) -^ # i ( P 2 \ L, Z/mZ) = Нг(¥2 \ L, Z) <8> (Z/mZ). 

Простейшим примером такого накрытия является следующий 

ПРИМЕР. Пусть конфигурация L = LQ + L\ + L<i С Р2 задана уравнением 
х$х\ Х2 = 0, где (жо : xi : x<i) -однородные координаты в Р2 . Легко видеть, что на­
крытие gw(m) : Р2 —> Р2 , заданное уравнениями гц = xf1, i = 0,1, 2, ассоциировано 
с эпиморфизмом 

^ : # i ( P 2 \ L , Z ) ~ Z 2 -> (Z/mZ)2 . 

Следующее утверждение является непосредственным следствием общих резуль­
татов о разветвленных накрытиях, упомянутых в начале этого параграфа. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1.1. Если д: Y —> Р2 является накрытием Галуа с группой 
Галуа G ~ (Z/mZ)fc, разветвленным вдоль L, то к ^ п — 1 и для любого 
эпиморфизма Hi (P2 \L) —> G существует однозначно определенное накрытие 
Галуа h: Yu(m) —>> Y, индуцированное этим эпиморфизмом и такое, что 
9и{гп) = goh. 
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Далее ограничимся рассмотрением только накрытий Галуа с группой Галуа 
G ~ (Ъ/qL) и будем строить их так, как это описано в предложении 1.1. 

Положим 

Gu = {7 = (7Ь • • • , 7n - i ) I Ъ € Z/9Z} ~ (Z/gZ)"" 1 , 

и пусть Gu ~ (Z /gZ) n _ 1 - двойственная (как векторное пространство над Ъ/qL) 
группа. Для элементов 7 = (7ъ • • • ?7n-i) £ Gu w а = ( a i , . . . , a n _i ) G Gw 

спаривание (7, a) задается формулой 

n - l 

He ограничивая общности, можно предполагать, что универсальное накрытие 
ди'-Уи -^ Р2 ассоциировано с эпиморфизмомТр: Hi(F2 \ L, Z) —>> GUJ отображаю­
щим Лп в (q — 1 , . . . , q — 1) и Xi с 1 ^ i ^ n — 1 в (0 , . . . , 0,1, 0 , . . . , 0) с единицей, 
стоящей на г-м месте. Выберем, кроме того, прямую L^ С Р2 , находящуюся в об­
щем положении с конфигурацией L, и аффинные координаты (ж, ?/) в С2 =¥2\L00. 
Пусть li (ж, у) = 0-линейное уравнение прямой L^H С2. Положим^ = (Wn_1) > 
1 ^ г ^ п — 1. Тогда поле рациональных функций 

Ки = C(YU) = C(x,^/,2:i,...,2:n_i) 

на нормальном многообразии Yu является расширением степени g n _ 1 поля рацио­
нальных функций К = С(ж, ̂ /) на плоскости Р2 . (Другими словами, прообраз до­
полнения Р2 \ Loo в многообразии Yu естественным образом изоморфен нормализа­
ции аффинного подмногообразия в C n + 1 , заданного в координатах x,y,zi,...,zn—i 
уравнениями z\ — / l ^ - 1 , . . . , ^ - 1 = ^n-i^n_1-) 

Для мультииндекса а = ( a i , . . . , a n _ i ) , 0 ^ а^ ^ g — 1, положим 

п - 1 

z~a = ![*:>• 
г = 1 

Действие элементов 7 = (7ъ • • • ?7n-i) £ Gu на элементах поля ifw задается 
формулой 

где /i = е27Гл^_1/д - корень из единицы g-й степени. Таким образом, группа Галуа 
Gdl(Ku/C[x,y]) = Gw и поле 

Ки= 0 C(s,2/)zu 

раскладывается как векторное пространство над С(х,у) в конечную прямую сум­
му представлений группы Gu степени 1. 
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Пусть ср: Hi (P2 \ L, Z) —>> {Z/qZ)k - эпиморфизм, заданный формулами cp(Xi) = 
( a ^ i , . . . , ai,fc)j г л е ai,j + • • • + a>n,j = 0 mod q для j = 1 , . . . , к, и пусть g: 
Y —> P2 - соответствующее накрытие Галуа. Эпиморфизм у? индуцирует эпи­
морфизм ф: Gu —> G. Согласно предложению 1.1 существует однозначно опре­
деленное накрытие Галуа h:Yu —> Y. Оно задает вложение h* : C(Y) —> Ки поля 
функций C(Y) многообразия Y в поле функций Ки = C(YU). 

Поскольку Gdl(Ku/h*(C(Y))) = кетгр, то, очевидно, поле h*(C(Y)) совпадает 
с подполем Кр = С(ж, у, wi,..., Wk) поля Ки, где w: . . . Z 

an — l,j 

Gal (^AM = Ш ь • • •, 7n-i) G G 
71—1 N 

У^ ^i,j7i = 0 mod q, l^j^k>. 
i — Л ' 

По построению поверхность Y является нормальным многообразием с изолиро­
ванными особыми точками. Особые точки многообразия Y могут возникать толь­
ко над r-кратными точками конфигурации L при г ^ 2, т. е. над точками пересече­
ния г прямых Lix,..., Lir. 

Назовем два элемента группы (Z/qZ)k линейно независимыми над Z/qZ, если 
они порождают в {Z/qZ)k подгруппу, изоморфную (Z/qZ)2. 

ЛЕММА 1.2. Пусть р - двойная точка конфигурации L, и пусть (^(А^) 
и ip(\i2) являются линейно независимыми над Z/qZ в группе {Z/qZ)k. Тогда 
поверхность Y является неособой в каждой точке прообраза д~г{р). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р = L^ n Li2. Выберем малую окрестность U точ­
ки р в Р2 и локальные координаты щ, и<2 в U так, что U ~ {\ui\2 + \и2\2 < s} 
WUJ = О является уравнением прямой Li.. Тогда 

^ i ( t / \ ( L i l U L i 2 ) , Z ) - Z 0 Z . 

В каждой точке р Е д~1(р) росток V ^ U накрытия Y —> Р2 является О'-накры-
тием, где G' - это образ группы Hi (U \ (L^ U Z^2), Z) при композиции (рог* эпи­
морфизма <£ и гомоморфизма г* : H\{U \ (L^ U L^2), Z) —>> i?i(P2 \ L, Z), индуци­
рованного вложением многообразий. Более того, это G'-накрытие определяется 
однозначно гомоморфизмом (рог*. Отождествляя (p(A^), ^(A^2) со стандартны­
ми порождающими группы (Z/qZ)2, получаем изоморфизм между V —> U и на­
крытием, заданным уравнениями z^ = 1x1, z | = U2- Следовательно, У является 
неособым многообразием. 

В примерах, которые будут рассмотрены ниже, чтобы разрешить особые точки 
многообразия Y над r-кратными точками конфигурации L при г ^ 3, достаточно 
раздуть все эти точки. Пусть а: Р2 —> Р2 - раздутие этих точек, 1^ - собственный 
прообраз прямой Li, Ер = сг -1 (р) - рациональная кривая, являющаяся прообра­
зом r-кратной точки р, и гр Е i?i (Р2 \ сг -1 (L), Z) = i?i (P2 \ L, Z) - простая петля 
вокруг кривой i?p. 

Композиция отождествления i^i(Р2 \ сг -1 (L), Z) = i^i(P2 \ L, Z) и эпиморфиз­
ма ср является эпиморфизмом ср: Hi(F2 \ cr_1(L), Z) —>> (Z/qZ)k. Рассмотрим со­
ответствующее накрытие Галуа f:X —> Р2 . 
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ЛЕММА 1.3. Пусть р = Ь^ П • • • П Lir - г-кратная точка конфигурации L. 
Тогда ер = Л^ Н Ь Xir. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Чтобы проверить требуемое равенство, достаточно рас­
смотреть общий пучок прямых, проходящих через точку р. 

ЛЕММА 1.4. Если для каждой г-кратной точки р = L^ П- • -П Lir конфигу­
рации L при г ^ 3 либо пары элементов (р(гр) и (f(\i•), 1 ^ j ^ г, являются 
линейно независимыми над Ъ/qL в (Z/gZ)fc, либо ^р(ер) = 0, то X является 
неособой поверхностью. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из лемм 1.2 и 1.3. 

Пусть p i , . . . , p s - множество r-кратных точек, г ^ 2, конфигурации прямых L, 
и пусть <р: i?i(P2 \ L, Z) —>> (Z/qZ)k - эпиморфизм, заданный формулами (p(Ai) = 
(а^д, . . . , аг,/с)5

 ГДе &i,j + • • • + a>nj = О mod g для всех j = 1 , . . . , к. Предпо­
ложим, что все особые точки конфигурации L являются ср-хорошими точками, 
т.е. для всех r-кратных точек Ргь...,гг = L^ П • • • П Lir конфигурации L с г ^ 2 
либо пары элементов (f(sPi i ) и (̂ (Лг •), 1 ^ j ^ г, являются линейно незави­
симыми над Z/gZ в (Z/qZ)k, либо ^(s P i ^ ) = 0. Скажем, что r-кратная точка 
Pii,...,ir — Lix П • • • П Lir не является точкой ветвления относительно ip, если 
^ ( ^ г ь . . . , г г ) = 0 -

Пусть ст: Р2 —>> Р2 - раздутие с центром во всех r-кратных точках с г ^ 3 и во 
всех двойных точках конфигурации L, не являющихся точками ветвления. Соглас­
но лемме 1.4 полученная поверхность X является разрешением особых точек по­
верхности Y и накрытие / может быть включено в следующую коммутативную 
диаграмму: 

v 
X +• Y 

в которой v - регулярное бирациональное отображение. 
Пусть Np - множество всех r-кратных точек, не являющихся точками ветвления 

относительно (р. Рассмотрим подпространство в (Z/gZ)n = { (x i , . . . ,жп) | xi G 
Z/gZ} решений следующей системы линейных уравнений: 

(l . i) 

Обозначим через п^ ранг этой линейной системы над Ъ/qL. Имеем k ^ к^ = 
n — rip, так как ранг множества векторов 

^Xi = 0 , 
г=1 

Y1 жг = 0, 
£ { г ь . . . , г г } 

Pil,. .,ir G V̂ 

А^ — { ( a i 5 j , . . . , a n ) j )}{ j = 1 ) . . . ) f c } 
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равен к и векторы из А^ удовлетворяют уравнениям (1.1). Расширим множест­
во Ар до базиса AUj(p пространства решений над Z/qZ линейной системы (1.1), 
добавив к(р — к векторов к множеству А^: 

Аи,(р = \(aijj • • • •> anj)\{j=i,...,k(p}j 

и рассмотрим эпиморфизм 

т/V Нг(¥2 \ L,Z) -> GUi(p = (ZjqZ)k*, 

заданный формулами ^ (А^) = ( ^ д , • • •, ^г,/^)- Очевидно, эпиморфизм у? может 
быть разложен в композицию <р = г\ о т/? ,̂ где 77: (Z/qZ)kv —>> (Z/qZ)k - проекция 
на первые fc координат. Пусть / : X —>> Р2 и /i^,^: X —> X - накрытия Галуа, 
ассоциированные соответственно с ф^ и т\ (см. предложение 1.1). Заметим, что 
группа Галуа накрытия hUi(p изоморфна группе (Z/qZ)kv~k. 

Группа Tors(X) = Tors Hi (X, Z) ~ Tors Я 2 (X, Z) называется группой круче­
ния многообразия X. Обозначим через Torsg (X) подгруппу в Tors(X), состоящую 
из элементов порядка q. 

Из вышеизложенного следует 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1.5. Пусть / : X —>> Р2 - накрытие Галуа, ассоциированное 
с эпиморфизмом if: Hi(F2 \L,Z) —>> (Z/qZ)k, такое, что все особые точки 
конфигурации прямых L являются if-хорошими. Предполоэюим также, что 
if(Xi) ф 0 для каждой прямой Li С L. Тогда hUj(p: X —>> X является нераз-
ветвленным накрытием. 

СЛЕДСТВИЕ 1.6. Пусть накрытие f:X —>> Р2 т о же, что и в предло­
жении 1.5. Eta/ш иррегулярность q(X) = dimi?1(X, ^ х ) = 0 г/ к^ — к > О, 
то группа q-кручения Torsg(X) является нетривиальной. В частности, су­
ществует вложение группы ker/y ~ (Z/qZ)kv~k в Torsg(X). 

§ 2. Вычисление К2 и эйлеровой характеристики 

Как и выше, пусть накрытие Галуа g: Y —>> Р2 с группой Галуа G ~ (Z/qZ)k, 
разветвленное вдоль конфигурации прямых L = Li + • • • + Ln, определено с по­
мощью эпиморфизма if. Hi(P2 \L,Z) —> G такого, что if(Xi) Ф 0 для каждой 
Li С L. Предположим также, что все особые точки конфигурации L являются 
(^-хорошими. Обозначим через а: Р2 —> Р2 композицию раздутий с центрами во 
всех r-кратных точках конфигурации L с г ^ 3 и во всех двойных точках, которые 
не являются точками ветвления относительно if, и через f: X —> Р2 накрытие, 
индуцированное эпиморфизмом ip. Поскольку все особые точки конфигурации L 
являются (^-хорошими, то поверхность X неособа. 

Обозначим через Ер = о~~1{р) кривую, полученную в результате раздутия 
r-кратной точки р, L\ — a-1 (Li) - собственный прообраз прямой Li, d = 

5 Серия математическая, №5 
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/ 1(L'i) и Dp = / 1(Ер) - собственные прообразы кривых L\ и Ер соответствен­
но. Пусть Тг - это множество всех r-кратных точек конфигурации L. Положим 

Т'г = {р Е Тг | р не является точкой ветвления для (/?}, 

г;' = тг \ г;, г7 = (J г;, г" = у г;7, г = т' и г". 

Обозначим через £̂  = фТ'г (соответственно, £" — фТ") число точек, принадле­
жащих множеству Т'г (соответственно, Т^), и положим tr = t'r + £". Заметим, что 
полный прообраз /*(Z^) = gC^ для каждой прямой Li С L w f*(Ep) = gDp для 
каждой точки р Е Т". 

ТЕОРЕМА 2.1. Индекс самопересечения К\ канонического класса Кх по­
верхности X равен 

K2
x=qk~2 (qn-n- 3q)2 -Y(rq-q- r)% - V ( r « - 2q - r + l)2*'/ 

r>2 r>3 
(2.1) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Канонический класс поверхности Р2 равен 

К^2 = —31/ + 2_^ ^v> 
per 

где L = а* (Р1) - полный прообраз прямой Р 1 С Р2 , и по формуле присоединения 
получим 

ур 

р^Т" 

Кроме того, имеем 

qJ2Dp = r(j2Ep)-
Рет" ^Рет" J 

Следовательно, 

qKx = qf*{Kf2) + (q-l)(qY,Ci + qJ2 Dp) 

= qr(-3L+J2E
P) 

^ per ' 

+ (q-i)rfnL-Y Y,rEp~2Y,Ep) 
^ г^з PeTr р&ц ' 

+ (q-l)r( J2 EP 
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и,окончательно, 

qKx = Г ((qn - n - 3q)L - ^ ^ (rq - q - r)Ep 

Для каждого дивизора D G Pic P2 имеем 

( /* (D) , /* (D))x = d e g / • (D,Z% 2 = 9 *(D,Z% 2 , 

и теорема следует из равенств (L, L)p2 = 1, (L, Ep)^2 — 0 и (i£p, ̂ р)р2 = — 1 для 
каждой кривой Ер. 

Теорема 2.1 будет применяться в § 4 в случае, когда конфигурации L и эпимор­
физмы ер удовлетворяют следующим условиям: tf

2 = 0, t^ = 0 и tr = 0 при г ^ 5. 
В этом случае формула (2.1) принимает следующий вид: 

Кх = 4k-2[(Qn - п - 2,q? ~ (2q - 3)% - (q - 2 ) 2 # - (2q - 3 ) 2 #] . (2.2) 

Введем обозначение 

DK = (qn-n- Sq)L - ^ ^ (rq - q - r)Ep - ^ ^ (гд - 2q - т + 1)Яр. 

Поскольку / является конечным накрытием Галуа, то имеет место следующее 
утверждение. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.2. Пусть дивизор DK является объемным, т. е. D2
K > 0. 

Тогда: 
(i) поверхность X не является минимальной моделью, если и только если 

существует неприводимая кривая С с Р 2 такая, что (DK,C)^2 < 0; 
(И) канонический класс поверхности X не является обильным, если и толь­

ко если существует неприводимая кривая С с Р 2 такая, что (DK,C)^2 ^ 0. 

ТЕОРЕМА 2.3. Топологическая эйлерова характеристика поверхности X 
выражается формулой 

е(Х) = q^hq
2-2n(q

2-q) + q
2J2t'r + (Ч- Ф'2 

+ ( ( г - 1 ) ( д - 1 ) 2 + 1 ) ] Г А (2.3) 
r>Z 

5* 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через 

п 

г=1 реТ" 

кривую ветвления морфизма / . Легко видеть, что 

e(Sing£) = # Sing Б = % + V < , (2.4) 
r>3 

где Sing В - множество двойных точек кривой В. 
Топологическая эйлерова характеристика кривой В определяется следующим 

образом: 

е(В) = 2(n + Y,t">)-# Sing B = 2n-t'i-Y,(T- 2)С (2-5) 
^ г^З ' г^З 

так как В является дивизором с нормальными пересечениями и топологическая эй­
лерова характеристика каждой неприводимой компоненты кривой В равна двум. 

Топологическая эйлерова характеристика поверхности Р2 выражается фор­
мулой 

e(P2) = 3 + V t ' r + V C (2.6) 
r > 2 r>3 

Имеем 

e{X) = qke(F2 \B)+ qk~1e(B \ S'mgB) + gr*-2e(SingB) 

= qk-2(q2e(¥2) - (q2 - q)e(B) - (q - l)e(SingB)). (2.7) 

Чтобы завершить доказательство, достаточно подставить соотношения (2.4)-(2.6) 
в (2.7). 

В случае конфигураций прямых L и эпиморфизмов (р, удовлетворяющих усло­
виям t'2 = 0, ^ = 0 и tr = 0 при г ^ 5, формула (2.3) принимает следующий 
вид: 

е(Х) = qk-2(3q2 - 2n(q2 - q) + q% + (q - 1)2Щ 
+ (2(9 - l ) 2 + 1)# + (3(g - l ) 2 + 1)1*1). (2-8) 
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§ 3. Вычисление геометрического рода 

Цель данного параграфа - объяснить общий алгоритм, который будет применен 
для вычисления геометрического рода. Фактически, если геометрический род на­
крытия вычислен, то тем самым вычислена и иррегулярность накрытия, так как 
их разность является топологическим инвариантом, равным согласно формуле Не-

К\ + е(Х) -, 0 г 

тера —л
 1 2—- — 1. В процессе вычисления будет постоянно использоваться инва­

риантность геометрического рода при бирациональных преобразованиях, которая 
позволяет на каждом шаге использовать ту неособую бирациональную модель, ко­
торая более удобна для вычислений. 

Алгоритм вычисления, который будет использоваться, не является новым, он 
содержится, например, в [7]. Напомним его основные шаги. 

3.1. Редукция к циклическим накрытиям. Пусть д: YQ -Л Р2 - накры­
тие Галуа с абелевой группой Галуа G = (b/qL)k, разветвленное вдоль кривых 
£?1, . . . , Вп С Р2 , где YQ - нормальная поверхность. Как и выше, такое накрытие 
определяется эпиморфизмом ср: Н\(¥2 \ UBi) —> G. Запишем его в виде 

<р(л) = mi^ai -\ \-mk:iak, г = 1,.. . ,п, 

где otj - стандартные порождающие группы G = 0 ( Z / g Z ) , 7г ~~ стандартные 
порождающие группы Н\{¥2 \ UBi), двойственные к кривым Bi, и rrij,i Е Z/gZ, 
О ^ mj,i < О., ~ координаты элементов (p(ji) относительно базиса aj. В этих 
обозначениях поверхность YQ является нормализацией проективного замыкания 
аффинной поверхности YG,о С С т + 2 , заданной уравнениями 

п 

г = 1 

где hi(x, у) - уравнения кривых Bi в некоторой карте С2 С Р2 . 
Пусть XQ - минимальное разрешение особенностей поверхности YQ. Как из­

вестно, оно существует, единственно и действие группы G на YQ однозначно под­
нимается до регулярного действия на XQ . 

Рассмотрим действие группы G на пространстве H°(XQ,Q2^ ) регулярных 
2-форм. Оно задает разложение 

Я°(1С ,(]2
Х(?)=0Я (5Ь . . . ) с) 

в прямую сумму собственных подпространств i?( s х,..., s fc), где ш Е ^(Sl,...,SA.) тогда 
и только тогда, когда OLJ{U) = e

27rsj v - i / ^ и д л я j = 1 ? . . . ? fc. Пусть Н С G -
некоторая подгруппа и G\ — G/H. Имеем следующую коммутативную диаг­
рамму: 

YG — YGl 

9\ \ 91 



134 ВИК.С. КУЛИКОВ 

в которой д\ : YQX —> IP2 является накрытием Галуа, ассоциированным с эпимор­
физмом cpi = г о у?, где i:G —> G\ — G/H - канонический эпиморфизм. Отображе­
ние h индуцирует рациональное доминантное (т. е. имеющее всюду плотный образ) 
отображение XQ -Л XQX , и это отображение, как любое доминантное отображе­
ние неособых многообразий, преобразует голоморфные 2-формы в голоморфные 
2-формы. Таким образом, подпространство /г*(Я°(Хо1, №х )) С Н°(Хо, ^ \ ) 
хорошо определено и совпадает с подпространством 

н°(ха,п2
Хв)н cH°(xG,n2

XG) 
элементов, неподвижных при действии группы Н. С другой стороны, собственное 
подпространство H(Sl ,...,Sfc) неподвижно при действии элемента х\а\ + • • • + ж^а^ 
тогда и только тогда, когда xisi + • • • + xj-Sk = О (mod q). Следовательно, сумма 
0-H"(0Sl,...,0Sfc), взятая по в G Z/gZ, совпадаете Я°(Хо,П2~ ) я , где 

Я = {xi«i + • • • + XkOtk | x is i + • • • + XkSk = 0 (mod #)}. 

Таким образом, эта сумма изоморфна пространству Н° (XG/Hj Vt2
x ). Это рас­

суждение приводит к следующему утверждению. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 3.1. Геометрический pod pg{XQ) = dimH°(XG^^ ) по­
верхности XQ выражается формулой 

Н 

где суммирование ведется по всем подгруппам Н группы G ранга ткН = 
r k G - 1 . 

3.2. Циклические накрытия. Пусть теперь G = Z/gZ является цикличес­
кой группой. Чтобы вычислить рд(Хс), выберем однородные координаты (хо : 
х\ : хъ) в Р2 так, что прямая ж о = 0 не принадлежит дивизору ветвления накры­
тия д: YQ —> IP2. Как и выше, обозначим через YQ нормализацию проективного 
замыкания поверхности, заданной в С3 уравнением 

h{x,y), 

у = ^ 
XQ ' & Хо 

КХ,У) = ПЛГ*(я>2/) 
г=1 

whi(x,y) - неприводимые уравнения в С2 С Р 2 кривых Bi, составляющих дивизор 
ветвления, 0 < rrii < q. Заметим, что степень 

deg h(x,y) = ^2тщ deg hi (ж, у) = mq 

делится на д, так как прямая ж о = 0 не принадлежит дивизору ветвления. 
Легко видеть, что над картой х\ ф 0 многообразие YQ совпадает с нормализа­

цией поверхности, заданной в С3 уравнением 

wq = h(u,v), 

гдеи=±,у=%, h(u,v)=um«h(±,%)nw = zum. 
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3.2.1. Условие регулярности над общей точкой базы. Рассмотрим форму 

LJ e H°(YG \ S ing le , fus ingY G ) 

и найдем критерий для ее регулярности вне дивизора ветвления и множества осо­
бых точек. 

Над картой хо ф 0 форма и может быть записана в виде 

и = ( ^2z39j(x,y)) * г
У , (3.1) 

где gj (х,у) - некоторые рациональные функции от х и у. Форма 

dx Л dy 

не имеет ни нулей, ни полюсов вне прообраза дивизора ветвления. Следователь­
но, и является регулярной в некоторой точке (а, Ь) ^ ^2Bi тогда и только тогда, 
когда все gj (x,y) регулярны в этой точке. 

Действительно, если некоторая функция gj(x, у) не регулярна в точке (а, Ь), то 
сумма 

^z3gj(x,y) 
3=0 

может быть записана в виде 

где Pj(x, у), j = 0 , . . . , q, - такие многочлены, что Pj(a, b) ф 0 для некоторого 
j < q и Pq(a, b) = 0. Следовательно, 

q-l 

$ > ' > , - ( а , Ь ) = 0 
з=о 

во всех q точках, принадлежащих прообразу / _ 1 ( а , 6), так как в противном слу­
чае ио не была бы регулярной формой над точкой (а, Ь). С другой стороны, это 
невозможно, поскольку нетривиальный многочлен степени меньше q не может 
иметь q корней. 

3.2.2. Условие регулярности над бесконечно удаленной прямой. Рассмотрим 
форму и над картой х\ ф 0, 

ио • 
c/j(u,v) \ 1 du Л dv 
m+deggj I u3 — m(q — l) wq-l 

3=0 

Аргументы, аналогичные приведенным выше, показывают, что критерий регу­
лярности эквивалентен следующему ограничению на степени рациональных функ­
ций g j : 

deg gj (ж, у) ^ (q - j - l)m - 3. (3.2) 
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3.2.3. Условие регулярности над неособой точкой кривой ветвления. Рассмот­
рим форму 

над неособой точкой (а, Ь) одной из компонент Bi0 кривой ветвления. Пусть Tj -
порядок нуля (или полюса, если rj < 0) функции gj вдоль кривой 1^0, т.е. gj = 
(jjh^ , где функция gj не обращается в нуль и не имеет полюсов вдоль кривой Bi0. 
Так как точка (а, Ь) является неособой точкой кривой В, мы можем предполагать, 
что hi0 (x,y) и некоторая функция д(х,у) являются локальными аналитическими 
координатами в некоторой окрестности U точки (а, Ь) (обозначим их через u HV). 
Таким образом, над U поверхность YQ (после аналитической замены координат) 
изоморфна нормализации YG,loc поверхности в С3, заданной уравнением 

zq = ukio. 

На поверхности YG,loc найдется такая функция w, что и = wq, z — w171^ , и такая, 
что функции w и у являются аналитическими координатами на YG,loc- Рассмот­
ренная выше дифференциальная 2-форма и имеет следующий вид в новых коорди­
натах: 

(sr^ <im- / ч nr.\qwq~1dw Adv 

" = ( E ^ ^ * . g K r ' j wig-1)mto • 

Легко видеть, что 

jimio + qrh +q-l-(q- l)mio ф j2mio + qrJ2 + q - 1 - (q - l)mio, 
если 0 < rrii0 < q, 0 ^ Ji , j2 ^ q — 1 и j \ ф j 2 . Следовательно, ио является 
регулярной формой над неособой точкой (а, Ь), принадлежащей кривой Bi0, тогда 
и только тогда, когда 

jmio +qrj+q-l-(q- l)mio ^ 0 

для 0 ^ j ^ q — 1. Более того, если и является регулярной формой над точками 
кривой Bi0, то числа rj должны быть не меньше нуля, так как при 0 < rrii0 < q, 
O ^ J ^ q — lnrj ^ —1 мы получили бы 

jmio +qrj+q-l-(q- l)mio < 0. 

Отсюда следует, что если и; является регулярной формой, то все рациональные 
функции gj (ж, у) являются регулярными всюду в С2 вне коразмерности два. Сле­
довательно, gj (ж, у) должны быть многочленами от х и у. Более того, многочлены 
gj (х,у) должны делиться на hi

3 (ж, у), где rj - наименьшее целое неотрицательное 
число, удовлетворяющее неравенству 

qrj ^ (q-j - l)m* - g + 1. (3.3) 
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3.2.4. Условие регулярности над особой точкой кривой ветвления. Обозначим 
через v\ XQ —> YQ минимальное разрешение особых точек поверхности YQ И 
через Е исключительный дивизор морфизма v. Пусть и: Р2 —>> Р2 - компози­
ция сг-процессов с центрами в особых точках кривой В (и их прообразах) та­
кая, что сг -1 о / о u(Ei) является кривой для каждой неприводимой компонен­
ты Ei дивизора Е. Обозначим через Z нормализацию поверхности Р2 хр 2 YG, 
и пусть g: XQ —±Z- бирациональное отображение, индуцированное морфизма-
ми v и о. Из условия, наложенного на а, следует, что для любой формы и £ 
H°(Z \ SingZ, ^ \ S i z ) ее прообраз д*(и) является регулярной формой в об­
щей точке каждой кривой Ei и поэтому продолжается до регулярной формы на 
все XQ- Следовательно, пространство Н°(Хс,&хс) изоморфно пространству 
H°(Z\SmgZ,n%^.mgZ). 

Таким образом, необходимо рассмотреть 2-форму а;, записанную в виде (3.1), 
и найти критерий ее регулярности в точках, принадлежащих Z \ Sing Z. Это мо­
жет быть сделано в результате последовательного применения выбранных выше 
сг-процессов. Рассмотрим только первое раздутие, так как оно достаточно для вы­
числения геометрического рода в примерах, которые будут рассмотрены ниже. 

Представим еще раз поверхность YQ как нормализацию поверхности, заданной 
уравнением 

zq = h(x,y). 
Обозначим через г порядок нуля функции h(x,y) в точке (0,0), г = sq + с, 
0 ^ с < с/, и осуществим сг-процесс с центром в этой точке. В подходящей карте 
этот сг-процесс сг: С? „л —> С? „ л задается уравнениями ж = и, у = uv. Нормали-
зация Z\ поверхности!^ х с 2 ^fu v) бирациональна нормализации поверхности, 

(ж,у) v ' * 

заданной уравнением 
wq = uch(u,v), 

где w = z/us и h(u, v) = h(u, uv)/ur'. Имеем 
- 9 - 1 

x̂  }9j(x,y) 
dx A dy 

£1^s,(«.»)«"+"+1-(«-1))f^?. 
j=o ' W 

где Sj - порядок нуля функции gj (ж, у) в точке (0, 0). Применяя неравенство (3.3), 
получаем необходимые условия для регулярности прообраза формы и в общей точ­
ке исключительного дивизора: порядок нуля Sj каждой функции gj (x,y) в особой 
точке кривой ветвления В кратности г является наименьшим целым числом, удов­
летворяющим неравенству 

qsj >(q-j-l)r-2q + l. (3.4) 
Для вычисления геометрического рода каждой из поверхностей XQ{ нужно най­

ти все регулярные 2-формы, имеющие такой же вид, как и в формуле (3.1), и кото­
рые удовлетворяют критериям (3.2)-(3.4). 

Изложенное выше приводит к следующему утверждению о с/-листном цикли­
ческом накрытии, разветвленном вдоль конфигурации прямых L = L\ + • • • + Ln, 
в случаях q = 2 и q = 3. 
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УТВЕРЖДЕНИЕ 3.2. Пусть X -разрешение особенностей двулистного на­
крытия g:Y —>> Р2 , разветвленного вдоль L = L\ + ••• + Ln. Обозначим 
через Тг множество г-кратных точек конфигурации прямых L и Т = UTr. 
Тогда п = 2тп является четным числом и 

pg(X) = dime{5 G Я°(Р 2 , б¥2(т — 3)) \ s имеет нуль порядка не меньше 
Г ^ ! _ 2 в я^чке р G Гг дл̂ г Vp G Г } , 

где \^~\ - наименьшее целое число, которое больше или равно ^ . 
УТВЕРЖДЕНИЕ 3.3. Пусть X - разрешение особенностей трехлистного 

накрытия Галуа g: Y —> Р2 , в неоднородных координатах заданного урав­
нением 

п 
zz = \{к{Х,у)т\ 

г=1 

где li(x,y) = 0 - уравнение прямой Li и каждое rrii = 1 или 2, а сумма 
^2mi = Зттг делится на 3. Обозначим через Тг множество r-кратпых точек 
дивизора n?=i* i ( s ,2 / ) m i = °> T = {jTr ul(x,y) = Yl?=1k(x,y)rn*-1. Тогда 

pg(X) = dime 5*o + dimc 5»i, 
где 

= ( ^ Я ° (P2 , ^P2 (2m - 3 - ^ ( ш г - 1))) si имеет нуль 

порядка не меньше 2\L4^L~\ — 2 в точке р G Тг для \/р G Т> 
и 

SP\ — \s G i?°(P2 , ^P2(m — 3)) | s имеет нуль порядка не меньше l1-^] — 2 
в точке р <ЕТГ для \/р <ЕТ}. 

§ 4. Примеры 

4.1. Поверхности Кампеделли. Пусть L = Li + --- + Z/7- конфигурация 
прямых в Р2 , состоящая из семи прямых. Занумеруем их ненулевыми элементами 
QLi G (Z/2Z)3. Пусть конфигурация L не имеет r-кратных точек при г ^ 4, и если L 
имеет тройную точку р а 1 ,а2 ,а3

 = ^«1 П 1/а2 П 1/аз , то «1 + «2 + «з 7̂  0- Такую 
конфигурацию прямых будем называть конфигурацией Кампеделли. Рассмотрим 
накрытие g:Y —> Р2 , индуцированное эпиморфизмом ip: H\{¥2 \ L,Z) —> G = 
(Z/2Z)3, заданным по правилу (^(AaJ = а^. 

Поверхность У имеет особые точки, лежащие только над тройными точками 
Ра1,а2,а3 • Чтобы разрешить их, раздуем все тройные точки и рассмотрим индуци­
рованное накрытие Галуа / : X —> Р2 . Пусть а: Р2 —> Р2 - композиция раздутий 
с центрами в тройных точках. Построенную поверхность X будем называть по­
верхностью Кампеделли. Обозначим через EOLi^OL^OLk = o-~1{pOLi^OL.^ак) исклю­
чительную кривую, лежащую над точкойpai,a • ,ак • Поскольку ai + aj + а^ ф О 
для тройных точек, каждая кривая Еаиа. ^к является кривой ветвления накры­
тия / . Из леммы 1.4 следует, что X является неособой поверхностью, так как эле­
менты ^(ea i,a-,a fc) = OLi + aj + ak и ai (соответственно, aj и а&) линейно неза­
висимы в G. Действительно, ai + a j + а^ и а^ являются линейно зависимыми 
в группе G тогда и только тогда, когда ai + «j + a/c = ai, т. е. когда «j = a&. 
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.1. Построенные выше поверхности Кампеделли X явля­
ются поверхностями общего типа с К\ = 2 , рд = 0 и Tors(X) = (Z/2Z)3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. И З утверждения 2.2 следует, что 2Кх = |/*(L)|, где L = 
сг*(Р1) - полный прообраз прямой Р 1 С Р2 . Следовательно, X является поверх­
ностью общего типа. Более того, она является минимальной моделью, так как 
(L, С)р2 ^ 0 для каждой кривой С С F2 . Применяя (2.2) и (2.8), легко видеть, 
что К\ — 2 и е (1) = 10. Следовательно, согласно формуле Нётера арифмети­
ческий род ра = 1 — q + рд = 1. Как и выше, чтобы вычислить геометрический 
род рд, достаточно вычислить геометрические роды семи циклических накрытий, 
соответствующих семи эпиморфизмам т/^, к = 1 , . . . , 7, группы G = (Z/2Z)3 

в циклическую группу Z/2Z. Легко видеть, что каждое из этих накрытий за­
дается в неоднородных координатах уравнением вида w\ — lai lai lai lai , где 
щг, ai2, ai3, ai4 - элементы группы G такие, что фь (щ •) = 1. Применяя утверж­
дение 3.2, легко проверить, что геометрический род каждого из этих накрытий 
равен нулю. Следовательно, поверхность X имеет геометрический род рд = 0. 

Чтобы показать, что Tors(X) = (Z/2Z)3, рассмотрим универсальное накрытие 
fu{2) '• Хи(2) —> Р2 , соответствующее эпиморфизму 

^ : # i ( P 2 \ L , Z ) ^ # i ( P 2 \ L , Z / 2 Z ) ~ (Z/2Z)6, 

и накрытие h: Хи(2) —> X, соответствующее эпиморфизму ф: (Z/2Z)6 —> G = 
(Z/2Z)3. Согласно предложению 1.5 и следствию 1.6 накрытие h является нераз-
ветвленными (Z/2Z)3 С Tors(X). Следовательно (см. [8]), Tors(X) = (Z/2Z)3. 

Классическая поверхность Кампеделли S (см. [3]) - это разрешение особеннос­
тей двойного накрытия д: Y —> Р2 , разветвленного в объединении трех квадрик 
Qb Q2, Q3 и квартики С4 в Р2 таких, что кривая В = Q\ + Q2 + Q3 + С4 имеет 
шесть особых точек типа [3, 3] (особая точка типа [3, 3] означает, что после разду­
тия с центром в особой точке собственный прообраз ростка кривой В состоит из 
трех неприводимых гладких ветвей, пересекающихся трансверсально друг с дру­
гом). 

Рассмотрим накрытие f: X —> Р2 , разветвленное вдоль конфигурации Кампе­
делли L = ^2 Lai, ct% G (Z/2Z)3 \ {0}, имеющей три тройных точки. Эта конфи­
гурация L изображена на рис. 1. Покажем, что классическая поверхность Кампе­
делли S изоморфна поверхности X. 

Чтобы увидеть этот изоморфизм, рассмотрим раздутие а: Р2 —> Р2 с центром 
в точках pi , р2, Рз и обозначим через Ei = o~~1{pi) исключительную кривую, 
лежащую над точкой р ^ а собственный прообраз a~1(Lai) С Р2 обозначим снова 
через Lai. Можно проверить, что 

фг) = (0,0,1) (4.1) 

для i = 1,2,3. Кривые £(1,0,0)? £(1,1,0)? £(O,I,O) B ^ 2 имеют индекс самопересе­
чения, равный — 1. Следовательно, их можно стянуть с помощью моноидально-
го преобразования г: Р2 —> Р2 (композиция т о сг - 1 : Р2 —> Р2 является квад­
ратичным преобразованием плоскости с центром в точках pi , Р2? Рз)- Кривые 
Li = r(Ei), г = 1,2,3, и кривые r(L( l j 0 j i)) , т(Ь(0дд)), r (L ( l j l j l ) ) являются 
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^(1,1,0) 

Рис. 1 

прямыми, а т(1/(о5од)) является коникойв Р2 . Имеем следующую коммутативную 
диаграмму: 

X + Y 

где Y является нормальной поверхностью, v\ X —>> Y — бирациональное отобра­
жение mg:Y —> Р2 - накрытие Галуа, разветвленное вдоль прямых Z^, г = 1,2,3, 
^(^(i,o,i)),^(^(o,i,i)),^(^(i,i , i)) H T ( L ( 0 J O , I ) ) . Поскольку у?(А(0,о,1)) = (0,0,1), 
то, принимая во внимание (4.1), легко видеть, что д может быть разложено в ком­
позицию д = д\ о д, где д\: Р2 —> Р2 является накрытием Галуа с группой Га­
луа G\ — (Z/2Z)2, разветвленное вдоль прямых T(L(I )Q,I))J r(^(o,i,i))? r(^(i , i , i ) ) 
(см. пример в § 1 ) , а д : У — ) > Р 2 - накрытие Галуа с группой Галуа Gi — Ъ/2Ъ, 
разветвленное вдоль Qi = д± 1(Li), г = 1, 2, 3,иС4 = д^-^^^^^^^^гдеС^!, Q2, 
Qs - квадрики и С4 - квартика в Р2 такие, что кривая В = Q1 + Q2 + Q3 + C4 
имеет шесть особых точек типа [3, 3]. 

ТЕОРЕМА 4.2. Группа автоморфизмов Aut(X) общей поверхности Кампе-
делли X изоморфна (Z/2Z)3 и совпадает с группой G накрывающих преобра­
зований накрытия f: X —>> Р2 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть L с Р2 - конфигурация Кампеделли, не имеющая 
тройных точек, и предположим также, что если автоморфизм h плоскости Р2 остав-
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ляет неподвижной конфигурацию L (т.е. h(L) = L), то ft = id. Рассмотрим накры­
тие g: Y —> Р2 , ассоциированное с эпиморфизмом (̂ : i ? i (P 2 \L ,Z) —>> G = (Z/2Z)3, 
заданным равенствами ^(Аа^) = с^. Поскольку конфигурация L не имеет тройных 
точек, то Y = X является неособой поверхностью ид = / . Морфизм / индуцирует 
расширение полей /* (С(Р2)) С С(Х). Как и в § 1, выберем бесконечно удаленную 
прямую Loo, координаты (х,у)в¥2\Ь00н отождествим С(Р2) с полем рациональ­
ных функций С (ж, у). 

Рассмотрим элемент а Е Tors2(X) = Tors(X), а ф 0. Линейная систе­
ма \Кх + OL\ не пуста, и дивизор D принадлежит |i^x + OL\ ДЛЯ некоторого а Е 
Tors2(Xs) тогда и только тогда, когда 2D = /*(£) для некоторого элемента 
L E |L|, где L - прямая в Р2 . Действительно, по теореме Римана-Роха линейная 
система \Кх + OL\ не пуста, так как 

(НтЯ 2 (Х, 6Х(КХ + а)) = (НтЯ 0 (Х, 6х{а)) = 0. 

Пусть D a Е \Кх + OL\. Тогда 2D a E \2Kx\- Из теоремы Римана- Рохаполучаем, 
что dimH°(X,2Kx) = K\ + 1 = 3. С другой стороны, из утверждения 2.2 
следует, что 2КХ = f*(L) и (НтЯ 0 (Р 2 , 6^(1)) = 3. Следовательно, |2К Х | = 
/*(|L|) и D Е |i^x + «| для некоторого а Е Tors2(X) тогда и только тогда, когда 
2D = f*(L) для некоторого L E |L|. 

Легко видеть, что существуют ровно семь прямых L E |L|, для которых диви­
зоры f*(L) делятся на 2, а именно La С L, a E Tors2(X), а / 0 . Таким образом, 
имеем | / * ( L a ) = Da е \КХ + а|. 

Пусть ft: X —>> Х-некоторый автоморфизм. Тогда он индуцирует изоморфизмы 
ft* : Tors(X) -> Tors(X) и 

ft* : Я°(Х, tfx(tfx + а)) -> Я°(Х, tfx(tfx + Л*(а))) 

для каждого а Е Tors(X). Следовательно, ft*(Da) = D^*(a) для а Е Tors2(X), 
а / 0 . Автоморфизм ft индуцирует действие ft* на группе Div X. Имеем 

h*(f*(Lai - La2)) = ft*(2Dai - 2D a 2) = 2D^*(ai) - 2D^*(a2) 

= / * № / i * ( a i ) - £ j i * ( a 2 ) ) 

для всех «1,«2 Е Tors(X), а\ф а^ф 0. Следовательно, 

V Va2(x,y)JJ Vh*(a2)(x,y)J 

где cai)Q!2 - некоторая константа, так как каждая рациональная функция опреде­
ляется однозначно с точностью до умножения на константу своим дивизором ну­
лей и полюсов. Из (4.2) следует, что ft* индуцирует автоморфизм ft* поля С(ж, 2/) 
такой, что /* о ft* = ft* о /*, так как функции г

а1/ж ' ч порождают поле С(х,у). 

Более того, автоморфизм ft* индуцирует автоморфизм ft плоскости Р2 такой, что 
h(L) = L. Следовательно, ft = id и ft E Gal(X/P2). 

file:///2Kx/-
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ТЕОРЕМА 4.3 (ср. [8]). Пространство модулей^ поверхностей Кампеделли 
является унирационалъным многообразием, dimS^ = 6. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Используя те же аргументы, которые использовались в до­
казательстве теоремы 4.2, можно показать, что поверхности Кампеделли Х\ и Х2, 
определенные с помощью конфигураций прямых Кампеделли Ъ\ и L2, изоморфны 
тогда и только тогда, когда существует линейное преобразование h плоскости Р2 , 
переводящее L\ в L2. 

Осуществив подходящее линейное преобразование плоскости Р2 и подходящий 
автоморфизм группы (Z/2Z)3, можно предполагать, что в конфигурации прямых 
L = 5^L a прямые 1/(! 0,0)5 ^(0,1,0)? ^(i,i,o) и ^(1,1,1) заданы соответственно урав­
нениями zo = 0, z\ — О, Z2 = 0 и zo + 2:1 + Z2 = 0. Следовательно, кон­
фигурация прямых L определяется точкой из подмножества V, всюду плотного 
в (Р2 \ {четыре точки})3. Очевидно, что для любой точки i?o G V множест­
во AVQ С V, состоящее из точек, для которых соответствующие конфигурации 
прямых Lv, v G AVo, могут быть преобразованы в LVQ с помощью линейного пре­
образования плоскости Р2 , является конечным. Следовательно, пространство мо­
дулей *$ является унирациональным многообразием, dim *$ = б (см. также след­
ствия 4.23 и 4.25). 

4.2. Поверхности Бурниа . Пусть Ls = L\ + • • • + Lg - конфигурация девяти 
прямых в Р2 , изображенная на рис. 2. Эта конфигурация Ls имеет три четырех­
кратные точки pi, р2, рз и s (s = 0 , . . . , 4) тройных точек рз+г5 0 < г ^ s. Такие 
конфигурации прямых будем называть конфигурациями Бурниа. 

Рассмотрим накрытие g:Ys —> Р2 , индуцированное эпиморфизмом ip: 
Н\{¥2 \ L s , Z) —> G = (Z/2Z)2, заданным формулами 

^(А1) = ^(А2) = ^(Аз) = (1,0), 
^(А4) = ^(А5) = ^(А6) = (0,1), 
^(А7) = ^(А8) = ^(А9) = (1,1). 

Поверхность У5 имеет 3 + s особых точек, лежащих над четырехкратными точ­
ками pj , j = 1,2,3, и тройными точкамирз+г? 1 ^ г ^ s. Пусть а: Р2 —> Р2 -
композиция раздутий этих точек. Обозначим через Ej = cr_1(j9j), 1 ^ j ^ 3 + s, 
исключительную кривую, лежащую над точкой pj , и рассмотрим индуцированное 
накрытие Галуа f:Xs —>> Р2 . Данная поверхность X s называется поверхностью 
Бурниа. Имеем 

< ^ i ) = ( l , l ) , ^ 2 ) = (1,0), ^(е3) = (1,1), ^ з + » ) = (0,0), 1 ^ г ^ е. 

Следовательно, .Ej являются кривыми ветвления накрытия / для j = 1,2,3, 
а Ез+i не являются кривыми ветвления при г ^ 1. Таким образом, согласно лем­
ме 1.4 поверхность X s является гладкой поверхностью. Заметим, что число трой­
ных и четырехкратных точек конфигурации L меньше восьми и каждые четыре 
из этих точек не лежат на одной и той же прямой. Следовательно, Р2 является 
поверхностью дель Пеццо, возможно, с (—2)-кривыми. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.4. Построенные выше поверхности Бурниа Xs являются 
поверхностями общего типа с К\ = (6 — s), 0 ^ s ^ 4, и р9 = 0. 
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Рис. 2 

L2 

L3 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно утверждению 2.2 имеем 

2КХя Г 3L 
3+s 

г=1 

где L = сг*(Р1) - прообраз прямой Р 1 С Р2 . Следовательно, Xs является по­
верхностью общего типа и относительно минимальной моделью, так как Р2 - по­
верхность дель Пеццо, возможно, с (—2)-кривыми. Применив (2.2) и (2.8), легко 
видеть, что К\ — б — s и е(Х) = б + s. Поэтому из формулы Нётера следует, что 
ра = 1 — q + рд = 1. Как и выше, чтобы вычислить рд, достаточно вычислить гео­
метрические роды десингуляризаций Zi трех циклических накрытийgi'. Zi —> P2 , 
соответствующих трем эпиморфизмам группы G = (Z/2Z)2 в циклическую груп­
пу Z/2Z: 

Р2 
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в которой д = gi о hi для г = 1,2,3. Эти накрытия задаются в неоднородных 
координатах соответственно уравнениями 

vol = hhhhhh, (4.3) 
wl = hhhhhh-

Применив утверждение 3.2, можно легко показать, что геометрический род 
каждого из этих накрытий обращается в нуль, так как каждая из конфигура­
ций, заданных соответственно уравнениями hfohhhle — О, hh^hhh = 0 и 
hhhhhh — О, имеет четырехкратную точку. Таким образом, Xs имеет геомет­
рический род рд = 0. 

Обозначим через Lj собственный прообраз a~1(Lj) прямой Lj С Ls. Тогда 
дивизор ^2 Lj + ^2i=i Ei является дивизором ветвления накрытия / . Положим 

Щ = ГФ5\ j = l,...,9, 
2Di = f*(Ei), г = 1,2,3, (4.4) 
Dk = f*(Ek), 3<k^3 + s, 

и обозначим через t(Lj) число особых точек конфигурации Ls, лежащих на пря­
мой Lj. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.5. Имеем: 
(i) кривые Cj, j = 1 , . . . , 9, и Di, i = 1 , . . . , 3 + s, являются неособымщ 
(И) геометрический род кривой Cj, j = 1 , . . . , 9, равен g(Di) = 3 — t(Lj); 
(iii) геометрический pod кривой Di равен g{Di) = 1, если г = 1,2,3, и 

g{Di) = 0, если 3 < г ^ 3 + s; 
(iv) индекс самопересечения кривой Cj при j = 1 , . . . , 9 равен (С?)х3 = 1 — 

t(Lj); 
(v) индекс самопересечения кривой Di равен (D?)xs = —1, если i = 1,2,3, 

и {Dl)xs = —4, если 3 < г ^ 3 + s. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение (i) очевидно. 
Докажем утверждения (ii), (iii). Ограничение накрывающего морфизма / на 

кривую Cj, j = 1 , . . . , 9, является двулистным накрытием рациональной кривой, 
разветвленным в 8 — 2t(Lj) точках. Следовательно, g(Cj) = 3 — t(Lj). 

Ограничение морфизма / на кривую Di, г = 1, 2, 3, является двулистным на­
крытием, разветвленным в четырех точках. Следовательно, g{Di) = 1. Аналогич­
но, ограничение / на Di, 3 < г ^ 3 -\- s, является бидвойным накрытием рацио­
нальной кривой, разветвленным в трех точках. Следовательно, геометрический 
род #(£>;) = 0 . 

Теперь докажем утверждения (iv), (v). Так как (/*(£)), f*(D))xs — deg / x 
(D, D)p2 = 4(D, D)p2 для любого дивизора D на Р2 , то утверждение следует из 
равенств: (L2)p2 = 1 - t(Lj) для j = 1 , . . . , 9 и (#2)р2 = - 1 для i = 1 , . . . , 3 + s. 

Рассмотрим универсальное накрытие Галуа fs: Xs —> Р2 и универсальное 
неразветвленное накрытие hs^\Xs —>> Xs относительно эпиморфизма ср: 
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Hi(¥2 \ LS,Z) —> G = (Z/2Z)2 такие, что fs = fso hSj(p. Напомним, что на­
крытие fs индуцировано эпиморфизмом гр3^: Hi(¥2 \ LSJZ) —>> (Z/qZ)ks^, где 
(Z/qZ)ks^ wipSj(p определены уравнениями 

9 
У^ж7- = О, 
Й (4.5) 

xji(i) + xh(i) + XJ3(^) = °J 3 < г ^ 3 + s, 

где для каждого г тройка (ji(i), J2(*)j .7з(*)) является множеством индексов пря­
мых Lj таких, ЧТОРг = ^л(г) П ^"2(г) П LJs(i)' 

В случае s = 0 (нет тройных точек) имеем к$^ = 8 и 

deg/io,cp = 26. (4.6) 

В случае s = 1 будем предполагать, что р4 = ^з П1/6 П L$, тем самым получаем, 
что группа (Z/qZ)kl^ и эпиморфизм ^ 1 , ^ определяются уравнениями 

Следовательно, к\^ = 7 и 

9 

У^ж7- = О, 

жз + XQ + ж9 = 0. 

deg/ i i^ = 25. (4.. 

В случае s = 2 будем предполагать, что р4 = Ьз П LQ П Lg, а рб (см. рис. 3 
и 4) является пересечением либо прямых Li П L$ П Z/8 (конфигурация L^), либо 
L2 П L5 П Lg (конфигурация L2')• 

В случае конфигурации L2 получаем, что группа (Z/qZ)k<2^ и эпиморфизм ̂ 2,^ 
определяются уравнениями 

9 

j=1 (4.9) 
Ж3 + XQ + Жд = 0, 

ж2 + ж5 + ж8 = 0, 

а в случае конфигурации L2' группа и эпиморфизм определяются уравнениями 

9 

Y^Xj =°> 
j _ 1 (4.10) 

Ж3 + Ж6 + Жд = 0, 

^2 + Хъ + Жд = 0. 
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Следовательно, в обоих случаях получаем, что &2,у> — б и 

degft; '2, if 24. (4.11) 

В случае s = 3 будем предполагать, что р4 = ^з П LQ П Lg, ps = ^2 П 
L5 П Lg ирб = ^2 П 1/6 П Z/8. Следовательно, группа (Z/qZ)ks^ и эпиморфизм 
-03, (р определяются уравнениями 

Y^XJ = 0, 

Ж3 + Ж6 + Жд = О, 

^2 + Ж5 + Жд = О, 

Х2 + ^6 + Ж8 = 0. 

(4.12) 

Поэтому &з,у> = 5 и 
deg/i 1 , < р (4.13) 

В случае s = 4 будем предполагать, что р4 = ^з П 1/6 П Lg, J95 = L2 П L5 П Lg, 
Рб = ^2 П 1/6 П Z/8 и р7 = Ls П L5 П Lg. Эта конфигурация прямых L4 изображена 
на рис. 5. 
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L'2 

Рис. 4 

Следовательно, группа (Z/gZ)^4'^ и эпиморфизм ^4,^ определяются уравне­
ниями 

9 

Y,XJ О, 

(4.14) 
жз + х6 + ж9 = О, 

Х2 + Ж5 + Хд = О, 

^2 + Ж6 + Ж8 = О, 

ж3 + ж5 + ж8 = 0. 

Легко видеть, что ранг линейной системы (4.14) над Z/2Z равен четырем. Следо­
вательно, &4,у> = 5 И 

deg/i4,^ = 23. (4.15) 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.6. Пусть Xs является поверхностью Бурниа, а а Е 
Tors2(Xs) = Tors2 i? 2 (X s ,Z) , а / 0 . Тогда линейная система \KXS+OL\ не пус­
та и дивизор D принадлежит \Kxs + OL\ для некоторого а Е Tors2(Xs), а / 0 , 
тогда и только тогда, когда 2D = f*(D) для некоторого 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО теореме Римана-Роха линейная система \Kxs + ot\ не 
пуста, так как 

dimH2(Xs, &xs(Kxs + а)) = dimH°(Xs, < ? * » ) = 0-
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Рис. 5 

Пусть Da G |ifx s + a | . Тогда 2D a G |2i^xJ- Из теоремы Римана-Роха следует, 
что 

dimff0(Xe , 2 t f x J = K\s + 1 = 7 - s. 

С другой стороны, согласно утверждению 2.2 

3+s 

2КХа=Г hL-^Ei), 
^ г = 1 

dim Я0 f Р2, ^ 2 f 3L - ^ яЛ 7 - s . 

Следовательно, 

/I 3 + s 

| 2 Щ = Г 3 L - ^ K 
1̂ г=1 

и D G |ifx s + «| для некоторого a G Tors2(Xs) тогда и только тогда, когда 
2D = /* (D) для некоторого дивизора D е \ЗЬ — Y^=i ^ | • 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.7. Группа 2-кручения поверхности Бурниа Xs изоморфна 
Tors2(Xs) ~ (Z/2Z) 6-S njm s ^ 3 г/ Tors2(X4) ~ (Z/2Z)3. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Из следствия 1.6 вытекает, что ( Z / 2 Z ) d e s ^ cTors 2 (X s ) . 
Заметим, что deghs^ = б — s, если s ^ 3, и deg/i4,cp = 3. Из утверждения 4.6 
следует, что чтобы доказать предложение в каждом из случаев s = 4, 3, 2,1,0, 
достаточно показать, что существует ровно 2d e g hs^ — 1 полных непрерывных сис­
тем дивизоров D, принадлежащих линейной системе |3L — Х]г=1 ^ I и т а к и х 5 ч т 0 

прообраз f*(D) каждого дивизора D делится на два (т.е. f*(D) = 2D), и любые 
два дивизора | / * ( Z ^ ) , | /*(Z)j ) , принадлежащие разным системам, не являются 
линейно эквивалентными. 

Можно проверить, что: 
а) в случае s = 4 такими элементами D £ 3L — 5 ^ = 1 ^ ? для которых дивизор 

f*(D) делится на два, являются 

Z/3 + 1/6 + 1/9 + 2^4, 1/2 + 1/5 + 1/9 + 2Еб, 1/2 + 1/6 + 1/8 + 2Еб, 
L3 + L5 + Lg + 2E7, L2 + L3 + L7 + E b L5 + L6 + Li + E2 , 
Ls + I/9 + Z/4 + E3; 

б) в случае s = 3 элементами D G \SL — ^2i=1 Ei |, для которых дивизор /*(D) 
делится на два, являются 

L3 + L6 + L9 + 2E4, L2 + L5 + L9 + 2E5, L2 + L6 + L8 + 2E6, 

L3 + I/5 + 1/8, 1/2 + I/3 + I/7 + Ei, I/5 + 1/6 + I/i + E2, 

L% +1/9 +1/4 + Е3; 

в) в случае s = 2 и L2 = £ 2 элементами D G 3L — 5 ^ = 1 ^ ? для которых f*(D) 
делится на два, являются 

Z/2 + Z/з + Z/7 + Ei , Li + L5 + Z/6 + Е2, ^4 ~\- Eg -\- Lg -\- Ез, 

Li + L/2 + LQ + Ei, L2 -\- LQ -\- L^ -\- E2, L\ + L3 + I/5 + Ei, 
L3 + L5 + L7 + E2, 1/2 + I/4 + L9 + Ei , Z/2 + I/7 + L9 + E3, 

L3 + L4 + Lg + Ei, L3 + L7 + Lg + E3, Li + L5 + L9 + E3, 

L4 + L5 + L9 + E2, Li + Ьб + 1/8 + Ез, L^ + Ьб + Lg + E2; 

г) в случае s = 2 и L2 = £2 элементами D G 3L — 5 ^ = 1 ^ ' л л я К 0 Т 0РЬ 1 Х f*(D) 
делится на два, являются 

Z/2 + Ез + Z/7 + Ei , Li + L5 + LQ + Е2, L4 + Lg + L9 + E3, 

Li + L2 + 1/6 + Ei , Z/2 + 1/6 + I/7 + E2, Li + L3 + L5 + Ei , 

L3 + L5 + L7 + E2, Li + L4 + Lg + Ei , L4 + L7 + L9 + Ê 2, 
Z/2 + Z/5 + L9 + 2Z?5, L3 + LQ + Lg + 2E 4̂, L2 + LQ + Ls, 

L I + L 7 + L 9 + 2E;3, 2 L 4 + L 9 + E;I + E;2, L 3 + L 5 + L 8 . 

Можно проверить, что в случае s = 1 существует ровно 31 дивизор D G 3L — 
2 ^ = 1 ^ |, для которых f*(D) делится на два, а в случае s = 0 существует ровно 63 
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полных непрерывных систем дивизоров D в 3L — ^2i=1 ЕЛ, ДЛЯ которых f*(D) 
делится на два. Заметим только, что в случае s = 0 среди этих систем дивизо­
ров 60 систем состоят из одного дивизора, а последние 3 образуют одномерные 
линейные системы, а именно 

L\ + 2LP2 + Е2, L4 + 2Lp3 + Е%, L7 + 2LPl + E\, 

где LPi = a~1(LPi) - собственный прообраз прямой, принадлежащей пучку пря­
мых, проходящих через точку щ. Эти три пучка соответствуют трем элементам, 
скажем а1 ,а2 ,аз G Tors2(Xo), для которых dimH1(Xo, ^х0(^г)) = 1, и эти 
три элемента "приходят" из трех иррегулярных промежуточных циклических на­
крытий универсального накрытия Галуа /о: XQ —> Р2 относительно эпиморфиз­
ма ср: Hi(F2 \ Lo,Z) —>> G = (Z/2Z)2 (см. далее конец доказательства утверж­
дения 4.8). 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.8. Лргг s ^ 1 поверхности Xs являются регулярными, 
т. е. иррегулярности q(Xs) = 0 и q(Xo) = 3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Арифметический родра поверхности равенра = рд — q +1. 
Следовательно, чтобы вычислить д, достаточно вычислить р а нрд. 

Имеемpa(Xs) = 1. Следовательно, арифметический род 

pa(Xs) = 2k'«-2, (4.16) 

так как hs является неразветвленным накрытием и deg hs = 2ks^~2. 
Вычислим геометрический род р^(Х5) в случае s ^ 2, а вычисление геомет­

рического рода в оставшихся случаях будет оставлено читателю, так как эти 
вычисления используют одни и те же идеи. Как и в § 3, чтобы вычислить рд, до­
статочно вычислить геометрические роды 2 8& — 1 циклических накрытий, со­
ответствующих 2ks^ — 1 эпиморфизмам фт, т = 1 , . . . ,2ks^ — 1? из группы 
Gu.Lp — (Z/2Z)fcs'^ в циклическую группу Z/2Z, где группа GUj(p изоморфна под­
группе группы (Z/2Z)9, заданной в координатах ( x i , . . . , хд) одной из линейных 
систем уравнений (4.5)-(4.14). 

Легко видеть, что существует взаимно однозначное соответствие 7 между эпи­
морфизмами фт и элементами ( x i , . . . ,жд) G GUj(p такими, что для ^(фт) — 
( x i , . . . ,жд) циклическое накрытие, соответствующее фт, задается уравнением 

wli = П l i -

Из утверждения 3.2 следует, что вклад в геометрический род поверхности Xs мо­
жет быть сделан только циклическими накрытиями, соответствующими эпимор­
физмам фш, для которых сумма координат вектора ^(фгп) не меньше шести, и если 
она равна шести, то соответствующий дивизор ветвления не должен иметь четы­
рехкратных точек. 

В случаях s = 3 H S = 4 (см. линейные системы уравнений (4.12) и (4.14)) имеем 
ровно семь таких накрытий, заданных уравнениями 

Z? = /i^2^4^6^7^9-
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Следовательно, рд(Хз) =рд{Х^) = 7ид(Хз) = q{X^) = 0. 
В случае, когда s = 2 и конфигурация L2 = Ь2 (см. линейную систему уравне­

ний (4.9)), имеем ровно 15 таких накрытий, заданных уравнениями 

hfohhleh, %2 = hfafahfafa, z3 = hhhlehh, 
/1/2/4/6W95 %ь — hhhhhh^ ZQ = /1/2/4/5W95 
/1/3/4/5W85 %8 = hfafafahfai z9 = hhhhhh^ 
fohhhhh, zn — fohhlehh, z12 = fohhlehh, 
/3 /4 /5^7^85 ^14 = /2 /4 /6^7^95 zlb = /3/4/5/7/3/9-

Следовательно, j9p(X2) = 15ид(Х2) = О. 
В случае, когда s = 2и конфигурация L2 = L2 (см- линейную систему уравне­

ний (4.10)), имеем также ровно 15 таких накрытий, заданных уравнениями 

hfohhleh. 
hhhhhls. 
hfohlehh. 
/1/3/4/5W95 

/2 /4 /6^7^95 

4-
4-
4-

4г-
z14 -

= /1/4/5/6/3/95 

- /1/3/4/5/7/9, 

= /1/3/4/5/7/9, 

= /1/2/3^7^8^9, 

= /3/4/5/7/3/9, 

72 -
z3 -
ZQ -

72 -
z9 -

72 -
z\2 -
72 -
zlb -

= /2/3/4/7W95 

= /1/3/4/6/7/85 

= /1/2/4/6^8^95 

= /2/3/4/7W95 

= hhhhhlehh-

Кривая ветвления 15-го двойного накрытия имеет степень 8 и две четверных 
точки. Следовательно, геометрический род этого накрытия равен единице. Таким 
образом, снова имеем рд{Х2) = 15ид(Х 2 ) = 0. 

Оставшиеся два случая оставляем для проверки читателю, заметим только, 
что ненулевой вклад в иррегулярность поверхности XQ дают только следующие 
циклические накрытия: 

^i = hfohh, z2 = /1/7/8^95 z3 = hhleh-

СЛЕДСТВИЕ 4.9. Фундаментальная группа поверхности Бурниа Хо явля­
ется неабелевой бесконечной группой. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из утверждения 4.8. 

Легко видеть, что с точностью до линейных преобразований на Р2 существует 
только одна конфигурация Бурниа £4 (изображенная на рис. 5). 

Зафиксируем однородные координаты (zo : z\ : z2) в Р2 . Обозначим через 
£%Q-S = {Ls = !/! + ••• + L 9 } , s ^ 4, семейство упорядоченных конфигура­
ций Бурниа таких, что Li, L4 и L? заданы соответственно уравнениями z$ = О, 
z\ — 0 и z2 — 0, а р4 = (1 : 1 : 1) (в случае s = 0 точка р^ - это пересечение 
Ls nZ/9). Легко видеть, что любая конфигурация Бурниа может быть преобразова­
на в конфигурацию, принадлежащую S$e-s с помощью линейного преобразования 
плоскости Р2 . Обозначим через Fs : ^Q-S —> £$6-s семейство поверхностей Бур­
ниа со слоем Fg

_ 1(L s) = Xs над точкой Ls £ S%Q-S,
 г л е Xs - поверхность Бурниа, 

определенная с помощью конфигурации прямых Ls. 

4 
4 
4 

z10 
Z12> 

4 
4 
4 

Z1Q 

z 1 3 
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Если s = 3, то конфигурация Ь% G ^ з однозначно определяется точкой р$ = 
Z/2 П L$ П Lg G I/g, так как прямые Ls, LQ, L$ определяются точкойр^ = ( 1 : 1 : 1 ) , 
прямые L2 И Z/5 определяются точкой ps £ L$, & Lg определяется точкой рб = 
Z/2 П Ьб. Следовательно, 

^ з ^ (Р1 \ {три точки}) \ ^ 2 , (4.17) 

где ^ 2 — {^4,о} состоит из единственной конфигурации £4,0, соответствующей 
случаю, когда L% П L$ П Lg ф 0. 

Положим ^ 4 = ^ 4 и ^ 4 ? г д е ^ 4 (соответственно, Й§4) состоит из конфигура­
ций L2 (соответственно, Щ). Легко видеть, что конфигурация L2 G ̂ 4 однозначно 
определяется точкой р5 = Z/2 П L5 П Ls. Следовательно, 

^ 4 - Р2 \ {шесть прямых}. (4.18) 

Аналогично, L2' G $&'l однозначно определяется точкой р§ G L$ и прямой, принад­
лежащей пучку прямых, проходящих через точку рз- Следовательно, 

S8£ ~ (P1 \ {три точки})2 \ (Й82 U Й83). (4.19) 

Как и выше, ясно, что L\ G ̂ 5 однозначно определяется прямыми Z/2, L§ и Ls, 
принадлежащими соответственно пучкам прямых, проходящих через точки pi, P2 
ирз- Следовательно, 

^ 5 ^ (Р1 \ {три точки})3 \ (Й82 U ^ з U Й84). (4.20) 

Аналогично, 
^ 6 ~ (Р1 \ {три точки})4 \ Ж5, (4.21) 

где многообразие ^ 5 ~ это объединение вырождений конфигураций Lo, dim ^ 5 = 3, 
^2 и ^3 и ^ 4 и ^ 5 с ! 5 . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.10. Любые две поверхности Бурниа Х'2 и Х^ не изоморф­
ны друг другу. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что существует изоморфизм h: Х'2 -л Х'^. 
Тогда он индуцирует изоморфизмы h* : Т о ^ ^ ^ ) —> Tors2(X2) и 

Н*:Н°(Х%, вхп{Кхп + а)) -»• Я ° ( ^ , GX,(KX, + Л » ) ) 

для каждого a G Т о ^ ^ ^ ) . Заметим, что из утверждения 4.8 и теоремы Рима-
на-Рохавытекает, что dim Н°(Х2, @xrr(Kxtt+a)) = 1 для а ф 0. Следовательно, 
мы должны иметь 

для каждого К^ G \КХ" + а\. С другой стороны, среди неприводимых компо­
нент дивизоров К а найдется рациональная кривая с индексом самопересечения, 
равным —2 (кривая Сд; см. утверждение 4.5 и предложение 4.7), но среди неприво­
димых компонент дивизоров К'а G \КХ/ + а\ нет таких кривых. Противоречие. 
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УТВЕРЖДЕНИЕ 4.11. Для каждого s = 0 , . . . ,4 и для каждой конфигурации 
Ls,o £ ^ б - s существует лишь конечное число конфигураций Ls Е ^ 6 - s , дл̂ г 
которых соответствующие поверхности Бурниа Xs = FS

_1(LS) изоморфны 
поверхности Xs^ = Fs

_1(LS)o)-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПОЛОЖИМ Ж = f1 ту = I2-, где (го : z\ : 2:2) -выбранные 
выше однородные координаты в Р2 . Тогда прямые L4, 1/з, 1/2, I/7, I/g, I/s, I/5 и Z/6 
задаются соответственно уравнениями ж = 0, ж = 1, ж = ai , у — 0, ?/ = 1, 
у = bi, х — с\у и ж = С22/ при некоторых ai , 61, ci, C2 Е С \ {0,1}. Рассмотрим 
инъективное отображение rs: £$6-s —> C d i m ^ 6 _ s , заданное следующим образом 
(если s = 2, то рассмотрим два отображения: г2 и г^)-

В случае ^ з имеем С2 = 1, с\ — ai и bi = ai . Следовательно, ai является 
координатой в ^ з - Положим гз(£з) = fti E C 1 . Заметим также, что конфигурация 
^ 2 = {£4,0} и меет координату a 1 = —1. 

В случае ёЗ'^ имеем С2 = 1, а\ — Ь\С\ и (bi, c\) являются координатами в ёЗ'^. 
Положим r2(L2) = (bi,ci) E С2. 

Аналогично, в случае Й§4 имеем c<z — 1, ci = ai и (&i, ci) являются координа-
тамивй§4- Положим гЩЩ) = (bi,ci) E С2. 

В случае ^ 5 имеем С2 = 1 и (ai, bi, ci) являются координатами в Й§5- Положим 
n ( L i ) = ( a b 6 i , c i ) E C 3 . 

В случае £$6 числа ai , 61, ci, C2 являются координатами в 8ё$. Положим 
ro(L0) = ( a i ,6 i , c b c 2 ) E С4. 

Очевидно, образ r s ( ^ 6 - s ) является открытым всюду плотным множеством 
в ( ^ d i m ^ 6 _ s < 

Пусть Iso(XS5o) ~ множество конфигураций L s , для которых поверхности 
F~ г (Ls) изоморфны поверхности Xs 5o. Заметим, что Iso(Xs 5о) является квазипро­
ективным подмногообразием многообразия SSe-s. Действительно, каждая поверх­
ность Xs является поверхностью с обильным каноническим классом (возможно, 
по модулю (—2)-кривых). Вложения поверхностей Xs в Р xs, заданные линей­
ными системами \ЪКх81, определяет морфизм fi: S$e-s ~^ Hilbpx в схему Гиль-

1 О ТС^ 

берта поверхностей в Р х* с фиксированным многочленом Гильберта. Группа 
PGL(KXR%e + 1, С) действует на HilbpXs и 

Iso(Xs,0) = / i - 1 ( ^ ( ^ 6 - 5 ) n P G L ( 1 0 ^ i s +l ,C)( / i (L s , 0 ) ) . 

Следовательно, чтобы доказать утверждение, достаточно показать, что образ 
гs (Iso(XS)o)) состоит из конечного числа точек. 

Для этого рассмотрим произвольные две изоморфные между собой поверхности 
Бурниа Xs^o, XSji, и пусть h: XS:Q —> XSji - изоморфизм между этими поверхнос­
тями. Как и в доказательстве утверждения 4.10, изоморфизм h индуцирует изо­
морфизмы 

Л*: T o r s 2 ( X M ) ^ T o r s 2 ( X s , o ) , 
h*:H°(X3il, ex8A(Kx8A + a)) -> #°(X e ,o , @xs,0(Kx^0 + Л*(a))) 

для каждого а Е Tors2(XS5i). Из утверждения 4.8 и теоремы Римана-Роха вы­
текает, что dimH°(XS:i, Gxs i(Kx31 + а)) — 1 л л я каждого а / 0, если s ^ 1, 
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и для почти всех а ф 0, за исключением трех частных значений а, если s = 0. 
Следовательно, мы должны иметь 

Ko,h*(a) = h*(Kiia) 

для каждого К\^ G \Kxs г + OL\ (В случае s = 0 мы рассматриваем только 60 эле­
ментов а, для которых dim Д°(Х 5 д, Gxs 1 (Kxs х + а)) = 1). В обозначениях (4.4) 
каждый дивизор i^i , a является линейной комбинацией кривых Cj5i, j = 1 , . . . , 9, 
и Di,i, * — 1 , . . . ,3 + s. Следовательно, h*(Ri) = До? где Д& = X^=i Cj,fc + 
X]i=i £^,/c л л я & = 0,1 и инварианты кривых Di^k и Cj?fc являются инварианта­
ми поверхностей Xs^. В частности, множество Д/(Х5?/С), состоящее из компонент 
дивизора Д&, имеющих положительный род, является также таким инвариантом. 
Заметим, что D ̂ ,/с £ R'{XS^) для г = 1,2,3 и ( 7 ^ £ R'(XS^), если t(Lj^) ^ 2, 
и, в частности, C i ^ , С 4 ,ь CV,/c G Rf(Xs^k)-

Пусть С - эллиптическая кривая. Обозначим через Д с подмножество в С \ 
{0,1}, состоящее из комплексных чисел с таких, что кривая С может быть пред­
ставлена в виде двулистного накрытия / : С —> Р1 , разветвленного в четырех точ­
ках 0,1, с, оо. Хорошо известно, что для всякой эллиптической кривой С множес­
тво В с состоит из конечного числа точек. 

Аналогично, для гиперэллиптической кривой С, д(С) = 2, обозначим через В с 
подмножество в (С \ {О, I})3, состоящее из троек (ci, С2, сз) комплексных чисел, 
Ci ф Cj при i ф j , таких, что кривая С может быть представлена как двулистное 
накрытие / : С —> Р1 , разветвленное в шести точках 0, 1, ci, С2, сз, оо. Как и 
в случае эллиптической кривой, множество Вс является конечным для каждой 
кривой С рода два. 

Рассмотрим ограничение накрывающего отображения / : Xs —> Р2 на кривую 
С G R' (Xs). Оно является двулистным накрытием прямой Р1 . Положим 

BXs = U вс-
ceR>(xs) 

Из приведенных выше рассуждений вытекает, что 
(*) для поверхности Бурниа Xs множество Bxs является конечным и 

является инвариантом поверхности Xs с точностью до изоморфизма. 
Теперь, чтобы завершить доказательство утверждения, достаточно заметить, 

что: 
а) в случае ^ з образ гз(£з,о) = сц € Вх3 0, так как а\ G Вс7 0; 
б) в случае ёЗ^ (и, аналогично, в случае Зё%) образ ^(£2,0) = (&ъ c\) для неко­

торых &i, c\ G Дх2 ,0 ' т а к к а к ^1 ^ ^С*4,о и c i ^ ^£>2 ,о 5 
в) в случае ^ 5 o6pa3ri(Li5o) = (ai ,bi ,ci) для некоторых ai ,b i ,c i £ Б х 1 0 , т а к 

как<21 G Д с 7 , 0 5 &1 £ ^ С 4 , 0 ИС1 G Д о 2 > 0 ; 

г) в случае ^ 6 образ ro(Lo,o) = (tti,bi,ci,C2) для некоторых элементов Ь]_, 
(ai, ci, с2) G Дх0,0 5

 т а к к а к &i G ^С4,0 и (ai, ci, c2) G Д^>9;0 • 
Обозначим через @xs касательный пучок и через Пг

х пучок дифференциаль­
ных г-форм на Xs. 
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.12. Для 0 ^ s ^ 4 имеем: 
(i) d i m t f ° ( X s , O x J = 0; 
(ii) dim Я 1 (Xs , 0 X s ) = 2s - 2 + 3 max(0, 2 - s); 
(iii) dim Я2(Xs, © x J = 3 max(0, 2 - s). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Известно, что dim H°(XSj@xs) = 0 для поверхностей об­
щего типа, так как группа автоморфизмов поверхностей общего типа является дис­
кретной. 

По теореме Римана-Роха эйлерова характеристика x(®xs) пучка @xs выра­
жается формулой 

2 

Х(&х.) = £ ( - 1 Г &тН\Ха, вХе) = 2K2
Xs - 10 = 2s - 2 

г=0 

и по двойственности Серра 

йтН*(Хв,&х8) =dimH2~i(Xs,n1
Xs ®П2

Хя). 

Следовательно, чтобы доказать предложение, достаточно доказать следующее 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.13. Для поверхности Бурниа Xs, s = 0 , . . . ,4, имеем 

dimH°(Xs,n1
Xs ® f t x j = 3max(0, 2 - s). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим X = Xs. Выберем такую карту U = С2 с Р 2 , 
что все особые точки конфигурации L лежат в U. Пусть ж, у - неоднородные коор­
динаты в U, h(x, у) = 0 - уравнение прямой Li с L. 

Включение полей рациональных функций С(Р2) С С(Х), индуцированное мор-
физмом / , является расширением Галуа с группой Галуа G = (Z/2Z)2. Пусть 
а\ = (1, 0), OL2 — (0,1) и аз = (1,1) -ненулевые элементы группы G. Отождеств­
ляя С(Р2) с полем К Q = С (ж, у) рациональных функций от ж, у и поле С(Хг) с полем 
К = C(x,y,wi,W2,ws), где ж, у, w±, W2, ws удовлетворяют уравнениям (4.3), не 
ограничивая общности, можем считать, что а (ж) = ж, а(у) —у для всех « G G H 

ai(wi) = wi, a2(w1) = a3(w1) = -wi, 
«2(^2) = W2, ai(w2) = «3(^2) = —W2, 
«3(^3) = W3, ai(ws) = a2(ws) = -W3. 

Положим Ki = С (ж, у, Wi) и обозначим через gi'. Zi —> Р2 накрытие, индуцирован­
ное расширением KQ С Ki. 

Рассмотрим пространства М, Mo, Mi, M2, М3 рациональных ((1,0) 0 (2,0))-
форм на X, Р2 , Zi, Z2, Z3 соответственно. Имеем Мо С Mi С М для г = 1, 2, 3 и 

М0 = С(ж, у) dx 0 (б?ж Л dy) 0 С(ж, 2/) ф 0 (сЬ Л ф ) , 
М = К dx ® (dx Ady) ® К dy ® (dx Л ф ) , 

Mi = Kidx® (dx Л ф ) ®Kidy® (dx Л ф ) , г ^ 1. 
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Более того, группа G действует на М и MG = Mo. Кроме того, ио Е М при­
надлежит пространству Mi, i = 1,2,3, тогда и только тогда, когда щ(и) = ио 
и aj (ио) = —CJ для j ф г. 

Группа Галуа G действует также на пространстве Н°(Х, 0}х 0 &х), и это 
пространство также раскладывается в прямую сумму собственных подпрост­
ранств Н^у. 

3 

г=0 

где ио Е Нф, г ̂  1, тогда и только тогда, когда с^ (о;) = ио и а^ (а;) = — ио для j ф i, 
a u; E i?(o) тогда и только тогда, когда а^о;) = ио для всех г. Легко видеть, что 

Я ( .} = Я°(Х, П^ 0 П^) П Mi (4.22) 

для г = 0,1, 2, 3. 

ЛЕММА 4.14. Пусть (V, о) с С2 х С1 - росток поверхности, заданный 
в координатах (z\,Z2,wi) уравнением w\ — z\. Рассмотрим действие груп­
пы Z/2Z на H°(V, fly 0 &%/)•) заданное формулами a(z\) = zi, а (22) = ̂ 2, 
a(wi) = —w;i, где а Е Z/2Z - ненулевой элемент. 

(i) Eta/ш u; E Я°(У, Пу 0 Пу) инвариантна при действии группы Z/2Z, т о 

CJ = ( P(zi,z2) \- Q(zi,z2)dz2 ) 0 (dzi Adz2); 

(И) если ио Е i?°(V, П у 0 П у ) антиинвариантна при действии группы Z/2Z, 
то 

ио = (P(zi,Z2)dzi + Q(zi,Z2)dz2) 0 , 

где P(2i,22) ^ Q(zi,Z2) - некоторые аналитические функции от z\ и Z2-

dziAdz2 
W\ 

{ dz\/\dz2 \ dz\/\dz2 
к W\ ) 

форма ио Е H°(V, fly 0 Q'y) может быть записана в виде 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что Zl Z2 является нигде не обращающейся 
в нуль голоморфной 2-формой на У и a(dzi^dz2) = — dz^dz^ . Следовательно, 

/ , 7 7 7 4 dziAdz2 ио = (fi2 dz2 + h3 dwi) 0 , 

где /i2, hs E H°(V, 6y)- Аналогично, функции hi могут быть записаны в виде hi = 
H/

i(ziJZ2) + wiH'/(zi,Z2), где H/
i(ziJZ2) и H'/(zi,Z2) - некоторые аналитические 

функции от z\ и Z2. 
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Легко видеть, что UJ является инвариантной формой тогда и только тогда, когда 
Н2 (zi •> zz) = Нз {ziiz2) — 0, и о; является антиинвариантной формой тогда и толь-
ко тогда, когда H^izi, z*i) — H'z[z\^Z2) — 0. Чтобы завершить доказательство 
леммы, заметим, что w\ dw\ = | dz\. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.15. Имеем Я(0) = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть UJ е #(о)> UJ ф 0. Из леммы 4.14 следует, что 
над картой С/ = С2 она может быть записана в виде UJ — UJ\ 0 (dx A dy), где 
uj\ G H°(U \ Sing L, ^ ^ \ S i n £,(l°g £)) является 1-формой с логарифмическими по­
люсами вдоль L. Предположим, что она имеет полюсы вдоль прямых L^,..., Lik, 
0 ^ к ^ 9. Тогда UJ может быть записана в виде 

,._P(x,y)dX + Q(x,y)dy^{dxAdy^ ( 4 2 3 ) 

li1 . . . I гк 
где P(x,y),Q(x,y) G С[ж, 2/] являются многочленами степени не больше, чем fc — 4. 
Действительно, 1^ . . . Z f̂ĉ  является регулярной формой на С2 \ Sing L. Следова­
тельно, она может быть записана в виде 

lix . . . likuj = (Р(х, у) dx + Q(x, у) dy) ® (dx A dy), 

где P(x,y),Q(x,y) G С[ж, 2/]. Далее, о; является регулярной формой в общей точке 
бесконечно удаленной прямой L^ = Р 1 \ С2. Пусть (ZQ : z\ '. z<i) - такие однород-

, Ч Т О X = — Т/Г 7/ = ^2 . . Т П Г Я Я R Т.ГППП 7ТТ/ГТТЯ ТЯ Т 7/, = — 77 = -^ 

форма о; имеет следующий вид: 
ные координаты на Р , что ж = - 1 и ?/ = т2" • Тогда в координатах ?J = - , v 

ZQ ZQ x 

. . uk 2P(u,v) uk 2vQ(u,v) \ 7 uk 1Q(u,v) 7 \ (duAdv 
UJ = [ [ — „ v " L Л — ~ K J du —S~ ~ dv\(&[ 

Следовательно, deg Q ^ к — 4, если UJ является регулярной в общей точке бес­
конечно удаленной прямой. Точно так же мы получим, что deg P ^ к — 4, если 
рассмотрим координаты и\ = - , v\ — — . Следовательно, к ^ 4. 

Пусть li(x,y) = у + а̂ ж + Ь̂ - Имеем а̂  т̂  aj? если г ф j , так как все особые 
точки конфигурации L лежат в [ / , и 

dy = d/̂  - (ц dx. (4.24) 

Подставляя (4.24) в (4.23), получаем, что 

с = (P(x,y)-aiQ(x,y))dX + Q(X,y)dk ^ ( & л ^ _ ( 4 2 5 ) 

H i • • • Hfc 

Поскольку 

(P-aiQ)dx + Qdk 0, - ! = х Gtf ( t / \ S m g L , n c / x z ( logL 2 ) ) , 
H i • • • Hfc 

то многочлены P(x, y) — ai-Q(x, у) должны делиться на U, (ж, у) при j = 1 , . . . , к. 
Следовательно, к ^ 5 и пучок Р(х,у) — aQ(x, 2/) = 0 плоских кривых степени d = 
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к — 4 должен иметь к различных слоев, содержащих прямые, и по предположению 
каждая из этих прямых не является неподвижной компонентой этого пучка. 

Покажем, что это невозможно в нашем случае. Действительно, случай d = 1 
(т.е. к = 5) является невозможным, так как только четыре прямые, принадлежа­
щие конфигурации L, могут лежать в одном и том же пучке. Случай d = 2 (т.е. 
к = 6) невозможен, так как пучок коник может иметь только три слоя, содержа­
щих прямые. 

Чтобы показать, что случай d ^ 3 (т.е. к ^ 7) является невозможным, заме­
тим, что если конфигурация прямых lix ... lik = 0 имеет четырехкратную точку р, 
то порядки нуля многочленов Р(х,у) nQ(x,y) в этой точке должны быть не мень­
ше двух. Следовательно, порядок нуля каждого члена пучка Р (ж, у )—aQ (ж, у) = О 
в точке р должен быть также не меньше двух. Действительно, предположим, что 
конфигурация Ux ... Uk = 0 имеет такую точку р. Не ограничивая общности, мо­
жем предполагать, что точкар имеет координаты (0, 0). Пусть a: U —> U - разду­
тие точки р. В одной из карт морфизм а задается уравнениями х — х\ и у — х\у\. 
В этих новых координатах форма ио имеет следующий вид: 

{P{x1,x1y1)+y1Q{x1,x1y1))dx1+x1Q{x1,x1y1)dy1 
UJ = —z - 0 {xi dx\ A ш/i), 

xi Hi • • -нк 

и поэтому порядок нуля многочлена Q(x,y)~B точке р должен быть не меньше двух, 
так как согласно лемме 4.14 форма ио является формой с логарифмическими полю­
сами вдоль исключительной кривой х\ — 0. Аналогичные аргументы (надо рас­
смотреть отображение, заданное уравнениями х — Х2У2 и у = у2) показывают, 
что порядок нуля многочлена Р(х,у)в точке р должен быть также не меньше двух. 

Покажем, что случаи d = 3,4, 5 (т.е. к = 7, 8, 9) также невозможны, так как 
в каждом из этих случаев пучки кривых Р(х, у) — aQ(x, у) = 0 степени d обязаны 
иметь неподвижную прямую, принадлежащую конфигурации прямых 1^... lik = 0. 
Действительно, каждая общая точка любых двух прямых (лежащих в разных сло­
ях пучка Р(х,у) — aQ(x, у) = 0) из конфигурации Ux ... Uk = 0 является базисной 
точкой пучка. Однако легко проверить, что если мы удалим любые две прямые из 
конфигурации L (случай d = 3, т.е. к = 7), то получим новую конфигурацию, со­
стоящую из семи прямых таких, что найдется компонента в новой конфигурации, 
проходящая через четыре особые точки этой конфигурации (считаемые с кратнос-
тями). Следовательно, эта прямая должна быть неподвижной компонентой пучка 
кривых степени 3. Аналогично, если удалить любую прямую из конфигурации L 
(случай d = 4, т. е. к = 8), то получим новую конфигурацию, состоящую из восьми 
прямых, такую, что в новой конфигурации найдется прямая, проходящая через че­
тырехкратную точку и через три другие особые точки новой конфигурации. В слу­
чае d = 5 (т.е. к = 9) также существует прямая (например, Li), проходящая через 
две четырехкратные точки и две другие особые точки конфигурации L. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.16. Пусть X - поверхность Бурниа Xs. Тогда 

dimi^!) = dimi?(2) = dimi?(3) = max(0, 2 — s). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим пространство Н^ (дляН(2) иЯ(3) вычисле­
ние их размерностей аналогичны). Пусть и G ̂ ( i ) , и Ф 0. Тогда, так как и G Mi, 
имеем 

/ т-» / Ч У т-» / \ 7 \ dx A dy и; = (Ri(x,y)dx + R2{x,y)dy) 0 , 

где Ri(x, у) являются рациональными функциями. Заметим, что форма х у не 
имеет ни нулей, ни полюсов на Y\ \ Sing Y\, так как w\ — 1\ .. .1$ и deg /i .. JQ = б 
(см. § 3). Следовательно, так как UJ является регулярной формой над общей точкой 
прямой Loo, то, как и в доказательстве утверждения 4.15, применяя лемму 4.14, 
можно легко показать, что и может быть записана в виде 

Р(х,у) dx + Q(x,y) dy dxAdy , . л„ч 
u = v ,yj , , , ; ® - , (4.26) 

где Р(ж, ^/), Q(x, у) G С[ж, ̂ /] являются многочленами степени не больше двух и, 
более того, форма определяется следующим образом: 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy 0, ! х 
"1 = ^ ^ ^Н ( t / \ S m g D i , n c / X S i n g ^ i ( l o g D i ) ) , 

где Z î = L7 + L$ + Lg. He ограничивая общности, можно предполагать, что 
рз = (0,0), h(x,y) = х - ay, h(x,y) = у, h(x,y) = ж - ynl9(x,y) = ж, где 
а ф 0,1. 

Чтобы разрешить особые точки поверхности Ys, нужно раздуть четырехкрат­
ные и тройные точки конфигурации Ls. Если формаu; G Нп\,то она должна быть 
регулярной над раздутыми кривыми ^ • 

Следующие леммы дают необходимые и достаточные условия для того, чтобы 
форма (4.26) была регулярной над точками кривой Е%. 

Л Е М М А 4 . 1 7 . Пустъ(у,о) С (С2хС2 ,о) - росток нормальной поверхности, 
заданной в координатах (21,22,^1,^2) уравнениями w\ = ж — ау и w\ = 
ху[х — у), где а ф 0,1, и пусть 

u=P(x,v)dx + Q(x,v)dv9dxA*LGH0 {уЫ^П2, 
ху[х — у) wi v v 

где P(x,y),Q(x,y) G C[x,y], degP(x,y) = degQ(x,y) = 2 , и и: V ^ V -
минимальное разрешение особой точки о поверхности V. Тогда 

_ ydx - xdy P2(x,y)dx + Q2(x,y)dy\ ^ dx A dy 
Xy(x-y) Xy(x-y) J W! 

где с - некоторая константа и Р2(х,у), Q2(x,y) - однородные многочлены 
степени два. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через Z образ g(V) при отображении 

g((x,y,w1,w2)) = (х,у), 

и пусть a: Z —> Z - раздутие точки д(о), Е = а~1(д(о)). Согласно лемме 1.4 ото­
бражение f:V —> Z, индуцированное отображением д, является аналитическим 
накрытием и может быть разложено в композицию / = f\ о hi, где fi'.Vi —> Z 
является Z/2Z-HaKpbrraeM и Vi бимероморфно поверхности, заданной уравнением 
w2 — х — ay. 

Морфизм а задается уравнениями х = и, у = uv в некоторых локальных ко­
ординатах на Z. В этом случае поверхность V\ локально задается уравнением 
w2 — и(\ — av). Следовательно, отображение ]\ разветвлено вдоль Е и лег­
ко видеть, что отображение h\ не является разветвленным в общей точке кривой 
f^~ (Е). Таким образом, hi является локальным изоморфизмом в общей точке 
кривой /~г(Е). 

Форма ио является мероморфной формой на Vi, и по предположению ее прообраз 
h*(u) является голоморфной формой. Следовательно, ио является голоморфной 
формой в общей точке кривой f^ (Е). Более того, согласно лемме 4.14 она может 
иметь не более чем логарифмические полюсы вдоль кривых, заданных у равнения­
ми у = 0, х — у = Оих — ay = 0. Имеем 

(Р(и, uv) + vQ(u, uv)) du + uQ(u, uv) dv udu A dv 
UJ = ^ " ^ V / - / ч -^^ " ® 

u^vyl — v) w\ 
(P(u.uv) + vQ(u.uv)) du Q(u,uv) dv\ / 7 7 ч 
v v J v yy + - 1 1 7 : — L ^ - ) ® ( d w 1 A d v ) . u2v(l — v) uv(l — v) 

Следовательно, Q(0,0) = P(0,0) = 0 и многочлен P(u, uv) + vQ(u,uv) должен 
делиться на и2. 

Положим Р = а\х + а2у + Р2(х,у) и Q = Ь\х + Ъ2у + Q2(x,y), где Р2 и Q2 -
однородные многочлены степени два. Имеем 

Р(и, uv) + vQ(u, uv) = а\и + a2uv + h\uv + b2uv2 + P2(u, uv) + Q2(u, uv), 

где P2(u, uv) + Q2(u, uv) делится на и2. Следовательно, а\ — Ъ2 = 0 и а2 = —Ъ\. 
Имеем 

ydx-xdy P2(x,y)dx-\-Q2(x,y)dy\ dx Ady 
a2 ^ xy(x - у) ху(х -у) J wi 

ЛЕММА 4.18. Пусть x,y - координаты в U = С2, о = (0,0), D с U -
дивизор, заданный уравнением ху[х — у) = 0, и 

_ P(x,y)dx + Q(x,y)dy 0 ( х , 

где Р{х,у) и Q{x,y) - некоторые однородные многочлены степени два. Тог­
да UJ\ является линейной комбинацией форм ^ , -^ и „ ~ У • 

х у х у 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку ел Е Я°( [ / \ {(0,0)},ft^v г,0 0ч-, (log-D)), то 
Р = yP1(xJy)nQ = xQi(x,y). Пусть Pi (ж, /̂) = а\х + а22/ и Qi(x,y) = Ъ1х + Ъ2у. 
Положим I — х — у. Имеем dl = dx — dy. Следовательно, 

_ У Pi (х, у) dx + xQi(x, у) dy 
ху(х - у) 

((х — 1)Р\(ж, х — I) + xQi(x, х — I)) dx — xQi(x, x — I) dl 
x{x — 1)1 

_ ((ai + a2 + bi + &2)ж2 + l(-. .))dx - xQi(x,y)dl 
x{x — 1)1 

и поэтому должно выполняться следующее тождество: 

а\ + а2 + Ь\ + 62 = О, 

т.е. 

_ (aix?/ + a2y2) dx + (&ix2 - (ai + a2 + b i ) ^ ) efo/ 
ж2/(ж - /̂) 

dx т dy , ч d(x — v) 
= - a 2 — + h— + (ai + a2 — — • 

x у x — у 

Из лемм 4.17, 4.18 следует, что если и Е Н г и, то UJ имеет следующий вид: 

/ ydx — xdy dx dy d(x — у) \ dx Ady 
u = <w Vf ^ + c i — +c2—+c3^ ^ 0 y-. 4.27 

V y{x-y){x-ay) x у x-y J W! 

ЛЕММА 4.19. Форма 

dx dy d(x — y) 
UJl — C\ h C2 h Сз 

x у x — у 
является регулярной в общей точке бесконечно удаленной прямой Ь^ = 
Р2 \ С2 тогда и только тогда, когда с\ + с2 + сз = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х = ^ и у = ^ . Имеем 
б?ж efa/ d(x — у) 

ил — с\ V с2 Ь с3 х у х — у 
du с2(1 -г ;) - с3г; 

= (ci + с2 + с3) 1 т- г dv. и г?(1 — v) 

ЛЕММА 4.20. Пусть D с Р2 - проективное замыкание кривой DQ С С2, за­
данной уравнением ху(х-у) = 0, и пусть о = (0,0) Е С2 - начало координат. 
Тогда 

ydx-xdy ^ ff0fjn)2 v f ^ 0 i 
ж2/(ж - /̂) 

G ^ ( P 2 \ { o } , ^ 2 U o } ( l o g D ) ) . 

6 Серия математическая, №5 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится прямой проверкой. 
Из лемм 4.19 и 4.20 следует, что если форма и, записанная в виде (4.27), принад­

лежит пространству Нп\, то 
ci + с2 + с3 = 0. (4.28) 

Пусть точка р2 имеет координаты (6,0). Следующая лемма дает для фор­
мы (4.27) необходимое и достаточное условие ее регулярности над точками 
кривой Е2. 

ЛЕММА 4.21. Пусть V - десингуляризация ростка поверхности (V, о) С 
(С 2хС 2 ,0) , заданной в координатах (х, у, и>1,и>з) уравнениями w\ — (x-aiy)x 
(х — а2у)(х — азу) и w\— у, и пусть 

( у dx — (х + Ъ) dy dy\ dxAdy п , 9 

V (х + Ъ)у(х-у + Ъ) у J ил v v" 

где a i , а2, аз и Ъ - некоторые константы, ai ф ctj при г ф j , ai ф 0 для 
г = 1, 2,3 и Ь ф 0. Тогда с-Ьс1 = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим накрытие g: V —> g(V) = Z с С2, задан­
ное формулой g((x,y,wi,ws)) = (х,у), и пусть сг: Z —>> Z - раздутие точки 
д(о) = (0,0), Е = сг-1(#(о)). Согласно лемме 1.4 отображение f:V^Z, инду­
цированное отображением д, является регулярным накрытием, и оно может быть 
разложено в композицию f = fi о hi, где fi'.Vi —> Z является Z/2Z-HaKpbrraeM и 
поверхность У1 бимероморфнаповерхности, заданной уравнением w\ — (x-aiy)x 
(х-а2у)(х-а3у). 

Пусть морфизм а задается уравнениями х = гш, у = v в некоторых локальных 
координатах на Z. Тогда поверхность V\ локально задается уравнением w\ — 
v(u — ai)(u — а2)(и — аз), где w\ = ^ , и поверхность V - это нормализация 
поверхности, заданной локально уравнениями w\ — v(u — а\){и — а2)(и — аз) 
и й;2 = V- Следовательно, отображение ]\ разветвлено вдоль исключительной 
кривой Е, заданной уравнением v = 0, a hi не разветвлено в общей точке кривой 
f^~ (E). Таким образом, hi является локальным изоморфизмом в общей точке 
кривой /~г(Е). 

Имеем 

/ у dx — (х + b) dy dy\ dx A dy 
и = с7 W~r 7Т + с2 ® 

V [X + Ъ)у{х -у + Ь) у J wi 
cv2 du + (—cb + c2b2 + C2v(...)) dv du A dv 

v(uv + b){uv — v + b) wi 

Поскольку и e H°(V, П^ <g> ft^) и b ф 0, то из леммы 4.14 следует, что разность 
с — с2Ь должна быть равна нулю. 

Из леммы 4.21 следует, что если форма о;, имеющая вид (4.27), принадлежит 
пространству Н^,то 

с-Ьс2 = 0, (4.29) 

гдер2 = (0, Ь). 
Можно проверить, что точка pi не дает ограничений на форму (4.27). 
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Посмотрим, какие ограничения на форму (4.27) дают тройные точки. Пусть 
одна из прямых Lg или LQ (скажем, LQ) проходит через тройную точку рз+г кон­
фигурации Ls. Так как точка рз+г £ Eg, то она имеет координаты (0, Ь\), Ь\ ф 0. 

ЛЕММА 4.22. Пусть V - десингуляризация ростка поверхности (V, о) С 
(С2хС2 ,о) , заданной в координатах (х,у,wi,W2) уравнениями w\ = (x-aiy)x 
(х — а^у) и w\ = х[х — а\у), и пусть форма 

( (у + Ъ\) dx — xdy dx\ dx A dy 
u = CS ГТ7 ГТ + c l ® 

V x{y + bi){x -y-h) xj wi 
принадлежит пространству Я ° ( У , 1 ] ^ 0 1]^), где а\, a<i и b\ - некоторые 
константы, а\ ф а2, cti ф 0, Ь\ф 0. Тогда с — Ь\С\ — 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в доказательстве леммы 4.17, рассмотрим отобра­
жение g:V —> giy) — Z С С2, заданное формулой 

g((x,y,w1,w2)) = (х,у), 

и пусть a: Z2 —> Z - раздутие точки д(о) = (0,0), Е = а~1(д(о)). Согласно 
лемме 1.4 отображение f:V—>Z, индуцированное отображением д, является ре­
гулярным накрытием, и оно может быть разложено в композицию / = f\ oh\, где 
fi'.Vi —> Z является Z/2Z-HaKpbrraeM и поверхность V\ бимероморфна поверх­
ности, заданной уравнением w\ — [x — а\у)[х — а2у). 

Пусть а задано уравнениями х — и, у = UVB некоторых локальных координатах 
HaZ. Тогда поверхность V i локально задается уравнением й\ = (1 — a\v)(\ — a2v), 
где w\ — ̂  , и поверхность V является нормализацией поверхности, заданной ло­
кально уравнениями w\ — (1 — a\v)(\ — a2v) viw\ — (1 — a\v), где w2 — ^ . 
Следовательно, / i не разветвлено вдоль исключительной кривой Е, заданной 
уравнением и = 0, и h\ не разветвлено в общей точке кривой / ^ (i£). Таким обра­
зом, /ii является локальным изоморфизмом в общей точке кривой f~1(E). 

Имеем 

(у + bi) dx — хdy dx\ dx A dy 
с )\h{( b + C l ~ 0 " 
. x{y + bi){x-y-bi) xj wi 

cb\ — c\b\ + u(...) du + u(...) di? dix Л dv 
u{uv + b\){u — uv — b\) wi 

Поскольку и e H°(V, П ^ 0 ft^) и bi ^ 0, то число с — c\b\ должно быть равно 
нулю. 

Из леммы 4.22 следует, что если форма и, записанная в виде (4.27), принадле­
жит пространству Н^,то 

c - c i b i = 0 , (4.30) 

гдерз+г = (0, bi) G L9._ 
Если конфигурация L имеет две тройные точки с координатами (0, bi) и (0, 62), 

лежащие на прямой LQ, то уравнения с — с\Ь\ — 0 и с — с\Ь2 = 0 являются линейно 

6* 
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независимыми. Аналогично, легко проверить, что если тройная точка ps+3 £ Lg, 
то она также дает некоторое линейное уравнение вида 

Д с , с з ) = 0 . (4.31) 

В качестве следствия получаем, что пространство Н^ состоит из форм 

{ у dx — xdy dx dy d(x — у) \ dx A dy 
со = с - + ci \-c2 hc3 ® , 

V Xy(x-y) X у X-y J W! 
удовлетворяющих 2 + s линейным уравнениям (4.28)-(4.31). Отметим, что 
эти уравнения являются линейно независимыми. Следовательно, dim H г и = 
max(0,2 — s). 

Обозначим через Мь-31 0 ^ s ^ 4, объединение неприводимых компонент схе­
мы модулей поверхностей Бурниа типа s и через £$e-s образ многообразия £$e-s 

СЛЕДСТВИЕ 4.23. Многообразие £$e-s является всюду плотным в MQ-S, 
если s ^ 2, и, кроме того, имеет место: 

(i) пространство М2 является неособым в точке Х^.о = ^ 2 , dim М2 = 6; 
(И) пространство Mz является неособым во всех точках Х% £ £%%, 

dimJlz = 4, и £$з является рациональной кривой; 
(iii) пространство М/± = М4 U М^ состоит из двух неприводимых рацио­

нальных поверхностей М'± и М'1, М± не особо в каждой точке Х2 G ̂ 4 5 
(iv) пространство М$ является унирациональным трехмерным многооб­

разием, неособым в каждой точке Х\ G ^>ъ\ 
(v) пространство MQ является унирациональным четырехмерным много­

образием, неособым в каждой точке Хо G S%Q. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из (4.17)-(4.21), утверждений 4.10, 4.11 и предло­

жения 4.12. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.24. В обозначениях, сделанных в п. 4.1, пусть накрытие 
Кампеделли fc : Хс —>* Р2 разветвлено вдоль конфигурации Кампеделли, изо­
браженной на рис. 6. Тогда поверхность Бурниа Х^ изоморфна поверхности 
Кампеделли Хс-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего заметим, что накрытие fc может быть раз­
ложено в композицию fc = / c , i ° hc.it где ]с,\ '• Xc,i —> Р2 является десингуля-
ризацией двойного накрытия дс,\ '• ^с,1 —> Р2

5 заданного в неоднородных коорди­
натах уравнением 

wl = ^(1,0,0)^(1,1,0)^(1,0,1)^(1,1,1) 

(здесь 1а(х, у) = 0 - уравнение прямой La). Чтобы разрешить особые точки по­
верхности Ус,ъ надо раздуть точки р\,... ,PQ. Пусть а: Р2 —> Р2 - композиция 
этих раздутий, Ei = cr~1(pi) и La = a-1^^. 

Легко видеть, что кривые Ei не принадлежат дивизору ветвления накрытия 
/ с д и для каждого элемента (0, а2, аз) собственный прообраз / ^ i(^(o,a2,a3)) кри­
вой Ь(о5а2,а3) я в л я е т с я несвязным объединением двух рациональных кривых 

http://hc.it
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^(0,0,1) 

Рис.6 

^[о а а ) и ^[о а а V т а к к а к Р а п и о н а л ь н а я кривая Ь(о,а2,а3) н е пересекается 
с дивизором ветвления накрытия /с ,1- Следовательно, (Z/2Z)2-HaKpbi™e /ic,i : 

Х с —>> Xc,i разветвлено над объединением кривых Ei, i = 1 , . . . , б, и кривых 
/с,1(£(о,а2,а3))> («2,аз) € (Z/2Z)2. Имеем 

( L ( 0 , a 2 , a 3 ) ' L ( 0 , a 2 , a 3 ) ) Х а д
 = ( L ( 0 , a 2 , a 3 ) ' L ( 0 , a 2 , a 3 ) ) Х ^ Д = ~ 1 , 

так как индекс самопересечения (L(o5a2,a3)>£(o,a2,a3))p2 — — lHdeg /c , i = 2. Сов­
местная конфигурация кривых L'(0 v^fo a a V (а2?аз) £ (Z/2Z)2, изображе-
на на рис. 7. 

'(0,0,1) 

L: (0,1,0) 

(0,0,1) 

(0,1,1) 

(0,1,0) 

Рис. 7 
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Аналогично, для каждого (1, а2, аз) индекс самопересечения 

(£(1,а2 ,аз)>^1,а2 ,аз))р2 = ~ 2 ' 

и, следовательно, собственный прообраз D(i5a2,a3) = / с l C^(i,a2,a3)) и меет ин­
декс самопересечения 

( ^ ( l , a 2 , a 3 ) ^ ( l , a 2 , a 3 ) ) x C ; 1
 = ( 2 ^ Д (L( l ,a 2 ,a 3)) , ^ #7,1 (L( l ,a 2 ,a 3)) ) = ~ 1 , 

а также 
(^(1,а2 ,а3) ,^(0,Ь2 ,Ь3))хСд ~ (jD(l»a2,a3)'L(0,b2,b3))xC7>1

 _ 0 

для всех (а2, аз) и (62, &з)- Заметим, что каждая D(i,a2,a3) также является рацио­
нальной кривой. 

Нетрудно видеть, что Xc,i является рациональной поверхностью, и если т: 
Xc,i —> Xc,i - стягивание кривых Z/0 1 0ч, Z / 0 0 1ч, Z / 0 1 ^ и четырех кривых 
£*(i,a2,a3)

 в точки, то Хс,1 изоморфна проективной плоскости Р2 , а образ 

T\Z^Ei + ^(0,1,0) +^(0,0,1) + ^(0,1,1) ) 

является конфигурацией Бурниа L^ и накрытие hc,i совпадает с накрытием Бур-
н и а / : Х 4 - ^ Р 2 . 

СЛЕДСТВИЕ 4.25. Пространство модулей Mi совпадает с пространст­
вом модулей Чо поверхностей Кампеделли. 

4.3. Поверхности X общего типа с рд = О, К\ — б и (Z/3Z)3 С 
Tors(X). Пусть L = L\ + • • • + LQ - конфигурация шести прямых в Р2 , имеющая 
три тройные точкирг,Р2,Рз, не лежащие на одной прямой. Такая конфигурация L 
изображена на рис. 8. 

Рассмотрим накрытие д: Y —> Р2 , ассоциированное с эпиморфизмом ср: 
Hi(¥2 \ L, Z) —> G = (Z/3Z)2, заданным формулами 

^(Ai) = ^(A2) = ^(A3) = (l ,0), 
<р(А4) = (2,1), у>(А5) = (1,1), ^(А6) = (0,1). 

Поверхность Y имеет три особые точки, лежащие над тройными точками pi. Со­
гласно лемме 1.4, чтобы разрешить эти особые точки, достаточно раздуть точки pi 
и рассмотреть индуцированное накрытие Галуа f: X —> Р2 . Пусть а: Р2 —> Р2 -
композиция раздутий точек pi. Обозначим через Ei = a~1(pi) исключительную 
кривую, лежащую над точкой pi. 
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П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.26. Построенная выше поверхность X является поверх­
ностью общего типа с К\ = 6, рд = 0 и (Z/3Z)3 С Tors(X). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно утверждению 2.2 имеем ЗКх = | / * ( 3 L — ^ i ^ ) l ' 
где L = сг*(Р1) - полный прообраз прямой Р 1 С Р2 . Следовательно, X являет­
ся поверхностью общего типа с обильным каноническим классом. Из (2.2) и (2.8) 
легко видеть, что К\ — б и е(Х) = 6. Следовательно, согласно формуле Нётера 
имеем ра = 1 — q + рд = 1. Как и выше, чтобы вычислить рд, достаточно вы­
числить геометрические роды четырех циклических накрытий, ассоциированных 
с четырьмя эпиморфизмами из группы G = (Z/3Z)2 в циклическую группу Z/3Z. 
Эти накрытия задаются в неоднородных координатах соответственно следующими 
уравнениями: 

w\ = hhhllh, ^ i = кЫзфб, 
wl = hhhhll, w\ = hkk-

Применяя утверждение 3.3, легко проверить, что геометрический род каждого из 
этих накрытий равен нулю. Следовательно, поверхность X имеет геометрический 
род рд = 0. 

Чтобы увидеть, что (Z/3Z)3 С Tors(X), рассмотрим универсальное накрытие 
9и(з) '• ^и(з) —> ^2? соответствующее эпиморфизму 

^ : # i ( P 2 \ L , Z ) - ^ # i ( P 2 \ L , Z / 3 Z ) ~ (Z/3Z)5, 
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заданному формулами 

y>(Ai) = (1,0,0,0,0), <р(\2) = (1.0» 1.0» 0). 
< (̂А3) = (1,0,0,1,0), < (̂А4) = (2,1,0,0,1), 
<р(\в) = (1,1,0,0,0), у>(Ав) = (0.1»2> 2> 2)-

Легко видеть, что накрытие Галуа hUj(p: Хи —> X, индуцированное проекцией 
ф: (Z/3Z)5 —> G = (Z/3Z)2 на первые две координаты, является неразветвленным. 
Следовательно, согласно следствию 1.6 имеем включение (Z/3Z)3 С TorsX. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.27. Иррегулярность поверхности Хи равна q{Xu) = 3. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в доказательстве утверждения 4.8, чтобы вычис­
лить д, достаточно вычислить ра нрд. 

Имеем ра(Х) = 1. Следовательно, арифметический род ра(Хи) = З3, так как 
hUj(p является неразветвленным накрытием и deg hUj(p = З3. 

Согласно утверждению 3.3, чтобы вычислить рд, достаточно вычислить гео-
об -| об -| 

метрические роды ^— = 121 циклических накрытий, соответствующих ^— 
эпиморфизмам т/?т, т = 1, . . . ,121, группы GUjip = (Z/3Z)5 в циклическую груп­
пу Z/3Z. Эти вычисления оставлены читателю, заметим лишь, что вклад в ирре­
гулярность поверхности Хи дают только следующие циклические накрытия: 

%\ = hfah, z2 = hhhj z3 = Ыз^4-

СЛЕДСТВИЕ 4.28. Фундаментальная группа построенной выше поверхнос­
ти X является бесконечной неабелевой группой. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из утверждения 4.27. 

4.4. Поверхности Годо. Пусть L = L1+L2+I/3+I/4-конфигурация четырех 
прямых в Р2 , находящихся в общем положении. Рассмотрим следующие накрытия: 
универсальное накрытие ди^ : Уи{ъ) ~^ Р2? соответствующее эпиморфизму 

^ : # i ( P 2 \ L , Z ) ^ # i ( P 2 \ L , Z / 5 Z ) ~ (Z/5Z)3, 

накрытиед:У —> Р2 , ассоциированное с эпиморфизмом ip: i? i(P2 \L,Z) —> (Z/5Z)2, 
заданным (в некоторых координатах в группе G = (Z/5Z)2) формулами 

y>(Ai) = (1,0), ip(\2) = (0,1), у>(А3) = (1,2), у>(А4) = (3,2), 

и накрытие h: Fw(5) -^ ^ соответствующее эпиморфизму г/?: (Z/5Z)3 —>> G = 
(Z/5Z)2 такому, что ср — ф оТр. Из леммы 1.4 следует, что поверхность У является 
неособой, и согласно предложению 1.5 накрытие h является неразветвленным. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 4.29. Построенная выше поверхность Y является поверх­
ностью общего типа с К\ = 1, рд = 0 и Tors(F) = Z/5Z. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно утверждению 2.2 имеем ЪКу = |/*(L)|, где L -
прямая в Р2 . Следовательно, Y является поверхностью общего типа с обиль­
ным каноническим классом. Применив (2.2) и (2.3), легко видеть, что Ку = 1 
и e(Y) = 11. Следовательно, согласно формуле Нётера, ра = 1 — q + рд = 1. Что­
бы вычислить рд, достаточно вычислить геометрические роды шести цикличес­
ких накрытий, ассоциированных с шестью циклическими подгруппами в группе G 
и заданных соответственно следующими уравнениями: 

w\ = hhll, wl = 12ф1, wl = hl2ll 
w\ = ф2ф1 wl = hl2

2ll wl = hl\l\ll 

Применяя вычисления, проведенные в § 3, можно легко проверить, что геометри­
ческий род каждого из этих накрытий равен нулю. Следовательно, поверхность Y 
имеет геометрический род рд = 0. 

Поскольку накрытие Галуа h является неразветвленным, то имеет место вло­
жение Z/5Z С Tors(F). Чтобы показать, что Tors(F) = Z/5Z, достаточно по­
казать, что поверхность Yu^ односвязна. Более того, легко видеть, что Yu^ 
изоморфна некоторой гладкой поверхности в Р3 . Действительно, выберем одно­
родные координаты (жо : xi '• х2) в ¥2 так, чтобы xi = 0 было уравнением 
прямой 1/г+2- Пусть ^ ада = 0 - уравнение прямой L\. He ограничивая общ­
ности, можем предполагать, что накрытие ди^ ассоциированно с эпиморфизмом 
Тр\ Н\{¥2 \ L, Z) —> (Z/5Z)3, заданным формулами 

^(Ai) = (0,0,1), Тр{\2) = (4,4,4), <р(\3) = (1,0,0), ^(А4) = (0,1,0). 

В этом случае поверхность Yu^ задается уравнениями 

5 5 5 
^3 = ^Ъ ZA — z^i z5 = а0 + CLlZi + CL2Z2 

в неоднородных координатах (zi, z2,..., 2:5), где z\ — — и z2 = — , и, следова­ло х0 
тельно, поверхность Yu($\ изоморфна проективному замыканию поверхности в С3, 
заданной уравнением z\ = ао + a\z\ + a2z\ (ср. [5]). 
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