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Поверхности с DIF6=DEF вещественными структурами

Исследованы вещественные поверхности Кампеделли с точностью до
вещественных деформаций и указан ряд примеров таких поверхностей,
которые являются эквивариантно диффеоморфными, но не эквивалент-
ными друг другу относительно вещественных деформаций (DIF6=DEF).

Библиография: 23 наименования.

Введение

Вещественная проблема DIF=DEF ничуть не моложе комплексной. В ней,
как и в комплексной проблеме DIF=DEF, речь идет о взаимодействии между
двумя основными отношениями эквивалентности: диффеоморфизмами веще-
ственных структур и деформациями многообразий вместе с вещественными
структурами.

Вещественная структура на комплексной поверхности X – это антиголо-
морфная инволюция X → X. Комплексная поверхность, снабженная некото-
рой вещественной структурой, называется вещественной поверхностью. Де-
формация поверхностей – это собственная голоморфная субмерсия p : Z → D,
где Z – трехмерное комплексное многообразие, а D ⊂ C – единичный диск.
Если Z – вещественное многообразие и p – эквивариантное отображение, то де-
формация называется вещественной. Две вещественные поверхности X ′ и X ′′

называются деформационно эквивалентными, если они могут быть включены
в последовательность вещественных поверхностей X ′ = X0, . . . , Xk = X ′′ так,
что Xi и Xi−1 изоморфны вещественным слоям вещественной деформации.

При этих определениях вещественная структура с точностью до диффео-
морфизма сохраняется при деформации. Таким образом, в вещественной про-
блеме DIF=DEF спрашивается: до какой степени диффеоморфный тип веще-
ственной структуры определяет ее деформационный тип? В действительности
диффеоморфизмы, полученные с помощью деформаций, сохраняют канониче-
скую ориентацию и канонический класс. Однако, следуя традиции, мы включа-
ем в формулировку вещественной проблемы DIF=DEF только предположение
о сохранении ориентации.

Именно, назовем вещественную поверхность X квазипростой, если она де-
формационно эквивалентна любой другой вещественной поверхности X ′ такой,
что, во-первых, X ′ и X являются деформационно эквивалентными как ком-
плексные поверхности и, во-вторых, вещественная структура поверхности X ′

диффеоморфна вещественной структуре поверхности X при некотором сохра-
няющем ориентацию диффеоморфизме. Таким образом, в нашем понимании
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вещественная проблема DIF=DEF – это вопрос: существуют ли неквази-
простые вещественные поверхности? (Заметим, что в случае кривых ответ
на аналогичный вопрос является отрицательным: любая вещественная кривая
является квазипростой. В этом и во многих других результатах о квазипро-
стоте предположение о сохранении ориентации может быть опущено.)

Первый результат о квазипростоте принадлежит Ф. Клейну и Л. Шле-
фли [13] и относится к вещественным кубикам в проективном трехмерном про-
странстве. Фактически квазипростота имеет место для многих специальных
классов поверхностей. Свойство квазипростоты доказано для рациональных
поверхностей [9], для вещественных абелевых поверхностей [4], для веществен-
ных геометрически линейчатых поверхностей [22], для вещественных гиперэл-
липтических поверхностей [3], для вещественных K3-поверхностей [20] и для
вещественных поверхностей Энриквеса [8] (полный список деформационных
классов вещественных поверхностей Энриквеса был получен в [6]; отметим так-
же, что квазипростота гиперэллиптических поверхностей и поверхностей Эн-
риквеса распространяется на факторповерхности абелевых и K3-поверхностей
по действию некоторых конечных групп [7]).

Вопрос о том, являются ли эллиптические и иррациональные линейчатые
поверхности квазипростыми, насколько нам известно, все еще является отк-
рытым.

Естественно было ожидать, что такое простое поведение не будет иметь ме-
сто для более сложных поверхностей, например для поверхностей общего ти-
па. Однако, вероятно из-за отсутствия удобных деформационных инвариантов,
выходящих за пределы дифференциальной топологии вещественных структур,
до сих пор не было известно ни одного примера неквазипростой вещественной
поверхности (или многообразия большей размерности). Основным результатом
настоящей статьи являются примеры таких поверхностей. Именно, мы дока-
зываем, что поверхности Кампеделли (см. определение в п. 1.1) не являются
квазипростыми: существуют вещественные поверхности Кампеделли, которые
имеют диффеоморфные вещественные структуры и в то же время не явля-
ются деформационно эквивалентными. В этих примерах диффеоморфизмы
вещественных структур сохраняют не только ориентацию, но также и канони-
ческий класс. (Заметим, что для канонической ориентации форма пересече-
ния на поверхностях Кампеделли имеет сигнатуру (1, n), n = 7 > 1, поэтому
каждый диффеоморфизм поверхностей Кампеделли сохраняет каноническую
ориентацию.)

Отметим, что существование неквазипростых семейств поверхностей обще-
го типа не препятствует существованию некоторых частных классов поверхно-
стей общего типа, которые являются квазипростыми. И такие примеры ква-
зипростых вещественных поверхностей общего типа действительно существу-
ют. Одним из таких примеров являются поверхности Богомолова–Миаоки–Яу,
т. е. поверхности, накрываемые лежащим в C2 шаром (см. [14]). В работе [14]
также показано, что существуют диффеоморфные (на самом деле комплексно-
сопряженные) поверхности Богомолова–Миаоки–Яу, которые не являются ве-
щественными и поэтому, будучи жесткими, не являются деформационно экви-
валентными. Эти примеры являются контрпримерами к проблеме DIF=DEF
в комплексной геометрии. (Отметим, что в этих примерах диффеоморфизмы
меняют знак канонического класса.)

Первые контрпримеры к гипотезе DIF=DEF в комплексной геометрии по-
верхностей принадлежат М. Манетти [18]. Они не затрагивают комплексное
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сопряжение. Уже их существование объясняет, почему нам нужно фиксиро-
вать класс комплексной деформации в определении квазипростых веществен-
ных многообразий. Более того, наши примеры диффеоморфных, но деформа-
ционно неэквивалентных вещественных структур близки к примерам Манетти.
Фактически, чтобы установить диффеоморфизм, мы применяем подход Манет-
ти, а для изучения деформационной эквивалентности мы используем полное
описание поверхностей Кампеделли, данное Миаокой [19].

Статья организована следующим образом. В § 1 мы приводим в основном
известные результаты о комплексных поверхностях Кампеделли, приспосабли-
вая их к нашим нуждам, сосредоточившись на представлениях поверхностей
Кампеделли как накрытий Галуа проективной плоскости P2. В § 2 исследуются
вещественные структуры на поверхностях Кампеделли и проведена своего рода
классификация вещественных структур на таких поверхностях. В § 3 изучают-
ся вещественные структуры с точностью до диффеоморфизма и с точностью
до деформации. В § 4 мы применяем разработанную выше технику для постро-
ения вещественных поверхностей, которые имеют диффеоморфные веществен-
ные структуры, но не являются вещественно деформационно эквивалентными.
Несколько замечаний, относящихся к данной теме, приведены в § 5.

§ 1. Пространство модулей поверхностей Кампеделли

1.1. Поверхности Кампеделли как разветвленные накрытия Галуа
проективной плоскости. Пусть X – поверхность Кампеделли, т. е. X – ми-
нимальная поверхность общего типа с pg = q = 0, K2

X = 2 и π1(X) = (Z/2Z)3.
Обозначим через

Xcan = Proj
( ∑

m

H0(X;mK)
)

каноническую модель поверхности X, через X̃ – универсальное накрытие по-
верхности X, через Gun – группу Галуа этого универсального накрытия и че-
рез X̃can – каноническую модель поверхности X̃. Отметим, что X̃can и Xcan

имеют только канонические особенности (простые двойные точки) в качестве
своих особых точек, так что X̃can является универсальным накрытием поверх-
ности Xcan. Универсальные накрытия X̃ → X и X̃can → Xcan имеют одну и ту
же группу Галуа, так что Xcan = X̃can/Gun.

Согласно [19, теорема 9] имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Каноническое отображение вкладывает X̃can в P6 . Относи-
тельно подходящей однородной системы координат w0, . . . , w6 в P6 этот образ
поверхности X̃can задается уравнениями

w2
i = aiw

2
0 + biw

2
1 + ciw

2
2, ai, bi, ci ∈ C, i = 3, 4, 5, 6, (1)

а группа Gun = (Z/2Z)3 действует на X̃can диагональными проективными
преобразованиями: g∗(wj) = ±wj для каждого g ∈ Gun .

Из уравнений (1) и теоремы 1 следует, что полная группа G̃ ' (Z/2Z)6 ⊂
PGL(6,C) диагональных инволюций (g∗(wj) = ±wj для каждого g ∈ G̃ ) дей-
ствует на X̃can и имеет место следующее утверждение.

Следствие 1. Факторпространство X̃can/G̃ изоморфно P2 , и отображе-
ние факторизации X̃can → X̃can/G̃ является накрытием Галуа плоскости P2
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с группой Галуа G̃ ' (Z/2Z)6 , разветвленным вдоль семи прямых, заданных
уравнениями

zi = 0, i = 0, 1, 2,
aiz0 + biz1 + ciz2 = 0, i = 3, 4, 5, 6,

где z0 , z1 , z2 – однородные координаты в P2 = X̃can/G̃.
Каноническая модель Xcan поверхности X является накрытием Галуа

плоскости P2 с группой Галуа G ' (Z/2Z)3 , разветвленным вдоль тех же
прямых.

Заметим, что в приведенных выше утверждениях выбор уравнений и накры-
тия не являются произвольным.

1.2. Несколько основных фактов о накрытиях Галуа. Напомним, что
накрытие Галуа гладкого алгебраического многообразия Y – это конечный мор-
физм h : X → Y нормального алгебраического многообразия X в Y такой, что
вложение C(Y ) ⊂ C(X) полей функций, индуцированное морфизмом h, явля-
ется расширением Галуа. Как хорошо известно, конечный морфизм h : X → Y
является накрытием Галуа с группой ГалуаG тогда и только тогда, когдаG сов-
падает с группой накрывающих преобразований и последняя действует тран-
зитивно на каждом слое морфизма h. Кроме того, конечное разветвленное
накрытие является накрытием Галуа тогда и только тогда, когда неразветвлен-
ная часть накрытия (т. е. ограничение накрытия на дополнения к ветвлению
внизу и наверху) является накрытием Галуа. Разветвленное накрытие опреде-
ляется однозначно с точностью до изоморфизма его неразветвленной частью.
Более того, морфизм накрытий Галуа из неразветвленной части U1 → V1 одного
из разветвленных накрытий h1 : X1 → Y1 (где U1 ⊂ X1 и V1 ⊂ Y1) в неразветв-
ленную часть U2 → V2 другого накрытия h2 : X2 → Y2 (где U2 ⊂ X2 и V2 ⊂ Y2)
индуцирует морфизм накрывающих многообразий X1 → X2, если задано про-
должение Y1 → Y2 морфизма подлежащих многообразий V1 → V2 на ветв-
ление. Напомним также, что неразветвленное накрытие является накрытием
Галуа с группой Галуа G тогда и только тогда, когда оно является накрытием,
ассоциированным с эпиморфизмом из фундаментальной группы подлежащего
многообразия в группу G, и, в частности, накрытия Галуа с абелевой группой
Галуа G находятся во взаимно однозначном соответствии с эпиморфизмами в G
из первой группы гомологий с целыми коэффициентами. Все эти результаты
являются хорошо известными и их наиболее нетривиальная часть может быть
получена, например, из теоремы существования Грауэрта–Реммерта [12].

Далее мы будем рассматривать накрытия Галуа с группой Галуа G '
(Z/2Z)k с точностью до изоморфизма. Два накрытия Галуа h1 : X1 → Y
и h2 : X2 → Y с группами Галуа G1 и G2 являются эквивалентными, если су-
ществуют бирегулярное отображение f : X1 → X2 и изоморфизм F : G1 → G2

такие, что h2 ◦ f = h1 и F (g)f(x) = f(gx) для всех x ∈ X1 и g ∈ G1.

1.3. Накрытия Галуа плоскости P2 с группой Галуа (Z/2Z)k, раз-
ветвленные вдоль семи прямых. Пусть L = L0 ∪ · · · ∪ L6 – конфигурация
семи различных занумерованных прямых в P2. Простые петли λi, 0 6 i 6 6,
вокруг прямых Li порождают группу H1(P2 \ L,Z) ' Z6. Они связаны соотно-
шением

λ0 + · · ·+ λ6 = 0.

Естественный эпиморфизм

ϕ̃ : H1(P2 \ L,Z) → H1(P2 \ L,Z/2Z) ' (Z/2Z)6
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определяет некоторое накрытие Галуа плоскости P2, разветвленное в L. Назо-
вем его универсальным и обозначим через g̃ : Ỹ → P2. Следующее утверждение,
которое является непосредственным следствием общих результатов о разветв-
ленных накрытиях, упомянутых в п. 1.2, уточняет, в частности, в каком смысле
это накрытие является универсальным.

Предложение 1. Накрытия Галуа с группой Галуа G ' (Z/2Z)k , разветв-
ленные вдоль L, существуют тогда и только тогда, когда k 6 6. Их классы
эквивалентности находятся во взаимно однозначном соответствии с эпи-
морфизмами H1(P2 \ L) → G, рассматриваемыми с точностью до автомор-
физмов группы G. Если g : Y → P2 является накрытием Галуа с группой
Галуа G ' (Z/2Z)k , разветвленным вдоль L, то существует такое накрытие
Галуа h : Ỹ → Y , что g̃ = g ◦ h.

Не ограничивая общности, мы можем предполагать, что универсальное на-
крытие Галуа g̃ : Ỹ → P2 ассоциировано с эпиморфизмом ϕ̃ : H1(P2 \ L,Z) →
(Z/2Z)6, отображающим λ0 в (1, . . . , 1) и отображающим λi при 1 6 i 6 6
в (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где 1 стоит на i-м месте.

Пусть (v1, v2) – аффинные координаты в C2 = P2 \ L0 и li(v1, v2) = 0,
1 6 i 6 6, – линейные уравнения прямых Li ∩ C2. Поле функций Ku = C(Ỹ )
многообразия Ỹ является абелевым расширением C(Ỹ ) = C(v1, v2, w1, . . . , w6)
степени 26 поля функций K = C(v1, v2) плоскости P2, заданным соотношени-
ями w2

i = li, i = 1, . . . , 6. (Другими словами, прообраз многообразия P2 \ L0

в Ỹ естественным образом изоморфен аффинному подмногообразию в C8, за-
данному в аффинных координатах v1, v2, w1, . . . , w6 уравнениями w2

1 = l1, . . .
. . . , w2

6 = l6.)
Действие элемента γ = (γ1, . . . , γ6) ∈ (Z/2Z)6 на Ku задается формулой

γ(wa) = (−1)(γ,a)wa,

где

wa =
6∏
i=1

wai
i

для каждого мультииндекса a = (a1, . . . , a6), 0 6 ai 6 1. Следовательно,
Gal(Ku/C(v1, v2)) = (Z/2Z)6 и

Ku =
⊕

06ai61

C(v1, v2)wa

является разложением векторного пространства Ku над C(v1, v2) в конечную
прямую сумму представлений группы (Z/2Z)6 степени 1.

Пусть ϕ : H1(P2 \ L,Z) → (Z/2Z)k – эпиморфизм, заданный формулами
ϕ(λi) = (ai,1, . . . , ai,k), где a0,j + · · · + a6,j ≡ 0 (mod2) для всех j = 1, . . . , k,
и пусть g : Y → P2 – накрытие Галуа, ассоциированное с ϕ. Это накрытие раз-
ветвлено в объединении Lϕ прямых Li ⊂ L с ϕ(λi) 6= 0. Эпиморфизм ϕ пропус-
кается через однозначно определенный эпиморфизм ψ : (Z/2Z)6 → (Z/2Z)k, так
что согласно предложению 1 накрытие g пропускается через однозначно опре-
деленное накрытие Галуа h : Ỹ → Y . Отсюда имеем вложение h∗ : C(Y ) → Ku

поля функций C(Y ) многообразия Y в поле функций Ku = C(Ỹ ). Ясно,
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что Gal(Ku/h
∗(C(Y ))) = kerψ, поле h∗(C(Y )) совпадает с подполем Kϕ =

C(v1, v2, u1, . . . , uk) поля Ku, где

uj = w
a1,j

1 · . . . · wa6,j

6 , (2)

Gal(Ku/Kϕ) =
{

(γ1, . . . , γ6) ∈ (Z/2Z)6
∣∣∣ 6∑
i=1

ai,jγi ≡ 0 (mod 2), 1 6 j 6 k

}
.

1.4. Разрешение особенностей многообразия Y . По построению Y яв-
ляется нормальной поверхностью с изолированными особенностями. Особые
точки поверхности Y могут появляться только над r-кратными точками кон-
фигурации Lϕ с r > 2, т. е. над точками, принадлежащими в точности r прямым
Li1 , . . . , Lir ∈ L с ϕ(λik) 6= 0, 1 6 k 6 r.

Лемма 1 (см., например, [15]). Если p = Li1 ∩ Li2 является двукратной
точкой конфигурации Lϕ и ϕ(λi1) 6= ϕ(λi2), то Y неособа в каждой точке
прообраза g−1(p).

Скажем, что r-кратная точка pi1,...,ir конфигурации Lϕ не является точкой
ветвления относительно ϕ, если

∑r
j=1 ϕ(λij ) = 0.

Чтобы разрешить особые точки поверхности Y , сделаем вначале подходящее
раздутие плоскости P2. Во-первых, раздуем все двукратные точки, которые не
являются точками ветвления, и все r-кратные точки конфигурации Lϕ при
r > 3. Во-вторых, для каждой пары (pi1,...,ir , k) такой, что pi1,...,ir являет-
ся r-кратной точкой конфигурации Lϕ, 1 6 k 6 r и

∑r
j=1 ϕ(λij ) = ϕ(λik),

осуществим раздутие с центром в точке пересечения собственного прообраза
прямой Lik с исключительным дивизором Ei1,...,ir раздутия точки pi1,...,ir , про-
изведенного в первой серии раздутий. Обозначим через σ : P̂2 → P2 компози-
цию описанных выше раздутий.

Через L′i ⊂ P̂2 обозначим собственный прообраз прямой Li, через E′
p для

p = pi1,...,ir – собственный прообраз исключительной кривой Ei1,...,ir , через
Ep, ik – исключительные кривые второй серии раздутий и через εp, εp, ik ∈
H1(P̂2 \σ−1(Lϕ),Z) = H1(P2 \Lϕ,Z) – простые петли вокруг кривых E′

p и Ep, ik
соответственно.

ОтождествлениеH1(P̂2 \σ−1(Lϕ),Z) = H1(P2\Lϕ,Z) и эпиморфизм ϕ задают
эпиморфизм ϕ̂ : H1(P̂2 \ σ−1(Lϕ),Z) → (Z/2Z)k. Рассмотрим ассоциированное
с ним накрытие Галуа f : X → P̂2.

Лемма 2 [15]. Пусть p = Li1 ∩ · · · ∩ Lir – r-кратная точка конфигура-
ции Lϕ , r > 2. Тогда:

(i) εp = λi1 + · · ·+ λir ;
(ii) εp, ik = λik +

∑r
j=1 λij ;

(iii) ϕ(εp, ik) = 0.

Следующая теорема является прямым следствием лемм 1 и 2.

Теорема 2. Накрытия Галуа f и g могут быть включены в коммутатив-
ную диаграмму

X
ν−−−−→ Y

f

y yg
P̂2 −−−−→

σ
P2

в которой ν : X → Y является разрешением особенностей многообразия Y .
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Лемма 3. Предположим, что группа (Z/2Z)3 является группой Галуа на-
крытия Y → P2 . Тогда точка q ∈ Y , лежащая над r-кратной точкой
p = pi1,...,ir = Li1 ∩· · ·∩Lir конфигурации Lϕ , не является канонической особой
точкой (т.е. q не является A-D-E-особенностью) тогда и только тогда, ко-
гда либо r > 3, либо r = 3 и p не является точкой ветвления эпиморфизма ϕ.

Доказательство. Определим тип особой точки по ее разрешению, данно-
му морфизмом ν : X → Y (см. теорему 2).

Если r = 2 и ϕ(λ1) 6= ϕ(λ2), то согласно лемме 1 каждая точка q ∈ g−1(p)
является неособой точкой многообразия Y . Если, с другой стороны, ϕ(λ1) =
ϕ(λ2), то накрытие f : X → P̂2 не ветвится в E′

p и над E′
p распадается на четы-

ре копии двойных накрытий Галуа прямой P1, разветвленных в двух точках,
поэтому каждая из четырех точек q ∈ g−1(p) заменяется в разрешении на ра-
циональную кривую с индексом самопересечения (−1)· 8

4 = −2. Следовательно,
в этом случае все эти четыре точки являются особыми точками типа A1.

Если r = 3 и p не является точкой ветвления, то с точностью до замены
координат в G имеем ϕ(λi1) = (1, 0, 0), ϕ(λi2) = (0, 1, 0) и ϕ(λi3) = (1, 1, 0).
Поэтому f−1(E′

p) является несвязным объединением двух рациональных кри-
вых C1 и C2 с индексами самопересечений (−1)· 8

2 = −4. Следовательно, особые
точки q ∈ g−1(p) не являются каноническими.

Теперь предположим, что r = 3, p является точкой ветвления и ϕ(λi1),
ϕ(λi2), ϕ(λi3) попарно различны. (Отметим, что для точки ветвления по-
следнее предположение эквивалентно условию

3∑
j=1

ϕ(λij ) 6= ϕ(λik)

для 1 6 k 6 3.) В этом случае после замены координат в G мы можем пред-
полагать, что ϕ(λi1) = (1, 0, 0), ϕ(λi2) = (0, 1, 0), ϕ(λi3) = (0, 0, 1). Поэтому
для E′

p имеем накрытие Галуа над E′
p = P1 с группой Галуа (Z/2Z)2 и с тремя

точками ветвления. Таким образом, f−1(E′
p) является рациональной кривой

с индексом самопересечения (−1)· 8
4 = −2. Следовательно, точка q = g−1(p)

является особой точкой типа A1.
Исследуем случай, когда r > 3 и существует по крайней мере одно k такое,

что
∑r
j=1 ϕ(λij ) = ϕ(λik). В этом случае имеем: p является точкой ветвления,

σ−1(p) = E′
p +

∑s
j=1E

′
p,kj

, где (E′
p)

2 = −(s + 1) и (E′
p,k1

)2 = · · · = (E′
p,ks

)2 =
−1, E′

p является кривой ветвления морфизма f , а E′
p,k1

, . . . , E′
p,ks

не являются
кривыми ветвления морфизма f . Следовательно, каждый прообраз f−1(Ep,kj ),
1 6 j 6 s, распадается в несвязное объединение четырех (−2)-кривых, в то
время как f∗(E′

p) = 2C1 + · · · + 2C2n , где 2n – индекс в G подгруппы Gi1,..., ir ,
порожденной элементами ϕ(λi1), . . . , ϕ(λir ), а C1, . . . , C2n – копии накрытий
Галуа кривой E′

p степени 22−n (напомним, что deg f = 8), разветвленных в r−s
точках. Таким образом, для каждого i = 1, . . . , 2n имеем

(C2
i )X = −21−n(s+ 1),

g(Ci) = 2−n(r − s)− 22−n + 1 = 2−n(r − s− 4) + 1,
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где 0 6 n 6 2. Если прообраз g−1(p) состоит из канонических особенностей,
то (C2

i )X = −2 и g(Ci) = 0. Следовательно,

21−n(s+ 1) = 2,

2−n(r − s− 4) + 1 = 0.

Решениями этой системы являются только n = 1, s = 1, r = 3 и n = 2, s = 3,
r = 3. В первом случае g−1(p) распадается на две особые точки типа A3, а во
втором случае прообраз распадается на четыре особые точки типа D4.

В последнем неразобранном случае, когда r > 4 и
∑r
j=1 ϕ(λij ) 6= ϕ(λik) при

1 6 k 6 r, прообраз f−1(E′
p) распадается на несколько копий 2m-листного

накрытия Галуа C → P1 = E′
p, разветвленного в r точках, где m > 1. Согласно

формуле Гурвица имеем

g(C) = 2m−2r − 2m + 1 > 1.

Следовательно, особые точки q ∈ g−1(p) не являются каноническими.

Лемма 4. Предположим, что группа (Z/2Z)3 является группой Галуа на-
крытия Y → P2 и что конфигурация прямых L = L0 ∪ · · · ∪ L6 не имеет
r-кратных особых точек при r > 4. Если ϕ(λi) 6= 0 для 0 6 i 6 6 и имеются две
не совпадающие друг с другом прямые Li1 и Li2 , для которых ϕ(λi1) = ϕ(λi2),
то pg(X) 6= 0.

Доказательство. Из равенства (2) следует, что поверхность Y может быть
задана уравнениями

u2
j =

6∏
i=0

li(v1, v2)ai,j , j = 1, 2, 3,

где (ai,1, ai,2, ai,3) = ϕ(λi). Поскольку ϕ является эпиморфизмом в (Z/2Z)3,
то найдется не более четырех прямых с равными значениями эпиморфизма ϕ.
Следовательно, с точностью до перенумерации прямых и “подкручивания” эпи-
морфизма ϕ на автоморфизм группы (Z/2Z)3 имеют место четыре случая:

1) четыре равных значения: ϕ(λ1) = ϕ(λ2) = ϕ(λ3) = ϕ(λ4) = (1, 0, 0),
ϕ(λ5) = (0, 1, 0) и ϕ(λ6) = (0, 0, 1);

2) три равных значения: ϕ(λ1) = ϕ(λ2) = ϕ(λ3) = (1, 0, 0), ϕ(λ4) = (0, 1, 0)
и ϕ(λ5) = (0, 0, 1);

3) две пары равных значений: ϕ(λ1) = ϕ(λ2) = (1, 0, 0), ϕ(λ3) = ϕ(λ4) =
(0, 1, 0) и ϕ(λ5) = (0, 0, 1);

4) одна пара равных значений: ϕ(λ1) = ϕ(λ2) = (1, 0, 0), ϕ(λ3) = (0, 1, 0),
ϕ(λ4) = (0, 0, 1), в то время как ϕ(λi) при i ∈ {0, 5, 6} не равны друг другу и не
равны (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1).

В первых трех случаях функция u = u1u2u3 ∈ C(Y ) удовлетворяет следую-
щему соотношению:

u2 = l1(v1, v2) . . . l5(v1, v2) l6(v1, v2)a, (3)

где a = 0 или a = 1 (в пером случае a = 1). Это уравнение определяет двой-
ное накрытие Z → P2, разветвленное в шести прямых (L1, . . . , L6, если a = 1,
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и L1, . . . , L5, L0, если a = 0). Поскольку линейная конфигурация не имеет
r-кратных точек при r > 4, то Z имеет только канонические особенности и,
следовательно, эта поверхность является K3-поверхностью, а значит, ее гео-
метрический род pg(Z) = 1. Теперь неравенство pg(X) > 1 следует из суще-
ствования рационального доминантного отображения из X в Z.

Для завершения доказательства заметим, что четвертый случай не возмо-
жен. Действительно, никакие три различных элемента из множества (1, 1, 0),
(0, 1, 1), (1, 0, 1) и (1, 1, 1) не удовлетворяют соотношению ϕ(λ0)+ϕ(λ5)+ϕ(λ6) =
(0, 1, 1).

1.5. Поверхности Кампеделли как накрытия Галуа, разветвленные
над конфигурациями Кампеделли. Пусть L – конфигурация прямых в P2,
состоящая из семи различных прямых Lα, занумерованных ненулевыми эле-
ментами α ∈ (Z/2Z)3. Назовем такую занумерованную конфигурацию L кон-
фигурацией Кампеделли, если она не имеет ни r-кратных точек при r > 4, ни
тройных точек pα1,α2,α3 = Lα1 ∩ Lα2 ∩ Lα3 , α1 + α2 + α3 = 0. Скажем, что
конфигурация Кампеделли L =

∑
Lα получена из конфигурации Кампеделли

L′ =
∑
L′α с помощью перенумерации, если существует такой автоморфизм

τ ∈ Aut(Z/2Z)3, что Lα = L′τ(α) для всех α ∈ (Z/2Z)3 \ {0}.
Если конфигурация Кампеделли L задана, то можно рассмотреть накрытие

Галуа Y (L) → P2 с группой Галуа (Z/2Z)3, разветвленное в L и определяемое
эпиморфизмом ϕ : H1(P2 \ L,Z) → (Z/2Z)3, заданным формулой ϕ(λα) = α.
Назовем это накрытие накрытием Галуа, разветвленным над конфигурацией
Кампеделли L. Очевидно, что перенумерация прямых конфигурации Кампе-
делли определяет эквивалентное накрытие.

Теорема 3. Для любой поверхности Кампеделли X существует конфигу-
рация Кампеделли L такая, что Xcan = Y (L).

Доказательство. Согласно следствию 1 для заданной поверхности Кампе-
делли X существует конфигурация L, состоящая из семи прямых в P2 и такая,
что Xcan является (Z/2Z)3-накрытием Галуа плоскости P2, разветвленным в L.
ПосколькуXcan имеет только канонические особенности, то из леммы 3 следует,
что L не имеет ни r-кратных точек при r > 4, ни трехкратных точек, которые
не являются точками ветвления. Теперь, применяя лемму 4, получаем, что L
является конфигурацией Кампеделли.

Следующее обратное утверждение доказано в работе [17].

Теорема 4 [17]. Для каждой конфигурации Кампеделли L поверхность
Y (L) изоморфна канонической модели некоторой поверхности Кампеделли.

Если конфигурация Кампеделли L не имеет тройных точек, то согласно
лемме 1 поверхность Y (L) неособа (тем самым она сама является поверхностью
Кампеделли, X = Xcan) и может быть вложена во взвешенное проективное
пространство

P9
w = P9(1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)

с тремя координатами zi, i = 0, 1, 2, веса один и семью координатами uα,
α ∈ (Z/2Z)3 \ {0}, веса два. Именно, согласно результатам п. 1.3 поверх-



144 ВИК.С. КУЛИКОВ, В.М. ХАРЛАМОВ

ность Y (L) изоморфна каждой из шестнадцати неприводимых компонент
поверхности в P9

w, заданной уравнениями

u2
(1,0,0) = l(1,0,0)l(1,1,0)l(1,0,1)l(1,1,1),

u2
(0,1,0) = l(0,1,0)l(1,1,0)l(0,1,1)l(1,1,1),

u2
(0,0,1) = l(0,0,1)l(0,1,1)l(1,0,1)l(1,1,1),

u2
(1,1,0) = l(1,0,0)l(0,1,0)l(1,0,1)l(0,1,1),

u2
(1,0,1) = l(1,0,0)l(0,0,1)l(1,1,0)l(0,1,1),

u2
(0,1,1) = l(0,1,0)l(0,0,1)l(1,0,1)l(1,1,0),

u2
(1,1,1) = l(1,0,0)l(0,1,0)l(0,0,1)l(1,1,1),

(4)

где lα(z0, z1, z2) = 0 – линейные уравнения прямых Lα ⊂ L в P2. Чтобы выбрать
одну из компонент, добавим следующие уравнения:

u(1,1,0) =
u(1,0,0)u(0,1,0)

l(1,1,0)l(1,1,1)
, u(1,0,1) =

u(1,0,0)u(0,0,1)

l(1,0,1)l(1,1,1)
,

u(0,1,1) =
u(0,1,0)u(0,0,1)

l(0,1,1)l(1,1,1)
, u(1,1,1) =

u(1,0,0)u(0,1,0)u(0,0,1)

l(1,1,0)l(1,0,1)l(0,1,1)l(1,1,1)

(5)

(чтобы иметь более удобный для дальнейших исследований вид, эти уравнения
записаны не в полиномиальной форме).

Отметим также, что если L′ получена из L с помощью перенумерации пря-
мых конфигурации L, заданной автоморфизмом τ ∈ Aut(Z/2Z)3, то эта пе-
ренумерация (для того чтобы сохранить вид уравнений (4) и (5)) определяет
перенумерацию функций uα с помощью автоморфизма τ−1.

1.6. Пространство модулей поверхностей Кампеделли. Отождест-
вим пространство модулей поверхностей Кампеделли с пространством модулей
конфигураций Кампеделли. Здесь и далее мы применяем к поверхностям Кам-
педелли следующее общее свойство поверхностей общего типа: изоморфизмы
между ними (соответственно, их автоморфизмы) находятся во взаимно одно-
значном соответствии с изоморфизмами (соответственно, автоморфизмами) их
канонических моделей.

Как и выше, пусть накрытие Галуа g : Y (L) → P2 с группой Галуа G '
(Z/2Z)3 разветвлено вдоль конфигурации Кампеделли L =

∑
Lα, где сумма

взята по всем α ∈ G, α 6= 0, и определятся эпиморфизмом ϕ : H1(P2 \L,Z) → G
таким, что ϕ(λα) = α. Обозначим через X = X(L) минимальную модель
поверхности Y (L), построенную в п. 1.4. Поскольку L не имеет ни r-кратных
точек при r > 4, ни тройных точек pα1,α2,α3 = Lα1 ∩Lα2 ∩Lα3 , α1 +α2 +α3 = 0,
то построение сводится к композиции σ : P̂2 → P2 раздутий с центрами во всех
тройных точках конфигурации L с последующим накрытием f : X(L) → P̂2,
индуцированным подъемом ϕ̂ эпиморфизма ϕ.

Обозначим через fσ композицию fσ = σ ◦ f : X(L) → P2.

Лемма 5 [17]. Биканоническая система |2KX | поверхности X = X(L) сов-
падает с |f∗σL|, где L ⊂ P2 – некоторая прямая в P2 .

Следующая лемма является прямым следствием предложения 1.
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Лемма 6. Пусть L1 =
∑7
i=1 L1,αi

и L2 =
∑7
i=1 L2,βi

, αi, βi ∈ G = (Z/2Z)3 ,
αi, βi 6= 0, – две конфигурации Кампеделли в P2 такие, что L1,αi

= L2,βi
для

i = 1, . . . , 7. Накрытия Галуа Y (L1) → P2 и Y (L2) → P2 эквивалентны тогда
и только тогда, когда L1 может быть получена из L2 с помощью перенуме-
рации прямых.

Теорема 5. Пусть X1,can = Y (L1) и X2,can = Y (L2) – два накрытия Галуа
gi : Xi,can → P2 , разветвленные вдоль конфигураций Кампеделли L1 и L2 . Если
X1,can и X2,can изоморфны, то любой изоморфизм ν : X1,can → X2,can может
быть включен в коммутативную диаграмму

X1,can
ν−−−−→ X2,canyg1 yg2

P2 −−−−→
ψ

P2

Доказательство. Рассмотрим разрешения Xi = X(Li) особенностей мно-
гообразий Xi,can = Y (Li), соответствующие морфизмы fi : Xi → P̂2 и компози-
ции морфизмов fσ,i = σ◦fi : Xi → P2. Как было упомянуто выше, посколькуXi

являются поверхностями общего типа, любой изоморфизм X1,can → X2,can

между их каноническими моделями поднимается до изоморфизма X1 → X2;
верно и обратное утверждение. Таким образом, для заданного изоморфиз-
ма ν : X1 → X2 достаточно найти проективное преобразование ψ такое, что
ψ ◦ fσ,1 = fσ,2 ◦ ν. Более того, последнее соотношение будет следовать из со-
ответствующего соотношения между индуцированными отображениями полей
функций: ν∗ ◦ f∗σ,2 = f∗σ,1 ◦ ψ∗.

Как и для произвольной поверхности Кампеделли, подгруппа кручения
Tors(Xi) группы H2(Xi,Z) является 2-периодической и изоморфна группе
(Z/2Z)3. Для любого заданного элемента α ∈ Tors(Xi), α 6= 0, из двойствен-
ности Серра

dimH2(Xi,OXi
(KXi

+ α)) = dimH0(Xi,OXi
(α)) = 0

и теоремы Римана–Роха следует, что линейная система |KXi + α| не пуста.
Следовательно, найдется по крайней мере один эффективный дивизор Dα ∈
|KXi

+ α| такой, что 2Dα ∈ |2KXi
|. Поскольку Xi – минимальные модели

поверхностей общего типа, то

dimH0(Xi,O(2KXi)) = K2
Xi

+ 1 = 3.

С другой стороны, dimH0(P2,OP2(L)) = 3, где L – некоторая прямая в P2.
Применяя лемму 5, имеем |2KXi

| = |f∗σ(L)|. Окончательно, |2KXi
| = f∗σ,i(|L|)

и D ∈ |KXi + α| для некоторого α ∈ Tors(Xi) тогда и только тогда, когда
2D = f∗σ,i(L̃ ) для некоторой прямой L̃ ∈ |L|.

Прямые L̃ ∈ |L|, для которых дивизоры f∗σ,i(L̃ ) делятся на 2, – это в точности
семь прямых ветвления, принадлежащих конфигурации Li. Следовательно,
они дают все различные элементы кручения и могут быть перенумерованы
этими элементами кручения так, что Li =

∑
Li,α, где сумма берется по всем

ненулевым элементам кручения, и 1
2f

∗
σ,i(Li,α) = Di,α ∈ |KXi + α|. (Отметим,

что эта нумерация прямых может не совпадать с первоначальной нумерацией.)
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Пусть ν : X1 → X2 является изоморфизмом. Он индуцирует изоморфизм
групп кручения ν∗ : Tors(X2) → Tors(X1) и изоморфизмы линейных систем

ν∗ : H0(X2,OX2(KX2 + α)) → H0(X1,OX1(KX1 + ν∗(α)))

для каждого α ∈ Tors(X2). Следовательно, ν∗(D2,α) = D1,ν∗(α) для любого
α ∈ Tors(X2), α 6= 0, и мы получаем, что

ν∗(f∗σ,2(L2,α1 − L2,α2)) = ν∗(2D2,α1 − 2D2,α2)

= 2D1,ν∗(α1) − 2D1,ν∗(α2) = f∗σ,1(L1,ν∗(α1) − L1,ν∗(α2))

для всех ненулевых элементов α1, α2 ∈ Tors(X2). Поскольку любая рациональ-
ная функция определяется однозначно с точностью до умножения на константу
своим дивизором нулей и полюсов, то существует такая система констант cα1,α2 ,
что

ν∗
(
f∗σ,2

(
l2,α1(v1, v2)
l2,α2(v1, v2)

))
= cα1,α2f

∗
σ,1

(
l1,ν∗(α1)(v1, v2)
l1,ν∗(α2)(v1, v2)

)
, (6)

где v1, v2 – аффинные координаты в P2 и l2,α, l1,β – линейные уравнения соот-
ветствующих прямых. Так как функции f∗σ,i

(
li,α1 (v1,v2)

li,α2 (v1,v2)

)
порождают подполя

f∗σ,i(C(P2)) полей C(Xi), то соотношения (6) влекут существование проектив-
ного преобразования ψ : P2 → P2 такого, что f∗σ,1 ◦ ψ∗ = ν∗ ◦ f∗σ,2.

Следствие 2. Если X = X(L), где L – общая конфигурация Кампеделли,
то Aut(X) = Gal(Y (L) → P2) ' (Z/2Z)3 .

Обозначим через P = P2 × · · · × P2 произведение семи копий проективной
плоскости. Мы будем рассматривать каждый множитель этого произведения
как двойственную проективную плоскость, так что элементы каждого множи-
теля соответствуют прямым проективной плоскости P2. Кроме того, зануме-
руем множители произведения P ненулевыми элементами α ∈ G = (Z/2Z)3.
Пусть D – объединение всех диагоналей в P,

T3 = {L ∈ P | ∃αi1 , αi2 , αi3 такие, что
αi1 + αi2 + αi3 = 0 и Lαi1

∩ Lαi2
∩ Lαi3

6= ∅},
T4 = {L ∈ P | ∃αi1 , αi2 , αi3 , αi4 такие, что

Lαi1
∩ Lαi2

∩ Lαi3
∩ Lαi4

6= ∅}.

Группа PGL(2,C)×AutG действует на P \ (D ∪ T3 ∪ T4) следующим образом:
PGL(2,C) действует естественным образом на каждом множителе произведе-
ния P, а элементы h группы AutG переставляют множители, h : P2

α → P2
h(α).

Следующая теорема является следствием из леммы 6 и теорем 3–5.

Теорема 6. Пространство модулей M поверхностей Кампеделли изо-
морфно факторпространству

(P \ (D ∪ T3 ∪ T4))/(PGL(2,C)×AutG).

Отметим, что в качестве следствия мы получаем, что все поверхности Кам-
педелли являются деформационно эквивалентными.
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§ 2. Вещественные поверхности Кампеделли

2.1. Расширение группы автоморфизмов. Для произвольного ком-
плексного пространства X обозначим через Kl = Kl(X) группу всех голоморф-
ных и антиголоморфных биекций X → X. Напомним, что согласно опре-
делению антиголоморфное отображение X → X можно рассматривать как
голоморфное отображение X → X, где X – комплексно-сопряженное с X про-
странство.

Отметим (ср. с п. 1.6), что для любой минимальной поверхности X общего
типа группы Kl(X) и Kl(Xcan) естественным образом изоморфны друг другу.
Поэтому в дальнейшем мы будем отождествлять их, если это не будет приво-
дить к недоразумениям.

Ясно, что если Kl содержит по крайней мере один антиголоморфный эле-
мент, то голоморфные элементы образуют в Kl подгруппу Aut = Aut(X) ин-
декса 2. Другими словами, существует короткая точная последовательность
1 → Aut → Kl → H → 1, где H изоморфно либо группе Z/2Z, либо тривиаль-
ной группе. Обозначим через kl : Kl → H гомоморфизм в этой последователь-
ности.

Вещественные структуры на X – это элементы c ∈ Kl(X) такие, что kl(c) 6= 1
и c2 = id. Две вещественные структуры c1 и c2 называются эквивалентными
(или изоморфными), если существует h ∈ Aut(X) такой, что h ◦ c2 = c1 ◦ h.
Напомним, что на проективной плоскости P2 (как и на любом проективном
пространстве четной размерности) любые две вещественные структуры экви-
валентны посредством некоторого проективного преобразования.

2.2. Критерий существования вещественных структур на поверх-
ностях Кампеделли. Для заданной поверхности Кампеделли X = X(L), ас-
социированной с конфигурацией Кампеделли L, рассмотрим композицию отоб-
ражений fσ = σ ◦ f : X → P2 и скажем, что элемент cX ∈ Kl(X) поднят с P2,
если существует такой элемент cP ∈ Kl(P2), что диаграмма

X
cX−−−−→ Xyfσ

yfσ

P2 −−−−→
cP

P2

является коммутативной.

Теорема 7. Для любой конфигурации Кампеделли L каждый элемент
cX ∈ Kl(X) является поднятым с P2 . В частности, если X имеет веще-
ственную структуру cX , то существует такая вещественная структура cP
на P2 , что cP ◦ fσ = fσ ◦ cX .

Доказательство. Если cX ∈ Aut(X), то элемент cX поднят с P2 согласно
теореме 5. Пусть cX ∈ Kl(X) и cX /∈ Aut(X). Тогда cX : X → X является
голоморфным изоморфизмом. Рассмотрим комплексно-сопряженное накры-
тие f̄σ : X → P2. Согласно теореме 5 существует голоморфный изоморфизм
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cP : P2 → P2, делающий коммутативной диаграмму

X
cX−−−−→ Xyfσ

yf̄σ

P2 −−−−→
cP

P2

Чтобы получить последнее утверждение, достаточно заметить, что c2P = id,
если c2X = id.

Следствие 3. Для любой конфигурации Кампеделли L ⊂ P2 поверхность
Кампеделли X = X(L) допускает вещественную структуру тогда и толь-
ко тогда, когда для подходяще выбранной вещественной структуры cP на P2

(занумерованная) конфигурация Кампеделли L является вещественной, т.е.
существует такой автоморфизм (перенумерация) τ : (Z/2Z)3 → (Z/2Z)3 , что
cP (Lα) = Lτ(α) для каждого α ∈ (Z/2Z)3 , α 6= 0.

Доказательство. В случае вещественной конфигурации, чтобы под-
нять cP , достаточно заметить, что cP (как любая вещественная структура
на P2) имеет целую вещественную плоскость неподвижных точек, затем
зафиксировать некоторую неподвижную точку в дополнении к конфигурации
и отождествить точки поверхности Xcan, не являющиеся точками ветвления,
с классами путей, начинающихся в выбранной точке. В результате структу-
ра cP и это отождествление определяют собственное действие c на Xcan.
Перенумерация, индуцированная преобразованием плоскости P2, является
гомоморфизмом, так как она пропускается через действие на H1(P2 \ L,Z),
индуцированное этим преобразованием.

2.3. Вещественные конфигурации Кампеделли. Группа Галуа G =
Gal(X/P̂2) ' (Z/2Z)3 является подгруппой в Aut(X). Из теоремы 7 следует,
что G является нормальной подгруппой группы Kl(X) и, кроме того, согласно
следствию 3 c(Lα) = Lcαc−1 для любых α ∈ G и c ∈ Kl(X).

Предложение 2. Пусть L – конфигурация Кампеделли, являющаяся ве-
щественной конфигурацией прямых относительно некоторой вещественной
структуры cP : P2 → P2 . Тогда L состоит либо из семи вещественных пря-
мых, либо из трех вещественных прямых и двух пар комплексно-сопряжен-
ных прямых. Соответственно, действие cP на нумерации конфигурации L
является либо тождественным, либо не тождественным.

Доказательство. Гомоморфизм α ∈ G = (Z/2Z)3 7→ cαc−1 ∈ G = (Z/2Z)3,
где c – вещественная структура на X, является инволюцией, и, как любая
инволюция на векторном пространстве над Z/2Z, она распадается на неприво-
димые 1- и 2-мерные компоненты. В размерности 3 имеется только две возмож-
ности: либо инволюция является тривиальной, либо она содержит двумерную
неприводимую компоненту, т. е. эта инволюция переставляет два порождающих
элемента. В первом случае все α являются неподвижными и, следовательно,
все прямые являются вещественными. Во втором случае имеется только три
неподвижных элемента и, следовательно, имеется только три вещественных
прямых.

Назовем конфигурацию Кампеделли L чисто вещественной, если она состо-
ит из семи вещественных прямых, и смешанно-вещественной, если она состоит
из трех вещественных прямых и двух пар комплексно-сопряженных прямых.
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Для данной вещественной структуры cX обозначим через Kl(X, cX) под-
группу группы Kl(X), порожденную элементами из G и элементом cX . Если
X = X(L) и L является вещественной конфигурацией относительно веществен-
ной структуры cP на P2, то подгруппа Kl(X, cX) не зависит от выбора под-
нятия cX инволюции cP , поэтому мы будем обозначать эту подгруппу через
Kl(X, cP ). Отметим, что для общей вещественной конфигурации Кампедел-
ли L имеет место AutX(L) = G, поэтому Kl(X) = Kl(X, cX) для любой инво-
люции cX .

Предложение 3. Пусть X = X(L) – поверхность Кампеделли, ассоцииро-
ванная с некоторой конфигурацией Кампеделли L, являющейся вещественной
относительно некоторой вещественной структуры cP . Тогда:

(i) если L является чисто вещественной конфигурацией прямых, то
Kl(X, cP ) ' (Z/2Z)4 , и если L является общей чисто вещественной конфигу-
рацией прямых, то на X существует ровно восемь различных вещественных
структур;

(ii) если L является смешанно-вещественной конфигурацией прямых, то
Kl(X, cP ) ' D4 × (Z/2Z), где D4 – группа диэдра восьмого порядка, и если L
является общей смешанно-вещественной конфигурацией прямых, то на X су-
ществует ровно четыре различные вещественные структуры.

Доказательство. Зафиксируем вещественную точку p ∈ P2 \L и рассмот-
рим вещественную структуру c ∈ Kl(X), являющуюся подъемом структуры cP
с P2 на X и имеющую неподвижные точки над p. Если все прямые являются
вещественными, то cαc−1 = α для любого α ∈ G (действительно, так как c = id
в каждой точке G-орбиты над точкой p, то соотношение cαc−1 = α выполнено
во всех точках этой G-орбиты и, следовательно, оно выполнено всюду).

Если имеется только три вещественные прямые у рассматриваемой конфи-
гурации, то в подходящем базисе e1, e2, e3 группы G (перенумерующая) инво-
люция α 7→ cαc−1 действует по следующему правилу: e1 7→ e2 и e3 7→ e3.
Следовательно, в этом случае Kl(X, cP ) распадается в прямую сумму группы
Z/2Z, порожденной элементом e3, с некоммутативной группой порядка 8, по-
рожденной элементами e1, e2 и c.

Поскольку для общей конфигурации имеет место равенство Kl(X) =
Kl(X, cX), то утверждения, касающиеся общего случая, следуют теперь из пря-
мого перечисления антиголоморфных инволюций в группе Kl(X, cP ) ' (Z/2Z)4
и, соответственно, в Kl(X, cP ) ' D4 × (Z/2Z).

2.4. Чисто вещественные конфигурации Кампеделли. Пусть L =
∪Lα – конфигурация Кампеделли, являющаяся чисто вещественной относи-
тельно вещественной структуры cP : P2 → P2. Выберем однородные координа-
ты (z0, z1, z2) в P2 такие, что cP в этих координатах становится стандартным
комплексным сопряжением

cP (z0, z1, z2) = (z̄0, z̄1, z̄2).

Тогда каждая из прямых Lα ∈ L, α ∈ G \ {0}, задается уравнением

aα,0z0 + aα,1z1 + aα,2z2 = 0

с вещественными коэффициентами, aα,i ∈ R.
Рассмотрим множество RP2 = {(z0, z1, z2) | zi ∈ R} вещественных точек

плоскости P2. Если L не имеет тройных точек, то L делит RP2 на двадцать
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два многоугольника Pi, i = 1, . . . , 22. Набор (m3, . . . ,m7), где mn – число
n-угольников Pi, называется типом конфигурации L.

Следующее описание топологии прообраза n-угольника Pi на ассоциирован-
ной поверхности Кампеделли X(L) является прямым следствием построения
разветвленных накрытий.

Предложение 4. Для любого многоугольника Pi чисто вещественной кон-
фигурации Кампеделли L без тройных точек ее прообраз f−1(Pi) ⊂ X(L)
является двумерным многообразием, гомеоморфным следующему факторпро-
странству произведения Pi × G, G = (Z/2Z)3 : точки (a, β) и (b, γ) отож-
дествляются, если a = b ∈ Lα , где γ = β + α.

Будем говорить, что треугольник Pi, ограниченный прямыми Lα1 , Lα2 и Lα3 ,
имеет линейно зависимые (независимые) стороны, если α1, α2, α3 линейно
зависимы (независимы).

Следствие 4. Для любого n-угольника Pi чисто вещественной конфигу-
рации Кампеделли L без тройных точек:

(i) эйлерова характеристика прообраза f−1(Pi) равна 8− 2n;
(ii) f−1(Pi) является несвязным объединением двух копий вещественной

плоскости RP2 , если n = 3 и треугольник Pi имеет линейно зависимые сто-
роны;

(iii) f−1(Pi) является двумерной сферой, если n = 3 и треугольник Pi имеет
линейно независимые стороны;

(iv) f−1(Pi) является связной поверхностью, если n = 4, и она является
ориентируемой тогда и только тогда, когда α1 + · · ·+ α4 = 0, где αj – номер
стороны Lαj четырехугольника Pi ;

(v) f−1(Pi) является связной неориентируемой двумерной поверхностью,
если n > 5.

Доказательство. Эйлерова характеристика e(f−1(Pi)) имеет вид

e(f−1(Pi)) = 8− 4n+ 2n = 8− 2n

в соответствии с клеточным разложением, описанным в предложении 4.
Пусть прямые Lα1 , . . . , Lαn

являются сторонами многоугольника Pi. Рас-
смотрим подгруппу GPi = 〈α1, . . . , αn〉 группы G, порожденную элементами
α1, . . . , αn. Из предложения 4 следует, что число связных компонент прооб-
раза f−1(Pi) совпадает с индексом группы GPi в G. С другой стороны, так
как n > 2, то либо GPi

совпадает с G, либо она является подгруппой индек-
са 2, и в последнем случае Pi является треугольником с линейно зависимыми
сторонами. Следовательно, прообраз f−1(Pi) всегда связен, за исключением
случая треугольников с линейно зависимыми сторонами, и, более того, если Pi
является треугольником с линейно зависимыми сторонами, то f−1(Pi) состоит
из двух связных компонент.

Если n = 3, то e(f−1(Pi)) = 2. Следовательно, если Pi – треугольник с ли-
нейно независимыми сторонами, то f−1(Pi) является двумерной сферой, и если
Pi – треугольник с линейно зависимыми сторонами, то f−1(Pi) является несвяз-
ным объединением двух копий вещественной проективной плоскости RP2.

Пусть n > 4. Тогда Pi имеет три последовательные стороны с линейно
независимыми индексами α1, α2, α3. После перенумерации мы можем пред-
полагать, что α1 = (1, 0, 0), α2 = (0, 1, 0) и α3 = (0, 0, 1). В соответствии
с предложением 4 осуществим частичное склеивание восьми копий Pβ = (Pi, β)
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многоугольника Pi так, как это изображено на рис. 1 (где мы обозначили объ-
единение сторон Lα4 ∪ · · · ∪ Lαn

через L̃α).

?
6

6

?

6
?

6

?

6
?-� -�

� -� -

� -� -

L̃α L̃α L̃α L̃α

L̃α L̃α L̃α L̃α

L(1,0,0) L(1,0,0) L(1,0,0) L(1,0,0)

L(0,1,0) L(0,0,1) L(0,1,0) L(0,0,1) L(0,1,0)

L(0,1,0) L(0,0,1) L(0,1,0) L(0,0,1) L(0,1,0)

P(1,1,1)

P(0,1,1)

P(1,1,0)

P(0,1,0)

P(1,0,0)

P(0,0,0)

P(1,0,1)

P(0,0,1)

Рис. 1

Пусть n = 4. Тогда для L̃α = Lα4 имеется четыре возможности: либо α4 =
(1, 1, 0), либо α4 = (1, 0, 1), либо α4 = (0, 1, 1), либо α4 = (1, 1, 1). Из рис. 1 легко
видеть, что прообраз f−1(P ) неориентируем в первых трех случаях и является
ориентируемым в последнем случае.

Пусть, наконец, n > 5. Тогда L̃α = Lα4 ∪ · · · ∪ Lαn
и по крайней мере

один из элементов α4, . . . , αn, скажем αj , должен быть равен либо (1, 1, 0), либо
(1, 0, 1), либо (0, 1, 1). Следовательно, склейка P(0,0,0) и Pαj вдоль Lαj приводит
к неориентируемости прообраза f−1(P ).

Рассмотрим вещественную структуру cX : X(L) → X(L), являющуюся подъ-
емом структуры cP . Согласно предложению 3 инволюция cX коммутирует
с любым элементом из G. Следовательно, для любого Pi, 1 6 i 6 22, су-
ществует один и только один элемент gi ∈ G такой, что cX(x) = gi(x) для
всех x ∈ X, для которых fσ(x) ∈ Pi. Используя то же самое отождествление
группы G с (Z/2Z)3, которое мы уже зафиксировали, введя нумерацию пря-
мых конфигурации L с помощью эпиморфизма ϕ : H1(P2 \ L,Z) → (Z/2Z)3,
положим

gi = (gi,1, gi,2, gi,3)

и для каждого Pi определим тройки знаков

Sign(Pi) = Signi = (signi,1, signi,2, signi,3),

где по определению signi,k = (−1)gi,k , 1 6 k 6 3. Когда мы перенумеровываем
прямые из L с помощью автоморфизма h : (Z/2Z)3 → (Z/2Z)3, метки gi много-
угольников Pi преобразуются в h(gi); в частности, знаки многоугольников Pi,
равные Signi = (+,+,+) (они соответствуют элементу gi = 0), остаются неиз-
менными при любой перенумерации. Назовем положительным многоуголь-
ник Pi, если его знаки равны Signi = (+,+,+).

Знаки Signi преобразуются по следующему правилу:

signi,k = (−1)ak signj,k, (7)
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если Pi и Pj имеют общую сторону вдоль Lα, α = (a1, a2, a3). В частности,
если задана одна из Signi, то она определяет все остальные тройки знаков.

Отметим, что мы переходим от gi к знакам Signi по двум причинам: во-
первых, это позволяет нам более легко отличать (скажем, на рисунках) метки
прямых Lα 7→ α от меток gi многоугольников Pi; во-вторых, эти знаки име-
ют естественное значение, которое будет описано ниже (и которое удобно для
дальнейшего).

Чтобы дать эквивалентное описание приведенных выше меток с помощью
знаков, рассмотрим вложение многообразия Y (L) в P9

w, заданное уравнения-
ми (4), (5), и произведения

l(1,0,0)l(1,1,0)l(1,0,1)l(1,1,1),

l(0,1,0)l(1,1,0)l(0,1,1)l(1,1,1),

l(0,0,1)l(1,0,1)l(0,1,1)l(1,1,1),

(8)

входящие в первые три уравнения (см. обозначения, относящиеся к P9
w в п. 1.5).

Как и любые однородные формы четной степени с вещественными коэффици-
ентами, каждое из этих произведений имеет однозначно определенный знак
в каждой точке вещественной плоскости RP2, в которой это произведение не
равно нулю. В частности, все эти три произведения имеют однозначно опре-
деленные знаки во внутренности каждого из многоугольников Pi, 1 6 i 6 22.
Очевидно, что для каждого Pi эта тройка знаков, упорядоченная в соответ-
ствии с порядком появления произведений в (8), совпадает с тройкой Sign(Pi),
определяемой вещественной структурой, индуцированной на Y (L) стандарт-
ным комплексным сопряжением в P9

w, zk 7→ z̄k и uα 7→ ūα. (Любая веще-
ственная структура на Y (L) поднимается до вещественной структуры на X(L)
и такой подъем единствен; см. п. 2.1.)

Согласно предложению 3 существует восемь и только восемь различных ве-
щественных структур cX , которые являются подъемами структуры cP . Пока-
жем, что каждая из них может быть индуцирована подходящей диагональной
вещественной структурой на P9

w – вещественной структурой, заданной фор-
мулами zk 7→ z̄k и uα 7→ εαūα, εα = ±1. Отметим, что такая структура cε
оставляет поверхность Y (L) инвариантной тогда и только тогда, когда каждое
из уравнений (5) инвариантно относительно действия cε. В частности, име-
ется восемь и только восемь вещественных диагональных структур, которые
сохраняют Y (L), и все они определяются произвольным выбором знаков εα
для α = (1, 0, 0), (0, 1, 0) и (0, 0, 1). Обозначим через

cε(1,0,0),ε(0,1,0),ε(0,0,1) : X(L) → X(L)

полученные таким образом вещественные структуры. Каждая из них является
подъемом структуры cP , так как все они преобразуют zk в z̄k.

Легко проверить, что тройки знаков Sign′i = (sign′i,1, sign′i,2, sign′i,3) много-
угольников Pi, определенные структурой cε(1,0,0),ε(0,1,0),ε(0,0,1) , равны (ε1 signi,1,
ε2 signi,2, ε3 signi,3), которые совпадают с тройками знаков однородных форм

ε(1,0,0)l(1,0,0)l(1,1,0)l(1,0,1)l(1,1,1),

ε(0,1,0)l(0,1,0)l(1,1,0)l(0,1,1)l(1,1,1),

ε(0,0,1)l(0,0,1)l(1,0,1)l(0,1,1)l(1,1,1).

(9)

Далее конфигурацию прямых L, снабженную одним из этих восьми маркировок
знаками, будем называть конфигурацией, оснащенной (знаками).
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Как показывает следующее предложение, оснащение знаками (занумерован-
ной) чисто вещественной конфигурации Кампеделли содержит полную инфор-
мацию о вещественной структуре.

Предложение 5. Пусть конфигурации Кампеделли L и L′ являются чи-
сто вещественными относительно вещественных структур cP : P2 → P2

и c′P : P2 → P2 . Вещественная структура c : X(L) → X(L), являющаяся подъ-
емом структуры cP , и вещественная структура c′ : X(L′) → X(L′), являю-
щаяся подъемом структуры c′P , эквивалентны тогда и только тогда, когда
существуют гомоморфизм h : (Z/2Z)3 → (Z/2Z)3 и проективное преобразова-
ние H : P2 → P2 такие, что

c′P ◦H = H ◦ cP , φ′ ◦H∗ = h ◦ φ

(здесь φ : H1(P2 \ L; Z) → (Z/2Z)3 и φ′ : H1(P2 \ L′; Z) → (Z/2Z)3 – нумерации,
участвующие в определении конфигураций Кампеделли L и L′) и

Sign′(H(Pi)) = (−1)h(gi),

где (−1)gi = SignPi .

Доказательство следует из теоремы 5 и определения троек знаков (на-
помним, что одна из троек знаков определяет все остальные тройки).

Предложение 6. Восемь вещественных структур cε(1,0,0),ε(0,1,0),ε(0,0,1) яв-
ляются различными. Если L не имеет тройных точек, то только эти восемь
структур являются вещественными структурами на X(L).

Доказательство. На поверхности Y (L) найдется такая точка, у которой
все три координаты z0, z1, z2 являются вещественными и все три коорди-
наты u(1,0,0), u(0,1,0), u(0,0,1) не обращаются в нуль. Вещественные структу-
ры cε(1,0,0),ε(0,1,0),ε(0,0,1) с разными (ε(1,0,0), ε(0,1,0), ε(0,0,1)) действуют по разному
на такую точку. Отсюда следует первое утверждение.

Теперь предположим, что L не имеет тройных точек, и рассмотрим две веще-
ственные структуры, c : X(L) → X(L), являющуюся подъемом структуры cP ,
и c′ : X(L) → X(L), являющуюся подъемом структуры c′P . Предположим,
что L является чисто вещественной конфигурацией относительно cP .

Покажем сначала, что L также является чисто вещественной конфигураци-
ей относительно c′P . Действительно, предположим, что L является смешанно-
вещественной конфигурацией относительно c′P . Тогда c′P оставляет неподвиж-
ными три прямые конфигурации L и две точки, являющиеся точками пересече-
ния сопряженных прямых конфигурации L. С другой стороны, cP оставляют
неподвижными все прямые конфигурации L. Следовательно, cP ◦ c′P действует
тривиально на трех прямых, находящихся в общем положении, и двух точках,
не лежащих на этих прямых. Поэтому cP ◦ c′P = id, таким образом, cP = c′P .
Противоречие.

Если L является чисто вещественной конфигурацией относительно обеих
структур c′P и cP , то те же самые аргументы влекут равенство cP = c′P . Сле-
довательно, c и c′ отличаются на автоморфизм Галуа.

Замечание 1. Из предложений 5 и 6 следует, что если L является чисто
вещественной конфигурацией Кампеделли, не имеющей нетривиальных проек-
тивных автоморфизмов, то восемь вещественных структур cε(1,0,0),ε(0,1,0),ε(0,0,1)

не эквивалентны друг другу и представляют все вещественные структуры
на X(L).
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Лемма 7. Для любого выбора знаков εα при α = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
множество вещественных точек XR = Fix c для c = cε(1,0,0),ε(0,1,0),ε(0,0,1) имеет
вид

XR =
⋃

Signi=(+,+,+)

f−1(Pi),

где Signi – это тройки знаков, определяемые структурой c.

Предположим, что L не имеет тройных точек (на самом деле, можно ана-
логично исследовать вырожденные случаи, но для дальнейшего нам это не
будет нужно). Пусть Pi0 является n-угольником. Для каждой его стороны и,
соответственно, для каждой его вершины существует только один многоуголь-
ник Pi, i 6= i0, пересекающий Pi0 вдоль этой стороны, соответственно, только
в этой вершине. Рассматривая стороны и вершины, двигаясь вдоль границы
многоугольника Pi0 , мы получаем последовательность многоугольников

(Pi1 , P
′
i2 , . . . , Pi2n−1 , P

′
i2n

),

где P ′
ij

– это многоугольники, смежные с Pi0 только в вершинах. Свяжем
с многоугольником Pi0 последовательность целых чисел

Ai0 = (ni1 , n
′
i2 , . . . , ni2n−1 , n

′
i2n

),

где nij и n′ij+1
– количества сторон многоугольников Pij и P ′

ij+1
соответственно.

Назовем последовательность Ai0 типом примыкания многоугольника Pi0 . Тип
примыкания определен однозначно с точностью до циклической перестановки
и обращения порядка.

Пусть, наконец, L – оснащенная знаками конфигурация, и пусть {Pi1 , . . .
. . . , Pik} – множество ее положительных многоугольников. Неупорядоченный
набор A(L) = (Ai1 , . . . , Aik), где Aij – тип примыкания многоугольника Pij ,
называется типом примыкания положительных многоугольников.

Лемма 8. Если L – чисто вещественная конфигурация Кампеделли без
тройных точек, то каждое из ее оснащений знаками содержит по крайней
мере семь различных меток Signi .

Доказательство. Конфигурация L, как и любая конфигурация прямых
без тройных точек, состоящая из не менее пяти прямых, имеет по крайней
мере пять треугольников Pi. Простое вычисление числа ребер и двумерных
клеток показывает, что в случае семи прямых найдется n-угольник Pi с n > 5.

Если число сторон многоугольника Pi больше или равно 6, то, как следует
из правила пересчета (7), Pi и шесть многоугольников, имеющих общие сторо-
ны с Pi, имеют различные тройки знаков.

Пусть Pi является пятиугольником, ограниченным прямыми Li1 , Li3 , Li5 , Li7
и Li9 , и пусть (Pi1 , P

′
i2
, . . . , Pi9 , P

′
i10

) – его последовательность примыкающих
многоугольников. Как и в доказательстве следствия 3, предположим (воз-
можно, после перенумерации прямых и циклической перестановки примыка-
ющих многоугольников; заметим также, что перенумерация может изменить
оснащение знаками, но сохраняет различными различные тройки знаков), что
αi1 = (1, 0, 0), αi3 = (0, 1, 0), αi5 = (0, 0, 1) и αi7 , αi9 ∈ {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1),
(1, 1, 1)}.

Из правила пересчета (7) следует, что тройки знаков многоугольника Pi и
смежных с ним многоугольников образуют множество {(−1)a Signi, a ∈ A}, где
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A = {0, αi1 , αi3 , αi5 , αi7 , αi9 , αi1 +αi3 , αi3 +αi5 , αi5 +αi7 , αi7 +αi9 , αi9 +αi1}.
Имеем

(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1) ∈ A,

т. е. A состоит по крайней мере из шести элементов. Если αi7 или αi9 равен
(1, 0, 1) или (1, 1, 1), то A состоит по крайней мере из семи элементов. В против-
ном случае, если {αi7 , αi9} = {(1, 1, 0), (0, 1, 1)}, то A снова состоит по крайней
мере из семи элементов, так как в этом случае (1, 1, 0) + (0, 1, 1) = (1, 0, 1) ∈ A.

Следующее предложение следует из лемм 7 и 8.

Предложение 7. Пусть L является чисто вещественной конфигураци-
ей Кампеделли без тройных точек. Для каждой вещественной структуры
cε(1,0,0),ε(0,1,0),ε(0,0,1) на X = X(L), за исключением, возможно, одной из них,
множество ее вещественных точек не пусто.

2.5. Смешанно-вещественные конфигурации Кампеделли. Пусть
L = ∪Lα – конфигурация Кампеделли, являющаяся смешанно-вещественной
относительно вещественной структуры cP : P2 → P2. Выберем однородные
координаты (z0, z1, z2) на P2 так, чтобы cP превращалась в cP (z0, z1, z2) =
(z̄0, z̄1, z̄2). Тогда с точностью до перенумерации прямых и проективного пре-
образования прямые L(1,1,0), L(1,1,1) и L(0,0,1) задаются уравнениями z0 = 0,
z1 = 0 и z2 = 0, а прямые L(1,0,0), L(0,1,0), L(1,0,1) и L(0,1,1) – уравнениями

aα,0z0 + aα,1z1 + aα,2z2 = 0,

где a(1,0,0),j = ā(0,1,0),j и a(1,0,1),j = ā(0,1,1),j для любого j = 0, 1, 2 (см. доказа-
тельство предложения 3).

Как и выше, рассмотрим множество RP2 = {(z0 : z1 : z2) | zi ∈ R} веще-
ственных точек плоскости P2. Смешанно-вещественная конфигурация Кам-
педелли L пересекает RP2 вдоль трех различных прямых Lα,R = Lα ∩ RP2,
α = (0, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 0) и в двух не совпадающих точках p1 = L(1,0,0) ∩
L(0,1,0) и p2 = L(1,0,1) ∩ L(0,1,1). Назовем точки p1 и p2 вершинами конфигу-
рации L. Эти вершины не могут принадлежать прямой L1,1,0, но может так
случиться, что одна из них (или обе вместе) принадлежит L1,1,1 ∪ L0,0,1. Су-
ществует перенумерация, меняющая индексы точек p1 и p2.

Обозначим через lα = aα,0z0 +aα,1z1 +aα,2z2, α ∈ G\{0}, упомянутые выше
линейные формы, задающие прямые Lα (в частности, z0 = l(1,1,0), z1 = l(1,1,1)
и z2 = l(0,0,1)). Положим q1 = l(1,0,0)l(0,1,0) и q2 = l(1,0,1)l(0,1,1). Заметим, что
формы q1 и q2 имеют вещественные коэффициенты. Более того, q1 > 0 и q2 > 0
в каждой точке плоскости RP2.

Поверхность Кампеделли X = X(L) задается в P9
w уравнениями

u2
(1,0,0) = l(1,0,0)l(1,0,1)z0z1,

u2
(0,1,0) = l(0,1,0)l(0,1,1)z0z1,

u2
(0,0,1) = q2z1z2,

u2
(1,1,0) = q1q2,

u2
(1,0,1) = l(1,0,0)l(0,1,1)z0z2,

u2
(0,1,1) = l(0,1,0)l(1,0,1)z0z2,

u2
(1,1,1) = q1z1z2

(10)
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и уравнениями (5). Она наследует вещественную структуру c++ : X → X с ве-
щественной структуры на P9

w, заданной формулами zk 7→ z̄k и u(i,j,k) 7→ ū(j,i,k).
В соответствии с предложением 3 существуют еще три другие веществен-

ные структуры на X (только три, если конфигурация не имеет нетривиальных
проективных автоморфизмов), которые получаются из c++ при помощи ком-
позиции с некоторым автоморфизмом Галуа:

c−+ = g(1,0,0)c++g(1,0,0), c+− = g(0,0,1)c++, c−− = g(0,0,1)c−+, (11)

где g(1,0,0), g(0,0,1) ∈ Gal(X/P2) определены следующим образом:

g(1,0,0)u(i,j,k) = (−1)iu(i,j,k), g(0,0,1)u(i,j,k) = (−1)ku(i,j,k).

В частности, можно заметить, что с точностью до сопряжения на автомор-
физм поверхности X этот список из четырех вещественных структур сводится
к двум классам сопряженности, представленных соответственно структурами
c+ = c++ и c− = c+−.

Мы будем разделять смешанно-вещественные конфигурации L, не имеющие
тройных точек, на следующие три типа. Прямые Lα,R, α = (0, 0, 1), (1, 1, 1),
(1, 1, 0), делят RP2 на четыре треугольника Pi, i = 1, . . . , 4, как это изображено
на рис. 2, где ось x = 0 – это прямая L(1,1,1),R, ось y = 0 – это прямая L(0,0,1),R,
а прямая L(1,1,0),R лежит в бесконечности. Используя перенумерацию, кото-
рая преобразует (1, 0, 0) в (1, 0, 0), (0, 1, 0) в (0, 1, 0) и (0, 0, 1) в (1, 1, 1), вместе
с линейными преобразованиями x 7→ ±x, y 7→ ±y, мы можем и будем предпо-
лагать, что p1 ∈ P1, а p2 принадлежит либо P1 (тип I), либо P2 (тип II), либо P3

(тип III).

-

6

P1

P2

P4

P3

y

x

Рис. 2

Такая нормализация делает следующие два произведения l(1,1,0)l(1,1,1) = z0z1
и l(1,1,0)l(0,0,1) = z0z2 положительными на P1 (и на P3) и, в частности, фикси-
рует выбор вещественной структуры c+. При этом соглашении структура c−
становится вещественной структурой, индуцированной отображением zk 7→ z̄k
и u(i,j,k) 7→ ū(j,i,k) на копии поверхности X, которая задается уравнениями

u2
(1,0,0) = l(1,0,0)l(1,0,1)v1,

u2
(0,1,0) = l(0,1,0)l(0,1,1)v1,

u2
(0,0,1) = −q2v1v2.

(12)

Лемма 9. Пусть L – смешанно-вещественная конфигурация Кампеделли
без тройных точек. Предположим, что Pi и c± занумерованы так, как это
описано выше. Тогда для любого i = 1, . . . , 4:
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(i) f−1(Pi) является несвязным объединением Pi,1∪Pi,2 двух связных неори-
ентируемых двумерных многообразий;

(ii) эйлерова характеристика поверхности Pi,j , j = 1, 2, равна 1−2n, где n –
число вершин {p1, p2} конфигурации, принадлежащих поверхности Pi ;

(iii) множество вещественных точек XR = Fix c, c = c± , является объеди-
нением двух многообразий:

XR = Pi,1 ∪ Pi+2,1,

где i = 1, если c = c+ , и i = 2, если c = c− .

Доказательство аналогично доказательству следствия 4. Единственное
отличие состоит в том, что здесь внутри треугольника Pi мы имеем верши-
ны p1, p2 конфигурации, которые являются (простыми) точками ветвления
проекции P̃i,j → Pi.

Замечание 2. Конфигурация Кампеделли может быть чисто веществен-
ной относительно одной вещественной структуры и смешанно-вещественной
относительно другой структуры. Более точно, конфигурация Кампеделли L
одновременно является чисто вещественной и смешанно-вещественной тогда
и только тогда, когда (возможно, после перенумерации прямых) существуют
координаты (z0, z1, z2) на P2 такие, что zi = 0, i = 0, 1, 2, является уравнением
соответственно прямой L(1,1,0), L(1,1,1), L(0,0,1), прямые L(1,0,0) и L(0,1,0) задают-
ся уравнениями a1z1 +(a0z0±z2) = 0, а прямые L(1,0,1) и L(0,1,1) – уравнениями
b1z1 + (b0z0 ± z2) = 0 при некоторых ненулевых a0, a1, b0, b1 ∈ R.

§ 3. Диффеоморфизмы и деформации
вещественных поверхностей Кампеделли

3.1. Деформации и сглаживание A1-особенностей. Под веществен-
ным возмущением Морса–Лефшеца вещественной поверхности с A1-особеннос-
тями мы понимаем комплексное трехмерное многообразие Z, снабженное веще-
ственной структурой c : Z → Z и собственным голоморфным отображением f
из Z в единичный диск D ⊂ C, согласованным с вещественными структурами
на Z и на D ⊂ C и таким, что все слои отображения f являются (компакт-
ными) неособыми поверхностями, за исключением слоя над точкой 0, слой над
точкой 0 содержит только изолированные особые точки O1, . . . , Ok, в которых
квадратичная форма отображения f не вырождена.

Обозначим слои f−1(t) через Xt, так что особый слой f−1(0) – это X0. Ве-
щественная структура c : X0 → X0 однозначно поднимается до вещественной
структуры c : X̃0 → X̃0, где X̃0 – минимальное разрешение особенностей по-
верхности X0. В соответствии с определением деформационной эквивалент-
ности вещественных поверхностей вещественные поверхности (Xt, c) принадле-
жат одному и тому же типу вещественных деформаций для всех t ∈ R, t 6= 0,
имеющих один и тот же знак. Если Oj , 1 6 j 6 k, является вещественной
точкой, то можно выбрать небольшой шар (Милнора) Bj ⊂ Z с центром в Oj
и для каждого малого вещественного t 6= 0 рассмотреть локальную эйлеро-
ву характеристику множества Xt,R, т. е. эйлерову характеристику пересечения
вещественной части слоя Xt и шара Bj .

Такие возмущения Морса–Лефшеца будут возникать в результате вывора-
чиваний треугольников вещественных конфигураций Кампеделли (см. п. 3.2).
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Лемма 10. Пусть (Z, f, c) – вещественное возмущение Морса–Лефшеца ве-
щественной поверхности с A1-особенностями. Если для t′ 6= 0, имеющих
определенной знак, в каждой вещественной особой точке Oj ∈ X0 локаль-
ная эйлерова характеристика поверхности Xt′,R равна нулю, то поверхно-
сти (Xt′ , c) с таким знаком параметра t′ вещественно деформационно экви-
валентны поверхности (X̃0, c).

Доказательство. Определим вспомогательное вещественное однопара-
метрическое семейство, сделав замену базы с помощью подстановки u2 вместо t,
если t′ являются положительными, и −u2 вместо t в противном случае. То-
тальное пространство этого семейства имеет A1-особенности в O1, . . . , Ok ∈ X0

и не имеет других особых точек. Раздутие тотального пространства с цен-
трами в A1-особенностях уважает вещественную структуру, заменяет каждую
из этих особых точек квадрикой и разрешает одновременно как особые точ-
ки семейства, так и особые точки слоя X0. В каждой вещественной точке Oj
раздутая квадрика является вещественной и два семейства порождающих ее
прямых являются вещественными тогда и только тогда, когда локальная эй-
лерова характеристика поверхности Xt,R равна нулю при t = t′. Выберем
одно из семейств вещественных прямых для каждой вещественной точки Oj
и сопряженные семейства прямых для каждой пары сопряженных точек Oj .
Как известно, стягивание любого из двух семейств прямых этих квадрик да-
ет гладкое семейство поверхностей. Стягивание выбранных семейств является
вещественным и, следовательно, задает вещественную эквивалентность между
(X̃0, c) и (Xt′ , c).

Замечание 3. Если (Z, f, c) является возмущением Морса–Лефшеца веще-
ственной поверхности с комплексно-сопряженными (не вещественными)
A1-особенностями, то все поверхности (Xt, c) при вещественных t 6= 0 явля-
ются вещественно деформационно эквивалентными друг другу.

3.2. Выворачивания треугольников. Пусть L – оснащенная чисто ве-
щественная конфигурация Кампеделли (см. п. 2.4), и пусть Pi0 ⊂ RP2 –
треугольник, стороны которого образованы прямыми Lα1 , Lα2 , Lα3 конфи-
гурации L. Преобразование, изображенное на рис. 3, которое преобразует L
в оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли L′, называет-
ся выворачиванием треугольника Pi0 . Согласно определению тройки знаков
Sign′i = Sign(P ′

i ) при i 6= i0 совпадают с Signi = Sign(Pi) и из правила пе-
ресчета (7) следует, что знаки Sign′i0 = (sign′i0,1, sign′i0,2, sign′i0,3) определяются
знаками Signi0 = (signi0,1, signi0,2, signi0,3) по следующей формуле:

sign′i0,j = (−1)aj signi0,j ,

где (a1, a2, a3) = α1 + α2 + α3.

Замечание 4. Если стороны треугольника Pi0 линейно зависимы, то имеют
место равенства Signij = Signij+3

для j = 1, 2, 3, Sign′i0 = Signi0 , а знаки
Signi1 , Signi2 и Signi3 попарно различны. В случае линейно зависимых сторон
конфигурация прямых L0 не является конфигурацией Кампеделли.

Если стороны треугольника Pi0 линейно независимы, то все тройки Signij ,
j = 0, 1, . . . , 6, попарно различны и Sign′i0 является дополнительным к ним
элементом в множестве троек знаков. В случае линейно независимых сторон
конфигурация L0 является конфигурацией Кампеделли и каноническая мо-
дель X(L0) поверхности Кампеделли X0 имеет одну особую точку типа A1,
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Рис. 3

лежащую над тройной точкой (над точкой, в которую вырождается треуголь-
ник Pi0). Локальная эйлерова характеристика многообразия X(L) в этой осо-
бой точке равна нулю тогда и только тогда, когда

(+,+,+) /∈ {Signik}k=0,2,4,6.

Соответственно, локальная эйлерова характеристика многообразия X(L′)
в этой особой точке равна нулю тогда и только тогда, когда тройка зна-
ков (+,+,+) /∈ {Sign′ik}k=0,2,4,6. Последнее условие эквивалентно условию
(+,+,+) ∈ {Signik}k=0,2,4,6; в частности, если локальная эйлерова характе-
ристика равна нулю для одной из конфигураций L или L′, то она не равна
нулю для другой; верно и обратное утверждение.

3.3. Редукция к общим деформациям. Докажем следующие утверж-
дения.

Лемма 11. Предположим, что (Z, f, c) – такая вещественная деформа-
ция, что все слои, за исключением слоя X0 , имеют неособые канонические
модели, а каноническая модель поверхности X0 имеет A1-особенности. То-
гда локальная эйлерова характеристика поверхности Xt,R , t 6= 0, равна нулю
в каждой вещественной особой точке Oj ∈ Z .

Доказательство. Деформация (Z, f, c) является одновременным разреше-
нием особенностей семейства, состоящего из канонических моделей Xcan

t по-
верхностей Xt над той же базой. Следовательно, для каждого достаточно ма-
лого вещественного t локальные эйлеровы характеристики поверхности Xt,R
совпадают с локальными эйлеровыми характеристиками разрешения особых
точек. Последние равны нулю в случае A1-особенностей, какими бы ни были
вещественные формы особенностей.

Лемма 12. Пусть (Z, f, c) – вещественная деформация поверхностей Кам-
педелли. Для любого вещественного t′ ∈ D существуют вещественная
окрестность U ⊂ D точки t′ и вещественное семейство Lt , t ∈ U , конфи-
гураций Кампеделли в вещественной проективной плоскости (P2; cP ) такие,
что Xt = X(Lt) и ct = c|Xt является подъемом структуры cP .
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Доказательство. Рассмотрим относительный биканонический пучок
2K|Z/D. Его ограничение на каждый слой Xt является биканоническим пуч-
ком поверхности Xt. Пространство сечений ограничения имеет размерность
три и эти сечения определяют конечный морфизм в P2, представляющий Xt

как X(Lt), где Lt – дивизор ветвления этого отображения (см. доказательство
теоремы 5). Поскольку пространство сечений имеет постоянную размерность,
то любые три сечения, порождающие биканонический пучок поверхности Xt′ ,
продолжаются до трех сечений, порождающих пучок 2K|Z/D по крайней мере
над некоторой малой окрестностью точки t′. Согласно теореме 7 эти три сече-
ния биканонического пучка Xt′ могут быть выбраны вещественными относи-
тельно вещественной структуры cP плоскости P2, а затем останется усреднить
их продолжения с помощью c и выбрать достаточно малую эквивариантную
окрестность точки t′.

Предложение 8. Пусть (X1, c1) и (X2, c2) – две деформационно эквива-
лентные вещественные поверхности Кампеделли, ассоциированные соответ-
ственно с конфигурациями Кампеделли L1 и L2 . Если L1 является чисто
вещественной конфигурацией, то L2 является также чисто вещественной.
Если эти конфигурации являются чисто вещественными и не имеют трой-
ных точек, то их оснащения знаками в RP2 гомеоморфны. Поэтому, в част-
ности, L1 и L2 имеют одинаковый тип и одинаковый тип примыкания поло-
жительных многоугольников.

Заметим, что из предложения 8 следует, что деформация не может быть
задана каким-либо выворачиванием треугольников.

Доказательство. Согласно лемме 12 любая цепочка вещественных дефор-
маций, связывающая поверхности (X1, c1) и (X2, c2), является результатом вы-
бора цепочки вещественных семейств конфигураций Кампеделли Lt. Рассмот-
рим конфигурации Lt с вещественными значениями параметра t. Они образу-
ют цепочку вещественных конфигураций Кампеделли, связывающую L1 и L2.
Конфигурации Кампеделли могут разве что приобретать тройные точки. Сле-
довательно, число вещественных прямых в конфигурации не меняется в цепи
вещественных деформаций. Это доказывает первое утверждение.

Теперь предположим, что L1 и L2 являются чисто вещественными конфигу-
рациями. Тройные точки промежуточных конфигураций Lt появляются и ис-
чезают независимо друг от друга. Их исчезновение и появление происходит при
полувыворачивании треугольников подобно тому, как это изображено на рис. 3.
Полувыворачивание, в результате которого появляется треугольник, должно
восстанавливать локальную комбинаторную структуру и локальное оснащение
знаками, поскольку, с одной стороны, в соответствии с леммой 11 локальный
вклад в эйлерову характеристику вещественной части должен быть равен ну-
лю для обоих типов полувыворачивания, а с другой стороны, как мы заметили
уже в п. 3.2, такой вклад благодаря исчезновению треугольника Pi0 (или, со-
ответственно, появлению треугольника P ′

i0
) равен нулю тогда и только тогда,

когда (+,+,+) /∈ {Signik}k=0,2,4,6 (соответственно, (+,+,+) /∈ {Sign′ik}k=0,2,4,6).
В итоге отсюда вытекает, что при замене прямых линий Li,R подходящими изо-
гнутыми линиями конфигурацию L1 можно соединить с конфигурацией L2 при
помощи непрерывного семейства оснащенных изогнутых конфигураций, лежа-
щих в RP2 и не имеющих тройных точек.
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3.4. Сглаживание T (−4)-особенностей. Вещественным сглаживанием
вещественной поверхности (M, c) назовем любой вещественный слой веществен-
ного плоского семейства поверхностей Z → D над единичным диском D (на
котором вещественная структура задана обычным комплексным сопряжени-
ем) такого, что (X0, c) = (M, c) и все слои Xt неособы при t ∈ D, t 6= 0. Особая
точка поверхности называется T (−4)-особенностью, если ее росток изомор-
фен (Z/2Z)2-накрытию Галуа ростка (C2, o), разветвленному в трех прямых
Lα1 ∪ Lα2 ∪ Lα3 , проходящих через точку o, и ассоциированному с (Z/2Z)2-
нумерацией {αi}i=1,2,3 такой, что α1 + α2 + α3 = 0. Мы будем говорить,
что некоторая поверхность является вещественной поверхностью с невеще-
ственными T (−4)-особенностями, если все ее особые точки являются T (−4)-
особенностями и ни одна из ее особых точек не является вещественной.

Теорема 8. Любые два вещественных сглаживания (M1, c) и (M2, c) веще-
ственной поверхности (M, c) с невещественными T (−4)-особенностями име-
ют диффеоморфные вещественные структуры.

Доказательство. Пары (M1, c) и (M2, c) получаются из (M, c) при удале-
нии c-инвариантных окрестностей Милнора Uj ∪c(Uj) для каждой пары сопря-
женных особенностей с последующим c-инвариантным приклеиванием вместо
пары Uj ∪ c(Uj) некоторых других стандартных кусков Nj ∪ Nj̄ , Nj = (N, j)
и Nj̄ = (N, j̄ ), и при использовании граничных диффеоморфизмов φj : ∂N →
∂Uj , φj̄ : ∂N → ∂c(Uj) таких, что c ◦ φj = φj̄ (так что c действует на Nj ∪ Nj̄
по правилу (x, j) 7→ (x, j̄ )). Как известно (см., например, [18]), результат скле-
ивания половины из этих кусков, скажем ∪Nj , дает диффеоморфные четырех-
мерные многообразия M1 \

⋃
j Nj̄ и M2 \

⋃
j Nj̄ (на самом деле, ∂N являет-

ся линзовым пространством L(4, 1), и существование такого диффеоморфизма
следует из соответствующей теоремы Бонаона [1]). После этого осталось про-
должить такой диффеоморфизм Φ на M1 → M2, используя симметрию, т. е.
положив Φ(x) = (c ◦ Φ)(x) для всех x ∈ (N, j̄ ).

Следующее утверждение вытекает непосредственно из теоремы 8.

Следствие 5. Пусть L и L′ – две оснащенные вещественные конфигу-
рации Кампеделли, получающиеся друг из друга с помощью выворачивания
треугольника Pi0 . Предположим, что стороны треугольника Pi0 являют-
ся линейно зависимыми и что Signij 6= (+,+,+) для j = 0, 1, . . . , 6, где Pij ,
j = 1, . . . , 6, – многоугольники, смежные с треугольником Pi0 . Тогда веще-
ственные поверхности Кампеделли X(L) и X(L′) имеют диффеоморфные ве-
щественные структуры.

Замечание 5. В теореме 8 и следствии 5 диффеоморфизм, переводящий
одну вещественную структуру в другую, сохраняет ориентацию и канонический
класс.

Доказательство замечания 5. Ориентация и канонический класс по-
верхностейM = X0, M1 = Xε иM2 = X−ε определяются комплексной структу-
рой. Отождествление многообразия M \ ∪Uj с соответствующими кусками по-
верхностей X±ε задается диффеоморфизмами переноса. Поскольку комплекс-
ная структура на Xt зависит непрерывно от t при t 6= 0, то диффеоморфизмы
Морса–Лефшеца сохраняют комплексную ориентацию и канонический класс.
Следовательно, диффеоморфизм Φ, ограниченный на

M ext
1 = M1

∖ ⋃
j

(
Nj ∪Nj̄

)
→M ext

2 = M2

∖ ⋃
j

(
Nj ∪Nj̄

)
,

6 Серия математическая, № 4



162 ВИК.С. КУЛИКОВ, В.М. ХАРЛАМОВ

сохраняет комплексную ориентацию и преобразует канонический класс
K(M ext

2 ) в K(M ext
1 ). Для доказательства осталось заметить, что гомомор-

физмы H2(Mi,Z) → H2(M ext
i ; Z), индуцированные вложениями M ext

i ⊂ Mi,
являются инъективными. Действительно, по двойственности Пуанкаре–Леф-
шеца имеем

H2(Mi,M
ext
i ; Z) = H2

( ⋃
j

(
Nj ∪Nj̄

)
; Z

)
,

в то время как H2

( ⋃
j

(
Nj ∪ Nj̄

)
; Z

)
= 0, так как каждая из окрестностей Nj

и Nj̄ (составляющих несвязную пару) гомотопически эквивалентна веществен-
ной проективной плоскости RP2 (см. следствие 4).

3.5. Классификация смешанно-вещественных конфигураций Кам-
педелли с точностью до вещественных деформаций. Пусть L – конфи-
гурация Кампеделли, являющаяся смешанно-вещественной относительно ве-
щественной структуры cP : P2 → P2. Скажем, что вещественная поверхность
Кампеделли (X, cX), где X = X(L) и cX – подъем структуры cP , имеет тип J±,
где J = I, II, III, если L не имеет тройных точек, имеет тип J и cX = c± (см.
определения типов I, II, III и вещественных структур c± в п. 2.5).

Теорема 9. Существует ровно пять различных типов деформационно эк-
вивалентных вещественных поверхностей Кампеделли (X, c), ассоциирован-
ных со смешанно-вещественными конфигурациями Кампеделли. Конфигура-
ции типа II+ и II− представляют один и тот же деформационный тип.
Остальные четыре деформационных типа соответствуют конфигурациям
типов I± и III± .

Доказательство. Согласно предложению 8 вещественные поверхности
X(L) и X(L′) не являются деформационно эквивалентными, если L являет-
ся чисто вещественной конфигурацией Кампеделли, а L′ является смешанно-
вещественной. Из леммы 10 вытекает, что если L имеет тройные точки, то
поверхность (X, cX) вещественно деформационно эквивалентна некоторой по-
верхности, ассоциированной с вещественной конфигурацией Кампеделли, не
имеющей тройных точек. Отсюда в силу того, что пространство смешанно-
вещественных конфигураций Кампеделли без тройных точек распадается
на шесть деформационных классов (а именно, I±, II± и III±), следует, что
существует не более шести типов деформационно неэквивалентных веществен-
ных поверхностей Кампеделли (X, cX).

Чтобы их различать, заметим, что вещественная деформация вещественных
поверхностей Кампеделли (X, cX) является одновременно и H-деформацией,
где H = Kl(X, cP ), в том смысле, что не только действие вещественной струк-
туры cX , но и действие всей группы H продолжаются на все пространство
деформаций. Более того, так как группа Галуа G ⊂ H сохраняет каждый слой
деформации, эта вещественная деформация поверхности (X, cX) одновременно
является вещественной деформацией для каждой другой вещественной струк-
туры, содержащейся в H.

В случае смешанно-вещественной конфигурации Кампеделли группа H изо-
морфна группе D4 × (Z/2Z) (см. предложение 3), содержит четыре различные
вещественные структуры и эти структуры распадаются на два класса сопря-
женности c± (см. п. 2.5). В итоге топологический тип неупорядоченной па-
ры двумерных многообразий (Fix c+,Fix c−) инвариантен при вещественных
деформациях поверхности (X, cX). Из леммы 9 следует, что этот инвариант
различает типы I±, II+ и III±.



ПОВЕРХНОСТИ С DIF6=DEF ВЕЩЕСТВЕННЫМИ СТРУКТУРАМИ 163

Чтобы закончить доказательство, покажем, что типы II+ и II− являются
деформационно эквивалентными. С точностью до деформационной эквива-
лентности мы можем предполагать, что вершины p1 и p2 конфигурации L
типа II имеют проективные координаты (1, 1, 1) и (1, 1,−1) соответственно. Бо-
лее того, мы можем предполагать, что l(1,0,0)l(0,1,0) = (z1 − z0)2 + (z2 − z0)2

и l(1,0,1)l(0,1,1) = (z1− z0)2 + (z2 + z0)2 соответственно. Тогда диагональное пре-
образование z0 7→ z0, z1 7→ z1, z2 7→ −z2 и перенумерация (1, 0, 0) 7→ (1, 0, 1),
(0, 1, 0) 7→ (0, 1, 1), (0, 0, 1) 7→ (0, 0, 1) задают (см. уравнения (10)) эквивалент-
ность вещественных структур c− и c+.

§ 4. DIF 6= DEF

В этом параграфе мы приводим несколько примеров диффеоморфных ве-
щественных поверхностей Кампеделли, которые не являются деформационно
эквивалентными.

4.1. Пример пары диффеоморфных, но деформационно неэквива-
лентных вещественных поверхностей.

Пример 1. Две вещественные поверхности Кампеделли, которые имеют
диффеоморфные вещественные структуры, но не являются вещественно де-
формационно эквивалентными.

Пусть L – чисто вещественная конфигурация Кампеделли, заданная сто-
ронами семиугольника P1, т. е. конфигурация типа (7, 14, 0, 0, 1). Занумеруем
прямые таким образом, что некоторые последовательные три стороны семи-
угольника P1 имеют метки (1, 0, 0), (1, 1, 0) и (0, 1, 0). Затем оснастим конфи-
гурацию L знаками так, что треугольник P0, имеющий общую сторону с P1

вдоль L(1,1,0), имеет Sign0 = (−,−,−). Напомним, что такой выбор знаков для
треугольника P0 может быть продолжен до оснащения знаками конфигура-
ции L при использовании правила пересчета (7) (см. фрагмент конфигурации L
на рис. 4).

L

P0
−−−

L(1,0,0)

L(0,1,0)

L(1,1,0)

−+−

+−−

+ +− −+−
+−−

+ +−

Рис. 4

6*



164 ВИК.С. КУЛИКОВ, В.М. ХАРЛАМОВ

Пусть L′ – оснащенная конфигурация, полученная выворачиванием тре-
угольника P0. Эта конфигурация имеет тип (7, 13, 1, 1, 0). Из следствия 5 выте-
кает, что вещественные поверхности Кампеделли X(L) и X(L′) имеют диффео-
морфные вещественные структуры, а согласно предложению 8 они не являются
деформационно эквивалентными.

4.2. Пример восьми диффеоморфных, но попарно деформационно
неэквивалентных вещественных поверхностей.

Пример 2. Восемь вещественных поверхностей Кампеделли (X1, c1), . . .
. . . , (X8, c8), которые имеют диффеоморфные друг другу вещественные струк-
туры и являются попарно деформационно неэквивалентными.

L(0,1,1)

L(1,0,1)

L(1,1,0)

L(1,0,0)

L(0,0,1)

L(0,1,0)

L(1,1,1)

P1

P2

P3 P4

P5

P6

P7

P8

P9

P10

P11

P12

P13 P14

P15
P16

P17

P18

P19

P20 P21

P22

Рис. 5
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Покажем, что существуют оснащенные чисто вещественные конфигурации
Кампеделли Li, i = 1, . . . , 8, такие, что, во-первых, они могут быть получе-
ны друг из друга с помощью выворачиваний неположительных треугольников
с линейно зависимыми сторонами, а во-вторых, они либо имеют различные
типы, либо имеют различные типы примыкания положительных многоуголь-
ников. Тогда из теоремы 8 следует, что вещественные поверхности Кампеделли
X(Li) имеют диффеоморфные вещественные структуры, а согласно предложе-
нию 8 они являются попарно деформационно неэквивалентными.

Построение таких конфигураций начнем с чисто вещественной конфигу-
рации L(0,0,0,0) типа (11, 5, 5, 1, 0), которая изображена на рис. 5. Эта кон-
фигурация имеет шесть попарно непересекающихся треугольников P1, . . . , P6.
Каждый из них имеет линейно зависимые стороны. Число сторон каждого
из многоугольников P7, . . . , P22 приведено в табл. (0, 0, 0, 0)1.

Таблица (0, 0, 0, 0)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

4 4 5 4 5 4 4 5

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

3 5 3 5 3 6 3 3

Присвоим треугольнику P1 знаки (+,+,+) и продолжим этот выбор до осна-
щения конфигурации L(0,0,0,0) знаками с помощью правила перехода (7). Тогда,
как легко проверить, L(0,0,0,0) имеет только два положительных многоугольни-
ка, а именно P1 и P2.

Чтобы убедиться в том, что можно независимо производить выворачива-
ния четырех треугольников P3, . . . , P6, достаточно рассмотреть конфигурацию
L(0,0,0,0) как малое возмущение прямых конфигурации, изображенной на рис. 6.
После этого остается выбрать последовательность выворачиваний и посчитать
для каждой полученной конфигурации ее тип и тип примыкания ее положи-
тельных многоугольников.

Однако сначала для удобства счета соберем в табл. (0, 0, 0, 0)2 типы примы-
каний треугольников P1, . . . , P6 конфигурации L(0,0,0,0).

Таблица (0, 0, 0, 0)2

P1 (47, 4
′
8, 59, 3

′
15, 514, 4

′
13) P2 (516, 3

′
17, 518, 3

′
21, 620, 3

′
19)

P3 (59, 4
′
10, 511, 3

′
17, 516, 3

′
15) P4 (511, 4

′
12, 413, 4

′
7, 518, 3

′
17)

P5 (412, 4
′
13, 514, 3

′
19, 620, 3

′
22) P6 (620, 3

′
21, 48, 5

′
9, 410, 3

′
22)

(Здесь мы включили в тип примыкания треугольника Pi, i = 1, . . . , 6, номера
примыкающих многоугольников. Например, в типе примыкания (47, 4′8, 59, 3′15,
514, 4′13) треугольника P1 примыкание 47 означает, что многоугольник P7 явля-
ется четырехугольником и имеет общую сторону с треугольником P1.)

Тип примыкания положительных многоугольников конфигурации L(0,0,0,0)

имеет вид
A(0,0,0,0) =

(
(4, 4′, 5, 3′, 5, 4′), (5, 3′, 5, 3′, 6, 3′)

)
.
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Произведем в L(0,0,0,0) выворачивание треугольника P3 и получим новую
оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли. Обозначим ее
через L(1,0,0,0) и используем для ее многоугольников те же обозначения Pi
(в п. 3.2 они обозначались через P ′

i ). Чтобы вычислить ее инварианты, за-
метим, во-первых, что тип примыкания треугольника P3 преобразуется следу-
ющим образом:

(59, 4′10, 511, 3′17, 516, 3′15) 7→ (4′9, 510, 4′11, 417, 4′16, 415).

После этого пересчитаем числа сторон многоугольников P9, P10, P11, P17,
P16, P15, приведенные в табл. (0, 0, 0, 0)1 и табл. (0, 0, 0, 0)2, и получим таблицы
для L(1,0,0,0): табл. (1, 0, 0, 0)1 и табл. (1, 0, 0, 0)2.

Таблица (1, 0, 0, 0)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

4 4 4 5 4 4 4 5

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

4 4 4 5 3 6 3 3

Таблица (1, 0, 0, 0)2

P1 (47, 4
′
8, 49, 4

′
15, 514, 4

′
13) P2 (416, 4

′
17, 518, 3

′
21, 620, 3

′
19)

P3 (4′
9, 510, 4

′
11, 417, 4

′
16, 415) P4 (411, 4

′
12, 413, 4

′
7, 518, 4

′
17)

P5 (412, 4
′
13, 514, 3

′
19, 620, 3

′
22) P6 (620, 3

′
21, 48, 4

′
9, 510, 3

′
22)
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Мы видим, что конфигурация L(1,0,0,0) имеет тип (9, 9, 3, 1, 0), она содержит
только два положительных многоугольника, именно P1 и P2, и ее тип примы-
кания положительных многоугольников – это

A(1,0,0,0) =
(
(4, 4′, 4, 4′, 5, 4′), (4, 4′, 5, 3′, 6, 3′)

)
.

Осуществим в L(1,0,0,0) выворачивание треугольника P4, обозначим полу-
ченную оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли че-
рез L(1,1,0,0) и, как и выше, произведем аналогичный пересчет. В результате
получим две таблицы для L(1,1,0,0): табл. (1, 1, 0, 0)1 и табл. (1, 1, 0, 0)2.

Таблица (1, 1, 0, 0)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

5 4 4 5 3 5 3 5

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

4 4 5 4 3 6 3 3

Таблица (1, 1, 0, 0)2

P1 (57, 4
′
8, 49, 4

′
15, 514, 3

′
13) P2 (416, 5

′
17, 418, 3

′
21, 620, 3

′
19)

P3 (4′
9, 510, 3

′
11, 517, 4

′
16, 415) P4 (3′

11, 512, 3
′
13, 57, 4

′
18, 517)

P5 (512, 3
′
13, 514, 3

′
19, 620, 3

′
22) P6 (620, 3

′
21, 48, 4

′
9, 510, 3

′
22)

Мы видим, что конфигурация L(1,1,0,0) имеет тип (11, 5, 5, 1, 0), она содержит
только два положительных многоугольника, именно P1 и P2, и тип примыкания
ее положительных многоугольников имеет вид

A(1,1,0,0) =
(
(5, 4′, 4, 4′, 5, 3′), (4, 5′, 4, 3′, 6, 3′)

)
.

Осуществим в L(1,1,0,0) выворачивание треугольника P3, обозначим полу-
ченную оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли через
L(0,1,0,0) и, как и выше, произведем аналогичный пересчет. В результате полу-
чим две таблицы для L(0,1,0,0): табл. (0, 1, 0, 0)1 и табл. (0, 1, 0, 0)2.

Таблица (0, 1, 0, 0)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

5 4 5 4 4 5 3 5

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

3 5 4 4 3 6 3 3

Мы видим, что конфигурация L(0,1,0,0) имеет тип (11, 5, 5, 1, 0), она содержит
только два положительных многоугольника, именно P1 и P2, и ее тип примы-
кания положительных многоугольников – это

A(0,1,0,0) =
(
(5, 4′, 5, 3′, 5, 3′), (5, 4′, 4, 3′, 6, 3′)

)
.
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Таблица (0, 1, 0, 0)2

P1 (57, 4
′
8, 59, 3

′
15, 514, 3

′
13) P2 (516, 4

′
17, 418, 3

′
21, 620, 3

′
19)

P3 (59, 4
′
10, 411, 4

′
17, 516, 3

′
15) P4 (4′

11, 512, 3
′
13, 57, 4

′
18, 417)

P5 (512, 3
′
13, 514, 3

′
19, 620, 3

′
22) P6 (620, 3

′
21, 48, 5

′
9, 410, 3

′
22)

Осуществим в L(0,1,0,0) выворачивание треугольника P5, обозначим полу-
ченную оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли через
L(0,1,1,0) и, как и выше, произведем аналогичный пересчет. В результате полу-
чим две таблицы для L(0,1,1,0): табл. (0, 1, 1, 0)1 и табл. (0, 1, 1, 0)2.

Таблица (0, 1, 1, 0)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

5 4 5 4 4 4 4 4

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

3 5 4 4 4 5 3 4

Таблица (0, 1, 1, 0)2

P1 (57, 4
′
8, 59, 3

′
15, 414, 4

′
13) P2 (516, 4

′
17, 418, 3

′
21, 520, 4

′
19)

P3 (59, 4
′
10, 411, 4

′
17, 516, 3

′
15) P4 (4′

11, 412, 4
′
13, 57, 4

′
18, 417)

P5 (4′
12, 413, 4

′
14, 419, 5

′
20, 422) P6 (520, 3

′
21, 48, 5

′
9, 410, 4

′
22)

Мы видим, что конфигурация L(0,1,1,0) имеет тип (8, 10, 4, 0, 0), она содержит
только два положительных многоугольника, именно P1 и P2, и ее тип примы-
кания положительных многоугольников – это

A(0,1,1,0) =
(
(5, 4′, 5, 3′, 4, 4′), (5, 4′, 4, 3′, 5, 4′)

)
.

Осуществим в L(0,1,1,0) выворачивание треугольника P4, обозначим полу-
ченную оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли через
L(0,0,1,0) и, как и выше, произведем аналогичный пересчет. В результате полу-
чим две таблицы для L(0,0,1,0): табл. (0, 0, 1, 0)1 и табл. (0, 0, 1, 0)2.

Мы видим, что конфигурация L(0,0,1,0) имеет тип (10, 6, 6, 0, 0), она содержит
только два положительных многоугольника, именно P1 и P2, и ее тип примы-
кания положительных многоугольников – это

A(0,0,1,0) =
(
(4, 4′, 5, 3′, 4, 5′), (5, 3′, 5, 3′, 5, 4′)

)
.

Осуществим в L(0,0,1,0) выворачивание треугольника P3, обозначим полу-
ченную оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли через
L(1,0,1,0) и, как и выше, произведем аналогичный пересчет. В результате полу-
чим две таблицы для L(1,0,1,0): табл. (1, 0, 1, 0)1 и табл. (1, 0, 1, 0)2.
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Таблица (0, 0, 1, 0)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

4 4 5 4 5 3 5 4

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

3 5 3 5 4 5 3 4

Таблица (0, 0, 1, 0)2

P1 (47, 4
′
8, 59, 3

′
15, 414, 5

′
13) P2 (516, 3

′
17, 518, 3

′
21, 520, 4

′
19)

P3 (59, 4
′
10, 511, 3

′
17, 516, 3

′
15) P4 (511, 3

′
12, 513, 4

′
7, 518, 3

′
17)

P5 (3′
12, 513, 4

′
14, 419, 5

′
20, 422) P6 (520, 3

′
21, 48, 5

′
9, 410, 4

′
22)

Таблица (1, 0, 1, 0)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

4 4 4 5 4 3 5 4

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

4 4 4 5 4 5 3 4

Таблица (1, 0, 1, 0)2

P1 (47, 4
′
8, 49, 4

′
15, 414, 5

′
13) P2 (416, 4

′
17, 518, 3

′
21, 520, 4

′
19)

P3 (4′
9, 510, 4

′
11, 417, 4

′
16, 415) P4 (411, 3

′
12, 513, 4

′
7, 518, 4

′
17)

P5 (3′
12, 513, 4

′
14, 419, 5

′
20, 422) P6 (520, 3

′
21, 48, 4

′
9, 510, 4

′
22)

Мы видим, что конфигурация L(1,0,1,0) имеет тип (8, 10, 4, 0, 0), она содержит
только два положительных многоугольника, именно P1 и P2, и ее тип примы-
кания положительных многоугольников – это

A(1,0,1,0) =
(
(4, 4′, 4, 4′, 4, 5′), (4, 4′, 5, 3′, 5, 4′)

)
.

Наконец, осуществим в L(1,0,1,0) выворачивание треугольника P6, обозна-
чим полученную оснащенную чисто вещественную конфигурацию Кампеделли
через L(1,0,1,1) и, как и выше, еще раз произведем аналогичный пересчет. В ре-
зультате получим две таблицы для L(1,0,1,1): табл. (1, 0, 1, 1)1 и табл. (1, 0, 1, 1)2.

Мы видим, что конфигурация L(1,0,1,1) имеет тип (8, 10, 4, 0, 0), она имеет два
и только два положительных многоугольника, именно P1 и P2, ее тип примы-
кания положительных многоугольников – это

A(1,0,1,1) =
(
(4, 3′, 5, 4′, 4, 5′), (4, 4′, 5, 4′, 4, 4′)

)
.
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Таблица (1, 0, 1, 1)1

P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14

4 3 5 4 4 3 5 4

P15 P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22

4 4 4 5 4 4 4 5

Таблица (1, 0, 1, 1)2

P1 (47, 3
′
8, 59, 4

′
15, 414, 5

′
13) P2 (416, 4

′
17, 518, 4

′
21, 420, 4

′
19)

P3 (5′
9, 410, 4

′
11, 417, 4

′
16, 415) P4 (411, 3

′
12, 513, 4

′
7, 518, 4

′
17)

P5 (3′
12, 513, 4

′
14, 419, 4

′
20, 522) P6 (4′

20, 421, 3
′
8, 59, 4

′
10, 522)

Из полученных результатов следует, что каждые две из восьми построенных
конфигураций либо имеют различные типы, либо, если типы совпадают, имеют
различные типы примыкания положительных многоугольников.

4.3. Смешанно-вещественные конфигурации.

Пример 3. Вещественные поверхности Кампеделли типов I− и III+ имеют
диффеоморфные вещественные структуры, но они не являются деформацион-
но эквивалентными.

Действительно, пусть (X, c) – вещественная поверхность Кампеделли ти-
па III+, ассоциированная со смешанно-вещественной конфигурацией Кампе-
делли типа III. Мы можем двигать вершину p2 так, что она переходит из тре-
угольника P3 в P1 через бесконечно удаленную прямую L(1,1,0). Из теоремы 8
следует, что вещественные структуры c и c1 диффеоморфны.

С другой стороны, согласно теореме 9 вещественные поверхности типа I−
не являются деформационно эквивалентными вещественным поверхностям
типа III+.

В действительности, в случае смешанно-вещественных типов можно дать
полный ответ на проблему DIF6=DEF. Из следующей теоремы и теоремы 9 по-
лучаем, что число классов диффеоморфности равно четырем, а число классов
деформационной эквивалентности равно пяти.

Теорема 10. Вещественные структуры типов I± , II+ и III− попарно не
диффеоморфны.

Доказательство. Из леммы 9 следует, что для всех этих типов соответ-
ствующие множества вещественных точек имеют различные топологические
типы.

§ 5. Заключительные замечания

5.1. Почти максимальная поверхность. Напомним, что вещественная
поверхность (X, c) называется (M − k)-поверхностью, если

dimH∗(XR; Z/2Z) = dimH∗(XC; Z/2Z)− 2k.



ПОВЕРХНОСТИ С DIF6=DEF ВЕЩЕСТВЕННЫМИ СТРУКТУРАМИ 171

Можно показать, что среди поверхностей Кампеделли нет M - и (M − 1)-
поверхностей. Поэтому, как нам кажется, следующая (M − 2)-поверхность
представляет некоторый интерес.

L(0,1,1)

L(1,0,1)

L(1,1,0)

L(1,0,0)

L(0,0,1)

L(0,1,0)

L(1,1,1)

P1

+ + +

−−−
−+ +

+−− + + +

P3+ +−

−−+

−+−
+−−

−−−

+−+
−−+

−−−
+ +−

+−−

+ +−+−+

+ + +

P2

−+−

×

−+ +

−−+

Рис. 7

Пусть L – оснащенная чисто вещественная конфигурация Кампеделли, изоб-
раженная на рис. 7. Ее тип равен (7, 14, 0, 0, 1), и она имеет в точности три по-
ложительных многоугольника: семиугольник P1 и два четырехугольника: P2

со сторонами L(1,1,0), L(0,1,1), L(0,0,1) L(1,1,1) и P3 со сторонами L(0,1,0), L(1,0,0),
L(0,1,1) и L(1,0,1).

Рассмотрим поверхность Кампеделли X = X(L) вместе с ее вещественной
структурой c = c+++. Согласно следствию 4 вещественная часть XR поверх-
ности (X, c) состоит из трех связных компонент: компоненты, лежащей над P1

и являющейся связной суммой восьми вещественных проективных плоскостей
(эйлерова характеристика равна −6), компоненты, лежащей над P2 и являю-
щейся бутылкой Клейна, и компоненты, лежащей над P3 и являющейся тором.
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Заметим, что согласно неравенству Смита–Тома

dimH∗(XR; Z/2Z) = 10 + 4 + 4 < 22 = dimH∗(XC; Z/2Z),

в то время как обычные числа Бетти поверхности XR превышают числа Бетти
комплексной поверхности XC:

dimH∗(XR; Q) = 8 + 2 + 4 = 14 > 10 = dimH∗(XC; Q).

5.2. Плохие выворачивания треугольников. Покажем, что в след-
ствии 5 предположение о знаках является существенным: без него не суще-
ствует локального эквивариантного диффеоморфизма между вещественными
поверхностями Кампеделли X(L) и X(L′), где L и L′, как и в следствии 5,
получаются друг из друга выворачиванием треугольника. Например, в менее
очевидном случае, когда X(L) (а следовательно, и X(L′)) имеет вещественную
компоненту над этим треугольником, чтобы доказать отсутствие локального
эквивариантного диффеоморфизма, можно использовать следующее рассуж-
дение. Необходимо сравнить факторпространства по действию комплексного
сопряжения двух (Z/2Z)2-накрытий Галуа малого шара с центром в тройной
точке, разветвленных соответственно в L и L′ (напомним, что α1+α2+α3 = 0).
Более точно, границы этих факторпространств естественным образом отож-
дествлены, и вопрос состоит в том, можно ли это отождествление продолжить
на внутренние точки. На самом деле это в точности один из вопросов, в эк-
вивалентной форме исследовавшихся в работе [21], откуда следует, что такое
продолжение не возможно тогда и только тогда, когда четырехмерное мно-
гообразие M , полученное склейкой факторпространств вдоль границы, имеет
те же гомологии, что и четырехмерная сфера S4. Замечая, что на веществен-
ной проективной плоскости, лежащей над исчезающим треугольником в одной
половине многообразия M , существует петля, зацепленная с вещественной про-
ективной плоскостью, лежащей над исчезающим треугольником в другой поло-
вине этого многообразия (достаточно рассмотреть петлю, лежащую над одной
из сторон исчезающего треугольника), и применяя двойственность Пуанкаре–
Лефшеца к членам Hi(M,M−), M± – половины многообразия M , в точной
последовательности

. . .→ H2(M,M−) → H1(M−) → H1(M) → H1(M,M−) → . . . ,

легко получим, что H∗(M) = H∗(S4).

5.3. Преобразования класса T . Теорема 8 (и следствие 5) основаны
на сглаживании T (−4)-особенностей. Последние образуют простейший пример
так называемых особенностей класса T . Эти особенности, введенные Колла-
ром и Шеперд-Барроном в работе [16], играют важную роль в примерах Манет-
ти [18]: как доказано в [18], сглаживание таких особенностей приводит к диф-
феоморфным поверхностям. В качестве следствия получаем, что утвержде-
ние и доказательство теоремы 8 дословно распространяются на вещественные
сглаживания вещественных поверхностей с любыми не вещественными особен-
ностями класса T .

5.4. О числе деформационных классов. В соответствии с предло-
жением 8 множество деформационных классов вещественных поверхностей
Кампеделли распадается на два непересекающихся подмножества: деформа-
ционные классы вещественных поверхностей, ассоциированных со смешан-
но-вещественными конфигурациями Кампеделли, и деформационные классы
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поверхностей, ассоциированных с чисто вещественными конфигурациями Кам-
педелли. Согласно теореме 9 первое подмножество состоит только из пяти
классов. Покажем, что второе подмножество содержит более ста элементов.

Вычисление опирается на предложение 5 (и предложение 8), из которого вы-
текает, что еслиX(L1) иX(L2) деформационно эквивалентны, где Li, i = 1, 2, –
оснащенные чисто вещественные конфигурации Кампеделли без тройных то-
чек, то, применив перенумерующий изоморфизм h : (Z/2Z)3 → (Z/2Z)3 для
перенумерации прямых в конфигурации L2 и сделав соответствующую ему за-
мену оснащения, найдем гомеоморфизм λ : RP2 → RP2, который отображает
L1 ∩ RP2 в L2 ∩ RP2 с сохранением нумераций и оснащений знаками.

Рассмотрим конфигурацию L типа (11, 5, 5, 1, 0), состоящую из семи веще-
ственных прямых и не имеющую тройных точек. Эта конфигурация допус-
кает 7! различных нумераций, превращающих ее в чисто вещественные кон-
фигурации Кампеделли, и для каждой нумерации имеется восемь различных
оснащений знаками. Любой гомеоморфизм плоскости RP2, оставляющий на ме-
сте конфигурацию L ∩ RP2, должен оставлять на месте прямую L(1,0,0) ∩ RP2

и шестиугольник P20 (см. рис. 5). Легко видеть, что с точностью до изотопии,
оставляющей на месте конфигурацию L∩RP2, за исключением тождественного
гомеоморфизма, существует только один такой гомеоморфизм. Поскольку по-
рядок группы автоморфизмов AutG группы G = (Z/2Z)3 равен 7 ·6 ·4 = 168, то
мы видим, что существует по крайней мере 7!·8

(7·6·4)·2 = 120 различных деформа-
ционных классов вещественных поверхностей Кампеделли X = X(L), где L –
конфигурация типа (11, 5, 5, 1, 0).

Фактически имеется гораздо больше деформационных классов. Действи-
тельно, аналогичное рассуждение показывает, что имеется по крайней мере
еще 120 деформационных классов вещественных поверхностей Кампеделли
X = X(L), где L – конфигурации Кампеделли типа (9, 9, 3, 1, 0). Кроме то-
го, как известно (см. [11], [5] и [23]), имеется девять других деформационных
классов (семь из них имеют другие типы) чисто вещественных конфигураций
семи прямых без тройных точек. Отметим также, что две такие конфигура-
ции являются деформационно эквивалентными тогда и только тогда, когда
они гомеоморфны [11] (доказательство можно найти в [10]). Аналогично, ав-
тогомеоморфизм оснащенной чисто вещественной конфигурации семи прямых
без тройных точек должен быть изотопным проективному автоморфизму, что
в соответствии с предложением 8 влекло бы совпадение числа деформационных
классов чисто вещественных поверхностей Кампеделли с числом деформацион-
ных классов оснащенных чисто вещественных конфигураций Кампеделли без
тройных точек.
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