; Qué es la supersimetria?

José Figueroa-O Farrill

School of Mathematics

IMAFF . CSIC, Madrid, 14 febrero 2005



Un precedente juridico



Un precedente juridico

| can't define it, but | know it when | see it.

Juez Stewart en Jacobellis versus Ohio
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Fisica de particulas
Unificacién de simetrias de caracter geométrico y simetrias internas

Particulas elementales son representaciones unitarias e irreducibles del
grupo de isometrias del espacio-tiempo de Minkowski

P =SL(2,C) x R*
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Se construyen por el método de representaciones inducidas de Mackey

En un lenguaje mas geométrico: secciones L? de un fibrado homogéneo,
que ademas satisfacen ecuaciones diferenciales:

«bosones»: ecuaciones de segundo orden, como la de Klein-Gordon,

Ad = m?d

«fermiones»: ecuaciones de primer orden, como la de Dirac,

i = ma
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Cualquier grupo G O P se podria llamar una super simetria: varias

particulas elementales se agrupan en una super representacion de G
(Wigner)

Teorema de Coleman y Mandula (1967):
G=PxK

donde K es un grupo de Lie compacto = irreducibles de G son ®
de irreducibles de Py K: no muy interesante...

Teorema de Haag, topuszanski y Sohnius (1975): G es un supergrupo
de Lie

4
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Esto da lugar al estudio de representaciones de superalgebras de Lie
en el contexto de teoria cuantica de campos: lo que hoy se denomina

Desde entonces se estudian teorias supersimétricas:

modelo sigma supersimétrico

« geometria Kahler y sus generalizaciones

* teorema del indice

teoria Yang—Mills supersimétrica

* instantones, monopolos y sus generalizaciones
« invariantes de Donaldson, Seiberg—Witten, ...
supergravedad

+ superficies minimas y geometria calibrada
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supercuerdas

+ incorporacion de todo lo anterior (y mucho mas)

« relaciones inesperadas entre estas teorias: dualidades, simetria
especular, ...

En geometria casi nunca hay tanta simetria (P, G, ...) y mucho
menos bosones y fermiones; sin embargo aun sin simetria puede haber

supersimetria

Mis ejemplos salen de la geometria pero estoy seguro que esto es un
fendmeno mucho méas extendido
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Una conjetura metamatematica

|dea principal:
lsupersimetria J/supersimetria
bosones —— ecuaciones de segundo orden
Conjetura:  La supersimetria subyace cualquier situacion donde

ecuaciones de primer order impliquen ecuaciones de segundo orden,
y donde ademas las soluciones a las ecuaciones de primer orden sean

«£Lminimasy



Varios ejemplos



Varios ejemplos

Teoria de Hodge



Varios ejemplos

Teoria de Hodge

Instantones y sus generalizaciones



Varios ejemplos

Teoria de Hodge
Instantones y sus generalizaciones

Geometria calibrada



Teoria de Hodge



Teoria de Hodge

(M™, g): variedad diferenciable riemanniana compacta y orientable



Teoria de Hodge

(M™, g): variedad diferenciable riemanniana compacta y orientable

el complejo de formas diferenciales (de Rham)

Co(M) L QY(M) S ox(Mm) L ... L QM)



Teoria de Hodge

(M™, g): variedad diferenciable riemanniana compacta y orientable

el complejo de formas diferenciales (de Rham)

Co(M) L QY(M) S ox(Mm) L ... L QM)

un algebra graduada A : QP(M) x QI(M) — QPTI(M)



Teoria de Hodge

(M™, g): variedad diferenciable riemanniana compacta y orientable

el complejo de formas diferenciales (de Rham)

Co(M) L QY(M) S ox(Mm) L ... L QM)

un algebra graduada A : QP(M) x QI(M) — QPTI(M)
una derivacién d : QP(M) — QPTL(M), d* = 0
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(orientabilidad == ) un operador de Hodge x : QP(M) — Q"P(M)

que permite definir un producto escalar

@)= [ anws
M
y un adjunto formal del diferencial d

O = *d %

el laplaciano de Hodge A = dod + dd y

(0, Aar) = [|dar]|* + [|oce]|* = 0

10
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lgualdad <— Aa =0 <= da=0a=0 < Da = 0 donde

D:=d+6:QP(M) — QM (M) vy viceversa

Las formas arménicas minimizan la «energia»

FE(a) = {a, Aa)

el teorema de Hodge: HP = HP(M,R)
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Supersimetria

La teorfa subyacente es el modelo sigma supersimétrico unidimensional

AN
D —
) —
HCO«—

En toda teoria supersimétrica se puede definir el

Tr(—1)" := #estados bosénicos — #estados fermidnicos
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Se puede demostrar que sélo contribuyen los vacios:
Tr(—1)" = dim F*" — dim F{"™P*

= x (M)
= ind D

Este resultado es paradigmatico y sugiere una demostracion
supersimétrica del teorema del indice de Atiyah-Singer a partir de
teorias supersimétricas que generalizan y extienden el modelo sigma

(Alvarez-Gaumé, Getzler,...)
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Teoria gauge

Una versién no lineal de la teoria de Hodge:

P — M un fibrado principal con grupo G, compacto
una conexién A en P
con curvatura Fy = dA + 1[A, A]
para todo fibrado asociado F,

- da 1 da o d A
donde d4 = d + A: no es un complejo d% = F4

en particular, Fu € Q%(adP) y daF4 = 0 («identidad de
Bianchi» )
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YM[A]

| Fall®
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la ecuacién de Yang—Mills
dA * FA =0
extremiza el funcional

YM[A] = [|F4l?

En el caso abeliano G = S, Fy € Q*(M) y dy = d, asf que

dF4s=0 v dxF4=0
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Instantones

dmM =4 = x:Q%(E) — Q*(E) obedece ¥* = 1, asi que

O*(E) = Q2(E) © Q% (E)

A es un < FyeQi(ad P)

A satisface automaticamente d g x F'4 = 0
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Instantones en dimensién > 4

© € Q*(M) define una aplicacién

o :Q%E) - Q*(F)
F — x(xp A F)

{ es simétrica y se puede diagonalizar
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Si dx @ = 0, esto da lugar a una generalizacién de la nocién de

instanton: A es un < FaeQi(adP) 3IN#0
En efecto, si oF'y = AF'4, A #£ 0,

daxFyq = A_ldA(*gp/\FA)
:A_l(d*gp/\FA:l:*gp/\dAFA)

El funcional de Yang—Mills estad acotado por debajo

YMIA] = | (c2(P) U [xo], [M]) |

con igualdad <= A es un instantén con el menor |A| posible

20
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Supersimetria

Existe una nica teoria Yang—Mills supersimétrica en el espacio-tiempo
de Minkowski en 10 dimensiones

La teoria se puede definir en una variedad lorentziana espin (M, g)
de dimension 10, pero no es supersimétrica a no ser que M admita

espinores paralelos
Equivalentemente, el grupo de holonomia

Hol(g) C Spin(7) x R® C SO(1,9)



Nos concentramos en variedades M = R1.9—d « [d
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Nos concentramos en variedades M = R19=9 x K9 donde K es una
variedad compacta con holonomia en la tabla de Wang

d | Hol(g) € SO(d) | Geometria
4 Sp(1) hiperkahler
§ SU(3) Calabi-Yau
7 Go

8 Spin(7)

8 SU(4) Calabi-Yau
8 Sp(2) hiperkahler
8 | Sp(1) x Sp(1) | hiperkahler




Curiosamente todas estas geometrias tienen 4-formas paralelas

23



Curiosamente todas estas geometrias tienen 4-formas paralelas, que se
construyen a partir de los espinores paralelos

23



Curiosamente todas estas geometrias tienen 4-formas paralelas, que se

construyen a partir de los espinores paralelos

Teorema: Dada una conexion gauge A en K, su «pull-backy a
RL9=4 x K es «supersimétricay <= A es un instantén

23



Curiosamente todas estas geometrias tienen 4-formas paralelas, que se

construyen a partir de los espinores paralelos

Teorema: Dada una conexion gauge A en K, su «pull-backy a
RY9=4 x K es «supersimétricay <= A es un instantén

La supersimetria escoge un valor de A

23



23

Curiosamente todas estas geometrias tienen 4-formas paralelas, que se

construyen a partir de los espinores paralelos

Teorema: Dada una conexion gauge A en K, su «pull-backy a
RL9=4 x K es «supersimétricay <= A es un instantén

La supersimetria escoge un valor de A

En particular, se podria haber descubierto la nocién de instantén

generalizado a partir de supersimetria



Esta construccion sugiere un resultado (aun no demostrado) analogo a
la correspondencia de Dostoglou—Salamon

24



Esta construccion sugiere un resultado (aun no demostrado) analogo a
la correspondencia de Dostoglou—Salamon:

iInstantones en 2i1 X €29 en
el limite adiabatico e — 0O

24



24

Esta construccion sugiere un resultado (aun no demostrado) analogo a
la correspondencia de Dostoglou—Salamon:

curvas holomorfas
21 — M22

instantones en X1 X €2y en . .
— en el espacio de méduli de

el limite adiabaticoe — 0 . |
fibrados vectoriales planos en

202
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Curvas cuaternidnicas

(M, g,1,J, K) una variedad hiperkahler:

(M, g) variedad riemanniana de dimensién 4n
I, J, K endomorfismos ortogonales de T'M obedeciendo el algebra
cuaternionica y paralelos con respecto a V

(M', ¢, I', J', K") otra variedad hiperkahler: una aplicacion ¢ : M —
M’ es S|

I'ogp,ol +J oo+ K' ogp,o K = —0,

que es una ecuacion diferencial eliptica de primer orden



Si dim M = 4 el funcional

5[] = /M 1do]1%
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Si dim M = 4 el funcional

Stol = | sl
M
para aplicaciones ¢ : M — M’ esta acotado por debajo
Slg] = / (Wi A P*wp +wy AP wy +wg A @ wir)
M

con igualdad <= @(M) es una curva cuaterniénica, donde
wi(X,Y)=9g(IX,Y), etc... son las 2-formas asociadas
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Ejercicio: jDemostrarlol
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Ejercicio: jBuscar mas ejemplos!
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Muchas gracias.
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