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Una relacién entre objetos excepcionales

o fibraciones de esferas sobre esferas

e dlgebras de Lie excepcionales

mediante una construccion geometrica con su
origen en la feoria de supergravedad, que es
un limite de la feoria de cverdas.



Algebras con division y norma

IR

>
ab = ba
(ab)c = a(bc)

C

ab = ba
(ab)c = a(bc)

H

ab #~ ba
(ab)c = a(bc)

O

(ab)c # a(be)

Estas son todas las algebras normadas (euclideas)
con division. [Hurwitz]




Los fibrados de Hopf

Sl S3\ (56 S;
S? S4
St cC S3 C H
S3 c C? ST c H?
5% >~ CPy St~ HP,

-

S?

STc O
S15C@2

S°% =~ QP,

Son los unicos ejemplos de fibrados donde los

tres espacios son esferas. |[Adams]




Algebras de Lie

gxg—49g
(X,Y)— [X,Y]
antisimetria X,Y] = -[Y, X]
Jacobi X, Y. Z|| =[[X,Y],Z] + Y, [X, Z]]

Clasificadas en dimension = 7, pero sin esperanza
de clasificacion general.

Sin embargo...



Las algebras de Lie stimples

(sobre C)
4 series clasicas : 5 excepcionales :
FE 78
Cnzs  Spn) E; 133
Dn>4 SO(QTL) Eg 248

|Lie] [Killing, Cartan]



cUn ejemplo de hipérbole matematica?
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Existe una construccion geometrica, llamada
la (super)algebra de Killing, que tiene su
origen en |a teoria de supergravedad.

Aplicada al fibrado de Hopf excepcional
produce un triple de algebras de Lie

excepcionales :

g7 . g5 By L

\L «algebra de KiIIing>
Fy




plane of numbers.

of Multiplggation in an Algebra of n units.

%'n”@r’?@s{“ lay « -+ Ly, Such t}

duct. of m linear factors will contaln terms wh:
are all of even order if m is even, and all of odd order if m is odd; for {

In general,

N =

G=—1,0(=—1t,4a

plane of numbers.

Rules of Multiplication in an Algebra of n units.
In

oceneral, if we consider an algebra of # units, ¢, ¢, . . . ¢, , such tl
product. of m linear factors will c« fr 5

;e h]
m 1s even, and all of odd order if N

5

s

plane of numbers.

Rules of Multiplication in an Algebra of n w

w, ¥
g 4

In general, if we consider an algebra of = units, ¢, «, . Clifforaich tl

t=—1, 1 ¢ =——1t,, a product of m linear factors will contain terms wh:

are all of even order if m 1s even, and all of odd order if m is odd; for {



Algebras de Clifford

Ve (— =) espacio euclideo real

_ RV : -
CUV) = T ERTER algebra asociativa filtrada

Q Cl(V)= AV  (como espacios vectoriales)
CUV)=ClV) D CLV ),

CK(V)() ~ APary/s Cg(v)l ~ Aimparv



marco ortonormal el,...,€,

€, €, -+ €, €; — —257;3'1 C/ (Rn) —. an
Ejemplos :
Clo = (1) = R

Cl1 = <1,el{e% — —1> ~ C

10
-

Cly = <1,€1,62|€% — e% = —1,e1ey = —€2€1>



Clasificacion

Q
&S

periocidad de Bott :

= Q) &

Cl, s =2 Cl, @ R(16)

por ejemplo,

Clg = C(16)
Cls =2 R(256)

-J O U i W~ O3

— ® QX
IO
%\_/\_/\_/E

=
—~
QO
—~
QO
~—

De aqui se desprenden el tipo y dimension de las
representaciones irreducibles.



C'l,, tiene una UNICA representacion
irreducible si . es par y dos si n es impar.

Estan distinguidas por la accion del elemento
6162 o o o 6n

que es ¢entral para n impar.

Notaciéon: o, & I modulos de Clifford

dim 9, = 2Ln/2



Representaciones espinoriales

s0,, — CV,
e; Ne; — —Lese, opin, C C4,
s € Spin,,, v € R" — svs~!t € R™
lo que define Spin, — SO,
cuyo ejemplo arquetipico es Sping & SU, C H

| 2-1

SO5 2 SO(ImH)



Por restriccion, toda representacion de (Y7, define
una representacion de Spin,,:

Cl, D Spin,,
M=A=A, DA_ A, espinores quirales
M™ = A A espinores

El tipo de representacion se desprende de

Spin,, C (Cly)y = Cly_y

dim A = 2(n—1)/2 dim A__ _ 2(%—2)/2




Producto escalar espinorial

(—s—) forma bilineal en A

(€1,€2) = (g2,€1)

(81,62@'82):—(87;'81,82) \V/é“iGA
—> (81,61'63' '82) — — (67;6]' . 81,62)
que nos permite definir |- —]: A*A — R"

(le1, 2], €;) = (€1, €; - €2)



Geometria espinorial



Variedades espinoriales

M" variedad diferenciable, orientable, espinorial

g metrica riemanniana




Posibles Spin (/) estan clasificadas por H' (M;7/2).

Por ejemplo, M = S" c R*!
O(M) — On_|_1
SO(M) = SO, 4
Spin(M') = Spin,, 4

S™ = 0,41/0y 2 SO,41/S0,, = Spin,, . | /Spin,,



Fibrados espinoriales

CU(TM) fibrado de Clifford

l CUUTM)=ATM
M
S(M) := Spin(M) Xgpin_ A

S(M): . — SPIH(M) XSpinn A::

CY(T'M) actua sobre S(M)

fibrado de

(quirales)



La conexion de Levi-Civita nos permite
derivar espinores :

V:SM)—-T"M ® S(M)
que a su vez nos permite definir :

espinor paralelo Ve =0

espinor de Killing Vxe=AX ¢

constante de Killing /



Si (M, g) admite espinores ...

paralelos

» (M,q) es Ricci-plana

» (M, q) es Einstein
R =4)n(n —1)

Killing

— A€ RUIR

Hoy consideramos sélo A real.



Los espinores de Killing tienen su origen en la
teoria de supergravedad.

El nombre proviene de que son «raices
cvadradas» de vectores de Killing.

Ver(rM) esKillingsi £yg=0

-.e Kiling  E»  [r1.2] Killing



cQué variedades admiten
espinores de Killing?

(M, g)

(M,3) cono metrico

M=R"xM g =dr*+1r%g

Ch. Bar

espinores paralelos
en el cono

espinores de
Killing en (M,qg)

(= =5)



En mas detalle...

. ® . oIl ’
Si . es Impar, los espinores de Killing estan en

correspondencia biyectiva con los espinores
paralelos quirales del cono :la quiralidad es el

signo de A.

Si . es par, los espinores de Killing con ambos
signos de A estan en correspondencia biyectiva con
los espinores paralelos del cono, y el sigho de A
entra en la relacion entre los fibrados de Clifford.



Esto reduce el problema a uno (ya resuelto)
sobre el grupo de holonomia del cono.

n | Holonomia
n | SO,
2m | U,,
2m | SU,,
4m | Sp,, - SP;
Adm | Sp,,
7 | Go
8 | Spin-

O bien el cono es plano y M es una esfera.
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Construccion del algebra

(M,g) variedad riemanniana espinorial

E=0 DY

to = {vectores de KiIIing}

b = {espinores de KiIIing}
(con A = %)



2 —, —] :AQE—>E?
. —]: A%, —~¢t v |—.—| de campos vectoriales

[—, —] : A2E1 — Eo \/ g([el,eg],X) = (81,X - 82)

— —]:t®t —t 2 jderivada de Lie espinorial’

Ll

Kosmann Lichnerowicz



X er(rM) Killing 0 Lxg=0

AX =Y —VYX

0 50((hTM )

0:50(TM)— EndS(M) representacion espinorial

Lx :=Vx + 0(Ax) derivada de Lie espinorial

cf. QXY:VXY+AXY:VXY—VyX:[X,Y] v



Propiedades

VXY ety, Zel'(TM), eI'(S5(M))

QX(Z°8):[X,Z]-€—|—Z°£X<€

Lx(fe)=X(fle+ fLxe

Ve e 81, X €&
Lxe €
Lx,Lyle = Lix v|E
— i@t — b
£x,Vzle = Vix 218 X, e]l:=Lxe




La identidad de Jacobi

Jacobi: A°t — ¢
(X7 Yv Z) — [Xa [Ya ZH o [[Xa Y],Z] o [Yv [Xa Z“

4 componentes :

Aty — £ v Jacobi para campos vectoriales
Aty @8 — B v |[£x,Lyv]le = Lixyie
E()@AZ?]_HEO { EX(ZE):[X,Z]E_I_ZSXCCE

A3t — & ? (o ABE’{)EO



Algunos epgemplos

ST C RS by = sog b =A, 28 +8=136 509

S®  RY by = 504 £, = A 36 +16 = 52 fa

S CRY gy =s016 & =AL  120+128=248 e

En todos los casos, la identidad de Jacobi resulta de

(El X ASQT)EO =0



Un esbozo de demostracion

Dos observaciones :

1) La biyeccion entre espinores de Killing y
espinores paralelos en el cono es

o o . 4 . s
equivariante bajo la accion de isometrias.

» Se usa el cono para calcular £xe

2) Enelcono Lyxec=o0(Ax)e ycomo X es
lineal, el endomorfismo Ay es constante.

» Su accion es la natural sobre espinores.



Epilogo

e En supergravedad la geometria es lorentziana y
hay mas estructura. La nocion de espinor de
Killing es mucho mas complicada.

® Se obtienen superdalgebras de Lie, que juegan un
papel importante en la correspondencia «AdS/CFT»
entre gravedad y teorias «gaugey.

® ;Qué estructura en la |5-esfera tiene a E8 como
avtomorfismos?






