ESPACIOS HOMOGENEOS EN SUPERGRAVEDAD
JOSE FIGUEROA-O’FARRILL

Resumen. Se define la nocion de «fondo de supergravedad», tomando como ejemplo
fundamental la supergravedad en once dimensiones, y en particular la nocién de «fondo
supersimétrico» y de espinores de Killing asociados. Se define el «superalgebra de Ki-
lling» de un fondo supersimétrico y se enuncia la conjetura (ahora teorema) de homo-
geneidad, por la cual un fondo supersimétrico de supergravedad cuyo superalgebra de
Killing tenga suficiente dimensién es necesariamente (localmente) homogéneo.
(Version escrita del seminario Rey Pastor del 9 de enero de 2013 en el departamento de
Geometria de la Universidad de Murcia.)
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1. INTRODUCCION

En la concepcién Newtoniana del universo, nuestras vidas (y las de los planetas, las
manzanas,...) transcurren en un espacio y un tiempo absolutos e imperturbables. De
una manera mas precisa, el universo Newtoniano es un fibrado con base una linea afin
que corresponde al tiempo y una fibra isomorfa a un espacio afin tridimensional que
corresponde a eventos simultdneos. La electrodindmica de Maxwell es incompatible
con este universo y da lugar a la propuesta radical que Minkowski describié en su
famosa conferencia de 1908: el espacio-tiempo que ahora lleva su nombre y que con
mads precision es un espacio afin cuatridimensional con una métrica lorentziana plana.
Aun asi, el espacio-tiempo de Minkowski sigue jugando un papel impasible ante las
vicisitudes de sus habitantes y nos hizo falta la perspicacia de Einstein para llegar a
la concepcién moderna de un universo descrito geométricamente por una variedad
lorentziana cuya geometria no est4 fija, sino que estd parcialmente determinada por la
materia y energia en el universo. Dicho de otro modo, la geometria reacciona ante la
materia y la energfa y a su vez influye en la dindmica de éstas.

Segun Einstein, el universo (M*, g) es una variedad lorentziana de dimensién 4 y su
geometria se rige por la ecuacién de Einstein :

Ric—1gS = 8nGT, (1)

donde Ric es el tensor de Ricci, S es el escalar de Ricci, G la constante de Newton y T
el tensor de energia—impulso de la materia y energia del universo. A esta ecuaciéon hay
que afiadir las ecuaciones pertinentes a la materia y la energfa.

Desempaquemos un poco la ecuacién de Einstein. Para todo p € M, la restricciéon
gp de la métrica al espacio tangente T,M define un producto escalar simétrico con sig-

natura (3, 1). Es decir, existen referencias para T,M con respecto a las cuales g, tiene
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El teorema fundamental de la geometria riemanniana (es decir, la existencia y unicidad

de la conexién de Levi-Civita) es vélido también en la geometria lorentziana y es pues

que existe una tnica conexién V sin torsién y que preserva la métrica : Vg = 0. La
conexion V tiene curvatura

R(X, Y)Z = V[X7y]z — VXVYZ + VYVXZ y (3)
para todos los campos vectoriales X, Y, Z. Su traza es el tensor de Ricci
Ric(X,Y) :=Tr (Z — R(X, Z)Y) 4)

que es simétrico y cuya traza con respecto a g es el escalar de Ricci S. La combinacién
que aparece en la ecuacién (1)) es el tensor de Einstein

Ein := Ric—1¢S 5)

que tiene la virtud de tener divergencia cero, virtud que comparte con cualquier tensor
de energia-impulso T razonable.

La ecuacion de Einstein tiene casi un siglo de historia y atin no ha dejado de sorpren-
dernos. Aun asf, en las tltimas cuatro décadas y por razones cada vez mds dificiles de
justificar empiricamente, se han venido estudiando extensiones a esa teorfa. Muchas
de estas extensiones deben su origen a intentos de unificar la gravedad con la teoria
cudntica, tal como son las teorias de supergravedad, verdaderas joyas de la fisica ma-
temaética, desarrolladas en la segunda mitad de los afios 70 y principios de los 80. Las
cuatro dimensiones de Minkowski ya no son sagradas, pero atin asi el niimero de di-
mensiones no sobrepasa a 11.

2. SUPERGRAVEDAD EN ONCE DIMENSIONES

Un fondo de supergravedad en once dimensiones es un triple (M, g, F), donde (M, g)
es una variedad lorentzian de dimensién 11 y F € Q*(M) es una 4-form diferencial
cerrada (dF = 0), sujeto a las ecuaciones no lineales en derivadas parciales

Ein=T(F,g) y dxF=—iFAF, (6)
donde T es un tensor simétrico cuadrético en F y dependiendo también de g :
TX,Y) = 5 (xF, wF) — 19(X, Y) (F,F) 7)

donde (—, —) es el producto escalar de formas diferenciales inducido por la métrica g.

A pesar de la dificultad inherente en encontrar soluciones a ecuaciones no lineales en
derivadas parciales, existe ya un catdlogo muy extenso de soluciones a las ecuaciones
(6). Muchas de las soluciones que se conocen tienen un alto grado de simetria, ya que
una estrategia tipica para encontrar soluciones a ecuaciones del tipo (6) es exigir que
(M, g, F) admita un grupo de automorfismos

Aut(M, g,F) ={9p: M = Mlo*g=g, ¢ F=TF} (8)

de alta dimensién.

El caso maés sencillo es cuando G := Aut(M, g, F) actta transitivamente en M. En
ese caso decimos que (M, g, F) es un fondo homogéneo de supergravedad. En ese caso se
puede trabajar en un punto cualquiera p € M con estabilizador H < G. El subgrupo H
acttia en T, M bajo la representacion lineal de isotropia. Tensores en ) T, M invariantes
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bajo H estdn en correspondencia biyectiva con campos tensoriales en M invariantes
bajo G. Es pues que para los efectos de encontrar soluciones a (6), (M, g, F) se puede
substituir por (T,M, g,,F,) donde g, € (S*T;M)" y F, € (A'T:M)" y las ecuaciones
(6) son algebraicas en (los parametros que determinan) g, y F,,, ya que actuando en
tensores invariantes en un espacio homogéneo los operadores V y d son algebraicos.

También se conocen fondos de supergravedad donde el grupo de automorfismos
actta con cohomogeneidad baja, es decir con 6rbitas de bajo codimensién. Las branas
elementales, por ejemplo, son soluciones con cohomogeneidad 1.

Los fondos con mucha simetria pueden parecer muy especiales y de hecho lo son,
pero hay circunstancias en las cuales la homogeneidad est4 garantizada (al menos lo-
calmente). Para describirlos es necesario introducir la nocién de fondo supersimétrico
de supergravedad.

3. FONDOS SUPERSIMETRICOS DE SUPERGRAVEDAD

Para definir la nocién de fondo supersimétrico, es necesario hablar de espinores.
Empecemos con algo de dlgebra. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita y
(—,—) un producto escalar simétrico de cualquier signatura. Asociado con (V, (—, —))
hay un algebra C{(V, (—, —)), el dlgebra de Clifford de (V, (—, —)), definida como el alge-
bra asociativa y con unidad 1 generada por V bajo las relaciones

x2=—(x,x)1 VxeV. )

En el caso de interés, (V, (—, —)) es isomorfo al espacio semi-euclideo R'%! y el dlgebra
de Clifford es isomorfa a dos copias del dlgebra de matrices reales 32 x 32:

CL(10, 1) = Matg(32) & Matg(32) . (10)

De este isomorfismo se desprende que C{(10, 1) tiene dos representaciones irreducibles
no equivalentes M, : reales y de dimensién 32. Estas representaciones admiten formas
simplécticas Q) invariantes bajo la accién del dlgebra de Clifford :

Qi(x-e1,80) =—Qy(e1,x€2), (11)

para todo ¢12 € My y x € RIOL
El dlgebra de Clifford contiene el grupo de espin :

Spin(10,1) == {x1 -+ xax |k € N, x; € R (xi,%;) = +1} . (12)

Siu € Spin(10,1) y x € R'%!, entonces el producto u-x-u~! en el dlgebra de Clifford per-
tenece a R'%!, Esto define un homomorfismo recubridor doble Spin(10, 1) — SO(10, 1).
Bajo el grupo de espin, M, = M_ y Spin(10, 1) acttia preservando la forma simpléctica.
Fijemos uno de M., llamémosle M1 y llamemos O a su forma simpléctica.

Sea (M, g) es una variedad lorentzian de dimensién 11. Entonces para todo p € M,
el espacio tangente T,M es un espacio vectorial real de dimensién 11 y la restriccién
de la métrica g, a T,M define un producto escalar con signatura (10, 1). Es pues que
(oM, g,) = Ry C((T,M, g,) = CL(10, 1). Estas algebras forman un fibrado C¢(TM)
de algebras de Clifford. Si M salva un par de obstaculos topolégicos (las dos primeras
clases de Stiefel-Whitney de TM) existe un fibrado vectorial E — M tal que E,, = 9t bajo
ClT,M, g,) = C{(10,1). De ahora en adelante asumiremos que existe tal fibrado, lla-
mado aqui un fibrado de espinores. La accioén del dlgebra de Clifford en su representacion
define una aplicacion de fibrados

CUTM) x E —» E (13)

que nos permite actuar en espinores (es decir, secciones de E) con campos vectoriales,
formas diferenciales, et cetera.
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La conexién de Levi-Civita da lugar a una conexién de Koszul V en E que nos permite
diferenciar espinores. Parte del paquete de supergravedad en once dimensiones es una
conexionen E,

Dx = Vx + sixF+ 5X°AF (14)

para todo campo vectorial X y donde X’ es la uno-forma dual a X. De hecho D tiene (casi)
toda la informacién de la teoria, ya que las ecuaciones () son equivalentes a igualar a
cero un componente de la curvatura de D.

Un espinor ¢ paralelo bajo D (es decir, satisfaciendo De = 0) se llama un espinor de
Killing. Los espinores de Killing forman un espacio vectorial real £; de dimensién < 32.
Esto se desprende del hecho de que la ecuacién De = 0 es lineal y de primer orden en
derivadas, con lo que un espinor de Killing ¢ estd univocamente determinado por su
valor ¢(p) € E, en cualquier punto p € M. Recordemos que la fibra E,, es un espacio
vectorial real de dimensién 32.

Los espinores de Killing de un fondo de supergravedad (M, g,F) generan un su-
perdlgebra de Lie, llamada el superdlgebra de Killing de (M, g, F). Estd definida de la
siguiente manera. La accién del fibrado de Clifford C{(TM) en E, restringida a TM C
Ce(TM) define una aplicacién de fibrados

TMxE—E (15)

cuyo transpuesto relativo a la métrica g en TM y a la estructura simpléctica en E, da
lugar a una aplicacién de fibrados

ViExXE > TM. (16)

Mas explicitamente, si €, » son espinores, V¢, ., es el tinico campo vectorial tal que para
todo campo vectorial X,
9(Vey,e0, X) = Q(X -1, 2) . (17)

La invariancia de la estructura simpléctica Q implica que V es simétrico : V,, ., =
Ve, e, V €8 pues que estd determinado por polarizacién por V. := V, . para todo .

La aplicacién V satisface las siguientes propiedades. Primero, para todo ¢, V, es cau-
sal : g(Ve, Ve) < 0. Segundo, si ¢ 2 son espinores de Killing, V¢, ., es un automorfismo
infinitesimal de (M, g,F): Lv, . g=0y Ly, . F=0.Espues que el espacio

b = { Ve, enle12 € 81} (18)

es un subdlgebra de Lie de campos vectoriales. Cualquier vector de Killing X acttia en
espinores mediante la derivada de Lie de Lichnerowicz-Kosmann [1] :

Lxe =Vxe+1(VX) ¢, (19)
pero si ademds X € ¢, Lx preserva la conexién D :
LxDy =DyLx + Dix v (20)

para todo campo vectorial Y. Eso implica que £x preserva el espacio de espinores de
Killing. En resumen, Lx define una aplicacién ¢, x ¢ — ¢;, que junto con el corchete
de Lie de ¢, y la aplicacién ¢, x ¢; — £, define una estructura de superalgebra de Lie en
E=8 DE.

En 2004, Patrick Meessen enunci6 la conjetura de homogeneidad que dice que todo fon-
do supersimétrico de supergravedad en once dimensiones tal que dim¢; > 16 es ho-
mogéneo. Se obtuvieron resultados parciales sobre esta conjetura [2] y sobre sus gene-
ralizaciones para otras teorias de supergravedad en diez dimensiones [3].

El afio pasado, en colaboracién con mi estudiante Noel Hustler, hemos demostrado
el siguiente
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Teorema ([4]). Sea (M, g, F) un fondo supersimétrico de supergravedad once-dimensional con
dim €, > 16. Entonces para todo p € M, la evaluacion en p, ev, : ¢y — T,M es sobreyectiva.
En otras palabras, (M, g, F) es (localmente) homogéneo.

En el mismo articulo se generaliza el resultado a teorias de supergravedad en diez
dimensiones y existe otro articulo en preparacién donde se demuestra un resultado
analogo para otras teorfas de supergravedad en dimensién menor de 10.

Estos resultados abren el camino para la eventual clasificacién de fondos supersimétri-
cos de supergravedad con dim ¢, sobrepasando la mitad del rango del fibrado de espi-
nores relevante.
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