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SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LORENTZ GENERALISES ;

PAR

Rewi TAKAHASHI (*).

A mon peére.

INTRODUCTION.

La théorie des fonctions sphériques, telle qu'on 'entend aujourd’hui,
est d’'une importance capitale dans la théorie des représentations continues
de certains groupes topologiques localement compacts. Si G est un tel
groupe, ayant un sous-groupe compact K, les fonctions sphériques,
lorsqu’elles existent, apparaissent comme « caractéres » de certaines
sous-algebres L° () de l'algébre de groupe L' (G), attachées a chaque
caractere irréductible y de K (elles sont dites alors de classe jy). Dans
le cas particulier ou 'algébre A = L° (y) est commutative, les fonctions
sphériques de classe y sont donc essentiellement des homomorphismes
de A dans G, et elles satisfont 4 une équation fonctionnelle :

) fK t(k-gkg'ydk = 2(g) ¢(g),  pour g, ¢'€G.

De plus, on sait qu’elles caractérisent certaines classes de représen-
tations continues (dites de classe y) de G, par des opérateurs continus
dans un espace de Hilbert, qui sont presque toutes topologiquement
irréductibles. L’algébre A étant une algébre préhilbertienne commu-
tative, on a, d’aprés R. GODEMENT, un analogue de la formule de Plancherel
pour la transformation

Asf—i(f) = f £(9) 2(9) dg,

(*) Thése Sc. math., Paris, 1962.
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définie par les fonctions sphériques ¢ (g) de classe y et de type positif;
de fagon plus précise, il existe un espace localement compact Z formé
par des fonctions sphériques ¢ (g) de classe 7 et de type positif, et une
mesure positive m sur Z, de telle sorte que

(i) les fonctions f(2) = ¢ (f) soient de carré intégrable sur Z, et
(ii) on ait la formule

fclf(g) 1 dg =fztf<:>

La théorie esquissée ci-dessus s’applique notamment aux cas des
groupes de Lie semi-simples, pour le caractere trivial d’'un sous-groupe
compact maximal K, c’est-a-dire dans le cas de classe 1. GEL’FAND et
Namarxk ont traité le cas des groupes classiques complexes, et HARISH-
CuANDRA a obtenu ensuite des résultats complets & ce sujet pour les
groupes semi-simples complexes classiques ou non dans [14], [15]. Le cas
des groupes de Lie réels semi-simples reste partiellement ouvert, malgré
les travaux impressionnants de cet auteur dans deux autres
articles [17], [18]. Le but principal de la premiére partie du présent
article (chap. I) est de résoudre complétement ces questions, pour la
classe 1, dans le cas d’une certaine classe de groupes de Lie réels simples,
a savoir les groupes orthogonaux G.. (n) des formes quadratiques indé-
finies — ) + a2} +...+ x; (n>> 2), que nous appelons groupes de
Lorentz généralisés (les cas ou n = 2,3 sont traités par Baramann [1],
GopEMENT [12], et GEL’FAND-NAIMARK [9]). En effet, si K est le sous-
groupe compact maximal des rotations autour de I'axe x,, et si y est
un caractére irréductible de K, la sous-algébre L° (y) de L' (G) formée
par les fonctions f (g) telles que

fkgk™) =f(9)  pourge G keK et yxfhky=f,

dm ().

est commutative (chap. 1, §2), ce qui permet de définir les fonctions
sphériques comme caractéres de ces algébres commutatives, suivant
le schéma général évoqué ci-dessus; pour y général, on s’est borné a
définir une certaine classe de fonctions sphériques, qui pourrait pro-
bablement contenir toutes ces fonctions. Dans le paragraphe 3, on
étudie en détail le cas de classe 1; on construit effectivement les repré-
sentations associées a ces fonctions (la série principale de classe 1,
théoréme 3.1); elles sont paramétrées par un nombre complexe s, et
Ion montre que ces représentations sont irréductibles, sauf si s = o,
—1, —2,.... Le calcul explicite des fonctions sphériques se fait a
l'aide des formules d’intégration établies au paragraphe 1, et I'on trouve,
a des facteurs élémentaires prés, des fonctions de Legendre de premiére
espéce (théoréme 3.2). On obtient ainsi des équations fonctionnelles
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pour ces fonctions classiques, en écrivant (I) explicitement. On montre
ensuite, au paragraphe 4, que les fonctions sphériques de classe 1 para-

métrées par s = %(n — 1) + iv, vy>x o, qui sont de type positif, consti-

tuent I'espace Z, et I'on détermine la mesure m sur Z, par une méthode
due & GopEMENT dans le cas du groupe hyperbolique (n = 2). On trouve
donc la formule d’inversion et I’analogue de la formule de Plancherel,
pour les transformations intégrales définies a I’aide de certaines fonctions
de Legendre. On montre, en passant, de facon élémentaire, que toute
fonction sphérique de classe 1 est donnée par la formule intégrale intro-
duite au paragraphe 2 (résultat dit & HarisH-CHANDRA pour les groupes
semi-simples en général). Dans le paragraphe 5, on étudie s’il n'y a
pas d’autres fonctions sphériques de classe 1 et de fype positif que celles
qui sont associées a la série principale; pour cela, on construit, au n° 1,
une autre série de représentation unitaires irréductibles de classe 1

(la série complémentaire), ayant ¢;(g), %(n —1)<o<n—i, comme

fonctions sphériques associées, et I'on montre que ces deux séries
énumerent toutes les représentations unitaires irréductibles de classe 1
(corollaire du théoreme 5.2). Ces résultats permettraient d’étendre
au cas des groupes considérés les résultats d’EHRENPREIS-MAUTNER
sur les fonctions biinvariantes [7]. Au paragraphe 6, on considére les
représentations correspondant aux parameétres s =o, —1, — 2, ....
Elles sont réductibles, et possedent une sous-représentation irréductible
de dimension finie; les représentations quotient sont « infinitésimalement
unitaires » et irréductibles. Dans le cas n = 4, cela permet de répondre
4 une question posée par J. DixmiEr concernant l'intégrabilité d’une
certaine série de représentations (7, dans [6]).

Dans la seconde partie (chap II), on étudie en détail le cas du groupe
de De Sitter G = G.. (4), ou plutét de son groupe de revétement uni-
versel G = G. (4). Dans ce dernier groupe, I'existence d’un sous-groupe
compact maximal K de la forme K, X K., avec K;, K, tous les deux
isomorphes au groupe SU (2), permet de définir deux sous-algébres A,,
A, commutatives de L' (G), sensiblement plus « grandes » que la sous-
algébre L° (1) des fonctions biinvariantes; en étudiant les caracteres
de ces algébres préhilbertiennes commutatives et en cherchant ’analogue
de la formule de Plancherel dans chacune d’elles, on récupére presque
toutes les représentations unitaires irréductibles de G (chap. II, § 4
et § 5; voir aussi la remarque 2.2).Remarquons, en passant, qu’on
obtient une équation fonctionnelle d’'un type nouveau pour les fonctions
hypergéométriques .F, (s +n,s—n -+ 1; 2; x) s, complexe, n demi-
entier (i. e. 2 n entier) [voir II, 4 (28)]. Il est a noter que la formule de
Plancherel pour les sous-algébres A,, A, fait déja intervenir toutes les
représentations des deux séries principales, contrairement a ce qui se

BULL., SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 19
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passe dans le cas de L' (1). La mesure de Plancherel pour L: (G, (4))
devrait donc étre égale a la mesure obtenue pour A,, A.. Au paragraphe 2,
on construit les représentations de la premiere série principale (dépendant
d’un parametre continu et d’'un parameétre discret) et détermine l'irré-
ductibilité ou non de ces représentations, méme dans le cas ou le critére
de Bruhat ne s’applique pas (théoréme 2.1). Dans le paragraphe 3,
on donne une construction globale de la série discréfe principale, dont
Pexistence a été montrée récemment par J. Dixmier [6]. Pour tout cela,

on montre d’abord au paragraphe 1, que le groupe G est isomorphe a
un groupe formé par des matrices <(Z 3> avec a, b, ¢, d des quaternions

satisfaisant a certaines conditions, et I'on se sert de l'opération de G
sur le groupe des quaternions de norme 1, resp. sur la boule unité quater-
nionienne. Les représentations de la série discréte sont réalisées alors
dans des espaces de solutions de certains systémes d’équations aux
dérivées partielles de type elliptique. Il serait possible, d’apres la forme
de ces équations, que ces fonctions soient liées étroitement aux fonctions
analytiques quaternioniennes au sens de R. FUEeTER.

Les principaux résultats du chapitre I ont fait I'objet de deux notes
présentées au Congres international d’Edimbourg et aux Comptes rendus
de [l'Académie des Sciences ([20]). Signalons aussi qu’une note de
ViLENKIN [22], dont nous avons pris connaissance apres la premiere
rédaction de ce travail, contient entre autres, des résultats analogues
sur les fonctions sphériques de type positif et la formule de Plancherel.

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance a M. R. GODEMENT,
qui a bien voulu diriger mes recherches, et n’a jamais cessé de me donner
de précieux conseils. Le présent travail tire son origine d’une question
qu’il ma signalée, concernant la série discréte dans le groupe de De Sitter.
Je remercie également M. J. DixMIER, qui a bien voulu s’intéresser
4 mon travail et me permettre de lire son article sur ce groupe, avant
méme sa publication; plus d’'un point du second chapitre s’inspirent de
son article. Je lui dois aussi de nombreuses améliorations de rédaction.
Je suis heureux de remercier M. H. CArTaN d’avoir bien voulu accepter
de faire partie du jury et de me proposer un second sujet, et
M. C. CHEVALLEY, qui a bien voulu me faire ’honneur de présider le
jury de cette these. Que M. S. IvyaNaca, dont les encouragements constants
m’ont été si précieux, veuille bien trouver ici I'expression de toute ma
gratitude.

NoraTioNs. — On désigne par R (resp. G,K) le corps des nombres
réels (resp. nombres complexes, quaternions). En ce qui concerne la théorie
des représentations des groupes, on suit en général les notations et les
conventions de [11]; en particulier, si G est un groupe localement compact
unimodulaire, on désigne par L (G) ou par L simplement I’espace vectoriel
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des fonctions continues & support compact dans G; pour f dans L, on

pose F(9) =f(g "), f(9) = f(g7"); si U, est une représentation continue
de G dans un espace de Banach, on désigne par U/, pour f dans L, I'opé-

rateur f f(9) Ugdg; si G est un groupe de Lie, g son algebre de Lie,
G

on interprete tout élément X de l'algébre enveloppante universelle U
de g a la fois comme une distribution sur G (de support { e |) et comme
un opérateur différentiel invariant a droite sur G par Xf= X % f. Pour
les diverses fonctions spéciales on s’adapte aux notations de [19].
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—xi+ai ...+ 2
a savoir le groupe formé par les matrices g€ GL (n+1, R) telles que

(1) tg.J.g =J,
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avec
—1
. o
(2) J = .. H
o I
si Pon écrit
Goo Gor .. Gon
(3) g= 9o g .. Gin
gn() gm .« e g/uL

on a en particulier
— 950+ gio .+ guy =—1

ou

930 =I+g.120 +---+g;110§19
donc
() [ oo | =>1.

D’autre part (1) entraine que (det (9))* =1, d’ou
®) det (9) ==*1.

Soit G (n) I'ensemble des g€ G (n) tels que gy >>1 et det(g9) = 1;
il est facile de voir que G..(n) est un sous-groupe de G (n), et I'on sait
(voir par exemple, B&rRNER [2], chap. IX) que c’est la composante
connexe de I'élément neutre e de G (n).

L’algébre de Lie g, = g, (n) de G (n) est formée par les matrices X
d’ordre n + 1 telles que

'XJ + JX = o3
une base de g, est donc donnée par les matrices

® Y, (p=1,2,...,n); X (pg=1,2,...,netp<yg)),
ol
Y,; Eop + Epo, X/u/ = E/)q'—‘Er]/u
E,; désignant la matrice d’ordre n + 1 dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d’indice (p, q¢) (p, ¢ parcourant de o a n).

Par rapport a cette base, la forme de Killing 3 s’écrit comme suit :

o) 5% %) =en—2) (Y g— Xd,),

1Zp<n 1=Zp<lg<n
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si

~
X = 2 ¢, Y,+ Z ¢y Xy
l<Zp<n 1=Zp<y<n

1 ‘
par suite, (—1)’Y,, p=1,...,n et Xy, p, q=1,...,n, p <g,
forment une base d’une forme réelle compacte g; de la complexifiée g
de g,, et I'automorphisme involutif 0 correspondant est donné par

0 (Y/’) = Y/U U] (Xpr/) = X,/!/, et I'on a
Go= fn + Pos
ou
L= Y RX, wn= X RY, ()
1 Zplg=n l=Zp<n

Pour calculer la décomposition de Cartan-Mostow-Iwasawa, on peut
donc partir de la sous-algebre abélienne maximale RY,, et prendre
comme b, la sous-algébre RY, + RX,;+... 4+ RX,, 2, (on pose
n=2al, ou 21— 1, suivant la parité de n). La complexifiée h de b,
est alors une sous-algebre de Cartan de g. Posons

1 1
H, = YI’ H2=(—I)2X-_>::, ey I{l=(—'l)2 le—-z,zl—l,

et soient 7,1 =1,2,...,1, les formes linéaires sur b telles que
h(H;)=0;({,j=1,...,0); I'ensemble P des racines positives (suivant
Pordre lexicographique par rapport a la base (H,, H,, ..., H;) est
formé par
i ((=1,...,10; hx=dk, (G j=1,...,L1<)),
(dans le cas ot n =2l l=1,2,...),
W=y G j=1,...,L1i<)),
(dans le cas ol n =2l—1,l=72,3,...),

et ensemble P+ des racines positives o telles que 0x = a (olt 0x est
la racine définie par (0x) (H) = « (9 (H)) pour Heb) par

My MELX (j=23,...,1) (cas:n=2lLl=1,2,...),
MWEX (J=23,...,1 (cas:n=2l—1,1=2,3,...),
puisque I'on a

0(7\,):-——).], 0().,):)/ pour j=2, 3,...,1.

(') On suit les notations de HarisH-CHANDRA [13], p. 187-188, en ce qui concerne
les algébres de Lie semi-simples en général.
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Pour les racines 2 € P+, on peut prendre comme élément radiciel X,
les matrices suivantes :

1
X=Xy, Xy, = 5) ((—I)?Xa/'—-z + X-:,-_l) pour o <jI,
X7-x_}‘i= ; (("“1) Xﬂ/—z—Xzi—1>
(cas:n=2L1l=1,2,...),
et

X, = (1) X+ X)),

I
2

1
X = (0 Xy = Xui))  pour 2 =j=,

I
Y
(cas:n=2l—1,l=2,3,...),

ou I'on a posé

(8) X,=Y,+X,, (=23, ..., 0.

Par suite, ces dernieres matrices (8) forment une base de la sous-algébre
nilpotente 1, (qui est méme abélienne ici, comme on le voit aisément).
La décomposition cherchée est donc de la forme suivante :

go=1%,+ bpo -+ 1,

avec

f,= Z RX,, by, =RY, n, = Z RX,,

lzplqg<n 2LpZn
et, par conséquent, le groupe G. (n) admet la décomposition
(9) G.(n)=KA_.N,

ou K est le sous-groupe correspondant a f,, & savoir le sous-groupe des
rotations autour de l'axe z,, A. le sous-groupe a un parametre des
matrices a,, teR, de la forme

cht sht
(10) a,=exptY1=<sht cht  ° ),
Invl,

(o]

(I.—, désigne la matrice unité d’ordre n — 1), et finalement N le sous-
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groupe abélien formé par les matrices * = (%2, ..., Zu) Coy -..5 n€R,
de la forme

(II) x(ig, “eey :“)=exp(;‘_2X2+-.-+:’nXu)
A A -
I + ; — E 2 Cn
A A .
— I— = [
= 2 2 . y
:2 — I 0
E:IL _i,u o 1
ol
(12) A=+ +E
On a
(13) oo 2)ZC o ) =G+ 2 s Dt 4

POUT oy oy Zny Thy o.os nER.L
Tout élément g de G.. (n) s’écrit donc d’une seule facon sous la forme

(14) g = kaz, ke K, a,eEA,, T€N,

et lapplication (k, a;, ) —>kax de K X A. X N sur G, (n) est un
homéomorphisme.

Remarquons aussi qu’on a
Cop =N a=0l—1)h+(l=3)lt...+ 1}
aEer
\ (cas:n=2all=1,2,...),
20 =Y a=0l—2)h+ (l—l+. ..+
cEer

(cas:n=2l—1,l=2,3,...),

et par suite
(16) (20) (1Y) = (n—1)t pour teR.

Dans ce chapitre, on désignera souvent par G le groupe G.. (n), sauf
mention expresse du contraire bien entendu.

2. Quelques formules d’intégration. — Pour une mesure de Haar
dg convenablement normalisée de G = G.(n), on a la formule

(17) f( f(g) dg = fh fR [ fkagy en dkats,
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o dk est la mesure de Haar de K, de masse totale 1, et dt,
dr =d., d; ... d., sont des mesures euclidiennes dans R, resp. R'—!
(voir HarisH-CHANDRA [13]). On prendra la mesure de Haar de G toujours
dans cette normalisation.

Soit maintenant M le centralisateur de A. dans K; il est immédiat
de voir que M est formé par les rotations dans le sous-espace (2., z, . . ., Z,)
laissant fixes x), x,, ¢’est-a-dire par les matrices m de la forme suivante :

1 o '
(18) m=<o 1 >, avec MmeSO(n—r1);

on sait que M est en méme temps le normalisateur de N dans K; en effet,
on a

(19) m;.x(';'_z, ::1, ey _n) m™' '—.’I:( 23 Iy e e ey :,Il)s

avec

g

A
I
>

o
10

e N Y
s e

<n n

Posons d’autre part

(20) u,=u,,)=exp0,X,, pour 2=p=n,
avec 0,€R.
LemMme 1.1, — Tout élément k de K se mel sous la forme
(21) k=mu,u,_, ... uu,, meM,
avec
—n<b,Zm, ~—£ﬁé§%, ey Oﬁéén;

si (kii, ki2) 7 (o, 0), la représentalion est unique, et l'on a
—r<o, ..., 0,<tn
2 2

On a de plus la formule suivante :

(22)£¢(k)dkm < ff f

—-r

1
37

f o(mu,...us)cos9;cos*0, ...
I

Nlu

> cos" % 0,dmdf, do, ...do,

dm désignant la mesure de Haar normalisée de M.
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DEMONSTRATION. — Posons, pour simplifier les notations,
¢, = cosl,, s, =sinf, pour p=2,3,...,n.

Etant donné un ke K, on peut déterminer 0,, 0., ..., 6, tels qu'on ait

kii=cCuCri ... CiC5Coy

kio=cuChi ... CiC382,
(23) / kl:: = CnCp—1 + .. Cgsjg,

.................. o

kl,n,fl = CnSn—1,

kln= Sns

et
I I

(24) —r< b, —afréﬂ:;, e iz oms

de plus, les 0, 0, ..., 0, seront déterminés uniquement, si (ki,, ki») 7 (0,0)

<ce qui équivaut a | 0,| < é m, pour 3 =~ p = n)- En effet, on commence

’ . . I I
par déterminer uniquement un 0, tel que s, = k;,, et — 57 =0, é; ™5

ensuite on choisit un 0,_, tel que ¢.$p—1= ki et —-7 =0, =-m,

I . . I
et ainsi de suite; si pourun p < n,onaf, = i;n, les 0,1, 0)sy o0y 0s

peuvent étre quelconques, mais autrement les 0, p==2, 3,...,n,
sont ainsi déterminés de facon unique. Il est clair qu’alors on a
k.(U,... w)' =k."(u, ... u;) soit dans M, d’ou la premiére partie
de I’énoncé.

Pour démontrer la formule d’intégration, remarquons d’abord qu’il
y a une fonction continue o (m; 0,, ..., 0,) telle qu'on ait

(25) fK o (k) dk

SN

1
-3 E

]—
T
2

e o(mu,. . .w)w(m;0,, . ..,9,)dmdd....d5;

a
]

T

10l

comme on a d (m.k) = dk, d (ku,) = dk (la biinvariance de la mesure dk),
on voit que la fonction » ne dépend pas de m, ni de 0,; pour m'e M,
(W, ... u)m" s’écrit sous la forme (21), soit

(26) (W....w)m'=m"u, ... u,, avec u,=u,,), m'eM;

on a donc

’

(mu, ... uy)m'=(mm")u, ... u,;
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et, comme on a d (km') = dk, d (mmn") = dm (car m" ne dépend pas de m),
il vient

oy ooy 0)dY, ... d0, =0, ..., 0)do, ...d0,
ou encore

, , o0, ..., 0
(27) 0O« ey 0 (O ..., 0, = |20

Il) .
oy, ..., 0)]°
or, la relation (26) donne

¢y C,=C...cCp

(>8) §yC, o €y =M2a8aCy ... Cp - MyaS3Cy ... €y oo+ MasSpy

S,, = m-zuSzC:: .o cu + m::uS::Ci OIS cn + o .. + mllllsIL
(ou Yon a posé ¢, =cos0), s, =sin0),; m,, désigne le coefficient
de la matrice m’), de 1a résulte qu'on a

o(0,, ..., 0)
(0, ..., 0,

__cosb cos?®;, ... cos" 20,
" cos0; cos*0; ... cos"0,’

si I'on choisit m’ tel que
M3y == COS%; ... COS%,, My3 = SiN#%3 COS%; ... COS%y, . .., My, == SiN %,
I
alors, en posant (0., 0., ..., 0,) = (; T, 0, ..., 0); on trouve 0, ==z,
pour 2 = p =n, et I'on a

O(#y %iy o vvn %) = 0(0, 0, ..., 0) COSY; ... COS" 2,3

ko

1
9

la constante C = o (o, ..., 0) est déterminée par la condition
1

Cff j / cosf;...cos"20,dmd0.db;...d0,=1,
mY—= _ 1 _

1
—-%
9

11—».
ce qui donne C=I‘<én>lzr§ sifdm =1 C. Q. F. D.
M

LeEMME 1.2. — Soit n>. 3. Tout élément k de K peut s’écrire sous la
forme

(29) k=muym/, avec m, m'eM, uy = u,(0), P
si k = myug,m, avec m;, m\€M, o0, =7, on a alors 0 = 0,, ef si
de plus on a o < 0 < m (aufrement dit ki, 7 == 1), il existe un v dans V,

le centralisateur des uy dans K (le sous-groupe des rotations laissant fixes
Ty, T1, ) tel que

(30) m =my, m,=v"'m;
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on a de plus la formule d’intégration suivante :
r <§ ll> =
(31) f‘?(k) dk = ———— f f f o(muym’) sin*20dm dm'd".
K T_I‘<'_l___l_> u e
2

DEMONSTRATION, — Etant donné un k€ K, on peut déterminer de
fagon unique un 0 tel que k,, = cos 0, o = 0 < m; alors, on a

(kio oo+ E3)T = (k. ki)™ = sind,

parce que sin ) > 0. Si 0 = o, k est déja dans M, et si 0 ==, on a
k = uxm avec un meM; dans le cas ot 0o <0 <7, on a sin 03 o,
donc on peut trouver m, m’' dans M tel que

my, =— kj,[sin0 et m,, = ki ,/[sin6 pour 2-=pn;

on vérifie alors, a I'aide des relations d’orthogonalité, que

cosfh sin o ... o
—sinf) cos®h o ... o
‘mk'm' = o o s
o o

d’ott ‘mk‘m’ = ugm” avec un m” dans M, ou k = m"uy (m"m'), ce qui
démontre la premiére assertion et 'unicité de 0. Si
muym’ = m,uym,
et sio<l<m,
(m~'m)) up= ug(m'm7’)
entraine que
(m'm)s=M'm")n=1,
d’olt
m'm=m'm,=v
est de la forme indiquée.

Pour démontrer la formule d’intégration (31), on remarque tout
d’abord, que tout élément k de K s’écrit sous la forme

(32) k=muyv,...0,

avec meM, o=0Lm, v, =uv;(x;) = exp#, Xay pour 3 =q=n,
I . .

et —nm<w<Zm, ‘"é” kg ey A é; m, et ceci d’ailleurs de

facon unique pour presque tout k dans K. En effet, on peut écrire m' € M
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dans la décomposition (29) sous la forme m’ = vv, ... v;, avec v dans V
(lemme 1.1, appliqué au groupe M); on a alors

k= muy(v, . ..v;) = mougo, . .. v,
d’out (32) en écrivant m au lieu de mv. Pour démontrer I’énoncé concernant
I'unicité, supposons qu’on ait
(33) k =muyv,...v;=m'upv,...v,
avec m'e€ M, v, = v, («,), », satisfaisant aux mémes inégalités que

les #,. En comparant les éléments de la seconde ligne des deux matrices
dans la derniére égalité de (33), on obtient

cos) = cos0’
sin0 cos#; ... cosx, = sinf’ cos«; ... cosx),
sin 0 sinx; €08 %, . . . cos%, = sin 0’ sinx), cos« . .. cosx),

sin0 sinx, = sin 0’ sinx),;
. I .
sio<l<m, |%|< 5 7, on a successivement
0 = 0’9 L= ‘/CI,,, ey B3= 1/3,

et donc m = m’, ce qui démontre 'unicité de la décomposition (32)
pour presque tout ke K.

Considérons maintenant l'application Kok —x = (z;, ..., Z,)€R”
ou I'on pose &, = k,, pour 1 =< p = n; elle définit par passage au quotient
I'identification de M\ K a la sphére unité S*—!, et (21) et (32) définissent
deux systémes de coordonnées locales valables presque partout sur S,
4 savoir

x <> (0, 05 ..., 0,), resp. (0, s, ..., %),
avec
—r<0,<m, —Ir<y o, <
2 2

resp.

I I
o< i<m, — <% <, ———;77<x_,,,...,z,l<;7r.

La formule (22) montre que la mesure

—= L cosf;...cos"20,d0,...do,
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est la mesure invariante de masse totale 1 sur la sphére S"—', dans le
premier systéme; or le jacobien du changement des variables

(023 LIS (jn)_>(0, Liy ooy %y
est égal a
sin”—20 cosx; COS2x; . . . COS" 3%,
cos0; cos?0, ...cos" 20,
d’out il résulte que
T'(n/2) . \
2(TJ/2) sin"—20 cosx, . ..cos"3z,d0dz, . .. dz,

est la mesure invariante normée dans le second systéme de coordonnées,
et que, par conséquent, on a

[ ] S

> sin”~20 cos#, ... cos" >z, dm dO dzy . ..d%,;

si 'on multiplie m par v dans V et intégre sur V par rapport a dv (la
mesure de Haar normée de V), on ne change pas la valeur du second
membre, a4 cause de l'invariance de dm; comme uyv = vuy, on aura
donc

o /2
f&g(k) dk “f(nf/)f f sin”—* (Jdmdf)ff f f o (mugov,...v;)
v K —T/2

X COS%; . ..CO8" P x, dvdx, . .. d«,,

ce qui donne bien (31), compte tenu du lemme 1.1 appliqué au groupe
M ~ SO (n — 1). C. Q. F. D.

LemME 1.3. — Tout élément g de G peut se metire sous la forme

(34) g = ka/k', avec k,kK'eK e t>o;

si de plus, ¢ = kia,k, avec ki, kK, €K et t, > o, alors t, =1, el si t > o,
il existe un me M tel que k, = km, k', = m~' k'. Pour la mesure de Haar
dans la normalisation précédente (17), on a la formule d’intégration
suivante :

(35) fp f(9)dg = l‘(n /?) f f f(ka, "yshr—t dk dk' dt.

DEMONSTRATION. — Soit g€ G; il existe alors un unique {> o tel
que ¢, = chf, car g, > 1; on a alors, en vertu de (1),

B6)  (gio+...F ) =g +...+92) =(g;,—1)" =sht;
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choisissant k, k' tels que

k, = g,,/sht, pour 1=p_-n,
k,, = g.,[shi, pour 1-=q-n

37

(on suppose { = o, car sinon ¢ serait lui-méme dans K); alors on vérifie
facilement, a I'aide des relations [forme explicite de (1)]

0 P # 9,
B8 — 9wt g9t Fgmgm={ —1  (p=g=1)
: I p=q>1),
qu’on a
k= gk’ = 'kg'k" = a;m,

avec meM, ce qui démontre l'existence de la décomposition (34) et
I'unicité de {. Sit £ o, le centralisateur de a, dans K est égal au centra-
lisateur M de A_. dans K, d’ou I'unicité modulo M des k, k'. Pour montrer
la formule d’intégration (35), on remarque d’abord que tout ge G

s’écrit sous la forme ¢ = kau, ... u,» (on garde les notations du
lemme 1.1), d’ailleurs de fagon unique pour presque tout g€ G. En effet,
soit g = ka k', et soit k' = mu,, ... u, la décomposition de k' d’apres

le lemme 1.1; on a alors g = (km)au, ... u,; il y a l'unicité si {2 o
et (K, k,,) # (0, 0), ou encore si g, > 1 et (o1, 9s2) 7 (0, 0), d’apres
ce qui précede et le lemme 1.1. Par suite, on peut introduire sur I'espace
homogéne K\ G deux systémes de coordonnées valables presque partout,
a savoir (¢, &, ..., 2,) provenant de la décomposition (14) d’une part.

et (', 0, ...,0,) provenant de la décomposition ¢ = ka u, ... u,
obtenue ci-dessus. La formule (17) montre que la mesure
enitdtdz, . .. d:,

est I'expression de la mesure invariante = sur K\ G telle qu'on ait

[row=[ ao [

dans le premier systeme de coordonnées (¢ désigne la classe de g dans
K\ G); on arrive & la formule (35) en calculant le jacobien du chan-
gement des wvariables (¢, %, ..., Z) > (t', 0, ..., 0)).

REMARQUE 1.1. — Le lemme 1.3 est un cas particulier d’un théoréme
général démontré par HarisH-CHANDRA pour les groupes de Lie semi-
simples [16]. Mais on a donné une démonstration élémentaire du cas
particulier de G.. (n), pour avoir une formule précise, non a un facteur
constant pres, dépendant de la normalisation des diverses mesures de
Haar qui interviennent dans la formule.
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REMARQUE 1.2, — L’algébre A des fonctions biinvariantes [ (g),
f(kgk') = f(g9) pour k, k'€ K, est bien commutative, pour les groupes
G = G. (n). En effet, si feA, on a f(¢97') = f(g) pour tout geG.
parce que tout g s’écrit sous la forme ka k', avec k, k' dans K, et qu’il
existe un k, dans K tel qu’on ait

a'=a_, = k,ak;' (2)’
et 'on a

flg™) =f(K~"a k™) = f(a) = f(kya.k3') = f(a) =[(9);
soient maintenant f, fo.€A; alors fi k f f2k fi€A, et

f2xfi(9) =Ff%fi(g7") ——=fpfe(h)f,(h—‘g*')dh

- f f.(gh) £ () dh = . % (),
' C. Q. F. D.

Les fonctions fe A étant essentiellement des fonctions de ¢, d’ailleurs
paires, on peut identifier 'algébre commutative A a une algébre com-
mutative @ formée par les fonctions ¢ (chf), en faisant correspondre
a f(g) la fonction ¢ (ch{) définie par

(39) ¢(cht) = f(a) = f(ka.k') = f(9);

on peut expliciter la multiplication dans ¢t a I’aide des formules d’inté-
gration (35) et (31) comme suit : si ¢ (ch{#) correspond a f, % f., et
9, & fi(i=1,2), on a

o(cht) = fi k fo(a) = f £, (h)f. (k" a) dh

1
S

:ﬁTTT”—) f f f " @) fo( as k-ay sho-iz dk d d

2

L 1) e
EE AT

= sin”*—20 sh"~'tdm dm’ df d=

Im 1)

2T

M—(—_(_—)jf f+zf’(a)f(a— uya,) sh"~' = sin"~*0 d= df
n—r

(*) Dans la notation du lemme 1.2, k, = ux.

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 20
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car
f:(a—.muym’a;) = f.(ma_-uyam') = f.(a_-uya,),
et
[dm =1;
Ju
or, on a

a_-upa, = k,a, k., avec k, k.€K,
cht’ = (a--upa;),, = chz chf 4 shr shicos,

d’out finalement,

1
—(n—1)

(4o) @(cht):—zji-— ’ Tqu cht) o.(chtcht 4 shtshicos0
I‘<é(n—1)>~/¢: »[ (che) 2 )

> sh—' zsin"20 df d-.

§ 2. COMMUTATIVITE DES ALGEBRES L' ().

1. Les algébres L (7). — Désignons par K I'ensemble des caractéres
irréductibles y de K, normalisés de facon qu’on ait

7. % 7,.(k) =fo(kl“)z(l) dl = y,(k);

pour chaque 7 € K, il existe donc une représentation unitaire irréductible
7 de dimension finie r de K, telle qu’on ait

7.(k) = r.Tr(n (k) pour keK.

Soit L I’algebre formée par les fonctions continues & support compact
définie dans G, avec la multiplication définie par le produit de com-
position. Le sous-ensemble L°(y) de L formé par les fonctions f(g)
satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) rkfxr=F
(il [r=f ou fi(g)= f f(kgk—") dk,
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est une sous-algébre de L, et il est clair, d’aprés la normalisation de 7,
que l'application

f7%xf'=[" %z
est la projection de L sur L' (y). En particulier, si 'on désigne par v,

le caractere trivial, L°(y,) n’est autre que l'algébre commutative A
du paragraphe 1. Notre but est de montrer que les algébres L° (y) sont

toutes commutatives pour y €K, ce qui signifie que toute fonction
sphérique de type y quelconque est de hauteur 1 au sens de Godement [11].
Introduisons pour cela la transformation suivante, pour les fonctions

feLl' (z) :

(1) Fr(t) = e f f\ f(ka,x)m (k) dk dx.

Il est clair que c’est une fonction continue, a support compact (*), et
a valeurs dans I’espace des opérateurs linéaires dans E (I’espace hilbertien
de dimension r, dans lequel est donnée la représentation ), définie
sur R. [Pour des raisons qui vont apparaitre plus loin (voir §4), on
pourrait appeler F, la transformée d’Abel de f.]

ProrosiTiON 2.1. — On a les propriétés suivantes pour la trans-
formation f—F, :

(l) pour f" f‘-’ELO (X)’ o, @EC’
Fayipr= 0l + BFp;
(i) Fy.po=(Fr) % (Fp)
(au sens du produit de composition sur R);
(iii) pour feL’(y), on a
F5() = F((— )%,

ou * désigne l'opérateur adjoint dans E;

(iv) on a
Fr() Ff,(t:) = Fr.(t) Fr.(t);

(v) si Fr(t)=o, alors f(g9) =o.

() Si g = ka,x, on a g,, = cht + ; et(23 ...+ %3); donc si le support de f est

un compact C, et si ¢ = sup g,,, on aura F;(f) = o pour { assez grand tel que chi > c.
g€C



310 R. TAKAHASHI.

DEMONSTRATION. — (i) est trivial. (ii) résulte du calcul suivant :

Fas@=ee [ fN | Fkazg ) fa(g) =) diedz g

) L fK fR f f (ki (la-y) ) fo (la-y) 7 (k)

X en=0vdk dx dl d= dy
[k —lk, x —2zy et f* =[]

:e«n—l)t/ﬂfKf‘vfl(\/n‘fvf,(ka,xa_:)fz(la:y)ﬂ(k"l")

X e dkdx dldr dy
[x —a_-xa-, d(a—-za-) = e~ ("7 dx]

— el f { f f fu(kae-) 7 (k=) dk de
R KYN

X f f fo(lasy) = (") dl dy | d=
- f F(l—7) F,() d=.
R

Montrons maintenant (iii) :

Fy(t) = i fK fv F@Ta k) = (k) dkdz
[x >a_x'a, k—> k']
— et f f Flka ) = (k) dk dx = (F p(— D)*,
puisque 7 (k) = (mw (k—))*.

Avant d’aborder la démonstration de (iv), (v), examinons la trans-
formée F (f) de plus prés. On a, quel que soit me M,

Fo(f) e~n—22 — f f((mkm—) a,x) = (mk— m~") dk dx
- f f f(ka,m—em) = (mk— m—) dk dx
— f f f(ka,) = (mk—'m—) dk dz,

puisque, d’aprés [1 (19)], d (m—'xm) = dx, et ma, = a,;m; il en résulte
donc qu’on a

() F(l) = en-nu f f f(ka,z) [ f n[(mk—'m—')dm]]dkdx.
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D’autre part, on sait que la restriction a M de toute représentation
unitaire irréductible de K se décompose en somme directe des repré-
sentations irréductibles deux a deux non-équivalentes (voir, par exemple,
B@&ErNER [2], chap. VII, § 12, Verzweigungssatz 12.1); on peut donc
choisir une base orthonormée (e,; 1 = p = r) de E, de telle sorte que, si

3) w(kye,= Y e, (K)e, pour keK,

7=1
Pon ait, pour me M,

fram 0
“) (e () = i :

0 fe(m)

o, pour 1 Zj=p, m—f/(m) est une représentation irréductible
de M, de dimension r;, avecr = r, + ... ru. Désignons par I, I’ensemble
des entiers p tels que r+...+r,.y <p=<=r, +...4r;. Posons
de plus

7/ (m) = r;. Tr(f/ (m)), me M.
On a alors la relation suivante :
® | enstmbmy dm = 3,54 10 (Ol % /@,
pour 1 = p, g<r, et pel;. En effet, on a
fe,z,,(mkm*‘)dm=2fe,,,,r(m) e,q (k) ey (m—') dm
a a

P

= e @) | e () 2 ) dm
M

or, d’aprés le choix de la base, il est clair que la derniére intégrale est
nulle si p, p’ ou, ¢, ¢’ n’appartiennent pas au méme intervalle, et d’aprés
la relation d’orthogonalité des coefficients (car les représentations f/ (m)
sont deux a deux non-équivalentes) elle est aussi nulle si p, ¢ ne sont
pas dans le méme intervalle; il vient donc

[ en mkmy dm =3, %, €0 G011
M

prel
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si pel;. Compte tenu des relations

) o si qgg¢l;
e///]“'f;/: . q /7
ey Si g€l

on a

Lk n/=r Z €5
r €l
ce qui montre bien la relation (5).
Par conséquent, si I'on désigne par F, (f),, I'élément d’indices (p, q)
de la matrice de F, (f) par rapport a la bhase choisie, on a

" ‘ Fj(f)pg =0, en—11/2 / j f(ka,x) /*Ylgf)) dk dx

si pel,.
Cette formule met en évidence la propriété (iv).

Introduisons maintenant, suivant HarisH-CHANDRA [13], une série
de représentations U*® de G dans l'espace de Hilbert § = L* (K),
dépendant d’'un paramétre complexe s. Soit, pour g€ G, k€ K,

(7) gk = kya, 4 1, avec k,€K, ze€N, 1{(g, k)€R,

la décomposition de gk suivant [1 (14)]. On a alors les relations suivantes :
®) kyo = (kg)g (km), = k;m pour mebM;

() t(gg’s k) = 1(g, ko) +1(g', K),

t(k, K)=o0 pour k, k'ekK, i(g, km) =t(g, k) pour meM.
Remarquons qu’on a donc

{ tgk—, k) =1(g, e) =t si g=FKauz,

(10) avec k'eK, teR, xzeN.

Si I'on définit maintenant 'opérateur U; dans $ par la formule
(11) (Ug9) (k) = e 0o(kes)  pour ¢€9,

il est facile de voir, 4 I'aide des formules ci-dessus, que l’application
g — Uj est une représentation fortement continue de G par des opé-
rateurs linéaires bornés dans $; on sait de plus qu’elle est unitaire

si Re(s) = 2—2 (voir [13], p. 239-243) (*).

(") Si I'on désigne par U, la représentation réguliére a gauche de K dans 9, on
a Uj = U, pour k€ K, quel que soit le paramétre s. De plus, si J est la conjugaison

dans $ définie par Jo = ¢, on a JUE = b:‘ J, et 'on en déduit aussitot qu'on a

(U3 = us=! = pour ge€G.
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LemMmE 2.1 (GopEMENT). — Les représentations U®, s€ G, forment
un systéme complet au sens de GopEMENT [11], c’est-a-dire, si lon a,
pour une fonction feL, U} = o quel que soit s€ G, alors f = o.

DEMoNsTRATION. — Comme on sait que G posséde un systéme complet
de représentations irréductibles de dimension finie (voir le lemme 5
dans [11], p. 506), il suffit de montrer que toute représentation irréduc-
tible de dimension finie de G est contenue (comme composante discréte)
dans une représentation U® avec un s€ G convenable; or cela résulte
de ce que les représentations U*, s€ G, sont essentiellement des repré-
sentations induites par les représentations de dimension 1 du sous-groupe
résoluble connexe T = A.N = NA, daprés un autre lemme de
GopEMENT (lemme 7, loc. cit., p. 508). En effet, toute représentation =
de dimension 1 de T est de la forme

a(a,x) =e,

avec un s€ G, et si 'on désigne par $* I'espace vectoriel des fonctions
continues 0(g) sur G telles que
0(g.a,x) =9(g) 2(a,x) pour tout axeT,

et par T* la représentation de G dans $* définie par la formule
(T79) (h) = 0(g~" D),
il est immédiat de vérifier que la transformation
I: $*30->0|KeL(K)

définit un isomorphisme de $* sur L (K) et transforme la représentation
T* en U-.

Pour démontrer maintenant (v), supposons qu’on a, pour une f € L" (y),
F/(f) = o. Nous allons montrer que cela entraine que Uj = o quel
que soit s€ C, d’ou résultera donc (v) grace au lemme 4. Calculons
pour cela (Uj9, ¥), ou o, v€$H; comme Uj = Uj,s, = U, U U,
et U; = U, on a

(Ujo, V) =(UjUy9, Uyb)y = (Ui ko, £ % ¥)s

on peut supposer que y est le caractére de la représentation = définie
par (3), et I'on a alors

-
(12) Uz"?z'/,*?zzcmeﬂf/: Uz4’:Z*4’=Zd/'f/e/"/’

avec

cpr=r [0 oG dk,  dy=r [ e, 40 dk
K K
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On a, par conséquent,

(13) Uio, = cpdpy (Usen, ).
Psqsp'sq’

Or, on a, d’autre part, pour ®, WelL (K),

(U@, ) =fprf(!I)e“""“"‘*""(&:*l)Wd!]dk lg—kg']

= 1y e ) T g ak

fffff(kx‘l a;' =) et d(l) —‘F(k) eln—1t dk dl dt dx
KYKYRYN
fffff(ka,xl—') et O () W (k) dk dl dt dz;

KYKYRY N

comme f* = f, on peut écrire, par suite,

(14) (Us®, W) = f f f f(ka,a) e ¥ % ® (k) dk di d.
KYRY N

I

I

Si I'on applique la formule (14) au cas ou ® = ¢,,, ¥ = ¢,/4, On a

Uy, ) = f f f Fkai) e e Kk ey (k) die dl d
’ KYRY N
=13, f f f(ka,x) e e,y (k1) dk dt dx
7 KJRYN

1 <\‘—E)l
= o [ &) E 0
- .
R
d’aprés la définition méme de F, (f); il en résulte donc que

" n—1
- §——)1
@ Wen="Yed, [ T 0@

Pqg=1 R

Si 'on a Fy(l)= o, on a donc (Uj9y, ¥) = o quels que soient ¢
Y dans L (K), d’'ou Uj = o.

C. Q. F.D.
CorROLLAIRE — Les algébres L° (y) sont commutatives.
DemonstraTION. — Soient en effet fi, f.€ L’ (x); en vertu des pro-

priétés (ii) et (iv), on a
Fran=EFp) *(Fp)=EFrp) kFr)=Fpasm
ce qui entraine, grace a (v), qu'on a fikf.=f.%[:;
C. Q. F. D.
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2. Homomorphismes de L’ (y) sur G. — D’aprés ce qu’'on a vu
au cours de la démonstration de (iv) au numéro précédent, il est clair

que, si y ek, nelll (on désigne ainsi ’ensemble des caractéres irré-
ductibles de M), et si y % n % o, l'application

(16)  frh(f) = f { S f(ka,xv**’gj)) dkdx}e—"dt

est un homomorphisme de L° (y) sur C; on est ainsi conduit & poser
les définitions suivantes :

— k) - ;
(17)  ayrs(9) = %) si g=kazx, keK, teR, zeN;
(9 Gs(0) = () (@) = [ ty,0,0(kgk™)
K

11 est clair qu’on a, puisque f° = f, et que

Lr@nr@d= [ r@woad

1D = [ 1@ %12 @ s = [ 1%, 12 0)dg

On conviendra donc d’écrire

(19) M=%, s (D pour fELi(),

et I'on définira &, , (f) pour f€L, en posant
s () = Cpon, s (L X )

D’apres la formule (15), il est clair que, si ’'on suppose qu'on a n =7,
pour un j tel que 1=j =,

(20) Lons(D =1(UF" " epps e)  avec pely
ce qui met en évidence le fait que la fonction ¢, . s(g) soit de fype
positif si Re (s) = n—:—l; nous avons donc démontré la propriété (ii)

de la proposition suivante :

ProposiTiION 2.2. — Les fonctions ¢, . s possédent les propriétés
suivantes :
€y 7k Cyns KL =Ly, s =Lypmoss

(i) si Re(s) = ——L, ¢, ., est de type positif;
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(iii) Gons@ =87, (07

(iv) quels que soient ¢, ' € G, on a
[ G lhghe ' ) Ak = %0, (9) 5, (0
K

(v) Ulapplication :
[ G (f) = f £(9) &y (9) dg

est un homomorphisme de L°(y) dans C.

DEMONSTRATION. — 11 est évident que =7 % =, d’ou

IKE=Tka = (kA ==

(on a laissé tomber les « indices » pour simplifier), ce qui montre (i).
Comme on sait que (iv) et (v) sont équivalentes (voir, par exemple,
GopEMENT [11], p. 524), il ne reste qu’a démontrer (iii); or ceci résulte
de I'expression suivante pour ¢, , s, qui est une conséquence immeédiate
de (20) :

(21) &ns(9) =1(U" " epps €))
(on garde les notations précédentes); on a, en effet,
CZ 0, n——s (g_l) = r(U"*'-e‘/’—I” _e;/:)’

puisque les fonctions e,;,, p, g€l;, jouent les mémes roles pour les
caractéres 7, 7, que les e,,, p, g€ I;, pour y, 7; de plus, on sait que

(22) (Uy)'=Us~"  pour geG, seC;

par suite, on a
(Ug—ep, €5p) = ( Ui-ep e/’/’) = (e,,,), Us— e,,,,) = (U """ epps €11),

ce qui entraine (iii).
C. Q. F.D.

11 est fort probable que tout homomorphisme de L° () dans G suffi-
samment réqulier, par exemple tout homomorphisme, qui est une dis-
tribution au sens de L. ScuwaRrTz [i. e. il existe une distribution sur G
dont la restriction sur L°(y)nD (G) coincide avec I'homomorphisme
en question], soit de la forme ¢, s pour u, s convenablement choisis.
C’est le cas pour le caractére trivial ¥ (k) = 1 comme on va le voir par
la suite, pour n quelconque, et pour les groupes G. (2), G. (3) quels
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que soient y (°). De toute facon, il est clair, d’aprés ce qui précede,
que les homomorphismes f—¢, 4 (f), avec ye K, ne M, seC,
forment un systéme complet dans ce sens que, si {, 4 s(f) = o quels
que soient v, s pour une fe€L’(y), on a f=o.

DerFiNiTION 2.1. — Une distribution 1 sur G est dite de classe ¥, '/,612',
si Uon a, quelle que soit feD (G),

2(f) = 1(2 % [ % %)-

Une distribution de classe y, est dite sphérique si sa restriction a L°(y) nD (G)
est un homomorphisme de cette sous-algébre sur GC.

On peut montrer que toute distribution sphérique de classe ; est,
en réalité, une fonction indéfiniment dérivable, ou méme analytique
réelle. En effet, la démonstration de GopEMENT dans [12], qui traite
le cas du caractére trivial, s’applique sans modification essentielle aux
cas des caractéres quelconques.

§ 3. FONCTIONS SPHERIQUES DE CLASSE 1.

1. Représentations unitaires irréductibles de la série prin-
cipale de classe 1. Nous avons défini, au numéro 1 (§ 2) une série
de représentations U* dans l'espace de Hilbert § = L*(K); nous allons
maintenant étudier ces représentations de plus prés, pour arriver a
la définition de la série principale de classe 1.

Soit k — V; la représentation réguliére a droite de K dans $; pour
0e$, on a donec (Vi9) () = ¢ (k). D’aprés les formules [2 (8)], [2 (9)],
il est évident qu'on a

(1) U, V=V, U; pour g€ G, meM,

quel que soit le parameétre s; par conséquent, pour toute fonction
intégrable sur M, l'opérateur

Vo= f L(m) V,udm
M

est permutable aux opérateurs U, g€ G; en particulier, si 7 est le
caractére d’une représentation unitaire irréductible de dimension finie d
de M, soit m—(fi;(n))-ij.a, alors les opérateurs suivants sont
permutables avec Ug, g€ G :

() Qie / ) Vadm,  Qh=d f F ) Vadm, 121, j = d;
M M

1

(°) Pour G- (2), voir par exemple [21].
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on voit facilement que les opérateurs Q%, Q, 1=1i =d, sont des pro-
jecteurs dans 9, et Q; est un opérateur partiellement isométrique
appliquant Q;;$ sur Q%,%. Si I'on pose

®) $"=0"9,  H'=0Qi9
il est clair qu’'on a
® 5= @ 5%  $7=@9l.
ProposiTioN 3.1. — Les sous-espaces fermés $; sont invarianits par

les opérateurs U, g€ G, et si Uon désigne par U (n, i) la représentation
de G dans $; obtenue par restriction de Us a $7, pour 1 =i —=d, ces d
représentations sont deux a deux unitairement équivalentes. Toute repré-
sentation unitaire irréductible unitaire de K, soit k — (epe(K))izp,gzrs
est contenue au plus une fois dans la représentation k— U} (n, i). Pour
qu’elle y soit effectivement contenue, il faut et il suffit que la représentation

m—>(e,,,,(m)) de M contienne la représentation m — (fi; (m)) (°).

DEMONSTRATION. — Les projecteurs Q%, Q; étant permutables aux
opérateurs U}, g€ G, il est clair que les sous-espaces $7, $; sont inva-
riants; il est aussi facile de voir que 1'équivalence de U (n, i) et U’ (n, j)
est donnée par I'opérateur Q.

Pour montrer la seconde et la derniére assertions, on peut supposer
i =1, et I'on écrira, pour simplifier, U;(n, 1) = U;. Supposons donc
qu'une représentation unitaire irréductible de K : k— (e,,(k)) soit
contenue dans la représentation : k-— Uj = U;; cela signifie qu’il
existe un systéme ¢,, ..., ¢,) de fonctions dans $7? telles qu'on ait

Uigp= 2 eqp (k)94
g=1

pour 1 = p =< r, ou encore

9, (k' u) =Ze,,,)(k) 94 (1) pour k,ueK, 1Zp<=r;

q=1

il vient donc, en remplacant u par ku,

9,(u) = Z eqp (k) 0, (ku), quel que soit k, ue K,

qg=1

(°) La premié¢re partie est due a HaRisH-CHANDRA [13]; pour la seconde partie,
voir aussi DIXMIER [5].
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d’ou, en intégrant par rapport a k dans K,

or@ = [ e ® etk ak =, [ e, (), 8

qg=1 g=1

ce qui entraine qu’on a

6 w@=Ye o avee = [ e 0)dk;

q'=1 g=1 K

or, comme les fonctions ¢,(k) sont dans £7, on a

o0 (K) = (@11 ) (k) = d f 9y (km) £ (1) dm,

d’ou

cr=d X, [ [ ew e lem)fim ) dcdm

=4 3 [er®o®ak [ ey m) fi(m) dm

7,97 =1

—d X, o [ e futm) dm;
M

qr=1

si maintenant la représentation m —(e,,(m)) ne contenait pas la
la représentation m — (fi;(m)), on aurait f e,;(m) fi (m)dm = o,
M

d’aprés la relation d’orthogonalité, d’out ¢, serait nul quel que soit ¢/,
et (5) entrainerait donc que ¢,(k) = o; on voit donc que m — (€,,(m))
doit nécessairement contenir m — (f;;(m)). Or, comme on a déja
remarqué (§2, n°1), toute représentation unitaire irréductible de K
ne contient une représentation unitaire irréductible donnée de M qu’au
plus une fois; on pourra donc supposer que la matrice (e,,(m)) soit de
la forme suivante :

©) (epgtm) = (1780 0

ou, m— f' (m) est une représentation de M, qui ne contient aucune
composante équivalente a m — (f;;(m)). Dans ces conditions il est
clair qu'on a

Cqr = 81]'161,
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d’olt

wr N . —
") 9, () = N ¢ ey (@) = €1, (),

=1
ce qui signifie qu’il n’y a essentiellement qu’un seul systéme, a savoir
(en(k), ..., en(k)), qui se transforme suivant k- (e,, (k).
C. Q. F. D.

DEFINiTION 3.1. — Soit g — U, une représentation continue d’un
groupe topologique G dans un espace hilbertien §; on dit qu’un vecteur
be$ est un vecteur totalisateur (ou un vecteur cyclique) pour la repré-
sentation U, si le plus petit sous-espace fermé contenant les vecteurs Uy,

g€ G, est $. Une représentation admettant un vecteur totalisateur est dite
cyclique.

Il est clair qu'une représentation irréductible est cyclique, mais la
réciproque n’est pas vraie en général.

ProrosiTioNn 3.2. — Supposons que le paramétre s ne soil pas un

entier = o. Pour tout caractére neM, et pour tout i, 1 =i d, la repré-
sentation U} (n, i) est cyclique.

DEMONSTRATION. — On peut supposer i = 1, sans restreindre la
généralité, d’aprés la proposition 3.1. En vertu du lemme 1.2, on

obtient une fonction continue définie dans Kn[}M (dans le complé-
mentaire de M dans K, donc presque partout dans K) en posant
Y (k) = fu (mm’) si k=muym’, mimeM, o< <

il est évident que { est dans §, et méme dans $7. Nous allons montrer
que ¢ est un vecteur cyclique pour U* (v, 1) dans 7. On aura besoin
du lemme suivant :

LemME 3.1. — Soienf m, m'eM, o =0 < w, t réel; on a alors
(7) (mugm"),, = mugym’,
avec
,__ sht 4 chifcosh o sin0
®) cos 0’ = chi+ shisinf’ sin’ = chi + shicos0’
et
(9) el (agmugm’) — el&”h wp) — Cht + ShtCOS 0.
DEMONSTRATION. — Par définition (voir §2, n°1), on a

a,(muym’) = (Muom')a, a; o, mugmn®, ~ avec TEN;
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M étant le centralisateur de A dans K, on a d’autre part,

a,(muym’) = m(a,up)m’;

or les éléments a,, uy sont dans le sous-groupe G. de G formé par les
g€ G de la forme

Qoo GJor Qo2
g= G g g2 o
G20 G211 G2 ’
o I, .,

et le sous-groupe G. est isomorphe au groupe G. (2); par suite, en vertu
de la décomposition [1 (14)] dans G- (2), on aura

(10) auy= uya,x, avec uy = (up),, et 2’ dans G.;

on a donc

a,(muym’) = muy arx’'m' = muym’a,m'—'x'm’,

d’ott résultent (7) et la premiére égalité de (g).

Pour démontrer ce qui reste, il suffit d’expliciter (10), et comparer
les coefficients des deux membres.

Revenons a la démonstration de la proposition 3.2. Soit $’ le plus
petit sous-espace fermé invariant contenant Y, et soit $” son complé-
mentaire orthogonal dans $7; $” est stable pour la représentation
U; de K, qui est unitaire pour tous s. Supposons £” ;= (o0); il y aurait
alors au moins une représentation unitaire irréductible de K, soit
k — (e,;(k)), contenue dans la représentation k-> U} (n, 1) de K
dans $”. Comme $"CH7, on pourrait supposer que la matrice (€,,(m))
ait la forme (6); alors les fonctions €,,(k), 1= p < r (r est la dimension
de la représentation en question), seraient contenues dans £”, et I'on
aurait par conséquent

Uid,e,) =o, quel que soit g€ G;

en particulier, pour ¢ = a,, on aurait
f ety (k,_)e, (k)dk = o, quel que soit #;
K

les lemmes 1.2 et 3.1 nous permettent d’écrire ceci sous la forme suivante
(compte tenu de la définition de U) :

f f f (ch{— shi cos 0~ f1, mm') e, (mugm') sin*—*0 dm dm’ 9 = o,
[ M M
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quel que soit f réel; vu la forme particuliére de (e,,(m)), et la

relation d’orthogonalité dans M, les deux intégrales étendues sur M
d

y! .
donnent 2‘ e;;(up), d’out
j=1

(11) f (cht—shtcost)— F(0) db = o,
0
quel que soit ¢ réel, en posant

d
F () =Y e (us) sin"—0;

en vertu du lemme ci-dessous, la fonction F (), donc la fonction continue
d
Ze ;7 (wg) serait identiquement nulle, ce qui entrainerait la contra-

j=1
d

diction : o =2e,-,- () =d.
j=1
C. Q. F. D.

LeMME 3.2. — Soit F (8) une fonction intégrable sur o <9 =, et
soit

H(l) = f (ch{— sh cos 0~ F (0) .
0

Si s n’est pas un entier = o, pour que H (f) soit identiquement nulle, il
faut et il suffit que F (9) soil presque partout nulle.

DEMONSTRATION. — Par récurrence sur p, on montre que
14
(cht—shtcos0)—= 2 ch(s) (cht—sht cos0)=—7(sht—chi cos 0)’

=0

dr

dtr
ou les ¢/ (s) désignent des constantes, avec

¢p(s)=(—1)ys(s+1)...(s+p—1);

si s n’est pas un entier =~ o, ¢/, (s) 7= o pour tout p; donc, si H (f) = o
identiquement, on déduira de H" (o) = o, que

kol
f F(9) cos”0df = o, pour p=o0,1,2,...,

d’ot F (9) est nulle presque partout.
C. Q. F. D.
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Dans le cas du caractére trivial v,:7,(m) = 1, pour tout meM,
on a d =1, et la fonction ¢ de la proposition précédente se réduit a
la fonction constante 1, qu'on notera ¢,; on en déduit lirréductibilité
des représentations U* (7o) (on laisse tomber I'indice i, puisque d = 1)
de G dans %™, dans le cas unitaire, de la maniére suivante.
Soit A un opérateur dans 9" qui permute a tous les U, ge G, et
montrons qu’il est scalaire. Posons A, = ¢; alors,

Urg = UrAto= AUiby= Aty =g,

d’olt ¢ est invariante par les translations a gauche par les éléments de K,
i.e. o est également une constante, soit cy,; par suite, on a

T

AUsd) = Uz (Ady) = Ugo =cU; by, quel que soit g€ G;

comme les vecteurs U;d,, g€ G, sous-tendent H™, on en conclut que
A =cl.
C. Q. F. D.

Le sous-espace $" de § est formé par les fonctions de carré sommable
et invariantes & droite par les éléments de M; on peut donc l'interpréter
comme l'espace hilbertien des fonctions de carré sommable dans I’espace
homogene K/M ~ S*—', pour la mesure invariante normée p; de plus
la transformation k — k, définie par g€ G, définit, par passage au
quotient [voir 2 (8)]; un homéomorphisme ¢ : kM — k,M de K/M sur
lui-méme; de méme, la formule [2 (9)] montre que la fonction £ (g, k)
ne dépend que de g et de la classe kM de k dans K/M. Si I'on identifie
K/M a S*', en faisant correspondre, a la classe kM, le point
X = (2, ..., ,) de S*', défini par x,=k,, 1 < pn, il est facile
d’exprimer I’homéomorphisme ¢ et la fonction #(g, x) = (g, kM) = (g, k),
en explicitant les deux membres de la relation matricielle gk = kya; (5,1 ;
on a

(12) x'=¢.x%,
avec x,= <.‘7//0 +2 9pq xr/> /<900 +Z 9qut/> s 1Zp<n,
qg=1 qg=1
(13) el = Goo +2 GogZqe
g=1

On peut donc énoncer le résultat obtenu sous la forme suivante :

TutorEME 3.1. — Soit ¢ la mesure invariante normée sur la sphére
S, et soit § Uespace hilbertien formé par les fonctions de carré sommable
pour u. définies sur S*—'. Pour g€ G, définissons Uopéraleur Uy par la
formule

(14) Ui (x) =2(9, x)"9(¢".x), pour 9€H,

BULL. SOC. MATH, —~ T. 91, FASC. 3. 21
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ou a(g,x)=-c¢e's*, e g.x est défini par (12). Alors, si s o,
— 1, —2, ..., U’ est une représentation cycligue de G. En parliculier,

si Re(s) = ="

» U* est une représentation unitaire irréductible.

On verra plus loin (§6) que U* est en effet réductible pour s = o,
—I1, —2, ...

Les représentations unitaires irréductibles de G. (n) qu’'on vient de
construire forment une partie de la série principale au sens de GEL’FAND
et NAIMARK (i. e. les représentations unitaires irréductibles « contenues »
dans la représentation réguliére); en effet, ce sont les représentations
de classe 1, au sens de la définition suivante, appartenant a la série
principale.

DerFiNITION 3.2 (GEL’FAND-NAIMARK). — Soit G un groupe topo-
logique et soit K un sous-groupe compact de G. Une représentation unitaire
T, de G dans un espace hilbertien ) est dite de classe 1 (Par rapport
au sous-groupe K), s’il existe un vecteur cyclique L pour T, tel qu’on ait
Tidb =, quel que soit ke K.

oy —

REMARQUE. — Les représentations unitaires (le cas Re(s) = n 5 I>
Us (n, i) définies dans $; étant essentiellement des représentations
induites par certaines représentations de dimension finie du sous-groupe
I' = MA.N de G <en effet, c’est la représentation irréductible de I'
n.—_

. L +iv,m—L(m)

définie par ma,x — e~"* L (m), dans le cas ol s =

étant une représentation de M de caractere n>, le critere de BRunAT [3]
montre que les représentations U® (n, i) dans $; sont irréductibles,
pour s = I% + iv, a4 condition que v o. D’aprés la démonstration

élémentaire ci-dessus du cas ou n est le caracteére trivial, on constate
ici qu’il y a Tirréductibilité sans exception.

2. Calcul des fonctions sphériques de classe 1. — Dans le cas
du caractére trivial y,:y, (k) =1, pour tout k€K, le seul caractére

nell, tel que y, % £ o, est le caractére trivial 7,; il est clair donc
quon a, d’apres [2 (21)].

Lorws(9) = (Ug™' ™40, 4u),  pour geG,
en désignant par U, la fonction constante 1 sur K. Convenons d’écrire s

au lieur de ¢, 4, On se propose de calculer explicitement cette fonction
sphérique de classe 1. Remarquons d’abord qu’on a

(15) 2s(9) = Ln—1-s(9) pour tout geG.
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En effet, cela résulte de la formule (iii) de la proposition 2.2, compte
tenu de ce quon a, pour toute fonction f(g) invariante par K,

f(g") = f(g9) (cf. remarque 1.2).
On peut donc écrire

(16) &(9) = (Ugtdo, $o),  pour geG,

et l'identité (15) montre que les représentations U* et U —'~* de la
série principale sont équivalentes.

Pour calculer ¢(g), il suffit bien entendu de considérer le cas o g = a,,
d’aprés le lemme 1.3. On a alors, d’apres (16),

mm=wmmw=frwwwﬂ

___ @) s
Vﬂr((n—l)/z)foMf (Cht—Shlcose) A ——a—=dmdm’ df,

d’apres [§ 1 (31)] et [§ 3 (9)]; comme on a | dm =1, il vient
M

__ Tz T sinn0
(17) (a) = Jar( =) (cht—shtcosf)y “
(=

(La formule [1 (31)] n’est démontrée que pour n>. 3, mais il est facile
de voir que cette derniere formule reste valable méme pour n = 2.)

TuEOREME 3.2. — On a les formules suivantes pour 7 (g) (7) :

n
n_‘)/oI‘ .
(9) m@——qm%?$  (ch),
T2
(19) ) = —thety By (S, 2T, thﬂt>,

2" (m —1)!
..(s—m—+1) (m—s)(m+1—s)...(2m—2—5s)

X <'§'}% %)mﬁlps—m“ (cht),
2 m+1 _ 1.3...(2m—3) (2m—1)
(20), LM N(a)= (s—1)(s—2)...(s—m) (m~+1—S5) (M+2—S)...(2m—1—35)

—1 d\"ch(m—s)t
X\sht @t) “s—m)

(20)0 " (a)= —1)(5—2).

(") On écrira 1% (g9) = ¢, (g9), pour préciser qu’il s’agit du groupe G (n). PJ(.)
désigne la fonction de Legendre de premiére espéce (voir, par exemple, MAGNUS-
OBERHETTINGER [19], chap. IV).
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n—i

En particulier, dans le cas unitaire : s = +1iv, on a

2m

— 2t m—1)!
e ) s )

I . 1.3...(2m—1) —i1d
(21): Gt (@) = vi(v 413)... (v*+ (m—1)?) <ﬁ? dt

m
) cosvi.

/

DEMONSTRATION. — La représentation intégrale (17) de ¢, (a)) montre
quon a (18) (voir, par exemple, MAGNUS-OBERHETTINGER [19], p. 88).
Pour montrer (1g), il suffit d’écrire

(cht—shtcos0)— = (1— th*#)*/? (1 — tht cos 0)—*

et de développer en série (uniformément convergente pour 0, puisque
|tht| <1, quel que soit f réel), et d’intégrer terme a terme. Enfin
pour (20), on démontre d’abord, en intégrant par parties, qu'on a

—1d n _S(n_l—s) n+2
<m‘ E)Zs(al)_ _;l—— s+1(al);

d’ou, par récurrence sur p, il vient

s (n—3)(1—4)...(1—2p)
i) = s—1)(s—2)...(s—p)(n—2—8)(n—3—s)...(n—p—1—35)

— d P
“@ n—2p .
X <sht dt> ¢y (@);

d’autre part, on sait (ou 'on peut vérifier directement) qu’on a

22(a) = Py(cht),  ¢(a) = %SE(—_SI_)—SI}Z:

d’ou résulte immédiatement (20).

CorOLLAIRE. — La fonction ¢s(a) = Z,(chi) satisfait a Uéquation
différentielle suivante :

(22) sh2t Z",(chf) + ncht Z' (cht)—s(s—n + 1) Z,(chi) = o.

REMARQUE. — On sait, d’aprés la théorie générale, que toutes les
fonctions sphériques sont fonctions propres d’opérateurs différentiels
définis par les éléments du centre de I'algébre enveloppante N de
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I’algébre de Lie du groupe G. (n); en particulier, elles sont fonctions
propres de 'opérateur de Casimir

Q= 2 X— Z Yo
1<p<qg<n 1Zq<n
or, pour une fonction f(g) invariante par K, il est évident qu'on a
Xpg [ =0;
de plus, il est clair qu’une telle fonction ne dépend que de gy, (I’élément

d’indice o,0 de la matrice ¢!), ce qui permet d’écrire : f(g9) = 9(goo);
on a alors

Y, ) (@9 =Y, %xf) (9 = lim % (f(exp(—1tY,).9) —f(9)

= lim J (¢ (ch1. go—she. g,0) — 5 (gn))
>0
=G0 9" (o)
puisque (exp (—1Y},).g)wo = cht.goo—sht.g,; par suite, on a

(YN (@)=, x (Y, %)) (9) =1lim % (Y, x f(exp(—1Y,).9)— Y, % [(9))

=lim (— (—sht. go+cht. g,0) o' (chit. goo—sht. g,0) 4+ goo 9’ (goo)

(>0 l
= oo 9" (go0) + G50 2" (900),
d’ou
Qf(@) =— X Yi[(9)=—ngn% () —(g5—1) 2" (gw),
1Zp<Ln

ou encore
(23) Qf(a) = Q o(cht) =—sh?*t ¢"(chf) —ncht ¢’ (chi).

La formule (22) montre donc qu’on a

Qi =s(n—1—3)¢.

§ 4. FORMULE DE PLANCHEREL DANS L° (y).

1. Espace des fonctions invariantes. — Soit @ de la sous-algébre
de A = L°(y) formée par les fonctions indéfiniment dérivables. Soit
de plus @ (R) I’algébre des fonctions indéfiniment dérivables et a support
compact sur la droite réelle R, avec la multiplication définie par le
produit de composition au sens ordinaire ; désignons par @.(R) la
sous-algebre de @ (R) formée par les fonctions paires.
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Lemme 4.1. — Pour foute fonction f () de @, (R), la fonction f[x]
définie dans 1 = x <+ o, par la formule :

f(® = f[ch],

est indéfiniment dérivable (pour x =1, il s’agit bien entendu de la
dérivabilité a droite).

DEMONSTRATION. — Soit

7 () _—_f”f(t) cos vt dt

la transformée de Fourier de f. Montrons que P(v?) 7 (v) est sommable
pour dv dans o=v <-4 «, quel que soit le polynome P(.). En effet,
si f(f) est nulle, ainsi que ses dérivées, en dehors de (— T, T), pour un T

assez grand, on a
T

Vi F (v) = (—1)" [ fea(f) cosvidt,
o

ce qui entraine que P (¥?) 5 (v) est la transformée de Fourier d’une
fonction de @ (R), d’ou notre assertion. Il nous suffit donc de montrer
qu'on a pour tout entier p>. o,

() ool = 2S00 [T S s el
(2) d aniia[x] = D+ [z],

Cpiriry 2p + 3 Cpirotiv

pour x>1, ou {77 [x] =}/, (a) pour x = chi; en effet, comme

14+p—iv

c’est une fonction de type positif, on a
l Zi—fl—’;—:-lv[x] I = Clz-l/-);-#” (e) =1

ce qui montre que le second membre de (1) converge absolument et
uniformément (par rapport & x), d’aprés ce qu’on a dit au début. Pour
montrer (1) et (2), remarquons d’abord qu’on a

: 'O __ 2 [Tgpyrsinvt, Zf v) v?
f[ ]— Sht = %f ()'—ht dv T.J, (J)v ‘:1+zv(a/)dv
pour x = chi{, d’aprés le théoréme 3.2, a condition que x>1, ou { % o.

Or, on a

h>0,>0 h >0

puisque f(c) = f(0) + > f"(0)/2 + o(c?), et
re=—=2[ »sera,
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ce qui montre bien qu'on a, pour z>.1,

, 2 ” 2 gr g
Flal=—2 |+ Oolald
0

d’autre part, on a

. 1y 240y 3 xP—1
§|+i‘/[x]=x ' 'F< P > ;;; T >’
pour x> 1, d’apres [3 (19)], d’ou résulte immédiatement par récurrence
sur p notre assertion.
C. Q. F.D.
Considérons la transformée F, définie au paragraphe 2, dans
l’algébre A = L°(y,) : comme la représentation = est ici triviale, on a

F,(f) = e("_1“/2/'f(azx) dx;
N

siz=2(...,%), on a
(@)oo= cht + e +...+ C;;)?)/Z’
d’olt

F‘/.(l) — e(n—1)1/z[

< Rn—1

f[cht+§e‘ zg+...+‘;7:)]dz_.z...dzn
ou

@ FO=Flt=[ fleht+i@+.+1|a. . .

Supposons maintenant que fe®. Alors les fonctions f[x], F,[z]
sont indéfiniment dérivables d’aprés le lemme 4.1, et 'on a la formule
d’inversion suivante pour la transformation f— F, :

O 1a=(3)7 [ Feola i@t |

1
2T

En effet, il suffit pour cela de montrer la formule dans le cas n = 2 :
on a

©) flz] =;;;fF’[x+éa‘2]dg,
si 'on pose R
© Flz= [ f|o+}2]e

Le cas général résulte, en répétant (n — 1) fois le procédé. La démon-
stration de (5) est facile : d’aprés (6), on a

F[a] =fRf'[x +§:ﬁ]dh‘,,
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d’ol

;—;;LF’[x+én2]dn=2T‘//f'[x+ @+ ]didn
f frf’[x+ar]rdrd0=f[x].

L’inversion de (6) n’est autre que la résolution d’une équation intégrale
de type d’Abel, comme I’avait remarqué R. GopEMENT [12]. L’existence
de la formule d’inversion (4) pour la transformation F :f— F, montre
que celle-ci est une bijection de @ sur @, (R), en vertu du lemme 4.1.
Par suite, sil’on munit @ et @, (R) des topologies au sens de L. SCHWARTZ,
il est clair que F définit un isomorphisme (algébrique et topologique)
de @ sur @ (R).

TuEorEME 4.1 (HarisH-CHANDRA). — Toule fonction sphérique de
classe 1 de G par rapport au sous-groupe K est de la forme %, (g) avec un
paraméire complexe s convenable.

DEMONSTRATION. — Soit ¢ une telle fonction et soit « la composée
de F—', linverse de la transformation f—F, et de I’homo-

morphisme f— f f(9)¢(g)dg. Ce sera donc un homomorphisme continu
de @, (R) sur G. On a donc, si F;, F.e @, (R),

a(F1)a(F.z)=a(fRF1(t)F.l(r—t)dl> =o¢<‘fRF1(t)zt*ngl>,

ou F— % F, avec (¢, % F)(r) = F(r —1), est continue dans @, (R);
par suite, on a

a(F,) o (Fs) — f Fi(t) 2 (o Fo) di,
R

et la fonction {— « (s, % F,) est continue; si I'on choisit une F, telle
que «(F,) # o, on aura donc

2(F)) = f Fiha@)d, avec a(l) = a(ek Fa)la(Fs).
R

Si Ton écrit de nouveau, pour F,, F, quelconques dans @.(R), la
relation o(F, % F.) = a(F,) «(F,), on a

O F. () at +ndidr = [ | Fo@) Fo(r) a(t) a(r) dt dr:
ijR () Fs(r) at -+ rydt dr fRfR (o) F.(r) a(t) a(r) dt dr
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pour toute fonction F dans @ (R), la fonction é(F )+ F(—1) est

dans @, (R); donc on a, quelles que soient F;, F, dans @ (R),

ffF,(t)F._,(r)(a(t+r)+a(——t+r)—|—a(t——r)+a(—t—r))dtdr
RYR

= f f Fi () F2(r) (a(t) + a(— ) (a(r) + a(— r)) dt dr,
RYR

d’ott ’'on a I’équation fonctionnelle suivante pour la fonction continue a(f) :

al+nrn+a(—t+nn+at—r)+a(—t—r
= (a®) + a(=1)(a@r) + a(—=r1));

on en conclut qu’il existe une constante ¢ telle qu'on ait
1 I . .
@O +a=0) =" +e);
finalement, pour toute fonction f dans @, on a donc

«(F) = [[@:@dg= [ FrOa®dt= [ F/O} @) +a—nd
G R “R

_ f Fr®l @t eya= f F (et dl

_f (lerin=n) ff(a,x)dxdt

h—c(f) (dans la notation du paragraphe 2)
= ()

70> o> —C"‘ (” 1)

d’aprés les formules [2 (16)], [2 (19)], d’ou résulte qu'on a

£(9) = Cpmns(@) =L:(9),  avec s=—c+ - (a—1).

2. Transformée sphérique de classe 1. — Nous allons maintenant
démontrer qu’il existe sur la demi-droite o =~ v < 4 o, une mesure
positive dm (v) telle qu’on ait, pour les fonctions f(g) dans A,

%) f 11 (g) | dg = f 170

ou f(v) désigne la transformée sphérique (de classe 1) :

® fo=[rou,_,  @d.

*dm(v),

1)+iv
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Comme on a
jlf(g)vdg=f*f<e>, 7o) = (Fx 1)),

puisque f—f(v) est un homomorphisme unitaire, il suffit de montrer
I'existence d’une mesure positive telle qu’on ait

) f©= [ f)ame),  pour fea.

Pour le calcul de la mesure, on peut évidemment se restreindre aux
fonctions de ®@. D’apres [2 (16)], [2 (19)], on a

70) =f Fr(fyedl = o f "F(0) cosdL;

par conséquent, on a

() F/ () =F,[cht] = 1 f " (%) cosvtdy,

par linversion de la transformée de Fourier. D’autre part, la formule (4)
donne, en particulier,

f@=rl=(22)" [ Fyofieleas |

_ (—o)~! wa—l) AI + r_l =2 dr
o Y1 /n— 4 2
on—2 2 r<_1> o

2

<changement de variable : r=2sh é)

1)1 »
— __1—(__1)_____ f F(jrg—1 ’[Cht] shn—2 E ch £ dt.
rE(lt—1] 1,<n—1) 0 2 2
2

Or, d’aprés (g) ci-dessus, on a

1 \n— (n—1) _E PN . :x_g n—1 \ ‘
(—1)' FY [Cht]_‘fffu f(J)%(Sht dt> coszt%d;,

d’ou vient finalement

(10) r&=[ Feoruea,
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avec
1 (/=1 d>n—l }
w, (V) = ————— —_ cosvl sh"—° ch - dt
(11) (%) ﬂwﬂ)r(n_l [ i(sht & |
2
LemMmE 4.2, — Pour p=1,2,..., 0n a

f— 4 —_— ! * P
(12) —1 d /cosvtzuvshm cosvx
™

Shi di (chi + chzy “*
DEMONSTRATION. — Par le calcul de résidu, on a
fT_cosva nsinvi 0w /—i1d cosvi,
jo chi +chz ~ ~ shmvsht vshnv \shi di

d’ott résulte (12) par dérivation successive.
Si I'on porte (12) avec p =n—1, dans (11), et échange I’ordre
d’intégration, il vient

sh»—=2fch ¢
__ I'(n—r1)vshny
wn(J) :u—_;_—;r_<n—._T)/ COSfo mdldx

2

. . . . - I I
on peut évaluer I'intégrale intérieure, en posant u = ch 5% sh ;t (pour x
fixé), ce qui donne

n—i\*/ net I
I‘< 5 >/2 tI'(n—r1)ch e

par suite, on a (cf. [19], p. 8)

I‘<n:1>ushn’v : cosve
on(¥) = f dx
0

on— 1,n3 (n=+3) Chn——1éx
r<”“1>r<" 'u>r<"_‘ —iu>
= 2 - 2 vshmv
(n+3)1.,( —I)
ou encore
(1 s )r(es o)
(13) w,(v) = 2 2 ~ vy shmv,

1
2”"7T1+-2 nr< 1 n>
2
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Compte tenu des formules

™

b
vshry

I, .0 S S s . .
r<;+l’1)r<£—lv>=ma F@yr—iv)=
on obtient finalement le résultat suivant :
THEOREME 4.2. — La mesure positive infervenant dans la formule

de Plancherel pour les fonctions invariantes est de la forme o,(v)dv,
dv étant la mesure de Lebesgue sur la demi-droite o = v << oo, et

) \2 , om—3\? vthrv
(13)1 (D-zm(y) =<‘J'+ <5) >' .- <V + < Py > )22”‘*177’“(”1—1)1,

(13)2 W3241 (‘1) = z (‘ﬂ + IQ) — (yz + (m —I)Z)m!

(2 m) ! i+l

pour m>s1.
Remarquons qu’on déduit de
[©=[ formea

la formule d’inversion de la transformation sphérique comme suit :
pour f(g) dans A, considérons la fonction f, également dans A définie
par la formule suivante :

fo(h) = f f (quh) du.

Calculons sa transformée sphérique :

hov=[fmema= [rensea (s="7 )

= [1ye @ man= [ 1@k dn
= 1@ [ztg iy dran= [ 1z (o) znydhs

comme ;(9~") = ¢:(9) pour s = Il:—l 4+ iv, on a
HOES OO
d’autre part, on a évidemment f, (¢) = f(g), d’ot la formule d’inversion :

(14) [@=[ 105 @)
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§ 5. POSITIVITE DES FONCTIONS SPHERIQUES.

1. « Série complémentaire » de représentations unitaires irré-
ductibles. — Nous avons construit (théoréme 3.1) une série de repré-
sentations unitaires irréductibles du groupe G.(n), dans l’espace hil-
bertien L2 (S*'), lopérateur U;, pour g€ G = G.(n), étant défini
par la formule

(1) Uio)x)=a(g s %) "9(g". %) pour ¢e€L(S"),

I . . N
avec s =5(n—1) + iv. Dans les cas n =2, 3, on sait, d’apres les

travaux de BERGMANN [1], et de GEL’FAND-NAIMARK [9], que, pour
certaines valeurs réelles de paramétre s, il existe une fonction @, (x, y)
définie sur S"—' x S*~' telle que

0 o= [ e@ PG da@) dam)

définit un produit scalaire dans I’espace vectoriel L (S*—') des fonctions
continues sur S*~', et que, dans ’espace hilbertien complété de L (S")
par rapport a ce produit scalaire, la formule (1) définit encore une repré-
sentation unitaire irréductible de G. (n) (la « série complémentaire »).
Nous allons démontrer ici I’existence d’une série analogue dans le cas
général de G. (n).

Si I'on remonte de l'espace homogene S"—'a K/M au groupe K,
cela revient & montrer qu’il existe, pour certaines valeurs de s, une
fonction @, (u, v) définie sur K X K, invariante & droite par les éléments
de M :

3) &, (um, vm') = @ (u, v) pour m, m'eM,
satisfaisant aux conditions suivantes :
pour ¢, ¥ dans L (K), l'intégrale
) Cotdi= [ [ @I () dudo
K YK

définit un produit scalaire dans L (K);
pour tout g€ G, I'opérateur U; défini par (1) est unitaire, c’est-a-dire
(%) (U9 Ui Ds=<9, s

En particulier, la fonction ®,(u, v) doit étre intégrable sur K x K,
puisque la fonction constante 1 est dans L (K).
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Supposons donc qu’il existe une fonction intégrable @, (u, v) satis-
faisant aux conditions ci-dessus. Tout d’abord, la condition (5) pour
les éléments k€ K, signifie qu’'on a

[/‘clo (u) ¥ (v) ®,(u, v) dudv
- J] "o (k1 u) T T9) 0. (u, v) du do— ﬂ o (u) 7 @) Pu(ku, kv) du dv
— ﬂ'q(u) 7o) f @, (ku, ko) dk du do— ﬂ“ o) T0) f O, (ko' u, k) dkdu do,
ce qui signifie qu’il existe une fonction intégrable F,(u) sur K telle que
6 , U= V(@) Fs(v—"u) du dv,
(©) o ¥o= [ e@IO)F ) dudo

et, & cause de (3), telle que
(7) Fy(mkm') = F,(k) pour m, m'e M.

Ecrivons maintenant la condition (5) pour g =a, :
ﬂ (@) T@) F. (- ) du dv
=‘ﬂ e—stla—u o (u,_) g—stia—uv) m F,(v'u)dudv v—va)
- j] Cesttan g (1, ) €6t 100 T) F, (0) 1) du d,
quelles que soient les fonctions continues ¢, ¢; on a donc
f ¢ (u) Fo(v—'u)du = / et o (1, ) eF ) ) F (0,) =" 11) dus

puisque les deux membres sont des fonctions continues de v; en
particulier, on a, pour v =e,

/ "o (u) F,(u) du = f e-stiawi Gt o (u, VF,(wydu (U Ua)
=fe(s—n+'l)t(a,, w)+ (5 —n+1) ¢ cp(ll) Fs(ual) du,

ou encore, en vertu du lemme 1.2, et a cause de (7),

. T
f / f o (muym’) F,(up) sin* 20 dmdm’ d0)
MY M<Yo

T
=fff e:.c—n.+1)l(at,muom')—k(:s 7IL+1)l
MYMYo

X @ (mugm’) F,((muym’),,) sin"~20 dm dm’ df),
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quelle que soit la fonction continue ¢ sur K; or on sait que
t(a;, muym’) = t(a,, up) et (muym’),, = m(ug),,m’,
pour m, m'€ M (voir lemme 3.1), d’ou résulte qu’'on a
® F, () = esrntian i+ (=)t B, ((up)a,),

presque partout dans lintervalle I : o =0 < n. Pour chaque { réel,
il existe donc un sous-ensemble N (f) de mesure nulle de I telle qu'on
ait (8) pour tout 0 e I— N (f); soit ({,; p =1, 2, ...) un sous-ensemble

dénombrable partout dense de R, et soit N = U N (t,); alors N est

=1

de méme de mesure nulle, et 'on a (8) pour tout el — N, et { =1,

p=1, 2, ...; il existe donc au moins un O,el —N, o<, <,
tel que F,(ug,) soit fini, et qu'on ait

__ pls—n+1)1(a;, u, D)+(§—/t« 1)t )
© Fi () = €~ (o P Fo((n)a, )

pour p =1, 2, .... D’aprés le lemme 3.1, on sait que, si uy = (u)a,
on a
chfcosf 4 sht sin 0

(’:-—— 1 I:———————
cos cht L shicos®’ sinf cht -+ shi cos0’

et
et ) = cht 4 shtcosl;

par conséquent, il est facile de voir que si I'on a
tg(«[2) = et tg(0/2),

cos’ = coszsinf)’ = sinx et ch¢ + shfcos) = sin0/sin«; si I’on pose donc

(10) 2, =2 Arctg (e tg(0o/2)) (P=1,2,...)
on a
_/sin0, et f1g (0,/2) >}-n+l B
F.(un) = <sinx,,) (tg(xp/g) F.(ux,) p=1,2,...)
ou encore

Fu(y) = Coins) o (g )~
?7 (s4+%)—n+1

1 3
= C(1 + cosx,)’ “ )(1 —€08%,,)* s

pour p=r1,2,...; comme lapplication x= 2 Arctg(e*tg(0,/2)) est
un homéomorphisme de — oo <t << 4 o« sur o<z <<m, la suite (z,),-,
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forme un sous-ensemble partout dense de I, d’ou résulte qu'on a,
sis=ao41iv,

(11) Fi(u,) = C(1 + cos»)” (1— cosx)°—"+! presque partout sur I,

ol C est une constante non nulle. On peut donc désormais supposer
que la fonction F,(k) est définie par la formule

F,(muym') = F;(uy) = C (1 + cos0)"(1— cos 0)7—+1,

pour o<O<m, si s=0-+F1iv
Si l'on fait intervenir maintenant la condition (4), on a

ﬂ"q(u) 2@ F. (o) du dv =f1«1,(u) 5% 6 (u) du>o,
pour tout ¢ dans L (K), ce qui signifie que F,(u) est de type positif;
par suite, on a F.(u') = F,(u), ou d’apres la forme de F,,
C (1 + cos0)” (1— cos 0)7+1 = C (1 + cos )~ (1 — cos 0)7—+1,
ce qui entraine qu’on a

v=o0 et C=C;
on a donc

(12) F,(w) = Fs(up) = C(1— cos0)o—n+1, s = g réel, C réel.

La constante réelle C doit étre positive, car pour une fonction réelle
positive continue ¢, I’expression

% ‘-’>“:fFo(k)5*<?(k)dk=C f % % ¢ (w) sin20 o
K 0

(1—cos0) =10

est de méme signe que C.

Pour que lintégrale (6) existe pour ¢, & quelconques dans L (K),
il faut et il suffit qu’elle existe pour ¢ = ¢ =y, ou ¢, (k) =1 pour
tout k€ K, ce qui signifie que I'intégrale

f " sin"20d9
, (1—cosf)—1—c

converge; cela exige donc que o> é(n——r), et alors lintégrale est

20 La—n)) (s —La—)
ING) ’

égale a
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Posons
TE%I‘(O') ,
2ot F(n/z)F<c —! (n——1)>

(13) Co=

et prenons C = C,, pour normaliser :
(14) <4’o, L{)o><r'-=l-
Avant d’aller plus loin, vérifions que notre fonction F; :

(12) Fs(muym') = Fq(ug) = Co(1— cos )7+ pour m, m' €M,

avec C, définie par (13), et o réel et > é(n — 1), satisfait a la condi-
tion (5). Pour cela remarquons qu'on a
Fo('t) = Co(1— Ui Ds1— Ui Va1 — . o . — Uy D) """,

ol U, Vp; désignent les coefficients des matrices u, v; en effet, si
k = muym’, avec m, m'€ M, alors k;; = cosf, et pour u, veK, on a

(0_1 U)M = UV~ ...4 UniVps,

d’ott notre assertion. Il suffit évidemment de vérifier (5), dans le cas
ou g = a,, et alors cela revient a vérifier I'équation fonctionnelle suivante
pour F; :

(15) F, ((vat)—i lla,) = eln—1—s)t(as u)+ (n—1—75) t(ay, v) F, (l)*" ll),
pour tout couple (u, v) avec u # v; or, si 'on a

U= m,ugms,, V= M3Uy M, avec my, ..., m,eM,

alors, d’apres le lemme 3.1,
U,, = my Up Mo, Vo, = M3 Uy My,

avec
et — cht 4 sht cos0, e!l@av) = cht 4 shi cosz,

c0s0’ — chf cos 4 sht Sin b — sinf
~ cht + shtcosh’ ~ ¢hi + shicost’
, chtcosx + sht ., sinx»

cosx' = sinx’ =

cht—{—shtcosx’ cht—f—shtcosx;

par suite, si 'on pose m =m5;'m;, on a

Fs(v—'u) = Fs(u_ymup) = Co(1— (cos0 cosx + sin 0 sinxm,,))o—"+1

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 22
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et

FG((U":)7Iu(/,):Fg(ll_xrmuO,)
—¢,| 1 (chtcosO+shi)(chicosx+shi)+m..sinfsinx o=
I (cht + sht cos0) (cht + shi cosx) s

d’ou résulte immédiatement (15).

I nous reste maintenant a savoir si la fonction F, satisfait a la
condition (4), c’est-a-dire si (6) définit bien une forme hermitienne
positive. Nous allons montrer qu’il en est ainsi si et seulement sic < n —1.

Considérons pour cela I'algebre A (K) des fonctions continues sur K,
invariantes & gauche et a droite par les éléments de M, le produit de
deux fonctions ¢, ¢ étant défini par le produit de composition

o %y (k) =qu) (K= (1) dl.

C’est une algébre commutative; en effet, pour toute fonction ¢ de A (K),

on a
o (k") = ¢ (k),

puisque, si k = muym’,

k'=m'~'u_gym' = (m'~"'m,) uy(m;' m—"),
avec m,= exp (1 X,;); la commutativité s’en suit, comme au cas de
l’algébre A (G) (voir § 1, remarque 2). Soit X I'ensemble des caractéres

unitaires « de A (K), i. e. des homomorphismes o de A (K) dans G,
tels que

2(3) = 2(9), Ia(@)léfKW(k)ldk

A tout «€X, il existe une fonction « (k) continue et de type positif
telle qu'on ait

(16) 2(9) =fl{<9(k)a(k)dk pour seA (K).

D’aprés la théorie spectrale des algebres unitaires commutatives, il
existe sur ’espace localement compact X (discret et dénombrable dans
ce cas) une mesure positive m (donc une mesure discréte) telle que la
fonction & (2) = «(¢) sur X soit intégrable pour m, et qu’on ait la
formule d’inversion

(17) 2@ = [ 56) 2 () dim) = Ve 2 () 2B,

reX
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pour tout ¢€ A (K). On a

c«=m({a§)=<fK|a(k>lfdk>",

parce que les différentes fonctions « (k) sont deux a deux orthogonales.

Ces fonctions « (k) de type positif sont de plus élémentaires. De facon
plus précise, il existe, pour chaque «€X, une représentation unitaire
irréductible (de dimension finie) de K, soit k— T} dans un espace
hilbertien E* (de dimension finie) telle que :

iil existe un e*e€E* de norme 1, tel que T% e* = e*, pour tout

m

meM (la représentation T* est donc de classe 1 par rapport a M);
ii si T%x ==, pour un x€E* quel que soit me M, alors x est
proportionnel a e*;
iii on a
a (k) = (T e, e*) pour tout keK.

Autrement dit, il y a une correspondance biunivoque entre X et un
ensemble R des représentations unitaires irréductibles de K, contenant
exactement une fois la représentation triviale de M, et les fonctions « (k)
ne sont autres que les fonctions sphériques zonales associées a ces repré-
sentations [toute représentation de R peut étre réalisée dans l’espace
L*(K|M); il existe un systéme de fonctions continues ¢, (k), ..., ¢, (k)
dans L (K/M) qui se transforme suivant T* pour o(u)— ¢ (k'u);
la fonction zonale est l'unique (a un facteur constant prés) fonction
qui est invariante par les T%, meM]. Or, ces fonction zonales ont été
déterminées par E. CARTAN [4] : elles sont paramétrées parp =o, 1, 2, . ..
et 'on a

(18) o, (k)=oa,(us)=P,(cosl) si k=muym’, avec m, m'€M,
ou P,() est la solution (polynome en f) de I'équation différentielle
(19)  (—=B)P,()—m—0)tP,() +p(n—2+p)P,{) =o,

satisfaisant a P, (1) = 1. Par conséquent, on a

! ! n—2
(20)1 Pt = (nﬁ—‘z),,cj’( ](l) pour n>.3,
et
(20) P, (cos0) =cospl pour n =2,

ol pour un nombre réel a > o et pour un entier p > o, on pose
a,=T(a+ p)/T(a),

et C, désigne les fonctions de Gegenbauer (voir, par exemple, MAGNUS-
OBERHETTINGER [19], p. 97).
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Remarquons, en passant, que si I’on désigne par y, le caractére de
la représentation 7%, on a

RGO EPAGIACY
Par suite, on a, pour 9 €A (K), le développement suivant :

(1) 9 (k) = Y ¢p 2, (%) 2, (),
avec =

1fe, = fK 2, (R) | dk

— r(nlg) p! 2 T C%m_ﬂl : B
3 (cos0)) sin"—26 d
n?l‘<§(n_l))<(n—2)p> fo < P >
ou
(22)s C/z:(n—z()’,;(_fl;;;!—i— 2p) [p=o0,1,2,...(nx3)],
(22)2 Co=1, C/,=‘;‘ pour p=i1, 2,... (n — 2)’

puisqu’on connait la valeur de l'intégrale a cause de la relation d’ortho-
gonalité des fonctions de Gegenbauer (loc. cit., p. 98).

Soit maintenant ¢ une fonction continue sur K telle que ¢ (km) = ¢ (k)
pour tout me M; alors la fonction 3 % ¢ est dans A (K) et donc on a,
d’apres (21),

(23) Sx o (k) =D, ¢, %, (F % @), (K),
p=0

ce qui entraine qu'on a

o 9d0= e tp G K?) | ) Folh) dk

pP=0

I‘<1n> ncg‘"—m 0)sin?—20
> - 5 p! 5 (cosO)sin™—20
Cs 1 <n—1 Zic”a”((‘o*q))(n—a),,f (1—cos0)—1—° df
i > >p§0 0

On peut évaluer ces intégrales a I’aide d’une formule connue (voir [19],
p. 100, tout en haut de la page), et 'on obtient finalement, en tenant
compte de la normalisation de la constante C,; par (13),

(24) {9 Ye= (—"%U)”cp % (3 % 9).

p>0
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Comme «,(k) est de type positif, «,(3 % ¢)> 0, pour tout p> o;
on voit ainsi, d’aprés (24), que la condition (4) est remplie, si et

1 y . .
<o<n—i. Dailleurs, si {¢, » >;=o0 pour une

. n
seulement si

2
fonction ¢, on a «,(3% ¢) = o pour tout p, d’ott Ik 9(k)=o, 9=o.
Par suite, la forme hermitienne en question est non-dégénérée. Pour
g=n—ri, on a

<sv,<p>u_1=coao@*<p>=|f]{<p(k>dk|2,

donc la forme est non-négative, et elle définit la représentation triviale
de G.

Remarquons qu’on a, d’autre part,

e @a=[le@Pdk=Txe0) =Dz G,

p0
Comme on a

(n—1—o), ~1,
oy

. N—1
S1

<ocZn—1, il vient
(26) {9 ¢>s=(9,¢)  pour tout ¢eL(K/M).

Soit maintenant 9¢° ’espace hilbertien formé par les (classes des) fonc-
tions mesurables ¢ invariantes & droite par M telles que <{ 9, © >o <<+ oo,
le produit scalaire étant défini par

. ¢ () ¥ () dudv
(27) < b (‘P >o'— CU\/I\ f;; (I_(Unl)“ + .o un U,n)”—]-a,

et considérons la représentation de G dans ¢° définie par la formule (1),
avec s = o. On sait qu’elle est unitaire; montrons qu’elle est irréductible.
Soit #€” le sous-espace vectoriel engendré par les UZ Y, (o est la fonction
constante 1), et soit ¢’ son adhérence dans #¢°. On démontre par le
méme raisonnement que dans le cas de la série principale, que la repré-
sentation de G sur ¢’ obtenue par restriction de U°® & #¢’ est irréductible.
Or on sait que #¢” est partout dense dans L*(K/M) (proposition 3.2),
donc en particulier, #¢” est partout dense dans L (K/M) pour la norme
(¢, @), a fortiori pour la norme <9, ¢ >;, & cause de (26). Par suite,
#¢’ contient L(K[iIM). Or ce dernier est partout dense dans 2€°, d’ou
3¢’ = 5¢°, ce qui démontre Tirréductibilité de U°® dans ¢°.
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La représentation U” est encore de classe 1 (par rapport au sous-
groupe K), et sa fonction sphérique associée est égale a

UG $o po= Co‘f fe*””r”“)Fg(v—' u) du dv

_fe—'”(”_’ “ du CfrfFo () dv = &5 (9)s
K

puisque
Cng,,(v) do = { oy Uy S =1.
K
En revenant sur la sphere S*~'~ K/M, on peut donc énoncer :

THEOREME 5.1. — Soit ¢ un nombre réel tel que g(n—l) <og<n—ri.

Soit 3¢” le sous-espace vectoriel de U'espace des fonctions mesurables sur S*—,
formé par les fonctions ¢ (x) lelles que

e®® 1) du .
fsn_t =)y (x) dp(y) <+ =,

ou
(xs y) =T 4 ZnYns pour X,y€ Sn—1,

Alors la formule

@9 <ndra=Cif

o/ gn—1

2 (%) $(¥)

— TP TE—du(x)d
[y e @)

pour o, ¥ dans 3¢°, définit une structure d’espace hilbertien dans 3¢°.
Si lon définit, pour g€ G,

(29) (Uio)x) =a(g, x)"9(9'.x)  pour @&k,

a(g, x) = e'®x élant défini par la formule [3 (13)], alors g — U} est une
représentation unitaire irréductible de classe 1 du groupe G.(n), et sa
fonction sphérique associée est égale a Lo (g).

CorOLLAIRE. — Les fonctions sphériques {;(g) sont de type positif
si oZocZn—1.

. 1 .
DEMONSTRATION. — Pour 5 (n—1) <o <n—i, cela résulte du
théoréme ci-dessus; pour o¢=n-—i1, {s(g) =1 est trivialement de

type positif; enfin, pour a:é(n——l), ¢s(g) est associée a la série

principale. Pour o= aéé(n——r), il suffit d’utiliser I’équation fonc-
tionnelle [3 (15)].



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 345

2. Positivité des fonctions sphériques. — D’aprés le théoreme 4.1,
toute fonction sphérique de classe 1 du groupe G. (n) (par rapport
au sous-groupe K) est de la forme ¢;(g), avec un parameétre complexe s

convenable, et elle est de type positif si ou bien Re(s) =é(n—1)

(la série principale), ou bien Im(s)=o0 et o<s~=n—1 (la série
complémentaire). Nous allons voir maintenant qu’il n’y en a pas d’autre
de type positif.

ProposiTioN 5.1.
(i) Si oZRe(s)<Zn—1, on a
(30) [¢s(9) | <1, quel que soif g€ G;

(i) Si Re(s)<o, on a

(i
(31) :S (a[) [ ~ on—2 I'l(fl/Z) l‘ (ni - _S) e—ne(s)l pOUI' {— + x;
(iii) Si Re(s)>n—1, on a
- r(s_n—l\)
(32) % (a)|~ 22— I‘1(n/z) — G 2 e Ret—1=9t  pour {— 4 co.
n? )
DEMONSTRATION. — On a, d’une facon générale,

|8:(9) | =26 (9), pour tout g€ G,

si Re(s)=o0c; si oo =n—1, ¢(g9) est de type positif, donc
%o (9) < ¢s(e) =1, ce qui démontre (i). Comme (iii) résulte de (ii)
a l'aide de I'équation fonctionnelle, il suffit de montrer seulement (ii);
d’aprés la formule [3 (19)], on a

-
2 2 2

to(a) = ch—5t2F1<S str. thet>,

n s s+1
et, comme on a Re<;———-l>>o,

2 2
lim .2F,<f, str.on. th‘-’t>=gF1<§a str.m I>
(>+= 2 2 2 2 2 2
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et, par suite, lorsque - + oo,

@)~ 271 (3)

2
™

r(é(n—l)—s\)

F'n—i1—ys)

e-—Re (s) l’

Supposons que Z;(g) soit de type positif. La proposition précédente
montre qu’alors on a o<Re(s)=<-n—1, car sinon I, ne serait pas
bornée. De plus, on doit avoir

L(9)=10¢(9) =¢(9)  pour tout geG;

en particulier, pour g=a, on a Z,(chf) = Z;(chf), et I'’équation
différentielle [3 (22)] entraine que

s(s—n+4+1)=5@E—n-+1),

n—i
2

ce qui signifie bien que s est soit de la forme + iv, soit réel.

On a ainsi démontré le théoréme suivant :
THEOREME 5.2. — Les seules fonctions sphériques de classe 1 el de

type positif sont les ¢;(g) avec soit Re(s) = ;(n —1), soit Im(s)=o
el oLs=Zn—ru.

CoroLLAIRE. — Toute représentation unitaire irréductible de classe 1
du groupe G. (n), par rapport au sous-groupe K, est équivalente & une
, . . . Lr—— . ,
représentation de la série principale U* , Y2» o0, OU @ une repré-

. ,e » . 1
sentation de la série complémentaire U°, avec 5 n—1)<osZn—r1u.

Les représentations de ces deux séries sont deux a deux inéquivalentes.

DEMONSTRATION. — La premiére assertion est une conséquence
immédiate du théoréme précédent, vu la correspondance biunivoque
entre les fonctions sphérique de type positif et de classe 1, et les classes
de représentations unitaires irréductibles de classe 1. Pour la seconde,
il suffit de remarquer que les fonctions ¢,(g), avec

n—
2

(33) S =

I . ’ n—:1
+iv, v>o0 ou s réel et —T<sén—1,

sont deux a deux distinctes, ce qui est évident, puisque I’application
s—>s(s—n +1) de I'ensemble des s définis par (33) sur les nombres
réels o est biunivoque (on rappellera que —s(s—n +1) est la
valeur propre de la fonction propre ¢;(g9) de I'opérateur de Casimir £.)
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§ 6. UNE SERIE DE REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES.

Nous allons construire ici, généralisant ce que HarisH-CHANDRA a
fait dans le cas n = 2, une série (dépendant d’un paramétre entier) de
représentations irréductibles du groupe G.. (n), pour n> 3. Contrai-
rement & ce qui se passe dans le cas n = 2, ces représentations ne sont
pas de carré intégrable.

1. Construction des représentations. — Considérons la repré-
sentation U~ de G = G, (n) dans 3¢ = L>*(S*', ) définie par la
formule [3 (14)], avec s =—m, m un entier non-négatif. Nous allons
montrer qu’il existe un sous-espace K™ de dimension finie de 4¢, stable
pour U—™, tel que les représentations de G dans K", resp. 9¢/J™ (espace
hilbertien quotient) définies de facon canonique par U-", sont irré-
ductibles.

Remarquons tout d’abord que U™ = U; est un opérateur de trans-
lation a gauche par k' :
() [Ux"fl(x) =f(k—'.x)  pour fed.

Soit s¢7 le sous-espace de 3¢ formé par les fonctions sphériques d’ordre p
au sens classique (ce sont des fonctions définies sur S*—' par restriction
des polynomes homogénes harmoniques de degré p). Il est clair que ¢~
est stable pour les U, k€ K, et 'on sait que la représentation de &
dans 4¢7 ainsi obtenue est irréductible (pour n > 3); c’est 1a en effet
la représentation de classe 1 de K par rapport au sous-groupe M, corres-
pondant a la fonction zonale «,(k) mentionnée dans le paragraphe 5.
[Pour n =2, c’est une somme directe de deux représentations irré-
ductibles.] Désignons par ®” la classe de cette représentation (classe
suivant I’équivalence unitaire bien entendu); pour p=#¢, on a donc
Dr = D7. 1l est clair que, dans la notation de Harisu-CHANDRA [13],
#¢7 est le sous-espace ¥Cgp, des vecteurs de 4¢ qui se transforment
suivant D7, On a dim(JL’;D,,)< + o, et, par suite, on a Wy, = 37,
si I'on désigne par W le sous-espace des « well-behaved » vecteurs de ¢
pour U~ (voir loc. cit., théoréme 4, lemme 3.1, et aussi la démonstration
du lemme 3.4); on remarquera, d’ailleurs, que la représentation U—™
est permise (« permissible ») car le centre de G se réduit a I’élément
unité). Une base orthogonale de #¢» peut étre donnée de la maniére
suivante (voir, par exemple, MaGNUS-OBERHETTINGER [19], chap. IV,
§ 8) : désignons par I I'ensemble des suites P de n—1 entiers

P = (p, Pis ooy Pn—?)
telles que
PP . NP pas
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(donc p, pi, ..., pu—s sont > o); introduisons, d’autre part, les coor-
données polaires dans S*—' :

x, =cosl,

x, =sin0, cos0,,

(2) e ,

T, =sinf,sin0,...sin0, , cosz,
x, =sinf,sinf,...sin0, ., sinx,

avec o~ 0, =, pour 1 Zi=Zn—2, et o=z <am.

On définit alors, pour chaque P €I, une fonction sur §*—' comme
suit :
@) Yix) =Y, e, (%)
= Py (cos 00) Py (cos ) .. P i (costs) e,

ol les fonctions P, (f) sont définies & leur tour par

® P =425 0o,
et
G PO =G—ty S PO

Tr I'(r LN

:2(/(p/2),/_(£6;_%)()( t) C /()
a l'aide des fonctions de Gegenbauer C; (f). L’ensemble de ces
(n+p—3)!

(n—2)!p!
gonale de 4¢7; la relation d’orthogonalité des fonctions de Gegenbauer :

(2p + n—2) fonctions 'Y7(x) forment une base ortho-

(6) J 'sin¥0 €} (cos0) € (cos0) df
‘ { o s pAy

I'(er + p)=w .
— s si p=g,
271 + p)p! T (D) P=1
permet de vérifier I'orthogonalité de ces fonctions et de calculer leurs
normes : on a

@ IVEE={ Vi) Pde()

 gn—i

I ’ n 2) |2
- S_(T)f/I Yo peoipis (D5 wees Duay 2) 2

X sin®—20, sin"—*0,...sin0,_,d0,d0,...d0,_. d«
= C(n)D(n; p: Pl)E(HZ Pn LR p/L~?)9
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ou S,(1) désigne l'aire de la sphére S*—! de R”, et

@ com e () (e () ()
(9 D(n;p,pl)z(p——pn+1)(p—px+2)~.-(p+p1+n—3)
@+ @+2)...(p+n—3)(p+ ")
(10) E(@;piy...spus)
_ (Pr—s + | pu—)!
(,)H - ;)mm— [pus)!

p+ ——>(P/ —pj+)!

2

on conviendra que, dans le cas n = 3, on remplace p, par | p; | dans (9g),
et que E (3; pi)) =1 quel que soit p..

ProrositioN 6.1. — Soit K™ la somme directe des sous-espaces ¢7,
pour o= p-<m; alors K™ est stable pour la représentation U= de G.

DEMONSTRATION. — Comme tout élément ¢ de G s’écrit sous la forme
ka,k' avec k, k' dans K, et que chaque ¢ est stable pour les U;",
ke K, il nous suffit de montrer qu'on a

Uz (Kmycokm quel que soit ¢ réel.

Or, si X' =a,.%, et si (0, ..., 0),_,, ') désigne les coordonnées polaires
de x/, il est facile de voir qu'on a

[ sht 4+ chtcos()[

) == " """
cos 9, cht 4+ sht cosf;’
(11) sinf),
| $0%" = R shicost,”
0’/ =0/‘ (‘2é]éfl-——2), 2 ==,

Par suite, on a, pour P =(p, pi, ..., Pu—2),

(I ‘2) (U;:” Yﬂ;) (61, ceey OIL——is 7‘)
—_— m n—2) _—Sht + cht COSOI (n—3) ()
= (cht—sht cos0,)" P};; < chi—shicos0)) Py (cos0). ..

[on remarquera que «(a; X) = cht -+ shtcosl,, d’aprés la définition
[3 (13)]]. Pour montrer que U, Y} est encore dans X", pour Pe I},
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oZp=<m, il suffit, en vertu des relations d’orthogonalité, de montrer
qu’on a
J=(Ua"Y} Y§) =o,

quelle que soit la suite Qe I}, avec ¢> m + 1. D’aprés la forme (12)
de la fonction U.;" Y%, il est clair que J = o, si

(P> Pose v s Pr2) Z (@1 Qs o o5 Qus)y 00 Q=(q, q1s- - -5 Gu);

on peut donc considérer le cas ou p; =gq; pour 1=j=<n—2. On a
alors

T

]
— S m Sinel "
J= Ctefo (cht— shi cos) (cht—shtcosm)

3 (R—2)p, <—sht + chtcos 01>

X Cp—p‘ ch{—shtcos0,

—2)+p1

1
. 5 .o
X sin?:0, Cq_n (cos0,) sin*—20, db,

P1

ou encore, en faisant u = cosf,,

1 1 )
J = Cte / (—u®)" """ (cht— shtuyn—r:
—1

X C
P—P1

1 2 y [ — 3n-—'?' N
5 (n—2)+p < sht+ucht>c2< 2)+p (u) du;

cht—usht 7=
or la fonction
o %(n—2)+m —sht 4 ucht
F(u) = (cht—shtwy"»C (m)

est un polynome de degré au plus m—p,; par suite, la formule

l(v

(12 bis) f+l(1—u2)2 ' F () Civ(u) du

a1 1 w
R S— f ()t TR,
v+r1 " - du*
(557 e
2 /e

pour p entier, v réel (voir MAGNUS-OBERHETTINGER [19], p. 100) entraine
que J = o.

ProposiTION 6.2. — Le seul sous-espace stable non trivial de 3¢ pour
la représentation U~ est le sous-espace IHK™.

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, il nous
faudra le lemme suivant :

LemME 6.1. — Si lon désigne encore par U~ la représentation de U,
Ualgébre enveloppante de U'algébre de Lie g, de G, associée ¢ U~ (repré-
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. , . . % .
sentation définie dans le sous-espace ¢, =ZWD =Z'3€P; voir HARISH-

>0
CHANDRA [13]), on a la formule suivante : 3

| —myn - (P—m)(P+n—2)(p—pl—|— I) n
(13) UF" Yfpywpuea = o B S I
_plp+m+n—2)(p+p+n—3) .,
(2p + n— 2) (p ._I._ n___3) P—1P5 s Pn—s

pour lélément Y =Y, = E, + E\, de g,; on conviendra que le dernier
terme soit nul si p = p..

DEMONSTRATION. — Pour tout Fed, on a, d’aprés la définition
Us"F =lim > (U;™ F — F),
(>0 t
puisqu’'on a a, = exp ({Y); par suite, on, a en vertu des formules (3)
et (12),
UTM l’Z (015 ey ellﬂ-‘h K)

_ n(n—2\ pl(n—3)!
=" ), G L

> sin?1 0, P2 (cos ) ... P (c0os0,_y) €Pn—s?,

n—s| Pn—sl

avec

L=L")= ltg %[(cht—sht cosO.)’"—f’*C’,‘,ﬁ”p‘(

—sht - chicos,
chi—shtcos0,

— Cs (cos ol)] :

ou l'on a posé, pour simplifier, r = r_z_—z—_g Supposons d’abord qu’on
a p > p:; alors, il vient
(14) L =—(m— p,)cosf, C,*7: (cosf,) + (C,*)" (cos0,) (—sin20,);
or, on sait que
d ., y
iz Ci(x) = 2vCiHi(x),
d’ou
L=(p.—m)zC7; @) —2(r + p1) (—2) G755 (),
en posant : ¢ = cos0;; 4 l'aide d’une formule de récurrence (voir [19],

p- 98) :
nC(x) = (. —1+ 2v)xCli () —2v (1—2°) CU15 (),
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on peut transformer le dernier terme (prendre p=p-—p, + 1,
v =r -+ p)), et il vient

L=—(m+p+n—2)zC7@) +(p—p + 1) G, @);
de nouveau, par une autre formule de récurrence (loc. cit.) :
(4 2) Cora(@) = 2 (1 + v + D)2 Ciis (0) — (2 + p) C1(2),

on arrive au résultat suivant :

Lo =M E =P o)

2(p +7) e
1 —_— | B— 3 '+
— (pimtn 2(12))‘(51'_)'— 1P ) Clliil‘)*ﬁx(coso');

la formule (13) résulte de la tout de suite, en tenant compte de la défi-
nition des fonctions Y7. Dans le cas ou l'on a p = p,, il est clair que (14)
se réduit a

L =(p—m)cosh, = ‘?ZT—__F%C{W(COSOI)’

puisque Cj (x) = 2 vx, d’ou résulte immédiatement notre assertion.

Démonstration de la proposition 6.2. — Soit 1T un sous-espace stable
et non-trivial de 4¢ pour la représentation U—. Remarquons tout
d’abord que, pour tout entier non-négatif p, on a ou bien 3¢7 C I, ou

bien s¢7cont (le complémentaire orthogonal de O dans o), puisque
la représentation k — U de K est complétement réductible et admet
les sous-espaces J¢” comme sous-espaces irréductibles. Soient p, ¢ deux

entiers tels qu’on ait ¢” Ol et 3¢7cont; comme Ot est stable pour la
représentation U~ de G, on a alors

Y Yg) =o, quel que soit ¢ réel,
pour Pel), et Qelj; en particulier, on aura donc

(U;_m /If,O,...,n’ Y:/L,O,,..,A)) = 0,

ou encore, en vertu de la formule (13),

Pp—m)(p+n—>2) v, .
(15) 2p+n_2 P10, 00,0 Y,,,n,...,u)
_p(p+m+n—

2) n n
°p+n—o (Y —1,0,..0,09 Y:,,o,..,,o)-
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Supposons maintenant que dim O < + o ; alors p = sup (r; #¢" c I est

fini, et sil’on pose ¢ = p + 1, on aura 3¢/ c ont, et d’apres la formule (15),
il en résultera qu’on a

(p—m)(p+n—>2)
o2p+n-—2

(Y;}—t,o,...,o, Y:’;,n,.“,o) = 0,

puisque le produit scalaire du second membre de (15) est alors nul;
ceci n’est possible que si p = m, donc M c K™ dans ce cas; si, de plus,
on avait O = &, il y aurait un entier g avec m > ¢ > o tel que a¢7 c ont
et 3¢7+'con, ce qui entrainerait, en prenant p = ¢ 4+ 1 dans (15), la
contradiction p(p +m+n—2)/(2p + n—-2) =o0; on voit ainsi
qu'on a I = K™ dans ce cas. Considérons ensuite le cas ou dimon
soit infinie; comme on a supposé Ot = 4¢, il y aurait alors un entier q
tel que se7 c ot et 907+ O ; on aurait par suite la méme contradiction
que ci-dessus, en prenant p = g + 1 dans (15), ce qui exclut donc cette
éventualité.

CorOLLAIRE 1. — La restriction de la représentation U de G au
sous-espace stable K™ est irréductible.

COROLLAIRE 2. — La représentation U~ de G dans Iespace hilbertien
quotient s¢/K™ déduite de U~ par passage au quotient, est irréductible.
Pour P, p > m, nolons v I'image de Y} par Uapplication canonique
@,, de 3¢ sur 3¢[IK"; les 177., Pel), p > m, forment alors une base ortho-
gonale de 3¢/K™, et U'on a la formule suivante :

Y—m V~n_(p_m)(p+n_2)(p_pl+1) T
(6 (T ¥i= (cp+n—2)(p+1) Y

__(p)P(P+m+n—2)(P+Pl+n—3)
: Gp+n—a(p T n—3)

Y;l'*’

avec

P4 :(P + 1, pl’ MR p/t—'l)’ P—:(P—I, pH MR p//—‘_’)’
pour P=(p,pis ..., pn), € ¢(P)=o0 si p=m-+ 1, ou p=p,
¢ (P) = 1 dans les autres cas.

Il est clair que, si I'on désigne par 5¢» I'image de #¢” dans 2¢/K par
0, et si W est le sous-espace des vecteurs analytiques de J¢/K’ pour
U-, Ton a

(W)py=3cr  pour p>m,

et donc que

(17) (aefacmy, = z WDI’ = 2 acr,

p>m p>m
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Notre but est maintenant de démontrer la proposition suivante :

ProposiTioN 6.3. — La représentation irréductible U~ de G dans
3o est infinitésimalement unitaire (au sens de Harish-Chandra), ¢ est-a-
dire : on peut définir un produit scalaire nouveau dans (3¢/JK™),, soit

(¥, Y. pour V., ¥, dans (5¢/K™),, de telle maniére qu’on ait
(18) ( ﬁi‘m 171, i’72>-[—<~1’/¥1, ﬁ}m ?2>= o,
quels que soient X € gy, Y., 1726(56/3{’")0.

DEMoNSTRATION. — Définissons pour p > m, les nombres positifs
a (p) par les relations de récurrence suivantes :

aim+1)=a, avec a une constante positive;

“ |+ =PERER ), pour pmmet

D’aprés la remarque qui précéde I'énoncé de la proposition, tout vecteur F
de (s¢/K™), est de la forme suivante :

(20) F= 2 Z cr Y5,

p>m Pel;

ou les coefficients ¢, sont nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux.

Pour
13,:2 Ec&’;’?ﬁ, (i=1, 2),

p>m Pe];

définissons le produit scalaire < F,, F, ) par la formule suivante :

(21) (B, F>=a(p) X, e | Y2l

p>m Pe];

il est clair que cette définition fait de (#¢/X"), un espace préhilbertien,
et qu’'on a (18) pour tout X ¥, (sous-algébre de g, correspondant a K),
car Uz™ est unitaire pour k€ K. Calculons le premier membre de (18)
pour X=Y =E+ E, et pour Y, = Y5 et Y, = Y§; on constate
qu’il est nul si (s, .. .5 Pr—) Z (@15 + -+, @rs), d’aprés la formule (16)
et la définition méme du produit scalaire (21); on peut donc supposer
que p; = ¢; pour 1 £ j < n— 2, et de plus que ¢ > p, car '’expression
est symétrique en p, ¢. Si ¢>>p + 2 ou ¢ = p, on trouve également
nul, parce que Uy Y} est une combinaison linéaire de Y~,7,+ et Y5 _ et
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q#=p -+ 1, p—1; il reste donc a4 examiner le cas g=p -+ 1 : on a
alors P, = Q, P = Q_, et, d’aprés (16), (21), il vient

§ =< T3 ¥4, Yo +< V3, Uy ¥
_(p—mp+n—2)(p—pi+1) b2
Gprn—a@tn  CHIIYE
_+nppt+m+n—n(p+p+n—
(ep+n)(p+n—-2)

2 a(p) || Vi,

puisque
Y3, ¥4 =<Yh Y40 =0,

et :(Q)=1,cargq=p+1>m+1, g=p-+1>p +1>p; on
a donc d’aprés (7),

S= C(n)E('UPI, LIS ] pn—‘z)
(p—m)(p+n—2)(p—pi+1) '
X[ (ep+n—2)(p+1) a(p+1)D;p+1, p)

P+1)(p+m+n—0(p+p+n—) ‘
B CpFm®+n—2) @) D@ p. p) |

qui est bien nul, d’aprés les définitions de D (n; p, p1), D (n; p + 1, p))
et a(p + 1), a(p). On a ainsi montré (18) pour Xeif, et ¥ =Y;
or, il est facile de voir que les X € g, pour lesquels on a (18), quels que
soient Y,, V¥, dans (9¢/5Cm),, forment une sous-algébre; comme les

éléments Xef, et Y = Y, engendrent g,, on a bien (18) pour tout X
dans g,.

C. Q. F. D.

2. Non—intégrai)ilité des représentations. — La représentation
U-" de G dans se/xm, définie pour tout entier m > o, est infinité-
simalement unitaire, comme on I'a vu au numéro précédent; il existe
donc sur I'espace hilbertien ™, le complété de I'espace préhilbertien

(@e)xKmy, inlC/’ muni du produit scalaire < , > défini par (19),
p>m
(21), une représentation unitaire irréductible que nous désignerons par
T™, ayant U—" comme la représentation infinitésimale associée de 1.
Rappelons brievement comment on définit cette représentation (voir
HarisH-CHANDRA [13], théoréme 9 et sa démonstration p. 233-239).
Pour un XeM, et un entier r > o, on désigne par exp, X I'élément
1+ X+ X*2 +...4 X7/rl de U ; on montre qu’il existe un voisinage
ouvert convexe et symétrique U de O dans g, (pour la topologie évidente
de g, en tant qu’espace vectoriel de dimension finie sur R), tel que, si

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 23
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® e (se/K™),, la suite ﬁ;(;,‘,, x @ converge faiblement vers A (X)® [défi-
nition de A (X) sur (#¢/5™),], pour tout Xe U, et que l'opérateur
A (X) peut se prolonger en un opérateur unitaire défini dans V", qu’on
note encore A (X); pour un g€ G, on écrit ¢ = (exp X,) ... (exp X)),
avec X, ..., X;€U, et alors on pose : Ty =A(X) ... A(X));
on montre que cela ne dépend pas du choix des X;, 1 =Zi ], et que
g— Ty définit bien une représentation unitaire irréductible, dont

la représentation infinitésimale associée (de W) coincide avec U-—.
On a d’ailleurs, pour ®e (J¢/K™),, eV et X, YeU,

(22)  (AG)AY)®, W =lim |lim { Tay s Uty v @, W 5

pro lg>e

il en résulte facilement que, pour tout Xeg, ®e(3/K™"), et WeV™,
on a

(23) < Tipx® W = Lim{ Ut x®, W) = Z L0z @, wH.
7> r!
r=0

En particulier, on a pour P I,

5 Q€ 1, p, ¢ > m, la formule suivante

o~ N i e e
(24) T ¥, Yo =3, 50 ¥, Vi

r=0
LemmE 6.2. — Si P, Qel), avec p > m, alors on a
(25) LT ¥y, Vi) = dpea(p)(Ua Yi, Y9,
oudpyg =18 P=Q, el =o0siP=Q,ela(p)estdéfini par (19).

DEMoNSTRATION. — D’apres la formule (24) qu’on vient d’établir
et compte tenu du fait que Y%, Y sont des vecteurs analytiques dans J¢
pour U—, il suffit de montrer qu'on a, pour tout entier r > o,

(T Y3, Yo = dpea(p) (UT"Y Yi, Y3);

or le coefficient de Y3 dans (U7")” Y% [qu'on calcule a I'aide de (16)]
est le méme que celui’de Y dans(Uy™) Y%, [qu’on calcule a 'aide de (13)],
puisque le facteur (p — m) annule les contributions provenant des Y%
avec Rel!, r <= m; on a donc

(T5Y Y, Yo = a() (U Yi, Y§),

d’apres la définition du produit scalaire { ,  >; de plus, si P, QeI »
P=Q <> (P «oos Pn2)=(qs - -5 gns),
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d’ou si P Q, on a
((Uy"y Y3, Y§) = o,

puisque les opérateurs (Uy")" appliquent le vecteur Y7 dans un sous-
espace sous-tendu par les Y% avec R = (j, pi, ..., Pn—2)s J > Pi.

C. Q. F. D.

Montrons maintenant qu’on a, pour tout Pe I}, avec p > m,

m Gn Xrn 2 a(p) —m Y2) 2
(26) '/I;L.<Thalke YI" YP>’ dk, dk, = (d") 2 (Uﬂt Y Q)I s

ou dj, désigne la dimension de #¢”.
En effet, les fonctions Z, = Y}/ | Yi|, Pel),
orthonormée de 9¢7, et 'on a donc

Uizr= Y, cor(k) o,

cer

forment une base

avec (cpo (k)) une matrice orthogonale; il est clair que si 'on pose

EP = Qm (E_[‘)y on a

Ze= D cor(®) o,

Qery

puisque les représentations 7 et [J— coincident sur (8¢/Km),, lorsqu’on
les restreint au sous-groupe K. On a donc

| Thia, Y ¥ =|{TuTeE, Tisd
= 2 CoP(ke) ¢ r(ks) con(ks) com (ki) < TiZg, By < Tiar Zre s

QU RRE]

d’ou, en intégrant par rapport a ki, k., on obtient
Thiak, Y5 dk,dk, = || Y} -
I Tk T ¥ 13 3 g

en vertu des relations d’orthogonalité; la formule (26) résulte de la
immédiatement, 4 cause du lemme 6.2.

D’aprés la formule [1 (35)], on a

f [f(9)[*dg = Cte f f f ) | f(kya,ks) |* shn—t dk, dk. dt,
G K K 0

pour f(g) =< T#Y% Yi); par suite, la recherche de l'intégrabilité
de [f(g) [* revient & étudier le comportement a l'infini des fonctions

~ &
m? 7
aCQs S
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[ (Ua* Y%, Y})|* sh»='t, pour PeI;. On a, d’aprés les formules (3), (4),
(5) et (12),

T
UaYh Yi)=C f (ch{—sht cos 0,y
o

< C},ﬁﬁ«—sht—;—chtcos(),

T shTcasty ) CF(e0s0) sin=+n0, o,

<0|‘1 C est une constante > o, et I'on pose r = ;(n — z))
/

41
—cC f (cht—u shy"—»
—1

rap [ —Sht4ucht \ .., NG
< G, <m> Crm@Ga—uw) "

+1
’ rpi— 3+ p—pil AP
—c f_ (1—u) e F () du,

avec une constante C' > o,

— — m—py (VP —sht + u Cht
7) F(u) = (cht — u shiy c,,_,,,< —Shiduchly,
en vertu de la formule (12 bis).

Considérons maintenant le cas ou I'on a p = m + 1. Il est clair que
Q@) = (cht—usht) F(u) est alors un polynome (en u) de degré
< m + 1 — p,; d’autre part, on a

m—1—py
;I:}:fl-—pl(x) — 2 bl,XI avec b;,1+1_p1?f o,
comme on.peut écrire
Q (u) = (cht —ush Q. (u) 4+ Q (coth f),
avec un polynome Q, (u) de degré <m -+ 1 — p,, on a (%)
Q(cotht)
F=0@®+ chf—usht’
d’olt
dm—}—l—p,

(m 4 1— p,)! shm+1=7i¢ .
(u) = (Cht —u ;h t)m.—{—?—,u, Q (COth l) ’

or, comme on peut écrire, d’autre part,

— S m-1—py (VP — sht + ucht
() = (chi— u shiyr+— C”‘“‘"*(’—‘_cht—usht)

= bips1—p,(— shi + u cht)y" =7+ Q,(u) (cht — u shi),

(®) Si p, =p =m 4 1, on convient que le polynome Q, (u) est nul.
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avec un polynome Q. (u), on a

Q(cotht) = bjr1—p [ShH1—P1t,
d’out résulte donc finalement qu'on a

dm+i—r. u) — (m + I ’_"pl)! bm—H—-p,.
dum—t-1~/;, (Cht —u Sh t)m+l—p1

Par conséquent, si P}, ,,, on a

—+1
—m n ny . n (1 - ui) du
(Uﬂt YP, [') = C [l (Cht —u Sh t)"H‘ﬁ*P:

m+1(n 1)
2

avec une constante C” > o, ou encore

(U Y, Y)=C" —t 12F1<m+2_p"m+32_”’;m+§+r;th2‘)'

chl:L+2—p 1 2

Or, comme on a

(s 8e) - (m2m b

2 2

n 3 .
—'2—+p1——';>0 S1 n>3,

la fonction hypergéométrique tend vers une valeur finie [4 savoir
1‘<m + ’21 +1 )1‘("‘2‘3 +p.)/r<m+’;+Pl>r<m+“j‘+l’x>,

cf. [19], p. 11], d’ou pour n > 3,
(U YD, Yi)| ~ Cte(etm+2—rit) lorsque {— -+ o,

et, par suite, si P=(m -+ 1, m+ 1, ps, ..., prs)€l},,,, avec n > 3,
[(Ua* Y5, Y3)|?shn—'t ~ Cte (e lorsque {—> -+ oc,

ce qui montre bien que | (Uz" Y3, Y3)| n’est pas de carré intégrable
pour la mesure sh*—'f{df sur la semi-droite o = << +«. La repré-
sentation unitaire irréductible T, pour m > o, ne peut donc pas étre
de carré intégrable, si n > 3. Pour n = 3, on sait qu’il n’existe pas de
représentations unitaires irréductibles de carré intégrable, puisque G.. (3)
est localement isomorphe au groupe SL (2, C). On peut donc énoncer
le théoréme suivant :

THEOREME 6.1. — La représentation unitaire irréductible T™ de G.. (n),
définie dans Uespace hilbertien V™, le complété de Uespace préhilbertien
(a¢/Km™), muni du produit scalaire (21), n’est pas de carré intégrable,
pour tout m> o, el n> 3.
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REMARQUE 1. — Dans le cas n = 4, c’est-a-dire le cas du groupe de
DE SITTER, la représentation T n’est autre que la représentation 7,,.,,
dans la classification de DixMIER [6], pour m > o (on n’a qu’a vérifier
que I’ensemble d’indices I' pour 7" est bien de la forme indiquée dans
la figure 5, p. 25, loc. cit.).

REMARQUE 2. — Dans le cas : n = 3, c’est-a-dire dans le cas du groupe
de Lorentz, on peut montrer que, pour p > o, la représentation 77
dans V7 est unitairement équivalente a la représentation U' (v,.,)
de la « série principale ». En effet, soit v, le caractére de M, qui est ici
isomorphe a SO (2), défini par : =0, (m,) = e?*; la représentation
Us (np+1) est la restriction de la représentation U*, définie dans $ = L*(K)
par la forme [3 (14)], au sous-espace H"+: de &, formé par les v€$H
tels qu'on ait ¢%u,.1 = ¢, ou encore tels que ¢ (km,) = o (k)e'r+V%,
pour simplifier les notations, convenons d’écrire §” au lieu de £,
et U7 au lieu de U (n,); par suite 3¢ = §°, et U—” dans 4€ n’est autre
que U—7° dans $°. Pour montrer I’équivalence en question, il suffit
de montrer qu’on a

Trop(T%) = Trgpu (Up""),

pour f & support compact et indéfiniment dérivable, en vertu de la
théorie des caractéres (HarisH-CHANDRA [14]). Or, il est clair qu'on a

Trop (T7) = Trye/n, (Uj«") (les deux représentations sont infinité-
simalement équivalentes!), et que

Trye/000 (U77) = Trpe(U77) — Ty (U5);3
il suffit donc de montrer qu'on a
(28) Trep (Up?™') = Trg (U7"") — Tryer(UF").
Pour démontrer la formule (28), on peut supposer que
(29) f=r=f
car on sait que

Trg,(U;7) = Trg, (U%”) = Trg, (Uji).

D’autre part, on a, d’aprés HarisH-CHANDRA [15],

“+ T
Tre,(Up") = = fA f_ fR fv f(kmyazk—")est 7, () dk d dl da ;

or, comme on a [ = f, la fonction

F(,ty=c¢e | f(kmyaxk—)dx
N



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 361

satisfait a
F(—z, —1) =F(x ),
d’ol

(30) Trg,(Up) =1 f - f f f(na.z) el cos((s— 1)l—p=) dv di da.
—n JRYN

D’autre part la trace de la représentation irréductible U—» de
dimension finie dans K7 est connue, et I'on a

(1) Trag(Us) = Tryg(Ust) = 2R £ 1)z,

si g est conjugué a m, a;; or dans G = G. (3) il n’y a qu'un seul type
de sous-groupe de Cartan, et si I'on désigne par G, I'ensemble des éléments
réguliers de G, l'ensemble G — G, est de mesure nulle; une formule
d’intégration démontrée par Harisu-CHANDRA dans [15], donne donc
ici la formule suivante :

fF(g)d_q:;‘Eff ffF(km«,_a‘xk“")e’(cht—cosz)dkdxdtd:z:
G KJ _zgJdrvyN

('ordre w du groupe W est ici égal a 2, et 'on vérifie qu'on a I’égalité
ci-dessus, dans les normalisations des mesures dg, dk, ..., en regardant
de prés la démonstration de HarisH-CHANDRA); par suite, il vient

(32) Trye(Uy”)

- 2% I fff(m,_a,x)e’(ch(p—|—1)l~cos(p+1)x)dxdtdx;
Y x RYN
il est maintenant immédiat de vérifier qu'on a (28), a 'aide des for-
mules (30) et (32).
C. Q. F. D.

CHAPITRE II.

LES REPRESENTATIONS UNITAIRES DU GROUPE DE DE SITTER.

§ 1. GROUPE DE REVETEMENT UNIVERSEL
DU GROUPE DE DE SITTER.

1. Notations et définitions. — On désigne par K le corps des quater-
nions * =, + 21 + 23§ + X k; 1, T, T, TLER et P=jP=k*=—1,
ij=—ji=k, jk=—kj=1i, ki=—1ik=j. On notera T le quater-
nion conjugué de z, i.e. T =x,—,i—x;j —x, k, si x est de la forme
ci-dessus; on définit de plus :

(I) :%=—k§:k:xl+x2i+x:xj_xgk.
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On désigne par [x| la norme, soit (x:i)%, d’un quaternion .

Soient U, B, Z, P resp. les ensembles des z€K tels que |z| =1,
x| <1, Tv=0, . >0 (O T =2z, 4 2.1 + x:j + x: k). Remarquons
enfin que, si I'on fait correspondre la matrice

< T+ X0 Xy Tl

— T+ Tl X — sl
au quaternion x ==x,+ 2.i 4 2;j + 2.k, on obtient un isomorphisme
qu’on notera ) de K (comme algébre sur R) dans M, (C) (algébre sur R).
Si 'on désigne par A —>A Iisomorphisme de M, (C) qui fait corres-
pondre 4 une matrice A = (u U), la matrice A =< z *w>, il
w z — u
est clair que I'image de K par I dans M, (C) est le sous-ensemble des A

tels que A =4,

Soit maintenant M, (K) I'algébre sur R des matrices <(cl 3), avec
a, b, ¢, d dans K, et soit GL (2, K) le sous-ensemble des matrices inver-
sibles a droite, & savoir des matrices g telles qu’il existe une ¢’ avec

gg9’' =1 (la matrice unité). Montrons que GL (2, K) est un groupe pour
la structure multiplicative de M., (K) (*). L’application

_(a b> . <](a) I(b)>
9=\¢ a I(c) I(d)
définit un isomorphisme de M., (K) dans M, (C), et une matrice (A B )

C D
dans M, (C) est I'image d’une matrice de M, (K), si et seulement si

, A B\ [A B\ . . s
]ona<c D “<C' D>.SlgeGL(2,K),etgg_~1,et5110nde51gne

/ ! ! \

par é g>, <2, §,> les images de g, ¢’ dans M, (C), on a (é g)
A’ Bl}—[- r suite, on a AT BT (A B =1, dol gg=1
C/ D’/ — Ly Pa suite, O C/ D/) C D — Ly gg‘ ’
ce qui montre bien que ¢ est aussi inversible a gauche, et I'inverse a
droite et I'inverse a gauche sont identiques; notre assertion résulte de la.

Soit G I’ensemble des matrices g = <(CI Z

/

> de M., (K) telles qu’on ait

) ab=rcd, |alP—|cP=1, |dl—|bP=r.
Comme ces conditions expriment qu’on a

(s 7 C =G0

/

() Cela est vrai pour tous les corps gauches.



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 363

G est un sous-ensemble de GL (2, K); de plus, comme on a
a —¢c\ /a b ‘1 o ‘a b\ / a —c ‘1 o
<~5 a> <c d):(o I) = <c d> (\_5 &>=(o 1>’
on voit que (2) est équivalent a :
(") a="bd, |aP—|b*=1, |dI*—|c|*=1.
D’autre part, cette condition (2) exprime aussi que la transformation
z'=ax + by, y'=cx +dy,

des variables quaternioniennes z, y, 2', y', conserve la forme xx—yy;
il est donc clair que G est un sous-groupe de GL (2, K). On montrera
que G est isomorphe au groupe de revétement universel du groupe de
DE SitTeR G (4). Avant de le faire, on définira une autre représentation
de ce dernier groupe, dont on aura besoin ultérieurement.

Prenons la matrice

¢ o= i)

C est inversible et I’'on a

c»—»:( K/ I/\”5>.

—k/Va 1/y2)]
soit ® I'image de G par l'automorphisme intérieur g — CgC—* du groupe

GL(>, K). Si <f‘ ﬁ) est Limage de (

3 b)a il est clair qu'on a

d

s=k(—a+b+c—dkj2, pB=k(—a—b+c+d)2,
v = (@a—b+c—dkf2, o= (@+b+c+d)f2;

i

) {

P
inversement, de C“‘(f Z\) C = <? Z) on tire

N
a= é(—kak—{-kﬁ—]’k—}— 3, b= é( kak + kB + vk +9),
(%)

¢ =2( kak—k3Z—vk+3), d= > (—kak—kp + vk +9).
Montrons que & est un sous-groupe de GL (2, K) formé par les
Ic
matrices <7 §> telles qu’on ait

(6) by="%a, Bd=0p W—IP=1
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En effet, si I'on introduit les variables

(el ()=c(p)

ou ' =ax + by, y'= cx + dy, on voit que la condition
j/xl_y/y/ :ix_gy
se traduit par la condition

T, N ) A
SN —Y g =T TiZy

et il est évident que cette derniére condition est équivalente a la condi-
tion (6). Remarquons que (6) signifie aussi qu'on a

/ 2\ A / el
S — a B I o
(5 7 D)-6 %)
—¥ a ) o 1
d’olt
2 2 A \
RN ~ ~ = )
Y o —7 a o 1
ou encore
(7) ajp = 32, v0 = o7, 20— 3% =1.
2. Divers sous-groupes de G; décomposition de G. — Soit K

le sous-groupe de G formé par les matrices de la forme <g Z)a avec u,
v€U; silon désigne par K, resp. K., le sous-groupe de K des matrices
( s ?) resp. <; 2>, u, v€ U, il est clair que K est le produit direct de K,

et K,. Soit A, le sous-groupe formé par les matrices a, de la forme :

chlt shlt

2 ,  leR,
shit chlt
o2 2

et soit enfin NV le sous-groupe des matrices x de la forme

1I—X X I, . . , . v .
< — 1—{—x>’ avec x=;(:_)l+:_;‘]+ir,k), Z2y Ly £4€R,

on vérifie facilement que ce sont des sous-groupes de G. Si ’on désigne
par M le centralisateur de A dans K, on voit tout de suite, que M est



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 365

formé par les matrices de la forme <z Z>a ueU, et que M est en méme
temps le normalisateur de N dans K, et I'on a
u o I—X x u o\ 1—x x
®) o u —x 14z 0o u —\ —2 142 )’
avec
= uzxu.

Par suite, T = MA_ N est un sous-groupe de G, qui contient N comme
un sous-groupe distingué.

Lemme 1.1. — Tout g€ G s’écrit d’une maniére et d’une seule sous
la forme kax, ot ke K (%), ;€ A, x€N; de fagon plus précise, on a

1 I

ch-t sh-t .
<a b>:(u o) ) 2 (1—x x ),
c d 0 D shit cnli —x 14
\ 2 2
avec
(9) u=(a-+b/la+bl, v=(+d/lct+dl,
(10) ¢'=lat+bl=|c+dl|,
(11) x=é(&b-—5a)/|a+b|3=é(éd—ac)/|c+d12.
DEMONSTRATION. — Comme on a

I I

ch-t sh-t
(u o) 2 2 <1——x z >
o v shlt chlt —T 1+z
2 2

il suffit de montrer que le systéme d’équations
1 1
a=u<ch;t—e-‘z‘x>, b=u<shéi+e§‘x>,

1 1
c=v<sh;t— é‘x>, c=u<ch§t+eé‘x>,

(*°) On utilise la lettre k pour désigner d’une part un élément du groupe K, et
d’autre part le dernier élément de la base canonique (I, i, j, k) du corps K, la signi-
fication étant chaque fois assez claire d’aprés le contexte.
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admet une solution et une seule, si ( (CI Z) € G. On voit aisément, & 'aide

des conditions (2), (2), que (g9), (10), (11) donnent la solution unique
cherchée.

LemME 1.2. — Tout g€ G se met sous la forme ka,k', avec k, k'€ K,
el i>.0; si ge G—K, on a t> o, et il y a unicité modulo M, c’est-a-dire
si g=kiask,, avec k\, kK, €K, on a t' =1, et il existe un me M tel que
k= km, K, =m'k'.

DEMONSTRATION. — Si b =o0, on a aussi ¢ =o, puisque [b|=]|c]|;
donc ge K, et l'assertion est triviale. Supposons donc que b o; on
peut alors choisir, puisque |[a|=|d|>1,|b|=]|c|>o,et|a]>*—|b|*=1,

un {> o tel que

ch§t=1a|=[d|, shét:{b[:[c}.

On vérifie alors qu’on a

I 1
<a b>_<1 0 ) cht shit <a/|a| 0 >
_ . o).
c d o callcal sh—;—t chét o b/|b]

L’énoncé concernant I'unicité modulo M est évidente, vu que M est le
centralisateur de A dans K.

ReEMarQuE 1.1. — En choisissant me M convenablement, on peut
s’arranger de maniére que ¢ = ka,k’ avec I'un des k, k' dans K, ou K.;
par exemple, tout g€ G— K se met, d’'une manieére et d’une seule,
sous la forme

(12) g=kk ak, ke K, k., k, e K., et t> o.

3. Homomorphisme de G sur G. (4). — Montrons maintenant
qu’il existe un homomorphisme ¢ de G sur G.(4) dont le noyau est
o
*1

4+
le centre de G formé par les deux matrices <_01 > Considérons

pour cela la matrice

(13) X:(? ZZ>, avec & =2+ .0+ x:j + x:k,

Lo, Tiy Xay T3y T ER;

si g€ G, la matrice

_ a b T, x a c¢
X =¢X'g= -
g9 <c d> <§: x> <b d>
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est encore de la forme (13), i. e. on a ‘X’ = X', donc on peut écrire
, r, o b Cr e bt
X =<§5, z >, = +r,it2j+rk oz, 2,7, €R,
0
et I'on a
) {x;,=(|a|2+]b|2)x0+axb+b§:a,
2 = (ac + bd) x, + bZ¢ + axd;

on a de plus
(15) T — o =i — ol

en effet, on a alors
<x’o x’>< a ——b\’_(’a b\ [z x)
¥ z,) \—c d) " \¢ a)\z =x)

—b a ¢\
puisque < Z d> = < % 2) ; pour montrer (15), il suffit de remar-

quer que les conditions (2) sont équivalentes a la condition suivante : si

"=za+ye, y"=xb+ yd,
on a-
xl/i//__yllgl/ — xi__yg;
or, c’est justement ce qu'exprime la condition (2') équivalente a (2)
(remplacer z, y par z,, z!).
Par conséquent, a tout g€ G, il y a une transformation linéaire ¢’
des variables réelles x,, x,, ..., . conservant la forme

—z i+ ...+,

c’est-a-dire un élément du groupe G (4), et il est clair que l'application
g— ¢’ est un homomorphisme de G dans G (4), qu'on notera ¢. Comme
goo=]aP+|bP=2|b]>+1, ¢ est dans G. (4), si le déterminant
est égal a +1; or tout ge G s’écrit, d’aprés le lemme 1.2, sous la

forme :
g = ka, k', avec k:(u 0>, k’=<u §,>7

o v o

teR, u, v, u, v eU;

il suffit donc de vérifier que le déterminant est égal & 1 dans le cas ou
g =k, k dans K, ou g = a. Pour k€K, on peut considérer les deux cas
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keK,, et ke K, séparément; soit
u:al+a2i+a3j+a':k’ U=b1+bzi+b3j+bak;

(14) se réduit dans ce cas a

Xy=1x, X' =ux resp.zx =zi,
ou encore
x,x = bx\+ b.x,+ bz, + b,
x’z = —ble + b|xg— bbx:;‘i‘ b.‘:x',,
CE'= —b.x, + b'.xz—‘— byx;— ngr,,
xta: —bx,— b::xz—f— bgl’;;+ blx;,

T) = Q%) — AT — QT — A, T4,
T, = a,x) + a T —ax; + a;T,
T, = a;x, + a.x, + a,x;— ax,
T, = a:x, — a;x: + ax; 4 a,x,

resp.

et I'on voit que le déterminant correspondant est égal a

@+ ai+a+a)=|ul'=1, resp. (bi+ bi+ b+ bi)=|v|' =1,

Dans le cas ol ¢ = a,, la transformation correspondante est de la forme
= (cht)z,+ (shi)x, ' = (shf)x,+ <chét>;x + <sh é t>-:Ice

ou encore
x, = (cht)z, + (shi) x, 2, = (shf) x4 (ch )z, z, =z,
(e=p=4),

ce qui montre bien que le déterminant est égal & 1. Nous avons donc
démontré que l'application ¢ définie ci-dessus est un homomorphisme
de G dans le groupe G (4). Or on sait que G, (4) = K. A K, (1), et
comme K s’envoie sur K, [cela résulte de la formule (17) ci-dessous],
I’homomorphisme ¢ est surjectif. Il est aisé de voir que le noyau de ¢

est égal au centre (il %) de G. En effet, si ¢ = a b s’envoie
8 o =*£1 ’ »SLI=\¢ d

en I'élément unité de G.(4), on a, d’aprés (14),
lal4 b=, axb+bxa=o,ac+ bd =o, x=>bxt+ axd;
comme | a|*>x1, il vient b = o0, d’'oit c =o, |a|=|d| =1, a cause de (2).

La derniére relation s’écrit alors sous la forme @z = z d (pour z quelconque)
dot a =d==*1.

(') On note K, le sous-groupe compact maximal de G- (4), défini au chapitre 1;
par abus de notation, on désignera par A., N les sous-groupes correspondants des
groupes G et G (4).
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REMARQUE 1.2. — Si I'on explicite les relations (14), on voit que la

matrice correspondant a < Z Z> est de la forme suivante :
(14 bis) :

aa + bb 2 Re (ab) 2 Re (aib) 2 Re (ajb) 2 Re (akb)
2Re(ac) Relad+be) Relaid+cib) Re(ajd+cjb) Re(akd + ckb)
»Re(cai) Re(dai + cbi) Re(cibi—iaid) Re(cjbi—iajd) Re(ckbi—iakd)
2Re(caj) Re(daj + cbj) Re(cibj—jaid) Re(cjbj—jajd) Re(ckbj —jakd)
oRe(cak) Re(dak+ cbk) Re(cibk—kaid) Re(cjbk—kajd) Re(ckbk—kakd)
I:i I ix) avec =é(‘;‘_2i + 5+ 5kK),
son image dans G, (4) est I'élément x (%, £:, Z,) défini par [I, 1 (11).]

Définissons les sous-groupes a un parametre k,,, (), pour 1= p < q =4,
comme suit :

On vérifie donc que, si g = <

k()= ¢ ° ) ko=(° ° )

_/'%{j /;0 \
e - e - o
(16) 1 ks () = ) kO = 1 )
iz0 j50
(e} e - o e =

/

41\«%0 ) ——kéfl \
km (0) = ¢ © ’ kz:; (0) = ¢ ©

kL0 —x2o )’
o e? .o e

(on conviendra d’écrire, dans le corps K, e!” = cos ) 4 i sin 0,
e/ =cos0 4 jsin0, €= cos0 + ksinf, pour 0 réel).

On vérifie alors, d’aprés (14 bis), que 'homomorphisme ¢ transforme
k,,(0) en exp(0X,,) dans G..(4) :

(17) 9 (kpg (1)) =exp(1X,,),  pour 1=p <q=h.
En d’autres termes, cela signifie que la transformation

x> kyy ()T = uzb, ou k,,,,(@):(f)‘ 3>

définit la transformation orthogonale des variables (z., ., x;, x;) ayant
la matrice exp()X,,). Cette remarque sera utile dans le paragraphe 3.
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Définissons de méme les sous-groupes a un paramétre a,({), pour
1< p =4, comme suit :

chlt sh 1t
al(t): ? 2 3
sh = ¢ ch’t
2
chit i(shlt)
ag(l)= - b
] —i(sh;l) chit
(18) \ 1, .1
ch-t j(sh=0)
a;;(t): ? IZ 9
—J (sh;t) ch;t
\
ch=t k(sh>?)
a(l) = 2 2
—k@h>t) chlt
2 2

\

On voit alors, d’aprés (14 bis), que ¢ transforme a,(f) en exp({Y,) :
(19) ¢(ap () =exp(tY,), pour 1=p=4.

ProrosiTioN 1.1. — Le groupe G est simplement connexe, el isomorphe
au groupe de revétement universel du groupe de De Sitter G (4).

DEmoNSTRATION. — En effet, le lemme 1.1 montre que I’espace
topologique de G est le produit direct des espaces de K, A., N, et ces
derniers sont tous simplement connexes (K est homéomorphe a S* x §%,
A, a R, N a R’). Comme on vient de voir que G est localement iso-
morphe a G (4), on a la proposition.

4. Quelques formules d’intégration dans G. — Le lemme 1.1
et la formule [I, 1 (17)] montrent que
(20) dg=e'dp(u)ydp()dtdidz; dz,

est une mesure de Haar de G (que nous fixons une fois pour toutes),
ot g =kazx, k= (Z $>, u, veU, teR, zeN, v = -;—(E_zi + Z:j + k),

et dp(u), dp(v) désignent 1'élément de la mesure invariante normée
du groupe compact U; df, dz., dZ;, d%, désignent les mesures eucli-
diennes.

Pour g€ G, ke K, soit

(21) gk =k.a, o1 7, avec k,eK, t(g,k) €R, z€N,
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la décomposition de gk d’aprés le lemme 1.1. I est facile de voir qu’on a

. u o : u' = (au + bv)/ | au + bv|,
(>2) 8 <0 v’> avee { V' = (cu + dv)/|cu + dv|,
(23) e = lau++bv|*=|cu+dv,

si g:(? Z)a k=<u O>; par suite, pour la mesure de Haar

o v
dk =dp (u)dp.(v) de K, on a la formule suivante :

(24) dk, = et b df,
d’aprés (20).

LemME 1.3. — On a la formule d’intégration suivante :

(5) f f(g9)dg = »72 f f f T rkaky skt die die di,

ot dk, dk' désignent U'élément de la mesure de Haar normée de K, ¢ est-a-

dire dk = di.(u) dp (v), dans les paramétres k = ((l)l Z>, u, veU,

DEmoNSTRATION. — D’aprés [I, 1 (35)], on a la formule d’intégration
suivante dans G.(4) :

4w
f f f F(ha,a) ¢ dhdt de = o7 f f f F(ha ity shit dh i dt
K, YRYN K.YK,v0

(on désigne par les mémes lettres a, « les images dans G (4) des éléments
a, x de G, puisque le noyau de ¢ est contenu dans K); par suite, il
existe une constante ¢ > o telle qu’on ait

f ' f f(kaia) ¢ dk dt de — ¢ f f f f(ka 'y shet dke d di;
KYRYN K K*Yo

or, si F est une fonction continue sur G. (4), invariante a gauche et
a droite par K,, la fonction f= Foy est aussi invariante a gauche et
a droite par K, et 'on a F(a.x) = f(a.x), F(a) = f(a;); on a donc

+w
¢ f F(a)shitdl = f F(ax) ¢ dt d
0 RY N

- j f f(@) et dt de = o7 f f(a)shitdi,
RYN 0

d’oll ¢ = 272

BULL. SOC. MATH, — T. 91, FASC. 3 24



372 R. TAKAHASHI.

5. Quelques espaces homogénes de G. — Montrons que l’espace
homogéne G/T ou G opére a gauche s’identifie & I'espace U ou G opeére
de la facon suivante :

(26) g.u=(au+b)(cu+d~  pour uel, g=<(cl Z)GG.

Tout d’abord, on a d’une maniére générale, pour q€K,

1—|g.qP*=((cg+d)(gc+d) —(ag+b) (a+0))/|cqg+dJ*
=(a—qP)/lcqg+dJ*

/
en effet, si Ka b) est dans G, on a
c d
(27) agh 4 bga = cqd + dqgc,
quel que soit geK, puisque, si I'on pose *' =aq + b, Y =cq+d, on a
2’2’ —y'y = qq— 1, d’apreés (2), ce qui entraine (27). On a donc
qeU < g¢.qeU; et q€eB < g¢.qeB.
Il est clair qu'on a
(997-9=9-(9"-9, st g 9€G.

Ainsi G opére sur U resp. B, suivant (26).

Pour montrer 'isomorphisme de G/T et U, considérons ’application
w : G— U, définie par la formule suivante :

09  r@=ga=@+he+a,  siog=(2 )

c
d’aprés ce qui précede, = applique G dans U; comme <g (1)> s’envoie
en ueU, 7 est surjective; d’autre part, on a

7(99)=g.7(9),  pour g, g'€G.

Montrons que T est le stabilisateur de 1 €Uj; en effet, si g.1=1, on a
a4 b|=|c+d|; mais alors, d’aprés le lemme 1.1, on a g = ka,x,
(e}

avec k:(f)’ v>, u=(a+b)flatbl=(+d/lctd =v dou

keM, et ge MA.N =T. Inversement, il est clair que T=MA N
est contenu dans le stabilisateur de 1 €U. Les espaces homogénes G/T
et U sont donc isomorphes.

D’aprés la décomposition d’Iwasawa (lemme 1), il est clair que les
espaces homogénes G/T et K/M sont isomorphes; compte tenu de (23),
(24), on en déduit la formule suivante :

(29) du(g.u)=|cu-+d[*du(u), pour g:(“ b), ueU.

c d
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Montrons maintenant que ’espace homogéne G/K ol G opére a gauche
est isomorphe a I’espace B ou G opére a gauche suivant (26). On a déja
vu que cela définit bien une opération de G (a gauche) sur B. K est alors
le stabilisateur de o€ B; en effet, on a

g.o=0 & bd'=0 < b=o, deU
&= b=c=o, a,deU < gekK.

Par suite, I'application
0: g—>0(gp=0bd, pour gz(g Z>,

définit, par passage au quotient par K, un isomorphisme de G/K sur B.

Pour déterminer une mesure invariante sur B (il en existe, car K est
compact!), introduisons une section de G au-dessus de B, pour la pro-
jection 0, définie comme suit :

chlt qchit
2 2
(Bo)s(g) =

-

si geB, [gl=th ¢t (>o;

on vérifie facilement que s(q)e G, et que 0(s(g)) =¢, pour geB.
Tout g=<g 3) s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme
g=s(qk, avec g =10(9)eB, ke K. En effet, il suffit de prendre {>> 0

1, _ __(alla] )
tel que ch;t_]al_ld], et k_< o d/|d[>’ et de remarquer

que ¢ =0(g) =bd ", donc g = (d)'b=db/|d|*=ca/|al*=ca.
Si g€ G, g€ B, les deux éléments gs(q) et s(g.q) ont la méme image,

savoir ¢.q, dans B; il existe donc un élément k=k(g, q) de K tel
qu'on ait

(1) 95(q) = s(g.9) k(9.9)-

Il est facile d’expliciter k(g, q); si k(g, q) = <z 3); u, veU, on a

I I, Ik Ly
ch;t gch-t chzt qch2t

c d S I I R 1, o v)’
qchgt ch;t qch;t ch;l/

si 'on pose

¢=9.¢. lg.ql=th ¢,
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il vient

Ty— G)cht Ty Iy,
uchgt__(a—}—bq)chzt, vchzt_(cq-i—d)chzt,

comme on a chét’/chét:]cq—{—d\=|a+bfjl, il en résulte que
_((a+bg)/|cq+d] o
(31) ko =( o ot dlleg+a1)

. a b\
si g= <c d)'
LemME 1.4. — Si Uon désigne par dp.(q) la mesure euclidienne dans B,

(1—|q>)*dp(q) est une mesure invariante dans B, et I'on a la formule
d’intégration suivante :

(32) f f(g) dg = »* fB fK F(s(@) k) (x— | 19~ dps(q) dk.

DEmoNsTRATION. — D’aprés la théorie des espaces homogenes, il
existe une mesure invariante (4 gauche, pour les opératons de G) dp.(g)
sur G/K (on désigne par g les classes gK, g€ G) telle qu’on ait

fG f(g) dg = f R0 f f(gk) dk;

d’autre part, il résulte de (20) qu'on a

fcf(y)dy=foNfo(a,xk)dtdxdk;

en comparant ces deux formules, on voit que

du(g) = dtdx, si g=axk, k€K, zxzeN, teR.

On peut considérer (¢, &, &3, &) et (21, s, X3, T,) comme deux systemes
de parameétres sur B, ol

x=§(’5_2i+z_3j+z_,,,k) et 0()=q=x+Ti+xj+ak;

par suite, la mesure invariante d . (g) s’exprime dans le deuxiéme systéme

sous la forme :
) = D(t’ E,-z, Z_:;, E,)
W@ = Dy 1 O

Or on a

1 1
q=9="0(azk)= <sh§t+e~2‘x> <ch§t+e5‘x)""’
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d’ou, en posant

il vient

qz[mp+?u+{g+gj+a{V[mt+p+?%]

(compte tenu de la relation x = —x), ou encore
sht+e é A §
T = EE——— x,= —"’—I (p =23, 4).
cht+1+e‘;A cht—l—l—}-e’EA

Il en résulte que
1—|q*=12/(cht 41+ e'A]2),

et que

D (z), 2o, x5, T1,) ) .
Do, 5) — it ed),

et par suite, on a
(33) dp(9) =2 (1—[g)~dp(g, si g=g¢.

6. Divers sous-groupes de (; décomposition de . — D’apres
la définition, le groupe ® est I'image de G par ’automorphisme intérieur
w: g— CgC— du groupe GL (2, K), ou C désigne la matrice (3).

Soient &, A, N, M, T les images des sous-groupes K, A, N, M, T
de G respectivement. Il est facile de voir que ces sous-groupes sont
caractérisés de la facon suivante :

! est formé par les matrices de la forme suivante :
/ A =
34) (& ‘—@>, avee |2t |BF=1, of =03
a

A, est formé par les matrices de la forme suivante :

—‘ét
(35) az=<e ?>, avec feR;
(o] ol
. e

N est formé par les matrices de la forme suivante :

(36) <; (:>, avec re€Z(i.e.x =1%);
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M est formé par les matrices de la forme suivante :

o

(37) <u 3>, avec ueU;
X est formé par les matrices de la forme suivante :

(38) (a g>, avec 4y =7%a, &0=1.

~
i

On a évidemment, en transportant par w, les décompositions
6 =RUAN, 6 =KUA_K, et les formules d’intégration correspondantes
dans ®. Mais nous aurons & nous servir dans ce cas de la décomposition
suivante :

. I 2z . ~
LeMME 1.5. — Les malrices de la forme <O . >, avec z€Z, 1. ¢z =12,

[P €V

forment un sous-groupe de ®, noté 3, ef, pour qu’un élément g = (oi >

de ® puisse s’écrire sous la forme

39) g =zma,x, avec z€3, meM, a, €U, xzeN,
il faut et il suffit que o o, et alors la décomposition est unique (**).

DEMONSTRATION. — Comme on a, si z€Z, me I, teR, zeN,

1 1
— A St St
e *u-+te zux e zu
ma,x = . s )
1 1
e ux e u
il suffit de montrer que le systeme d’équations :
1 ta f;t s ?—)l
a=¢e¢ % u-+ e zux, 5=¢e zu,
(40)
1[ 1[
Y =¢€ uz, d=¢e u,

admet une solution unique, si et seulement si <f g) e® et d=o.

il est clair que la condition est nécessaire; inversement, si .%o,
prenons 1, u, z, x tels que

t=210g{6l, u:a/lal’ 2:@8—1, x:(’)\"]‘{.

(**) On note z la matrice <; avec z€Z.

- N
~——
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On a ainsi visiblement une solution unique du systéme (4o); il reste
donc a vérifier que z, x€Z. Or, on a, d’aprés (6), (7),

. A
po =03, Y9, =0,
d’ou

3kB = kB.36 = k3.9,

[«5)
0)

Pko=0kB,  oBk3

donc 8Bk = k{33, ou (83)” = 34, c’est-a-dire 56€Z; on montre de méme
que dy€Z.

7. L’espace homogéne &/T. — Le lemme 5 nous permet de
plonger Z dans I'espace homogene ®/Z, en identifiant la classe ¢T

etzeZ, si ¢ = zma,x; or les éléments de la forme < 3 2) dans ® forment
i

. N . o
une seule classe suivant I, a sav01r<

. ,
I 0> T, dans G/T; l'espace

homogéne compact ® /T peut donc étre considéré comme une compacti-
fication de I'espace Z, la classe ( (1) _;> ¥ constituant le « point a

\
Iinfini » z,. Il est évident que ® opere sur Z de la maniére suivante :

A
(br) gz=(2z+B)(yz+9)" si g=<f’f g)eCﬁ, z€3.
L’isomorphisme w de G sur ®, transformant T en I, définit par

passage au quotient, un isomorphisme W de G/T sur /T, d’ou un
isomorphisme de U sur Zv {z, !, que nous noterons encore W, et

(42) W(g.u)=w(g).W(n) pour g€ G, ueU;

il est aisé de trouver I'expression de W (u) :

(43) z=W@)=k(1—u)(1+u)! pour uel,

u = —1 correspondant au « point a linfini » z,.
DEriNiTION 1.1. — On pose, pour g€ G, u€U,

(44) wo(g, ) = |cu +df }Si g:<a b>’

(45) uc(g, u) = (cu +d)/ |cu + d| d

et, de méme, pour ¢'€®, et z€Z,

46) 0 (g 2) =72+ a8
t7) uae' 9= Gz +ay 5z 400 (5 9=(5 3)
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Ces fonctions sont évidemment des « multiplicateurs » : on a
(48) w6{99', 1) = we(g, 9" W9, v)  pour g, ¢'€q,
et des formules analogues pour ug (g, u), wg (¢, 2) et ug (9', 2).

LemME 1.6. — On a les formules suivantes :

Go) o), W@)=velg, ) |1+ goul. [+ ul
o | @@ Ve =gt o (G )

pour g€ G, uelU.
DEmonsTRATION. — D’apreés (4), on a pour g = <a z)’

c
0 (w(9), W(w)
=l(a—b+c—dkk(1—u)y(1+u)~'+(@a+db+c+d)|2/4
= |(au+ b) + (cu+ ). 1+ u [ =| 1+ g.ufwalg, w) |1+ ul
on démontre de méme (50).

Montrons maintenant qu’on a la formule suivante pour la mesure
euclidienne dz = dz, dz, dz; (on pose : z =12z + 2.1 + 2:], 21, 2, Z€R) :

(51) d(g.2) = wg(g, 2) > dz pour g€g.

En effet, introduisons les paramétres (p, o, v) dans U définis de la
maniere suivante :

(52) u = e'° cosp + € (sinp) j,
avec
(53) Oé,aég, 0=0c,T=2T;

la mesure invariante normée dy. (u) dans U est alors de la forme
(54) dp. (1) = (2m?)~" sinp cosp dp do d.
D’autre part, si 'on explicite (43), on trouve que

(55) __ sinpsint ___sinpcost — cosp sing

= 2y = y  nym
"7 1§ cospcosa’ *7 1 cosp cosa "~ 1+ cosp cosa
d’ou
D (z,, 2, z3) sinp coso
dz =dz dz. dz; = | =" "2 | dp do dr =——————dp dod-.
P D@, a,7) | " =TT cospcoss "’

Comme on a
(56) [14 u|*= 2(1 + cosp cosa),
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il vient finalement que

16>

L P

dp. (u) si z=W(u), uel,

et la formule (51) résulte de 1a, en tenant compte de la formule (29)
pour la mesure dp. (u) dans U.

8. L’espace homogeéne /K. — Nous allons montrer maintenant
que I'espace homogéne /R, isomorphe a l’espace homogéne G/K,
donc a l'espace B, s’identifie au demi-espace « supérieur » P, 1’ensemble
des zxekK, tels que x ==, + x.i + x:j + x.k, avec x, > o. En effet,
définissons une application n de ® dans P par la formule suivante :

(58) n(g) = @k +p)(k+0)' s 9=<3 f)’

x = n(g) est bien dans P, puisque
rT—2x =x -+ kxk
_ @k +B)(vk+9) + k(yk+9) (2k +E) k

vk +of
_ (ay + kvak + (0 + koBk + akd — kokak — 3k -+ kyk3k)
vk +of

=ok|vk+0]?
a cause des relations (6) et (7), qui entrainent que
oy + kyak =o, B0 + koBk = o, ako— Bk =k;
on a donc
. =|vk+4+9d[2>o0,
d’ou z€P.

Montrons qu’on a

n(g) =k < ge&
En effet, si
B o
on a
n(g) = (3k—3) (3k + o)~

= (—kakk + kBk) (3k + =)~
=k(x + Bk Bk + o) =k;
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inversement, supposons qu’on ait, pour un

g=<.: 3)€6 o=k
on a alors
(2k + 2) =k (vk + 9);
si w™i(g) = <Z Z>, on aura donc
k( a—b—c+d—a—>b+c+d)2
=k(—a+b—c+d+a+b+c+ad)2

—-kb 4 kd = kb + kd,

ou

ce qui donne b = o; on en déduit que c=o, et gew (K) =K
Comme on a de plus, pour g, ¢'€ ®,

009) = G (@) + D @)+ s g=(

o, o

)

on voit que 7 définit, par passage au quotient, un isomorphisme de
®/K sur P, ® opérant sur P par la formule

Go) gx=(@z+p) Tt s g—(“ ”)

\ 0

On remarque que 7 (®) =P, puisque 7 (az) =e*‘(z+ k), si z€Z,
et que tout z€P se met sous la forme e~ (z + k), avec {t€R, z€Z.

On vérifie facilement qu’on a un isomorphisme :
(60) r=w(g)=k(t—q) (1+ 9"

de B sur P, obtenu en identifiant G/K a B et /& a P. Calculons 'image
dans P de la mesure invariante 2'(1—|¢q|)~*dp(¢) de B. Si I'on
pose

(61) { q= £1+Ell +£J 'Jf‘ Esk pOllI‘ qGB

=+ Tl + . + .k pour zeP,

alors on a, d’apres (60),
t@+ ) =k@— i+ =G+ Hi—0) 1 +ql

Se—)=(—lqPklt+q

d’ou
=25 /(14 25+ 57 5 45 +ED),
o= 2%[ (14 25 +EF + B &5 45D,
(62) r2 v 2
r=——2’/(1+9-1+ + 22 42,
m=(1—% — 13 R EEE A i E R RN
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et par suite on a

D (zi, x., T;, X, oy ea g ea g v eay_
-DE#E—T)) =16(r+ 25 45 45 425 8
d’out
(63) 16(1—|q ) *dtidty dis ds, = x;t day dxs dx; dx,,

ce qui donne I'image cherchée dans P.

9. Représentations unitaires irréductibles de K. — Commencons
par des rappels sur les représentations unitaires irréductibles du groupe
compact U; comme U est isomorphe au groupe SU (2), les représentations
unitaires irréductibles de U sont paramétrées par un demi-entier n > o
(on convient d’appeler demi-entier un nombre réel n tel que 2 n soit
entier); de facon plus précise, si 'on pose, pour

u=x1+x2i—}—x,»,j+l‘4k€U,
) Iw—(_

b . .
_ ] avec a=ux, +x.i, b=ux, -+t a1,
a

o R

on a un isomorphisme de U sur SU (2), et, en particulier, pour {eR,

[ i et o\
I(e%) = < R e*”) = explA,
N cost  sint\
(65) (1) = <—sint cost> = expiB,

o [ cost i(sinf)\
‘I(e [)_<i(sint) cost = explC,

ou A, B, C désignent les trois matrices suivantes :

(66) A:(’ °.>, B=< ° ‘>, C=<? l>,
o —i —1 o i o

qui forment une base de ’algébre de Lie su (2) de SU (2). 11 existe donc,
pour chaque demi-entier n>- o, une représentation unitaire irréduc-
tible ¢» de SU (2) dans un espace hilbertien V* de dimension 2 n 41,
ayant une base orthonormale (v,), p=—n,—n-+1, ..., n—1, n,
telle qu’on ait

‘ o (A) v, =—2ip v},
(67) " (B) v, =— %41 Vpry— La; V)1,

l a"(C) UZ:— 1;+1 UZ+1 + 1; UZ_Js
ou

1

(68) @, =[(n+p) (n—p+1)]*
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pour p=—n,—n-+1,...,n—1, n (donc n—p entier!) (voir,
par exemple, NAIMARK [9 bis], p. 48). On désignera par p" la représentation
oo I de U dans V- Remarquons que la valeur propre de l'opérateur
de Casimir o (A*-+ B*+ C?) est ici égale a—/4 n (n + 1).

Le sous-groupe compact maximal K du groupe G est le produit direct
de K,, K., qui sont tous deux isomorphes a U; par suite, une représen-'
tation unitaire irréductible de K est équivalente a la représentation
p™ % définie dans V*@ V*, avec n, n’ deux demi-entiers> o, par
la formule suivante :

n, n' n n' — u o
G F W=p@®e @) pour k=(1 D)
On notera p}, (resp. py,) la représentation de K, (resp. K.) dans V7,
définie par
o (k) =p (@) [resp. p, (ko) = p" )],

k,:(u °> [resp,]@:(I 0)], avec u, veU.
o 1 )

Remarquons que la représentation o7 de K définit, par passage au
q p 0 K

quotient, une représentation univalente ou bivalente du groupe K.

suivant que n + n’ soit entier ou non.

pour

§ 2. PREMIERE SERIE PRINCIPALE.

1. Définition des représentations de la premiere série prin-
cipale. — Nous allons définir une série de représentations unitaires
irréductibles U"", dépendant de deux paramétres (n, v), n demi-entier
> o, v réel, du groupe de revétement universel G (4) du groupe de
De Sitter G-, (4). Comme &. (4) est isomorphe aux groupes G, ®, cela
revient & définir les représentations du groupe G, ou du groupe ©.
Il est commode d’avoir ces deux réalisations, 'une comme repré-
sentations de G dans I'espace L} (U), I'autre comme celles de ® dans
I'espace L} (Z); en effet, U étant compact, les fonctions constantes
sont dans L} (U), ce qui facilite le calcul des fonctions sphériques, et
d’autre part, le sous-groupe 3 de ® opére sur Z par translation, ce qui
nous permet de montrer l'irréductibilit¢é de ces représentations sans
faire appel aux résultats de BRuHAT sur les représentations induites.

Construction sur L} (U). — Rappelons d’abord que les représentations
unitaires irréductibles du groupe U, isomorphe au groupe SU (2), sont
paramétrées par un demi-entier n>x o, la représentation de « numéro »
n, soit p*, s’effectuant dans un espace hilbertien V” de dimension 2 n + 1,
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u-+u

et 'on sait que Tr[p*(u)] = C.§n< >, pour ue€U, ou C}, désigne

la fonction de Gegenbauer de degré 2 n. Si Re (u) = cos 0, on a donc
Tr [p* (u)] = sin (2 n 4 1) O/sin 0.

Soit H l'espace hilbertien L}.(U) des (classes des) fonctions f (u)
de carré intégrable, définies sur U et & valeurs dans V*, muni du produit
scalaire :

W (e f)= [ (. -@)edu@  pour [ f:eH,
U

ou ( , )pn désigne le produit scalaire dans V" (dans ce qui suit on
écrira ( , ) pour simplifier).
Définissons, pour g€ G, I'opérateur Uy ° par la formule suivante :

) Ug*f) (@) = oc(g™, u)y~p"(us(g~', Wy~ f(g~".u)

pour fe H. 1l est facile de vérifier qu'on a Uy, = Uy * Uy*, pour g, ¢’
dans G, puisque wg; (9, u) et u; (g, u) sont des « multiplicateurs ». Si I'on
désigne par I I'opérateur identité dans V~, on a

o (9, W)~ p"(ug (9, uy")—1I|—o0, quand g¢g->edans G,

uniformément par rapport a ue€U, ce qui entraine que l'application
g— Uy’ est une représentation (fortement) continue de G par des
opérateurs linéaires continus dans H. En vertu de la formule [II, 1 (25)],

il est aisé de voir que, si Re (s) = > la représentation U"* est unitaire.

. 3 . . .
REMARQUE 2.1. — Dans le cas ou S=;+l‘/, v réel, la repré-

sentation U™ n’est autre que la représentation de G induite par la
représentation unitaire irréductible de dimension finie o** du sous-
groupe T = MA. N définie par p»* (max)=p"(u)e !, pour

m =<§ 3)7 ueU, et xeN, au sens de BruHaT [3]; en effet, cette

représentation induite, soit L*"’, est définie dans I’espace hilbertien H'
des fonctions F (g) sur G, a valeurs dans V*, telles que

(i) F(g-ma,x)=P3(ma,x)p™*(ma,x)~"' F(g) pour tout ma,xe MA_N,
» _ l .
(i) B¢ *F9)ldp(9) <+ =,
G/T
[la fonction 3 (g)_"?F (9) ne dépend que de g, I'image canonique de g
dans G/T], ou la fonction 3 est définie par la formule

B(g)=et, si g=kax, keK, reN.
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L’opérateur L™ est défini par la formule suivante :
(L F)(9)=F(g7g).

Or on a une section de G au-dessus de U, par rapport a la projection = :
G — U [voir 1I, 1 (28) pour la définition]; en effet, soit

3) s(u):(él 0) pour ueU;

I
il est évident qu’'on a = (s (u)) = u; comme on a
T(gs (@) =7 (s(9-w) =94

il existe un m (g, u)€ M et un nombre réel ¢ (g, u) et un x€ N, déter-
minés de facon unique, tels qu’on ait

@) g5 (@) = s (g.u) m (g, 1) (g, 0 2.
Comme N est un sous-groupe invariant dans 7 = MA N, on a
(6) m(gg,w)y=m(g, g .uym(g’,w), t(9g’,w)=1I(g, 9'.u)+t(g' v.

En explicitant ces relations, on trouve immédiatement que

14 \

u' o ,
(6) m(g, u) = < o u')’ avec u' =u.(g, ),
() e Y = wg (g, ).

Maintenant, tout g€ G s’écrit sous la forme s (u) ma,z, avec u = w (g),
meM, xeN, et ceci de facon unique; par conséquent, étant donnée
une fe H, on peut définir une fonction F (¢) sur G par la formule

) F (g) = e'?p™ < (ma,x)~" f(u) si ¢ =s(u)max.

On vérifie aussitdt que (8) définit une isométrie de H sur H’, trans-

formant la représentation U™ en Lf“°. On pourrait donc conclure
I'irréductibilité de U~ * en utilisant le critére de BRUHAT ([3], théoréme 7.2)
Cependant, comme le groupe de Weyl restreint W = M | M, ou M est
le normalisateur de A, dans K, opére trivialement sur les classes de
représentations de M, ce critére ne s’applique pas au cas ou v =o.
Par suite, ce ne sera pas tout a fait dépourvu d’intérét de donner une
démonstration directe de l'irréductibilité de U™ sauf pour le cas ou
on=1 (mod 2), v=o0; dans ce dernier cas, la représentation U"*
est en effet réductible, comme on le verra plus loin, et elle est somme
directe de deux représentations unitaires irréductibles (voir § 3 et § 4).
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2. Construction dans l'espace Z et l'irréductibilité. — Comme
on I'a signalé au début de ce paragraphe, il est commode d’avoir une
autre réalisation de la représentation U"* dans un espace de fonctions
sur Z. Soit § l’espace hilbertien des fonctions ¢ (z) définies dans Z a
valeurs dans V», et de carré intégrable pour la mesure dz, muni du
produit scalaire suivant :

) Gu o) = [ (@@ @) pour g€ 9;
Zz

pour g€ ®, posons
(10) (Viso) @ =we (972 0" (g (9" 2) ) e (97"2)
pour o€ $. On démontre, comme pour U"*, que I'application g — V-~

est une représentation continue de ®, unitaire si Re (s) = > Définissons

une transformation J, de § dans H par la formule suivante :

(1) (@ =brfr+u[p((+u)" (x4 ul)o (W)

pour 9€%. On a alors, si Re(s) = 29

11l =16% [ G (W @), 2 OV @) 1+ ulda@
U
~ (@@=
vz

en vertu de la formule [II, 1 (57)], ce qui montre que J;9€H, si v€9H:
comme J, admet la transformation inverse :

(2) TN @ = o2+ ke (@ Rk 2+ KDV (@)
pour f€H, on a bien une isométrie de § sur H. A T'aide du lemme 1.6,
on montre aisément qu’on a

(13) UpsJy=J, Vg  pour g€ G,

ce qui montre bien I’équivalence unitaire des représentations unitaires

Urs et Vs w du groupe G, si Re (s):%- On montre donc lirré-

ductibilité de V»¢ dans ce qui suit.

-
Soit ®' le sous-groupe de & formé par les matrices <z ’; dans G;
/

on a donc 23 = B, B0 =98, 40 = 02 =1. On va montrer que si A
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est un opérateur dans $ qui commute a tous les opérateurs Vi *, avec
ge ®’, alors A est scalaire. Remarquons qu’on a

(h) Vi o@) =g @ao@m) pour m=<“3)eM,ueu
o

(13) Vete @) =[dP e (d]|d])¢((dz—D)ad),

a b
pour g=(0 d>’ a, b, d complexes et ad =1.

Soit z=ux, + 2.1 + 2, x\, T», ; Téels, et introduisons la trans-
formation de Fourier :

(16) (Fo) G+ 205 ®)

— (ar) f ’ f "o (@ Tl + @) €t hr ) de, de..
L’opérateur A’ = FAF~' commute donc aux opérateurs V, = FV F~',
ge ®'. Désignons par G” (resp. ®,) le sous-groupe de &’ formé par
les matrices g = (2 35) avec 0 dans C (resp. «, 3,0 dans G) [on identifie G
au sous-corps R (i) de H]. Désignons de plus par G le sous-groupe de &”
formé par les matrices de la forme (ﬁ lg>, avec a, b, d dans R. 1] est

facile de voir qu’'on a " = G,. G}. Pour les éléments de ", on peut
donc expliciter V, de la maniére suivante (on pose w =z, + £,10) :

(17)  (Vid) 3 @) =3[~ o (3] |0 ]) e™ B (3-2m; |0 |2a,)

pour g = <Z g) dans G/, et

(18) (V) s ) = [d[*—* p(d] [d]) ¢ (dw; (dv;— b) d),

pour g=<g Z) dans ®}; or, d/|d|=sgn (d), et, comme
p'(—1) =(—1)¥1 sin=j modr, avec j=o,é,

on peut écrire (18) sous la forme suivante :

(19)  (Vyd) ; @) = [d[* (W, y) (dw; x),

ou g— W, est la représentation de &) dans L}, (R), concernant la
variable z;, définie par la formule suivante :

(20) (Ws,’vf) (x:;) =1d| ’+'3f"sgn(d)'3/f((d$:;— b) d) pour g = (Z bdj >
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La formule (17) montre que les opérateurs V| correspondant aux
Vs I . RT .

¢léments ( o E) 8 dans G, sont des opérateurs de multiplication par les

fonctions exp [i Re (3 w)], ce qui entraine que 'opérateur A’, qui commute
avec eux, est de la forme suivante :

(21) (A"Y) W; x;) = A (w) § (5 ),

ot A (w) est une fonction, définie dans G, essentiellement bornée et a
valeurs dans l’espace des opérateurs linéaires continus de Lj-(R),
concernant la variable x,. Si I'on écrit maintenant la relation de com-

O)a}EG,Z#o,

. 1 b 16 )k—i
mutation : A'V, =V, A’ pour les éléments g = ( o

on obtient la relation suivante :
(A1 2]) AG—2w) = A (w) p" (2 | 1)

1
si I'on prend % = |w|* on a donc A (w/|w|) = A (w), puisque p"(1) = I;
la fonction A (w) ne dépend donc que de w/ | w |. Ecrivons alors la relation
A'V,=V,A" pour g dans G} :
4] (A @] |w|) W) (d w3 ) = d- (W} A (d~*w] | d=*w ) ) (d~*w; )
ou encore
(22) WirA@/|w|)=Aw/|lw|)W/>, quel que soit g€ ).

Choisissons une base (v,) dans V”; alors toute fonction f(x;) dans
L}, (R) se met sous la forme

f@)=Xfr@)v, avec f,(z)eLl®),
et I'opérateur A (w/|w|) sous la forme

(A@/lw))f) @) =D, (A @/ w])f) @) v,
»q
avec A,; (w/|w|) des opérateurs linéaires continus dans L* (R), concer-
nant la variable ;. Or, les opérateurs W/, g€ G}, sont « diagonaux »

Wi f) @) = 2, (Wi fy) @) vy,
r
ou l'on désigne par W/ la représentation de G dans L* (R), définie
par la méme formule que (20) (en prenant les fonctions & valeurs
complexes); par suite, la relation (22) signifie qu'on a
Apyw/|w|) Wi =W[iA,,w/|lwl|) pour ge& Gy,
—n .ép; (Ié _!_ n.

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3. 25
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Or, le groupe G} est isomorphe au sous-groupe triangulaire supérieur T
de SL (2, R), le groupe formé par les matrices unimodulaires réelles de
la forme (g (I;>’ et, modulo cet isomorphisme, la représentation W/~

n’est autre que la restriction de la représentation V/- de la série prin-
cipale continue de SL (2, R), et I'on sait que les représentations de

S . . . 1 P
cette série, avec j =o0 et v réel, ou j = 5 et v#o, sont encore irré-

ductibles comme représentations du sous-groupe T (voir, par exemple,
la démonstration du lemme 6 dans [20]; la modification & apporter,
pour remplacer le groupe entier par T, est triviale). Ceci entraine donc
que les opérateurs A,, (w/|w|) sont scalaires, soit a,, (w/|w|). On a
ainsi démontré que, pour €L}, (C; R)=F$,

(23) (A'Y) (w; ;) = A (W) § (w; ),

ou A (w) est une fonction essentiellement bornée, définie dans G, a
valeurs dans I'espace des opérateurs linéaires de V*, fonction qui ne
dépend d’alleurs que de w/|w|.

Effectuons maintenant une transformation de Fourier par rapport
a la variable z; :

F'Y) (w3 2) = (27)

1
2

j (‘P (w; CL';;) e"’sia dx:;;
R

F' définit une isométrie de I'espace Lj-(CG; R) sur l'espace Lj.(Z);
si 'on introduit la variable

(=540l +5h)=w+ 5,

on peut écrire, pour ¢9€ 9,

-3 (o
1O =FFYO =060 [ o@D,
z

et si 'on pose

A"=F'A"(F)y"'=(F'F)A(F'F)—,
et

V,=F'V,(F'y"'=(F'F)Vys(F'F)~,
la formule (23) entraine qu’on a, pour ¢ €,
(24) A"D)O=AC+2D)38©Q), (=L+2i+5L)
avec une fonction A (5, + Z,i) a valeurs dans I’espace des opérateurs
dans V7~ On voit facilement, d’aprés (14), que, si m = (g Z), avec

ueU, on a
(V2. 9) (0 = ¢"(w) §(2tu);
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si I’on écrit la relation de commutation V,, A" = A"V, il vient
(25) AG+eD)er@=p" (@ AE + 50),
ou
G+Li+Lj=0G+Ei+L)u
Prenons u = u, = ;(1 4+ i+ j+ k), qui est bien dans U; alors, il
est immédiat de voir que
QoG+ 2l +5j) U =—5L+ Gl —5j;
on obtient donc, de (25) :
A G+ 20) = 0"(w0) A (— &+ Lid) p" (W),
ce qui signifie que A (I, + Z,i) ne dépend pas de Z,. De méme, en
utilisant u;, on voit qu’elle ne dépend pas non plus de Z;, c’est-a-dire
que A (i, + Z»i) = B, ou B est un opérateur linéaire dans V”; or, la
relation (25) s’écrit maintenant Bp” (u) = p"*(u)B, pour tout ueU,

ce qui entraine, & cause de l'irréductibilité de p", que B = al, a€C,
d’ou résulte que 'opérateur A” est scalaire. C. Q. F. D.

THEOREME 2.1. — Soif n un demi-enliervé 0, §= %—{— iv, v réel.
La représentation unitaire U™ de G, définie dans H = Lj- (U), par

la formule (2), est irréductible, sauf dans le cas o1 n E; (mod 1) ef v = o.

Pour que les représentations U< et U*<, avec Re (s') = z, soient uni-
tairement équivalentes, il faut et il suffit qu’on ait n = n' et Im (s) = == Im(s’).

La démonstration de la seconde partie de I’énoncé sera donnée au
paragraphe 4.

DeFINiTION 2.1. — Les représentations unitaires U™*, n demi-entier
Re (s) zg, constituent, par définition, la premiére série principale du
groupe G.

3. Décomposition suivant les représentations du sous groupe

compact maximal K. — Définissons les fonctions f., F,, pour ve V~,
comme suit :

(26) fo(@)=v pour ueU,
(27) F.(u) =p"(0)v pour ueU;
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. . R . u, o
il est évident que f,, F, sont dans H, et1’on a, si k = (0‘ u >, u,u,e€U,
(28) U/]:,s fv = fp"(u,h', Up*F, = F(z"(unv;

par suite, les fonctions f, (resp. F,), ve V", forment un sous-espace
fermé H"" (resp. H™Y), stable par les U}p*, ke K, et la représentation
de K induite par U"* n’est autre que pg" (resp. pi'’). Comme on sait
que toute représentation unitaire irréductible de K est contenue dans
U"s au plus une fois (cf. § 2, chap. I), le sous-espace H"" (resp. H"*
est caractérisé par la propriété d’étre transformé suivant pj" (resp. pi'°).

Plus généralement, I’espace H = Lj. (U) est isomorphe au produit
tensoriel L, (U) @ V” de deux espaces hilbertiens L*(U), V~, et la
représentation U}>* de K dans H est équivalente a la représentation
o @ ek, ou p désigne la représentation « réguliére » de K dans U, savoir

[P0/ = fuw)  pour k=(" °).

U,

On sait que la représentation p est la somme hilbertienne des repré-

sentations p7'”, p demi-entier (c’est la théorie des fonctions sphériques

classiques, dans le cas de dimension 3); par conséquent, Uj}'* est équi-

valente & @ (pf” @ oik"). La formule de Clebsch-Gordan (voir, par
14

exemple, [21]) montre que p{” @ op" ~ P pk’, somme étendue sur

I’ensemble des ¢ tels que p +n§qé|pq—n l, p+n=q (mod 1);

il en résulte que la représentation Uj° est équivalente a P 7
p,q €D,

ou D, désigne l'ensemble formé par les couples (p, q) des demi-

entiers > o tels que p4+g¢g>~n>|p—gq/|, e¢ p+g=n (mod 1),

considéré par Dixmier [6]. On a donc la proposition suivante :

b

ProposiTioN 2.1. — Soit D, U'ensemble défini ci-dessus. Pour chaque
(p> 9) €D, il existe un sous-espace fermé H”7 de H et un seul tel que la
restriction de U™ a@ K le laisse stable et y induit une représentation équi-
valente a p77. De plus, H est la somme hilbertienne de ces sous-espaces H’+,
avec (p, q) €D,.

COROLLAIRE. — Si n # n', les représentations U"* et U"* ne sont
pas unitairement équivalentes.

REMARQUE 2.2. — La représentation U”* construite ci-dessus est
équivalente a la représentation v,,, avec ¢ =53 —s) —2 = v* 4 ia

dans la notation de Dixmier [6], dans les cas suivants :

(l) nEO(mOdI)’ S=g+iv, véo’
(ii) nzé(mod 1), s = 2 +iv, V> o.
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~

La série complémentaire construite au paragraphe 5 du chapitre I,
pour les groupes G. (n), n> 2, donne ici, pour G. (4), les représenta-
tions v,4, avec i > o> — 2. Il reste donc encore a construire globa-
!
b

on y parviendra en généralisant le procédé du paragraphe 5 du chapitre I,

lement les représentations v,, pour n=1,2,3,... et ; > o> o;

. . 3 .
pour U”* avec n entier > 1 et s réel et 5 <s<2 (et non s < 3, contrai-

rement au cas de classe 1, n = o). En effet, il est relativement facile de
trouver un noyau W"* (u, v), fonction mesurable définie sur U x U
et 4 valeurs dans I'espace des opérateurs linéaires de V", de maniere
que

o fufd= ) [ 0w fi@ f0) d@de)

définisse une forme sesquilinéaire dans L,.(U), l’espace des fonctions
continues a valeurs dans V*, et qu’on ait

CUp fi, Up* fo> =<fu f»>  pour tout ge& G;

pour que l'intégrale (29) converge, il faut qu’on ait z < s < 2; cependant,

nous n’avons pu montrer que, dans ce cas, (29) soit une forme définie
positive.

REMARQUE 2.3. — Dans la remarque 2.1, on a utilisé la section de G
au-dessus de U, définie par (3); il est facile de voir qu'on peut aussi
prendre la section

iy (1 O
(30) s'(u) = (0 E) pour ueU,
et alors on obtiendra la représentation 'U”¢ définie par la formule
suivante :

@1) (UL N (@)
= |+ b [ g ((a + by~ |a + b |) f((au + b) (cu + d)),

pour feH, g":(z Z

\

unitairement équivalente a la représentation U™,

)- I1 va de soi que cette représentation est

§ 3. SECONDE SERIE PRINCIPALE
(OU SERIE PRINCIPALE DISCRETE).

1. Préliminaires. — Soit p une représentation unitaire irréductible
du sous-groupe compact maximal K de G, dans un espace hilbertien V
de dimension finie. Soit p un demi-entier > 1, et soit H?” I’espace
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hilbertien des (classes des) fonctions f(q) définies dans B, a valeurs

dans V, et de carré intégrable pour la mesure (1 — | g |))~*+*»+1)dp. (q),
muni du produit scalaire :
() (fufe)p,/»=6/ (f1@), (), (r— g )2 dp(g),

B

avec ¢ une constante positive, que nous préciserons plus tard, ( , )
désignant le produit scalaire dans V. Comme on a

Lh—%ﬂW“WM®=ﬂ%p@n—d

les fonctions bornées sont dans H?» (car p > 1), donc Hf” n’est pas
trivial.

Définissons, pour g€ G, I'opérateur T¢” par la formule
() (TerN@=Ilcg+d[pk(g™, 97 f((ag + d) (g + d)7),

pour ¢! = <(Z 3>, fe He:r, ou k(g, q) désigne le multiplicateur défini
aun°b, §1 [cf. (31), (31")]. Il est facile de vérifier que c’est un opérateur
unitaire [pour le produit scalaire ci-dessus (1)], et que I'application :
g — T%7 définit une représentation unitaire continue de G dans HF?.
Notre but est de trouver une sous-représentation irréductible de Te~,
Dans ce qui suit, on notera T au lieu de T%?, (fi, f>) au lieu de (fi, f2)o,p-
Soit d’autre part Lj (G) I'espace hilbertien des fonctions F (g) de
carré intégrable, et a valeurs dans V, muni du produit scalaire :

@Fbﬁme@Mm

on a une représentation évidente de G dans cet espace, & savoir la repré-
sentation réguliere a gauche :

(U;F)(h)y=F(¢g'h) pour FelLj(G).
Soit L7, (G) le sous-espace des fonctions F telles que

3) F(gk) =p (k)" F(9) pour tout k€K et ge€G;

il est évident que Lj,; (G) est stable pour les U,, g€ G; notons encore U
la représentation de G, obtenue par restriction. Montrons que les repré-
sentations unitaires { T, H*#} et { U, Lj.(G)} sont unitairement
équivalentes. En effet, pour feH??, posons

&) F=Jerf, ou F(g)=F@)k =c 2= G—|q[9* o)~ f@)
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[cela définit bien une fonction F sur G, puisque tout g€ G se met
d’une fagon et d’une seule, sous la forme ¢ = s (q)k, g€ B, k€ K, d’aprés
le n°5, §1]; il est trivial de voir que cette fonction F est dans Lj,,(G),
et I'on a, d’aprés le lemme 1.4,

(F, F) = 2* fB fK (F(s(@k), F(s(@k)r(1—|q))~*dp(q) dk

—c fB (@ F@)r (-— g1 du(g) = (f, f),

ce qui montre bien que J¢7 est une isométrie de H#» dans Lj, (G);
elle est surjective, puisque toute fonction FeLj, (G) est I'image par

1
_

Jer de la fonction f(q) =c *2*(x—|q|)7"'F(s(g)) dans H?"’,
Montrons qu’on a

3) JePoTyo(J0Pyt=Ug;  pour g€ G;
posons pour cela F' = J¢» (Tyf); on a alors, si h = s (q)k,
F'(h) =47 (a— gy o ()~ (T4 f) ()
=47 (— gy o) [eg +d o k(g ) (g 9)s

si g! =<‘z 3), or on a
©) 1—|g g =0—[q[*) e +d|
d’out ) ‘
F'(h)y =4~ ¢ a—| g~ .qy* ok(g™, 9B~ f(g7"-9)
= (e ) (s(g- kg Pk
= F(g7' s(9k) = F(g~'h) = (Us F) (b),

ce qui démontre (5).

Soit maintenant H§” (resp. D) le sous-espace des fonctions indé-
finiment dérivables dans H¢» (resp. Lj, (G)). Il est clair que J?#»
induit une isométrie de H%” sur D. Sur H%” ou D, on peut considérer
les opérateurs Tx ou Uy, correspondant aux éléments X de ’algébre
enveloppante U de 1’algébre de Lie de G (considérée comme opérateurs
différentiels invariants a droite). En particulier, si £ désigne I'opérateur
de Casimir de G,

) To= X (Txy— X (Tv)
tgalBgi rLa g
() Ua= 3 (Us)'— X (Uv),

12 B<i 1ZLaLh
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sont bien définis sur H?”, resp. sur D [on a identifié les algébres de Lie
de G et de G (4), a I'aide de I'isomorphisme local ¢], et 'on a

(8) To = (JP»P)‘1 o UgoJor,

Nous pouvons maintenant expliciter 'opérateur Tqo sur H¢” a l'aide
de cette formule, c’est-a-dire en calculant Ugq dans D, et en revenant
ensuite a H%” a 'aide de J?”. Comme Tg commute a tous les Ty, g€ G,

on obtiendra un sous-espace invariant irréductible dans H?”, en prenant

des vecteurs propres correspondant aux valeurs propres du spectre
discontinu.

2. Galcul des opérateurs K\»,‘.3 et K,,. — Introduisons dans G
les parametres (g, k), g€ B, k€ K, définis par ¢ = s (g)k, et convenons
d’écrire
(9) F()=F(q k) si g=s(@k qeB, keKkK.

LemME 3.1. — Pour 1 Za <3 14, on a
F I ) 4 xx,\F

ou Iy, T, X3, . sont des composantes de q, q = x, + T2l + 22§ + Tk,
el Xiq est Uopérateur différentiel (« dérivée partielle » par rapport a la
variable k suivant X,g) défini par

(11) (X33 F) (q, k) = lim (F(q, kxg (— 1K) — F(g, F)/L.

DEMONSTRATION. — Par définition, on a

(Ux,y F) (9) = lim (F (kap (— 1) 9) — F (913

donc, dans les paramétres (g, k), on a

(Uxy F) (g, k) = N (F (q', K) — F (g, B)[t,

ou ¢, k' sont déterminés par la relation suivante :
kag(— 0 sk =s@) K,
ou, d’apres [1 (31)],
¢ =kis(—0.9, K =k(kap(—1), Q) k;

or, d’aprés la remarque faite au n°3, §1, la transformation ¢ — ¢’
n’est autre que la rotation (z,, 2., x;, )— (), 75, «;, ;) ayantla
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matrice exp (— {Xag); et il est clair que k (kug (—1), q) = kug (—1);
on a donc

(Ux,s F) (@, k) = lim (F(¢', k') — F (g, k)t
+ Um(F (g, kap(—1) k) — F (g, )/,

ce qui donne la formule cherchée.
LemME 3.2. — Pour 1 =< a = 4, on a les formules suivantes :

J
(12) UnF=<—§(I+lq|‘z)d—%+xzD+ > x3X§,3>F,

1=8 <
ou 'on a posé
) d 7} Jd
(13) szld—m-{—x-;d—%—l—x;;aa—i—xhd—h,
(14) Xiig =—X1, si a>fB, X£ =o.
DEMONSTRATION. — Montrons par exemple pour « = 1. Alors

(Uy. F) (@, k) = lim (F(¢', k') — F (g, k))t,

ou ¢, k' sont déterminés par la relation : a, (— 1) s(q) k = s (¢)K',
ou, toujours d’aprés [1 (31)],

'—a(—1t).q=(qeh *t—sh 1) (ch i—qshi1)
q—al(—)-q—<qc Si—shy Si—ash t)
kK =k(a, (—1),9q) k;
par suite, on a, d’aprés [1 (31')],
¢=q—1(+1q[*)>+lmg+o) ("),
—1
, u’:(chlt——qshlt> chlt—qshlt‘ u,
u (o] 2 2 2 2
k’=<0 v,)a avec .
v’=<ch£l——qsh£t> chlt—qshlt
2 2 2 2
sik=(u O>-Il vient donc
o

\

D,

Uy, F) (g, b
0 0 0 9’
= [(—;(1 +1q1») —{—.’L‘f>d¥xl + T2 oz, +$1$3()—x” +x.x,,d—%JF(q,k)
+ }i;rol (F(g, K')—F(q, k)/t;

(*) On désigne par o (f) un quaternion dépendant de ¢ tel que | o (f) | > o, lorsque
- o.
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or, si 'on pose

k" = ko (— t22) ki (— tx.) ko (— tx) k,
on a

lim (F(q, k) —F (g, k")t = o,

ce qui montre que
lim (F (g, k) — F (g, W)/t = lim (F(q, k") — F (g, W)}t
= [(@ X, + 2. XK, + 2. X¥,) F](q, k),

d’ou la formule (12), pour 2 = 1; on démontre de méme pour « = 2, 3, 4.
D’apres ces deux lemmes, on obtient I'expression suivante pour Uq :

(15) UQF=[—(;<x~|q|ﬁ>)2A—(x—|q|2)<D+ 2 A"ﬁ)

120 2%
— 3 Y (Xfa)z]F,
1L b 1a< B

ou D est défini par (13), A est le laplacien par rapport aux variables
Ty, ..., i, et I'on pose

(16) Af= Y XL, Aa= ¥ 23Xe3, pour a=r1,2,3,4

128« 128«

Pour feH{”, on_a

(o7 o Ta) f=(Uao o) f,
ou

f;(l_‘ lq )t ok~ (Taf) (@ = Ua <% (1— | q )+ p (k) f(q)>
en remarquant qu'on a
(17) (XzpP) (k) = p (k™) p (Xap),

on obtient donc la formule suivante :

(18) — Tof = [(;(I_qu)‘)u_p(l_;qp)p

+G—1g1) X e o+ PP+ DlaP—2(p+1)

+¥ 00—y p(xaay] f

a<§
pour fe H%P,
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Comme l'opérateur 7o commute aux opérateurs T,, g€ G, le sous-
espace S de H¢” formé par les f tels que

Tof=c(f,

ou ¢ (£2) est une constante fixe, est stable pour T,, g€ G; nous allons
montrer qu’en choisissant c¢ (£2) convenablement, on obtient un sous-
espace fermé non-trivial sur lequel 7 induit une représentation irré-
ductible de G.

3. Etude détaillée de l'opérateur T(. — Nous avons identifié
les algébres de Lie des groupes G et G. (4); d’aprés [1 (16)], [1 (17)],
il est clair alors qu’on a

(19) Li=—Xu—X5, M =—X;+Xn, N=—X,—Xu,
resp.

(20) Ly, = X — X, M, = X34 X, N, = Xu— X,
forment une base de l'algeébre de Lie &, de K,, resp. ! de K,. De plus,

si 'on désigne par i, ¢, les isomorphismes évidents de K;, K, sur U,
il est clair d’aprés ce qui a été dit au n°9, §1, qu'on a

(21) Tow(Ly)=A, Iow,(My) =B, Iow(Ny)=C (v=r1, 2),

avec A, B, C les matrices définies par [1 (66)].

Soit maintenant p = pk" la représentation unitaire irréductible de K
dans I'espace V* Q@ V7, définie au n°9, §1. Il est évident, d’aprés
ce qui précede, qu’'on a

o(L)=0"(A) Q L+,  o(M:) = "(B)® Lsnras,
p(N) ="(C) ® Lonsss

g P(La) = In1 Q U"I(A), P(M‘z) =L@ U"’(B),
[ e(N2) = Lni1 @ 3™ (C).

(22)
(22):

En particulier, dans le cas ou n’ = o (en identifiant ¢ @ I, & ¢7), on a
les relations

s p(Xi2) =p (X)) =— i a"(A), o(Xp)=—p(X)=— é a"(B),
(23),
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de méme, si n = o, on a

P(Xl‘l) =—p(Xu) = ; cn’(A)’ P(Xm) = P(Xga) = ;U”'(B),

(23)2 I
( P(Xl ',) = —p(X%) — S o-n’(c).

Si I'on pose
(24) An. =" (A), Bn =g (B), Crl =a" (C)’

on a, d’aprés (16),

. P(J\ 1) = é (— mgAn'—x:}Bu—xly CII)’
p(A) =>( @A, +zB,—C.),
(25), (cas : p = pi*)

P(»’\:’.) - é(_ x-’»An + .Tan + X2 Cu)’

P(\") == g‘ ( x;]An_x'ZBn + X, Cll),

p(M)=72( A, + @B, +5C),

p(z\g) == ; (—xl An + xABn_x:} Cu)-
(25). { . ) (cas:p=pi")
P(A;}) = > (— A, —x, B, + 2 Cn.),

0 (J\/,) = 1 ( x:iAn — X2 Bll — I CIL)’

. 2

Par conséquent, on a

(26) N p(Va) = (@ +aitaitad) (@it Bit C)=—n@+1)lql

(27) X o(Xag)'= > (A} + Bi+ Ci) =—an(n+1),
a<B
dans les deux cas.

Quant & l'opérateur Z 0(A2) J y on obtient l’expression suivante :
&%

X,

9 :
(28), Zp(\a)%:=—§(D:A,L+D;B,1+D;‘;C,L) sip=pi,

&£

d I 5 > 2 . n
(28): ZP(Aa)z)x_x:_E(DIAn‘*‘DEBn‘I‘D:ECn) si. o= opk",

X
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ou les Dy désignent les opérateurs différentiels suivants :

, 0 J /]
1 __ - - P
D) =x, x, o, +x, oz

Jx, S 5o,
? Dlzxr,dim-l—x;,di%—xgdi%—x,d%k,
(29): Dijz—xgdixl _+xl _I_%%

. 9 P 9
D;;——xf.az+x::d—%—$zd—%+xjd—xlb’

REMARQUE 3.1. — On peut écrire symboliquement :

.0 . d kd)

. . Jd
(30)1 . (x[—l—xgl—'—x;;J—l—xgk) <%_l()_,x_,_.‘]d—x;_ 55;

—=D +iD} +jD} + kD!,
. . 0 . d . 0 d
(30): (x,—x2l—x;;1—:v¢k)<d—xl+l%;+]%:+kd—%>
=D +iD}+jD; + kD:.

Finalement on obtient donc I'expression suivante pour T :
(8) —Tof=[(a—Igh) 8—pa—Iqg1D
—2(1—1q|) (D} Au+ D:B,+ D3 C.)
+ G+ )—n@+1) lgk+2 0@ +)—+0) |1

ou v =1 (resp. v=2) dans le cas : p = p}® (resp. p = pi").

)

REMARQUE 3.2. — Le calcul des n°s1, 2, 3 reste valable méme si p

s . . . L. . , 1
n’est pas un demi-entier > 1, a condition que p soit réel et > 5

4. Construction des représentations de la série discréte.

PropositioN 3.1. — Soient n, p deux demi-entiers tels que n >~ p > 1
et n— p entier, et soit p une représentation de K de la forme pi° ou pi™.
Alors le sous-espace $¢7 de HyP formé par les f tels que

@31) Tof=[—n(n+1)—(p+1)(p—2)If.

est non ftrivial et fermé dans H®”.
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DEMONSTRATION. — Grace & la formule (18'), I'équation aux dérivées
partielles (31) s’écrit sous la forme suivante :

(2) |;G—IgP)A—pD—!DiA,+DiB,+DiC)
+ (@ +)—p@+1) |1=o.

7,0

v =1 ou 2, suivant que p = pi’ ou px”.
Pour montrer que (32) posséde des solutions non-triviales, remarquons
que, si la fonction f(q) ne dépend que de r=|q]|, c’est-a-dire

Sif(g) = () ona
33) Dif=o pour v=1,2, a=1,2,3,
36) Df =r o' ().

En effet, il suffit pour cela de remarquer qu’on a ()()TF = x—r“; Iéquation (32)
x

se réduit donc a
1—r2/d> 3 d d )
[—4—<@+;d—r>—prd—r+(n—p)(n+p+x)J<P=o,

compte tenu de I'expression du laplacien dans les coordonnées polaires;

si (vy) est une base de V~, et si 9(r) =Z ou(r)vy, alors, on a, pour
W
tout p,
1—1r

4

en faisant le changement de variable z = r?, on trouve pour la fonction
9y (2) = 9y (r), 'équation hypergéométrique :

B5) 20— Y@+ —2(p+1))U@—@—n)(P+n+1)du=o,
d’oit résulte que
bu(@) =cu F(p—n, n+ p +1; 2; z), cu constante,

(c??lJr g%>~—pr%+(n~p)(n +P+1)eu=o0;

puisque . (z) doit étre bornée pour z— o; on a ainsi
(36) f(@=F@p—nn+p+1;20¢P)o,

avec v =Z cuVy. un vecteur de V.
w
Si n, p sont deux demi-entiers tels que n> p> 1, n—p entier,
F(p—n, n+p+ 1; 2; 2) est un polynome de degré n— p, donc
borné dans (o, 1), donc de carré intégrable pour la mesure bornée
(1 —z)*’—2zdz, d’ol résulte que la fonction (36) est bien dans H?»,
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Pour montrer que $¢7 est fermé, soit f* une suite de fonctions dans

$f7 telle que lim f» = f dans H?». Pour chaque p, on a donc
n-> =

lim [ @O F@G—1q07dp@) = [ 2@F@ G— g da(@),
B B

pour toute fonction continue bornée F (q) dans B; par suite, les f
convergent vers fu. au sens des distributions dans B, ce qui entraine
que fy est solution au sens des distributions de I’équation aux dérivées
partielles (32) — ou plus précisément de sa « composante » — de fype
elliptique, et est donc elle-méme indéfiniment dérivable; f est donc une
vraie solution de (32), et donc appartient & $¢?,

C. Q. F. D.
ProposiTION 3.2. — La représentation unitaire de G induite par T
dans 8?7 est irréductible.
DEMONSTRATION. — Prenons par exemple le cas : o = pk°. Soit 8,

un sous-espace stable non trivial de $¢?, et montrons que 5, contient
nécessairement les fonctions de la forme (36); il est évident qu'on a
alors 7.7 = §,. Considérons, pour cela, ’opérateur :

(37) E= f Ty, dks;
K,
d’aprés la définition de T, on a

(38) (Ef) (@ =f f(qu) dw.(u), pour feH®’,
U

puisque p (k.) = 1, 'opérateur identité. Par conséquent, pour tout fe's,, Ef
ne dépend que de |q|, et est encore dans &,; Ef est donc une
fonction de la forme (36); il s’agit donc d’exhiber une fonction
fes, telle que

Ef=F(p—n;n+p-+41;2;|q®v, avec V3£ o,

car la formule (T: Ef)(q) = o" @Ef (g), si k — <’; ‘I’>, ueU, et Tirré-

ductibilité de p* entrainent alors que toute fonction de la forme (36)
est dans $,. Comme v = (Ef) (o) = f (o), cela revient a trouver une
fonction f dans §, telle que f (o) 72 o. Or S, est supposé non trivial,
donc contient au moins une fonction non identiquement nulle, soit h;
il y a donc un point ¢,€ B tel que h(gq,) 7= o; mais on peut trouver
un ¢,€ G tel que ¢,'.o=gq, [prendre par exemple : ¢, = (k) a,)”"',

avec k, = <q°/0] o (1)>’ et ¢, tel que th ét(, =1¢, | (< 1!)]; on voit alors
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quef — T hestdans S, et quef (0) = (ch4,) " o(ala ) (@) Zo,

puisque h(g,) 20 et p(q/|qo|) est unitaire.
C. Q. F. D.

TuEOREME 3.1. — Soient n, p deux demi-entiers fels que n>p > 1,
avec n — p entier, et soit p une des représentations pg°, pp" de K.
Si D, Dy, D3, D, désignent les opérateurs différentiels définis par (13), (29),
avec v = 1 (resp. v = 2) dans le cas : p = pi’* (resp. p = oi"), et A,,
B,, C. les opérateurs (24) dans V", les solutions f(q), définies dans B
et a valeurs dans V", de I'équation aux dérivées partielles

(32) [i(l—fq[f)A—pD—é (D! A,+ D!B,+ DGy
+ @+ —p@p+ )| f=o

qui sont de plus de carré intégrable pour la mesure (1 — | q [*)*’—*dp ()
forment un espace hilbertien, muni du produit scalaire

(o fy=CP=D (4D (n—p+1)

th

X [ (1@, 1:@),.— gy du(@.
B

el la formule (2) y définit une représentation unitaire irréductible de G.
De plus les fonctions f. (q) de la forme (36) sont de norme (v, v);», et
forment un sous-espace fermé isomorphe a V*, qui se transforme suivant p.

DEMONSTRATION. — Il reste & montrer I’assertion concernant la norme
de f.(q). On a

[ @ @y gy dp@

B

=270 | d 1F—,++I;2;“r— w=2ridr,
zn(vv)jt;ﬂ(u)fo((p n,p+n %) (1 —r)»— 1 dr.

puisque dy. (q) = 2 m*r*drdy. (u), si 'on pose ¢ = ru, u€U; le probleme
est donc de montrer (changement de variables : x = r*) qu'on a

1

o) [ EF@—nntp+rinpc—orad

=1/(2p—1)(n+p)(n—p +1).

[11 est curieux de constater que l'intégrale (39) différe de l'intégrale
classique connue dans les relations d’orthogonalité des polynomes de
Jacobi F(p—n,p +n + 15 2; ) = §.—p(2p + 1, 2, ) (dans la nota-
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tion de MAGNUS-OBERHETTINGER [19]); il faut donc calculer direc-
tement.] Citons pour cela les deux formules suivantes ([19], p. 15-16) :

(40) (c—a).x-—' (1—x)**'—"F(a—n, b; c; )
J— d(:itn [xa—u-ﬂz—l (I _,x)a-o—b——-t F(a b c; x)]
(41) (=) a,l(c b)"( x)*' F(a+n, b; ¢ + n; )

= L [—a)e Fa, bs s 2)].

En remplacant dans (40), (a, b, ¢, n) par (o, n + p 4+ 1, 2, n— p), on
obtient la formule suivante :
(42) x(r—x)?"—iF(p—n,p-l—n-}-r' 2; X)
1 dr—
“(m—p -+l dz—

de méme, en remplacant dans (41) (a, b, ¢, n) par

[xn-p-{-l (I — x)n+p—1]

(p—n,P +n + I, 2’n—p),
on obtient la formule suivante :

drr
(43) 7 (—O F(p—n, p+n+1;2; )

_ )t p—)!
Gp—D!@—p+1)

Désignons par I, , le premier membre de (3g). D’aprés (42), on a

(1—z)r—t,

1
I,,,,,=/ (—x)»2cF(p—n, p+n-+1;2;r)de

= Mf G—2)'F(p—n,p+n-+1;2;2)

d‘iﬂ_[} [xn—p+1 (I — x)n+]1 1] dx,
d’ou, en intégrant par parties,

—_—T1 )P du—p
I””’=(n(—-;)+1)1 A la—a)y F(p—n, p+ 1 +1; 23 )]

X P (1— 91:)"”*1 dx,

ce qui donne, en vertu de (43),

_ (n+p—ri)!  a\2p—2 qn—p+1
’""“(n—p+r><n—p+x>!(zp—r)!fo(‘ wprard

=1/(2p—1) (n+ p) (n—p + 1),

BULL. SOC, MATH. — T. 91, FASC. 3. 26




404 R. TAKAHASHI.

DEriNiTION 3.1. — Notons 797 (resp. T%":”) la représentation T# 7
du théoreme 3.1, dans le cas : p = pi** (resp. p = pi"); de méme,
notons $™%7” (resp. $%"”) l’espace hilbertien $?7 dans lequel est
définie la représentation T"°7 (resp. T""i#); ces représentations cons-
tituent, par définition, la seconde série principale (ou la série discréte)
de G.

RemARQUE 3.3. — La forme des opérateurs Dy, D}, Dy fait soupconner
des liens éventuels entre les fonctions de I’espace hilbertien s
ou 8"/ et les fonctions « holomorphes » (& gauche ou a droite) d’une
variable quaternionienne au sens de Fueter. Il serait intéressant d’éclaircir
ce point, en vue d’applications éventuelles & la théorie des fonctions
automorphes relatives aux sous-groupes discrets de G, par exemple
au sous-groupe formé par les matrices a coefficients entiers quater-
nioniens au sens de Hurwitz.

1 1
5. Deux cas limites : 7" Zet T""'%, — Les représentations 7707,
Ton:7 de la série discrete donnent la construction globale des représenta-
tions 7, ,, @5 , dans la classification de DixmiEr [6], pour n> p > 1,
n — p entier; cela résulte soit en comparant les coefficients (qui seront
calculés au paragraphe 4), soit en remarquant I’existence d’un sous-espace
qui se transforme suivant pi’’, pi’" et en comparant les valeurs propres
de Vopérateur de Casimir. On va maintenant donner, en imitant le cas
du groupe SL (2, R), une construction globale des représentations

N I o . .
correspondant aux parameétres <n, ;)- On se limite au cas des repré-

1
. n,0; 5 . . . , . o
sentations T~ %, puisque les modifications nécessaires pour définir
1
0,755

T '* sont évidentes.

LemMmE 3.3. — Soit n un demi-entier (au sens strict) > o. La formule

2
(n+3)
GO (), 0= limae [ (@ f@)r (1 — 19 d(@)
2 S0 VB
définit un produit scalaire sur Uespace vectoriel Cy-(B) des fonctions
continues bornées, définies dans B et a valeurs dans V". Les opérateurs

1
mois o . .
T, ’* définis par la formule (2), avec p = -, p=pk°, sont unitaires

N |-

par rapport a ce produit scalaire.

DEMONSTRATION. — Comme on a, pour tout ¢ > o,

fB (1— g1 dp(q) = 7222 (2 + 1),
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la limite dans le second membre de (44) existe, pour fi, f. dans Cy-(B),
et il est alors clair que cela définit une forme sesquilinéaire non dégénérée

sur C;«(B). De plus, si g=' = <(cI Z), on a

1
n,0; 5

= limas [ og £ 1G9 7 (101 do )

£>0

T~
=
+
\‘%
=

= imas e+ a6 g - 10 ) " as)
£>0
n—l—1 )
:L#}igzsfl;nﬂr D=1 ) du(gg)
e>0
n -4 :
:<Tc—>hm2 fllf(q)Hzn(I—lql)( ) di“(‘l)_”f”
B

§>0

.1
Notons H""'? 1le complété de l’espace préhilbertien C,.(B) muni
de la norme (44). Considérons I'équation aux dérivées partielles (32),

correspondant aux paramétres <n, ;) avec n—é entier > o, et v=r1:
(32); [I_qul_A——é(D—{—D}A,1+D;Bn+D§,C,l)+n(n+x)—2]f=o.

1
. P n,0; >
Elle posséde des solutions non triviales dans H, 2, le sous-espace de

.
H""? formé par les fonctions indéfiniment dérivables, car les fonctions
(36), ) = F <«—n,n+ ;z;xqp)u, ve Vv,

satisfont & (32),, d’aprés le calcul du n° 4 <qui reste valable méme pour

1
p= >, et sont dans H, 5, étant donné que ce sont des « polynomes »

en |q|% donc bornés dans B. Donc on obtient, tout comme dans le

1
N . . o e n,0; y
cas ol p>1, un sous-espace hilbertien non trivial  '* de H
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1
formé des solutions de (32),. Montrons que les opérateurs T':’o’ * Jaissent

1*
&3
no,)

$ 2 stable. En effet, d’aprés la remarque 3.3, on a, pour tout : > o,

7,05 7,0; n,0; - +¢&
5

(45) T;i’ g = TQ A

101 -

f  pour feH::’o 2

. < un ;1 g ,
en désignant par H0’0’2+ le sous-espace de H "2 formé par les
fonctions indéfiniment dérivables (voir la remarque 3.3); T}',“-
désigne l'opérateur différentiel (18'), correspondant a p = ; + =

Or on a

puisque, si ¢’ <¢, on a

||fu"’mj;“éiIfH,,,n .

Nl s L
Par suite, (45) reste vrai pour f eHZ’O"-’. Si 'on désigne par TQO 2
Popérateur différentiel (18') avec p = é on a donc, par passage a la
limite ¢ ->o0, ¢ > o,

0,9

2T0 2f To T,

quel que soit f dans H ; il en résulte aussitdt que les opérateurs T
g€ G, laissent stable l’espace vectoriel des fonctions [ telles que

1
TSO"Zfz — [n (n+1)— %] f, Cest-a-dire des f satisfaisant a (32),,

ce qui montre notre assertion. La démonstration de lirréductibilité
de T™'” aux cas ou p .1, reste valable dans ce cas, et nous avons
donc le résultat suivant :

TrEOREME 3.2. — Soif n un demi-entier (au sens strict) tel que n > ;

1
Les solutions de I'équation (32),, appartenant a H"", forment un espace
2

1
2

hilbertien 5", muni du produit scalaire (44), et la formule (=), avec

p= é et o =pk ', y définit une représentation unitaire irréductible de G.
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.1
Remarquons que la norme de fonction f:’o'ﬁ(q) de la forme (36),
est égale a (v, v); en effet, on a :

1 |
fn,();—é fn,l),i )
v s v
n,0,2

. 1\? C e 3 2 _
_<n+ ;> o, v)lgr:z:f F<;—n,n+ ;,z,m> (1—z)*'zdr

— <n + é)g(,,, v) 11;25le<<§ +E> —(n+a),<§ +a>+(n+s)+1;2;x)
>0 0

> (I—x)z(%ﬁ)‘?xdx,

puisque

11mF<———-n, +n-4 oz z;x>=F<1—n, 8 + n; 2;x>
E>0 2 2

uniformément dans (o,1). Or le calcul de l'intégral (3g) du n°4 reste
valable, méme si n, p ne sont plus des demi-entiers, & condition que
n — p soit un entier > o; on a donc

[E((2+e)—@ta (3 +e) +@tat s mac—ay—ad

—és<;-{—n+2a> <n+é>’

ce qui entraine qu’on a
(1o

1
1. . . oo n,0; 3 )
Dans ce cas p = 5’ il n’existe pas d’isométrie de H ~ 2 dans Lj-(G),

1

et il n’y a donc pas de raison que la représentation T""% soit de carré
intégrable. On sait en effet qu’elle ne l'est pas (Dixmier [6]), et cela
résultera d’ailleurs du calcul des coefficients dans le paragraphe 4.

1)

n,0;

ol

= (v, V).

ol -

§ 4. FONCTIONS SPHERIQUES.

1. Définition des sous-algébres A, et A, de L (G). — Soit p»
une représentation unitaire irréductible de dimension 2 n + 1 du groupe
compact U dans un espace hilbertien V”, correspondant au demi-
entier n; soit v,, p=—n, —n 41, ..., n—1, n, une base ortho-
normale de V”», et posons :

(1) o @, =Y i, @v, ¢, (W) = (0" @)Dy v,).

q
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On désigne par o/, la représentation unitaire irréductible de M définie
par

oh(m)=o"(u) pour m= <g 3>,

dans V~. Désignons par v* (resp. ™", 7*) le caractére de la repré-
sentation p" (resp. pp™, ol) :

: (@) = (2n+1)Tr(e"(@); =" (k) = n" (W) n"'(u.)
(2)

. u o
si k=< ' >;
o u,

u o

>a ueU.
o u

"(m)=r"(u)  pour m= <

D’aprés la théorie des groupes orthogonaux, on sait qu'on a

(3) Xn,u' * én (k) zf Xn, n’(km—l) gn (m) dm # o,
M
si et seulement si n + n'>n">|n-—n'|; en particulier, on a
i - a : ’ "
G) 7ok = o si nzn’, o K o si n';Zn’",
“ Xu,o Si n— n”; - XO’"' Si n,: n”.

Remarquons qu’on a
q q

(5) (Xn, n’)“‘ — Xn‘n’ — Xn,rz'; (én)“’ — ? — :n; (*ﬁ")~ — ‘f)_” =",

En effet, on sait qu'on a »*(u) =(2n 4 1) C;,,(utﬁ>, pour ueU,

ou Cj, (.) désigne le polynome de Gegenbauer, d’indice 1 et de degré 2 n.

DeriniTION 4.1. — On désigne par A, ., la sous-algébre de L (G)
formée par les fonctions telles que

(6) f'=f  fxz"=f.

On note A}, Uadhérence de A, , dans L’ (G), pour 1=p < + oo.
On désigne, de plus, par A, (resp. A,) la sous-algébre de L (G) formée
par les fonctions f(g) telles que

(71) f(kik:9k7'K,) =f(9), quelsquesoient g€ G, ki€ K, k., k', € K,

resp.
(72) flkik:gk\k;") =f(9), quelsquesoient g€ G, k, kK, €K,, k.€K..

On note A? Uadhérence de A; dans L?(G), pour i =1, 2, 1 < p =+ oo,
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RemarQUE 4.1. — L’application

d ¢ a b
®) Jg-(b a) pour g=<c d>eG,

est un automorphisme de G, et si I'on définit :
(9) UN@=fJg  pour ¢gea,

J est un isomorphsime de A, sur A,. On peut donc se limiter & consi-
dérer A, seulement dans ce qui suit.

Il est évident que, si feA, ou A,, on a f° = f. De plus, les sous-
algebres A, , sont toutes contenues dans A,, et I'on a

(10) At =@ A, , (somme hilbertienne).
LemME 4.1. — Les algébres A,, A, sont commutatives.
DEMONSTRATION. — Il suffit de montrer la commutativité de A,

et pour cela, il suffit de montrer qu'on a f(g~') = f(9), quel que soit ¢
dans G, pour f dans A,, comme dans la démonstration de la commu-
tativité de 1’algebre A dans la remarque (I, 1.2). Soit donc f€A;; on
sait que tout g € G s’écrit sous la forme

9=k k.a,k,, avec k€K, k;, k, e K.,
d’out

f(9) = f(kik.a.k,) = f(kia) = f(acky),

puisque f°= f. Si k, € K,, on a aussi f(k, ki k"' a)) = f(k.a,); par suite,
pour { fixe, f(kia;) est une fonction centrale sur K,, d’ou résulte que
f&' a)) = f(kia)) (puisque K,~ U, et pour un ue€U, il existe au
moins un v€U tel que u = vuv—). D’autre part, on a

chlt shlt ch't —shlt

<1 o > 2 2 (1 o >: 2 2 —a,
© 7' \'shit cnlit /) \* —shit  chlt
2 2 2

)
on a, en posant <O . ) = k3,

f(kia) = f(kikiaky) = f(kiar),
ce qui entraine donc que
flg) =fW. " a ki’ k") = fki' a) = (k) = f(g),

C. Q. F.D.
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LemME 4.2. — Toute fonction f dans A,,, peut se factoriser de la maniére
suivante :

(11) f(9) = f(kia) = f(ar) ™ (k1) (€),
Si g = k[kgalkls_;_, k[EK], kg, k;ng.
DEMONSTRATION. — On vient de voir que

f(9) =f(ka),
et

fkia) = fK 0k U Ky ) dk = fK 20 (ky ) f (k=" i) dk

— f 0 (e L) f (k' ) d,
K

quel que soit [ dans K, puisque la fonction f(ka;) est centrale sur K,
comme on a vu au cours de la démonstration du lemme précédent;
en intégrant par rapport a [ sur K, il vient donc, en vertu de I'équation
fonctionnelle des caractéres d’'un groupe compact,

f(kxaz)=fkf(k“ a;) ™ (ki) R0 (e) dk = f(ar) 1 (k)" (o),

ce qui termine la démonstration.

REMARQUE 4.2. — Il est évident que le lemme 4.2 s’applique non
seulement aux fonctions a support compact, mais a toutes fonctions f
continues telles que f'=1f, fx "=

2. Homomorphismes de A, dans C. — On dira qu’une distribution £
dans G est sphérique de classe y™" si elle induit un homomorphisme de
A, =A,.Nn®@(G) dans G. On montre comme dans le cas des dis-
tributions sphériques de classe 1, que ces distributions sont en réalité
des fonctions analytiques ¢ (g) telles que " =1, {k y»'= 1.

Considérons le cas de classe y™°. Posons

(12) tnoss (g) = € () >(e),  pour g = ka.g,
avec keK, a,€A,, x€N, et
(13) Lo e(g) = (o) (g) = f ;5 (egh) dk.

K

LemME 4.3. — Si f€eA,, on a
(14) [ha@yde =) (@) f [l d

C’est une fonction a support compact dans KA..
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DEMONSTRATION. — Le premier membre définit une fonction ¢ (ka,)
sur KA. ; montrons que son support est compact. En effet, soit

ka,x =la,l, LlekK, t" réel > o,
la décomposition de ka,x d’aprés le lemme 1.2. Si k'l = <g 1(3>’

u o . . .
U = ( o v’>’ u, v, u’, v'€U, il est facile de voir qu’on a

1
I 5t I
ch-t—e x=uu"ch-t,
2 2

dou, si = é( + Zi + Lj)s
cht' = chi 42 (3 + 2 +1);
or, en vertu du lemme 4.2, on a

flkax) = f(larl) = f(l'lar) = f'D) f(ar)/[(e);

donc si f(a;) est tel que f(a;) = o pour ch{>~¢, f(ar) sera nulle pour
chi>.c, d’ou

f(ka,x) = o pour chi>c, quel que soit ke K, zeN,

d’ou notre assertion.
D’autre part, on a, quel que soit me M,

o(mka, m—) (mka, m-'z)dxr = f f(mka,m~' .mxm™") dx

I

f fmkazm) do = [ [(ka) = o (kay,

et il est clair que y™° % ¢ = o; par suite,

o (ka) = f 0 (0) o (1 mkm=" a,) dl — f 0 (mkm—1) o (I a) dl
i

K
= fK 70 (k) 70 (D) (-t (@) o (U an) dl = g (@) 1 (K[ (e)s
puisque,
fx"r"(mkm—‘ l)dm ——-f-n“(uu, u='v))du = n"(w,)) w"(v))[a" (e)
’ = ) 7 7 )

. u o v, o u o
sik=("" yl=("" ym= y Wy, Us, Uy, Vs, u dans U
o U o D o u
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ProposiTioN 4.1. — Pour f€A,,, posons

(15) Fﬂ0=uwwrij}@@m.

Alors, Fy(f) est une fonction continue et a support compact sur la droite
réelle R, et l'on a

(16) Fr(—D = F;(0),
(17) Forrppp=aFs+ bF p, pour a, beG,
(18) Frop®= [ Frt—t)Fp() .
R
DEMONSTRATION. — N est invariant dans A. N, et 'on a

d(a;' za) = etdx,
d’ou résulte tout de suite (16). (17) est triviale. On a, pour f, f'€A,, .,

Xn,o (e) e— 3?2 Ff*f' (t)
:fffff(azx —la;il—l) f’(la,ry) et dldt’ dy da
NYKYRY N

= f f f f(- qay—azt) de [ (lavy) e dl dE dy
NI KkJRIN

(x — xy, puis x— a;' za,)

= f f f ft o) da f f(lay)dydt'dl (emme 4.3)
— f f 74 O(g;?(f)")()(’) dl f\ a2 do | flay)dy,

d’out (18).

D’aprés (17), (18), il est clair, que si ¢ est un nombre complexe quel-
conque, I'application

(19) Ao f—2(f) =fRFf(t) et dt,

définit un homomorphisme de A, , dans C. Posons ¢ = s— =. Alors,
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d’apres le lemme 4.3, on a

(D= f J f f(kaz) 70 (k) dk e=5-+3 dt d/ %7 (e)
2 KYRY N

— fK fR f\ (k) o, (ka,) e dk dt do
= [ 1@ (@) dg

= [19) tuaie(9) dos
G
puisque f°= f. Par suite, si I'on définit :
(20)  Guois(f) = f (" * ) (@) nois(9)dg  pour feL(G),
G

Cn,0;s st un homomorphisme de A, dans G, et I'on a donc

(21) [ el k') e = 00 Enes ),
K

quels que soient ¢, ¢'€ G.

Les fonctions &,,;;(g) définies par la formule (13) sont donc sphé-
riques de classe y™°. Il est probable, comme dans le cas de classe x*°,
i. e. de classe 1, que toute fonction sphérique de classe x™° soit de cette
forme.

D’aprés la remarque 4.2, on a, si ¢ = kik.a/k,, ki€ K,, k., k, €K,

Cn,055(9) = Lnyo;5(a) o (k) ().
Par suite, pour déterminer ¢, ,..(g) explicitement, il suffit de considérer
le cas ¢ = a;,. On a alors, d’apres la définition (13).

:::,o;x(az)
— f i 0es (@ ) dle = f 235 (k= K @y 0, 11%)
K K

= Gy f 2 (k) e dk
K

. u|<ulchét—|—ugshét>
- (2n +1)? [th;‘f/”

t t
ch-2- —I—u,u.zsh;

chét—[—ulugsh;t’

>

2 dp(uy) dp(u,)

ch;t—|—ush1t

!chéH— ushét _udpn(u);

I
_———Zn_i_I/t;Tr p

I I
ch;t—l—ushét
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si 'on introduit les coordonnées sphériques dans U :

u = cosf + (sinf cosp)i + (sin0 sing cos)j + (sinf sins sinY)k,
0Z0, o=Zmn, oZd<ar,
on sait que
dp(u) = (27?)~'sin*0 sing dd do dy;

par suite, on a

) = (chét—i—shétcosf)) sin?6 d9
n,0;s = N~ C")Il )
(22) En,0; (al) (2n+1)7tf0 "\ \/cht + shicosh (Cht—*—ShtCOSO)"

ou encore, en posant

(23) Z=th-t,

on a la formule suivante :

(22) Guos(@) = (1 —2)° -

(2n +1)7r
ﬁC’ 1 42 cosf sin26 d .

x[ \W1+ 2Zcos0 22 ) (1 + 27 cosB 4 £2)°
Posons
(24) ev=(1+ze")/[1+ze"], |w|< 7|23
on a alors,

. €OSw = 1+ £cosh 7 sinw = 3sinf
(1 + 2Zcosb 4 £%)* (1+ 2% cose—{—’ﬁ)

d’ou

c < 1+ £ cosH >:Ci (Cosw)zsm(?f‘—‘{“)"’

(1+ z'gcos()—i-'i_?)% sme

92
(I+2 COSO+E) ! Pn}—l u)_e—(‘2n+1)i0)}
b

21%sinfl

ce qui entraine donc

(1—2)7 Lnyo,s(@) =

B sinf

21" T(2H+I) (1+2 COSQ—]- )Il+.s'
> {(1+ 56”’)""*’—(1 + Ze—0)2n+1} 4
_ f (1 + Zel)n15in 0 dO
- 21 71'(2}1 + I) = ([ -I— elo)’l rS(I + e~—10)u—r

. 1 f” sin 0 d0
T iim(en + 1) . Ga+: ei‘))s—n—l(l + Ee—m)ws’



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 4

ou encore, d’aprés le lemme suivant :
Cnyoss(@) = <1——th'—’ é t>‘ oF, (s +n,s—n—i; 2; th? ét)

LemME 4.4. — Pour |;| < 1, on a la formule suivante :

“+7 . BdO 3 . .
(a3) f oG ey = G Fin B 2 2),

I3

pour a, 5 complexes quelconques (on prend la détermination du radical
égale a 1 pour % = o).

DEMONSTRATION. — Pour | 2| < 1, on a les développements en séries
normalement convergentes :

- Ay, R . . " .
(I + ;610)122(_1)171)_/;;/) ez/;f)’ (I + C‘e—zﬁ)3=2(___1)q(?{f;q e—u/O’

PO g0

d’ol

M sin0 df
/; (1 +Ze 0 (14 Ee 08
= 2 (_‘ I)IH"(/f (el p—=q+1)0 __ gt (P—(I—i)()) do p+q O(,, 617

/) T0

— w . 1)2P 152 p+1 a/’IB"H p—1 -7 —1 aFﬁ/’ 1
B 7{}%,( R P!(P:i-l)! +Z( DR plp(—n!

=riE— a)z pl(a;ﬁfl)!Equ:(B—“)‘;TElF(“, Bs2583).

On a donc la proposition suivante :

ProposITION 4.2. — Soil £,0.5 (9) la fonction sphérique de classe 7™°
déﬁnie par (13); Si g = klkga/k/.z, k[€K|, k-_r, k’._, EK-:,

gn,o;s(g) == :n,o; . ((1/) X"’O(k')/xn 0 (e)’
et 'on a

[ B coethe Lf).
(6) Zuo(@)=(1—th ;t> JF, (s 4+ns—n—1;2;th 21)
La formule classique
F@@ b;¢c; X)=(1—X)—*F(c—a, c—b; ¢c; X)

entraine qu’on a

(27) Cn0;5(9) = Cnyo;3—5(9)-



416 R. TAKAHASHI.

Explicitons 1’équation fonctionnelle (21), qui exprime le fait que
f— Cn,0;5 () soit un homomorphisme de A, dans G, pour ¢ = a,, ¢’ = a,;
soit k' a,kay = ki k.avk,, avec k€K, k., k,€K,, la décomposition
de k—'a;ka, suivant [1 (12)]; si 'on pose

k:(”‘ﬁ, m:(m 0), m=<‘ °>
o v R o u,

kl‘l =<I ?)’ u, v, u,, Us, u"ZEU’
o Uu,,
on a, en comparant les coefficients,
u,ch ! t”:ﬁ<uch Ytch lt’-{— psh Xishl l’>,
2 2 2 2 2
,u.zshé <ush—tch t’+vch—tsh—t’>

d’ou, en posant

il vient

an,O;x(k_] a/ka/') dk
K

= e ) [ ct@e@y(i—te 3oy

X F(s +n,s—n—r1; 2; th? - t”> dp.(u) dp-(v)

/‘ c ( Zeos0 (1—22) (1 —1")°
7’-'(211 —|—1) 2n 1+ elr)| Y, ]1+:;’e’“[‘”

z zr il |2
iroe )gmedm
1+ e

XF<S+H,S—H—I;Z;

on obtient donc le corollaire suivant :

o

COROLLAIRE. — Soient -, -’ deux nombres réels tels que — 1 < 7Z,% <1,
s un nombre complexe, n un demi-entier > o. On a la relation

2 " [1+E cosh
@ e, (T za)
F4e 12\ sin20d0
e )T zer
=F(s+ns—n—r1;2;)F(s4+n,s—n—r;2;%"?).

xF(s—]—n,s—n——I;z;

Il va de soi que tout ce qui précéde sur ¢, (g9) reste vrai, mutatis
mulandis, pour %o, s (9)-
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3. Coefficients des représentations de la premiére série prin-
cipale. — Nous allons calculer les coefficient suivants de la représentation
Us de la premiére série principale :

(20 el =ULfuf Yuenlg) =(UPF., F),

ou f,, F, désignent les fonctions définies par [2 (26)], [2 (27)]. Comme
on sait que U}’ F, = F, quel que soit k.€ K, on a, si g = ki k.a/k;,
avec ke K,, k., k, € K,,

dﬁu,.\':v(g) == qul,.v;v(kl a() == ( U;{ESF", U;\l:lFV);

si v)), p=—n, —n—+1, ..., n— 1, n, est une base orthonormale
de V», on a donc, d’aprés la définition des opérateurs Uy,

Yo (ki)
= [ e (@', w)=p" (ue(ar's Wy~ p"(a; " .w)~'v, 0" (ko) =" v) dpn-(u)
Ju

g

—28

chlt—ush !¢
2 2

—1

chlt—ush it
2

x| p"(u)p" - : e (@)y~'v, ot (u ") |dp-(u)
ch -t—ush - t’
2 2
si
k. =<"‘ °>, u eU;
o I
par suite,
q/n, S0 (kl a/)

Yt—ushlt .
- > Vo, 0" ()~ )dp(u)

=f|ch£t—ush1tl_-s o"
ol 2 2

= 0, 0,) @, 0) " () v, )

Pqr

Xf'chlt—ushft‘_” on
U 2 2

ch
chlt—ushlt'
2 2

chlt—ush it
2

Vps Uy |dp(U);

chlt—ushit
2 2
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or, si 'on change, dans la derniére intégrale, la variable u en wuw,
avec we€ U, et qu’on intégre par rapport & w dans U, en tenant compte
des relations

dp-(wuw) = dpx (w),

ch X t—wuwsh * tl =
2 2

chlt—ushlt|,
2 2
(30) [ (o"(w) Av,, p"(W)v,) dp.w) = 5, Tr(A)/(2n + 1),
U
(ou A est un opérateur dans V*), il vient

"‘Pll, sV (ki al)
=20 ) @0 ¢ (@) sy

P
x [
U

=X, v) 0. v)) ¢, () (;n—iﬁ

pPsq

I I
anC‘ <ch;l—sh;tcos0> sin?0 df
2n —_—— )
\ 2 \/chi— shi cos? (cht —sht cosf)

ce qui montre, d’apres (22), qu'on a

chXt—ush=>t I
2 2
dp (u)

—2s

c¢h X t—ush ltl Tr| p»
2 2

chlt—ushlt
2 2

B Ynse(9) = busekia) = D@, v,) @, 0) ), @) Es (@),

Pq
. ’ ul 0. !
si ¢ = ki k.a/k;, avec k, =<O . >» u, €U, k, k,eK..

Il en résulte immédiatement qu’'on a
(32) (r,5:)" (9) = (©5 0) Ln0:5(9)s

en tenant compte de la formule (30).

En ce qui concerne 9, . (9), on a

(33)  Pus(9) = nse(kia) = X, 0,) 0, 07) ¢l (W) Lo (@),

Pq

O>1 u-;EU, et
u

2

si ¢ = kik.a/k,, avec k,, kK, € K,, et k2=<(1)

(34) (%n,50)° (9) = (@, )%0,0:5(9)-
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COROLLAIRE. — Si s = 2 + iv, v réel, les fonctions &n o5 (9)s o,n;s(g)
sont de type positif.

DEmonsTraTION. — Il suffit de remarquer que si f(g) est de type
positif sur G, f° (9) I'est aussi, et ceci résulte de la relation

hxfoxh(e) = f(Ukh)”*f*(Ukh) (e) dk pour heL(G),
K
avec U; la représentation réguliére a gauche de K.

4. Coefficients des représentations de 1la seconde série
principale. — Calculons maintenant les coefficients suivants des
représentations 77%?, T%":7 de la seconde série principale, définie dans
le paragraphe 3 :

(35) Cror(g) = (Twor fror, foor),
(36) Cl‘)), Il;P(g) f— (T(g’, n;P{f‘l’), n;p’ fg,n;p),

ou fror, fonir désignent les fonctions dans $m%7, s%mr définies par la
formule [3 (36)]. Comme on a

TROPfmopr = fror, quel que soit k. € K.,

on a, si ¢ =kk-ak,, avec k,€K,, k., k,€K,, k =<l;1 (1)>’ u U,
Crer(g) = Coor ()

=(2p-H)(n+p)(n—1o+l)f

) B

—2p—2

I I
ch; t—gqsh ;t

™

N —1

I _ I
ch;t—qsh;t

X1 pn v, p"(Uy) v

I I

qchét—shit‘2
XF| p—n,p+n-+1; 2; —
ch;t—qshgt
X F(p—n, p+n-+r1;2;|q[) (1—|q ) dp(q);
si ’on pose

t=th=-¢ q = ru, avec o=Zr<i, uel,

I
2
on a

du(q) = 2m*r* dr dp.(u);

BULL. SOC. MATH. — T. 91, FASC. 3, 27
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il vient donc
CZ’O;p(kl a[)
=N 0, 0) 0 e (u) CEEDNCEDOZP D (e

PNTRY

1
% wf flx—rz_ul—zﬂ—ﬂ
0 U

o 1—Tiu . L. 2

<en( =y ) Ple—m et s 222

X F(p—n,p+n+1;2;r) (1—r)r2r drdp.(u);
dans l'intégrale par rapport a u, on peut changer u en wuw, weU
comme précédemment, et intégrer par rapport a w dans U, ce qui donne,
compte tenu de (30),

ap_2 .| ru—:
f!l_r uj—r CV)<II I‘c,lll> <P‘—n’P+n+I,2, I——-—_I'_le—
_ Ovi [ll_r;u!_zp_ch<1—r'§Re(u)>
"\ |1—rtu]

u__
I':_ll

) e

2n+1uU
XF(p—n,p-}-n—l—x;z, — u >dp(u)
_ 4min R TR < r'gcosﬂ>
am(2n+1) ), [r—r2e] Cen |1—rZel|
refd — RN L
XF( —n,p+n+r1;2; T >sxn?0d0,

puisque, si
u = cosH + (sinf cos ») i + (sin 0 sinx cos)j + (sin 0 sinx sin ) k,

on a ' ) 8
l1—riu|=|1—rze®|, |ru—E|=|ref—Z],

d’ou l'intégrale en question est égale, grace a I’équation fonctionnelle (28)
pours=p+ L, aF(p—np+n+1;2;r)F(p—n,p +n+ 1;2; £2);
par conséquent, on a

Cror(kia)
= D 0) @ o) cia(@) (2p +1) ( + p) (A—p +1) (1 — )+

A
X F(p—n,p+n+1;2;%%)

1
Xf F(p—n, p+n+r1;2; r?)*(1—r?)*»=2r*dr
0

=§2(v’ ) 0, vp) ¢o. () | —LYH F(p—n, p +n+1; 25 2),
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d’apres la formule (3 (3g)). Nous avons donc démontré que, si g=k,k.a,k,,
avec ke K,, k., k, € K,, on a

(37)  Cror(g) = Coor(kia) = X (0, ) @, 02) € () s (@),
et il est facile de voir que

(38) (C7)(9) = (@, ) Luipa(g)  pour geG.

De facon analogue, on a, si ¢ = kik.a.k,, k\, k, € K\, k.€ K,,
k- =(I O>3112€U,
0 L

) N
(Bg) Chrr(g) = Chrr(k.a) = 2(12, ) (0, V) €. (U2) Lo, (@),
(4o) (C:P)(9) = (s ) Co,mpra(g)  pour ge€G.

COROLLAIRE., — Les fonctions ¢, p-1 (9), o, n:p+1 (g) sont de type positif,
si o < p<n, et n— p est entier.

REMARQUE. — Le calcul ci-dessus suppose que p > 1; mais le résultat

. A I
reste vrai méme pour p = S

5. Décomposition de U''* en somme directe de T et T, —

Pour n demi-entier au sens strict, la représentation U de la premiére
série principale est réductible. On va montrer qu’elle est somme directe

des représentations T""? et T""? de la seconde série principale. En effet,
soit H+ (resp. H™) le sous-espace stable engendré par les F, (u), ve V*
(resp. f. (u)). Les formules (31), (37) montrent qu’on a

(41) (ngF F):(T;"“%ff’“;, f","“%) pour tout g€ G.

Or, si v, est un vecteur non nul dans V*, la fonction F o (u) est un vecteur
.S

totalisateur de H+ pour U"%, puisque, pourk, € Ky, U} k, F v (1) = Fpniuyyo, (1)
1

et la représentation p” est irréductible. La représentation T s dans "t

. 0.l

est irréductible, donc ﬁ:’0’2 est un vecteur totalisateur dans s
1

pour "%, Par suite, l'identité des coefficients (41) entraine I'équi
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3 1
. . ’ . n, 5 . N 7,05
valence unitaire des représentations U * restreinte & H~ et T
3
N R o 3 g s . .
De méme, la restriction & H— de U ® est unitairement équivalente
1
N 0725 = : . N B . g
a T " Alors, on voit que H* @ H~ = H, a I'aide des décompositions

3 1 1
, n, s 11,0;; 0,15 5
en sous-espaces stables pour les opérateurs U, T, 3 T; 3 k€K

(voir les diagrammes dans DIxwMIER [6]).

§ 5. FORMULE DE PLANCHEREL.

1. Transformée sphérique dans A,, — La fonction sphérique

Ln0;s de classe o, définit un homomorphisme de I’algébre commu-
tative A4,, dans C :

Amaﬂﬁmﬂﬂ=INWQm@N$

considérons Z,,o;s (f) comme fonction de s, et posons
(1) f(n, o; S) = ’f(':n,o;s) = :.'n,o;s(f);

on appellera cette fonction d’une variable complexe s, la fransformée
sphérique (de classe y™° ou dans A,,,) de la fonction f. D’aprés ce qu'on a vu
au paragraphe 4, no 3, 4, les fonctions sphériques &, ;s (¢) dont le para-
métre s satisfait & 'une des conditions suivantes sont de fype positif :

) Re(s) = 2

i) s=p+1 ou s=2—p, avec o <p=n, n— p entier.
p p p p

Lorsque ¢, s (9) est de type positif, 'homomorphisme associé est unitaire,
c’est-a-dire £ (f) =7 (f), donc on a

(2) (H)(n, 05 5) =f(n, 03 9),

pour s satisfaisant a I'une des conditions (i), (ii).

D’autre part, la fonction Fy (f), introduite au paragraphe 4, permet
d’écrire la transformée sphérique de f sous la forme suivante :

®) f\(n’ 0;3) =fe(g~s>th(t) dt;
R
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en effet, on a, d’aprés la définition de [4 (13)],
f 03 9= [ @) [ onors gy ddg
- f 1(9) tnue(g)dg  (car f*=1)
= J [ J taz e ooy akataa

- =1t g
xn‘n(e)‘[\\/nyf(a‘x)e X di,

en vertu du lemme 4.3 [remarquer que ° (k) = y*° (k)], ce qui montre
bien (3). Cette formule entraine le lemme suivant, puisque la fonc-
tion Fy () est 4 support compact, comme on a vu au paragraphe 4
(lemme 4.3).

LemMmE 5.1. — Pour tout f dans A,,, la fonction f”(n, 0; S) est une
fonction entiére de s. De plus, quel que soit le polynome P (v), les intégrales
suivantes sont absolument convergentes :

-+ » + o
[ P @) thry f(n, 030 + iv)dy, f J P(v) cothmy f(n, 03 o+iv) dv.

2. Formule de Plancherel dans A, ,. — D’aprés la théorie des
algebres préhilbertiennes commutatives (voir GopEMENT [12]), on sait
qu’il existe un espace localement compact Z** formé par des fonctions
sphériques de type positif et de classe y*°, et une mesure positive m™°
sur Z»°, de telle sorte que la fonction f(2) = ¢ (f ), définie sur Z*°, soit
de carré intégrable pour m™°, et qu’on ait

@ [ir@ra={ Ifo

> dm™° (%),

pour tout fe A,,. Nous allons montrer que ’espace Z»° est formé par
les fonctions sphériques &,,..s (9) avec

(5) s:g—}-iu, vy o0 ou s=p-+1, o<p<Ln, n—p entier,

et déterminer en méme temps la mesure m™° de facon explicite. Comme
on a, d’apres (2), | f(n, o; s} | = (Fxf)” (n, o; ), pour s satisfaisant a (5)
il suffit de déterminer une mesure positive m»° sur Z*° telle qu’on ait

(6) fO=| fl, o058 dm™ (o),

Znyo
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pour f€ D,,, ou D,,, désigne la sous-algébre de A,, formée par les fonc-
tions indéfiniment dérivables.

LemME 5.2. — Posons, pour f€D,,,
(7) Z(s) =Z(f; n, 0; s)
=(2n+ 1)’2<s—~ g) (s+n—r1)(s—n—2)

3\ &
xtgﬁ(\s—{—n—;)f(n, 0;8).

Alors Z (s) est une fonction méromorphe dans fout le plan de la variable
complexe s, et U'on a
®) lim Z(g+iv) =o,

V>4

uniformément dans toute bande a = = b, pour a < b quelconques.

DEMONSTRATION. — La premiére assertion résulte du lemme 5.1.
Il est facile de voir que, si a =~ 7 = b, il existe une constante K > o
telle qu’on ait

(2n + 1)?

<s—z—’>(s+n——1)(s—n—2)tg7r<s+n—g>.éKlv|*
pour [v[=r;

on a alors, pour a <o b, et |v|> 1,

| Z(o + iv)| éK! y3 f we*"’"‘e(g_o')lFf(t) dt’,

]

d’apreés la formule (3), ou encore [F (f) est & support compact], en inté-
grant par parties,

| Z(o + iv)|éKi fﬂer‘vtd)a(t)dtl,

avec

3 f g )
0.0 - L1 F 0

en vertu du lemme de Riemann-Lebesgue, on a donc

lim Z(e+iv)=o,

(V>

quel que soit o; la convergence est uniforme dans a .=~ 7 -Z b; en. effet,
la transformée de Fourier

@w:fwrM%@w

S —w
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est uniformément continue dans a =— 7 < b, et —x < v <+ ; donc a
tout ¢ > o, il existe ¢ > o tel que i @, (v) — b, ) ! <z pour|o,—a,| <o
et pour tout v; d’autre part, on peut choisir 7y, ..., 7, dans (a, b) tels
que pour tout g€ (a, b), il existe un o, 1 =Zj < p tel que |o—oa;| < J;
finalement, pour tout j, il existe un nombre positif N, tel qu'on ait
| &,, (u)t <g pour |[v|X>N;; si a=Zs=0>, on choisit j tel que
|z —g;| < 3; alors, on a

| o) | = [ Bs ()| + | Do (v) — D (v) | =24,

pour | v [ > N, N = max N/, ce qui achéve la démonstration.
1<£j<p

ProposiTION 5.1. — Soit n un entier > o, et soit fe D, . Alors

n

(9) 167 f(e) =(>n+1)* ¥, (2p—1) (0 + p) (n—p +1) f(n, 05 p +1)

p=1

+2(2n+1)‘2~[ f(n, o;g +iv>
= [(n + é>) + u{l vthzmv dv,

Uintégrale étant absolument convergente.

DEMONSTRATION. — Considérons le contour C; formé en parcourant,
dans le sens direct, le périmétre du rectangle ayant pour sommets les

pointsg = iT, n + g + iT, T > o. Si P’on intégre Z (s) le long de Cy,

on obtient donc
3

-7 3 n+; T 3
f Z<;+iu>idu+f Z(a——iT)dc-{—f Z<n+-2-+iv>id~,
T \ 3 -1

+f‘ Z(r + iT)dz = ami S Res(Z(s), p +1);

n+§ p=1
on voit facilement que
(10) Res(Z(s), p+1)
= O o p— ) (a4 P (—p + 1) f(n, 03 p +1);
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d’aprés le lemme 5.2, les intégrales sur les segments horizontaux tendent
vers o lorsque T — -+, et il vient donc

(11) —(2n+1)2~[w (n—i—iv)(zn—l— ; —i—iv)
X (iv—é)thmf(n, o;n - % + iv)dv
:-(zn—l—l)‘-'if_‘m [<n+ §>2+v2]vth7rvf'<n, 0; g +iv>dv

+(n+1)2i Y ep—1) @+ p)a—p+1)f(n, 03 p+1),

p=1

les intégrales étant absolument convergentes, a cause du lemme 5.1.

D’autre part, on a

{035 = f £(9) &noss (9) dg

+»
=an? f f f [(ka, k') T o s (ka k') shi £ dke dK' d,
KYKYo

en vertu du lemme 1.3. D’aprés le lemme 4.2, et la proposition 4.2,
il vient donc

f(n,o;s)=27':“/1(‘{%}Qdkl/0.+wf(a,)<1~—th'2§t>s

X F<n+s, s—n—I;z;th‘lét)sh“tdt;
si 'on pose
(12) fi}=f(a), avec ==th*
[rappelons que f(a;) est une fonction paire de {, donc peut étre consi-

dérée comme fonction de la variable 7 ci-dessus], il vient, compte tenu
de la relation : sh® { dt = 87 (1 —7)~* dr,

1672

f(n,o;s):mf fitiF(s+n,s—n—r1;2;7)(1—7)**7dr,

[Comme f (g) est & support compact, f{7 | = o pour 7 assez voisin a 1;
donc cette intégrale converge quel que soit s.]



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 427

Le premier membre de (11), qu’on désignera par J, est égal a :
+»
J=—161r2f (n+1v)<2n+ +lu> ( v———>thmdv
n—»+zv
ff F(zn-}— +in )t 4iva f>(1—r) z dr.

Or on a la formule suivante pour la fonction hypergéométrique :

(_—__—“‘)"“g(c* D) (1—z)e1 Fa +n, b; ¢ + 13 7)

l

4 gy F(a, bs ¢; 7)),

T"

pour n entier > 1, a, b, ¢ complexes (voir MAGNUS-OBERHETTINGER [19],
. I . I . .
p. 16); si 'on remplace a, b, ¢, n par 2n + 5 + iv, 5 -+ iv, 1, 1 respecti-

vement, on obtient la relation suivante :

_<zn+ é —l—iv> (; —iv>(1——'r)2"_§+ivF<2n+ 2 +iv, é —|—iv;2;‘c>
{(1——':) R F(zn—}—i—{—iv - +iv;; 7>;

11 vient donc

J=—16n2f (n—{-w)thmf fizl(i—r7)y "7

2n4 51V

Xad—T[(l_-T) F(‘zn—i-g—l—_iv,;-{—iv; [;T)]dfdv

1 .
245 IV

:—16Trﬂji (n+iv)th7rvf %[f{f}(l—f)—*—’lr](l—n)
XF(zn—l— 1 —I—iv,E 4 iv; 13 7>dz'dv
=—16712f (n—l—u)thrvf [fi7)+ (n+2) (1—D) = 7] + 7 (<]

XF<‘2n+-2*+l’J,;+lV,I,L)(I—-) 2 drdyg

on obtient donc : J = 1672i f(e), en vertu du lemme suivant (pour
une démonstration de ce lemme, on renvoie au lemme 8 bis dans [21]);
c’est essentiellement la formule de Plancherel dans le groupe SL (2, R).
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LemME 5.3. — Pour foute fonction ¢ (f) indéfiniment dérivable et a
support compact définie dans (o, 1(, on a la formule

Cp(o)=—-i/_‘+”(n+iv)thnvfniq>(t)

-~

><F<2n+ é +iv,§ +ivir; t)(x—z)”“? " dt dv,

pour n un demi-entier (au sens large) > o.
La formule (9) résulte maintenant de (11), en remarquant qu'on a

\

s 3 . 2 3 .
f<n,o,; +lv> =f<n, o,;—lv/)-

Dans le cas out n est un demi-entier au sens strict, on peut procéder

d’une facon analogue

la fonction Z (s) n’a pas de pole en s = z, a cause

du facteur <s— 2\!]; comme pdles, on a, cette fois, les points p + 1,
/

. I .
avec 1 = p<n, n— p entier (dans le cas n = 5’ il n’y en a pas);

L’intégrale le long de la droite Re (s) = 2 est égale a

(2n+1)"if+w »

<n+§> +v?Jvcoth7rvf(n,o;g —{—iv)dv;

le reste du calcul est valable sans changement (en particulier le lemme 5. 3),
et 'on obtient donc la proposition suivante :

N N . . I
PropositioN 5.2. — Soit n un demi-entier au sens stricf, n>. -,

N

et soit feD,,. On a alors la formule suivante :
(13) 1672f(e)
=@n+1* ¥ ep—0@+p)@—p+1)f@opti)

1Lp<Ln
n— p entier

+2(2n+1)'-’f ‘:<n+é)‘—'+y:]ucothnvf<n,0;2 -|—iv>du,

Uintégrale étant absolument convergente.

REMARQUE 5.1. — On peut remplacer les deux formules (9) et (13)
par une seule, en remarquant que

th(mv +in)=thnv sin=o (mod1) et cothny sin= é (mod1).



GROUPES DE LORENTZ GENERALISES. 429

3. Formule de Plancherel dans A;,. — Comme on a la décom-
position en somme hilbertienne :
(14) Al= D 7,00

n demi-entier >0

on obtient la formule de Plancherel dans A, en additionnant les formules
obtenues dans chaque A4,,. On a méme un peu plus; soit L (G/K.) la
sous-algébre de L (G) formée par les fonctions telles que f (gk-) = f(9),
pour g€ G, k.€ K,; lorsque f €L (G/K.), la fonction

=(f*f)
est dans A, et l'on a
L@ dg =(Fxr) @ =(F%1)'© = he@y;
bpar suite, on a, d’apres (14),

@ [I@rdg=Xexr9@ et hkp e

n>0

en tenant compte de la définition [4 (20)], on en déduit, grace aux propo-
sitions 5.1 et 5.2, la formule suivante :

f |f(9) I dg
=#2(2n+1)2[+t[<n+ %>:+V2]vth(‘m +ni)Cn,o;g+zv(f*f) dv

+ g 2en+0 X ep—0)@+p)(—p 0% ((%f):
n>1 1LZp<n
n—p cntier

Calculons, d’autre part, la trace de I'opérateur Uj*, pour s = ‘;1 + iv.

On a
Tr( ) _ TI‘l U;}th)o] TI‘(Un a) Tr[(Un a Un ,]
d’une part, et
TI‘(UZ’ s) — Z Tr § U;xl:'/.”:“l\’

P, NED,

en vertu de la proposition 2.1. Or, pour h€ 4;, on a

hxyP7=o0 si g=o;
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comme on sait que (n, o) est le seul (p, ¢) dans D, avec ¢ = o, il vient,
en désignant par (v,) une base orthonormale de V~,

TI‘(U" s) - TI‘( U}l:/n 0
_}‘ sty Fuy Fu)

=2, LX) @) o, (@) dg

=X [ (F*1) @ s @ dg

= [ (K1) @0) dg = @n+ )0, (FX1);
<,

on a donc finalement,

w @ —enng o (PR

7,053 4iv
On démontre de méme la formule suivante :
(17) Te[(T}" 7 )* T3] = (0 + 1)nopst (FXf).
On peut donc énoncer la proposition suivante :

ProrosiTioN 5.3. — Pour fe L (G/K.), on a la formule suivante :
o) [ 1@ dg
G

= 87T 2(zn—|—1)f TI‘ +“> U;-+IVJ

nxo0

X [(n -+ ;)2—}— v‘-’] vth(nv + in)dv

+ 167[ Y en+i)
]l>l
\ n,05p\% n,0;p
X ¥ (p—1)@+p)@—p+0)Te[(T7)*T77],
1Zp<n
n—p entier

les intégrales et les séries étant absolument convergentes.
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REMARQUE 5.2. — D’apres Harisu-CHANDRA [16], on sait que le

coefficient de Tr[(T}°7)*T"”] dans la formule de Plancherel de G
est égal 4 la dimension formelle d-°” de la représentation 77, qui est
caractérisée par la propriété suivante : on a

j (T2 f, f) |2 dg = (@) (f, f)°

pour toute fonction f dans ., I’espace de la représentation T°;
en prenant f = f%7, avec ve V~, il vient donc

@ v ()

= [1cvrg) i dg
G
)
—_—27r‘=fff | G0 (ka k') [P shot dk di di - (lemme 1.3)
KYK<Yo

+ o
B f f | Cmoir (ky i) P shot dky dE [A cause de (4 (37)]
K, ¥

0

= 271‘12 2(1), n) (v, vy) (v, V1) (v, VW)

MU WU
4
X [ i@ TFr@ dp@ [ [Gnuie @) Pshitat
U 0

1672

= onts ;l(v, 0) | @) v5) [

XfiF(n +p—+1, p—n;2; 2 (1—x)P2xdr
=, v)*(167*)/(2n +-1) (2p — 1) (n + p) (n—p +1),
d’ou
(20) d»%?=(an+1)(2p—1)(n+ p) (n—p +1)/1672,

ce qui est bien le coefficient trouvé dans la formule (19).

La formule de Plancherel pour L (G/K,) est obtenue de fagon analogue,
et fait intervenir les représentations de la premiére série princi-

3
n, - +1v .. . N . .
pale U '® , et celles de la série discréte 7*":7; on peut donc conjecturer



432 R. TAKAHASHI.

que la formule de Plancherel pour L2 (G) soit de la forme suivante :
[ dg
v G
+= 3 iv * n,:.;—'riv»
= 8:'52 2(2n—|—1)f Tr[(U_,"‘+ > U, I
0

nxo0

X [(n + é)ﬁ-i- v J vth(mv + ni)dv

+gmaentn X @00 +p@—p+1)
nx1 1zpen
n—p eotier

X UTR[(T5 ) T3] 4 Te[ (T3 * Tmir]),
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