Contents

Diagram of Interdependence i

Acknowledgements iii

Introduction v

Motivation for Topologists xi The very rough idea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi n-categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xiii Stabilization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xviii

I Background 1

1 Classical Categorical Structures 3 1.1 Categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2 Monoidal categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.3 Enrichment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.4 Strict n-categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.5 Bicategories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Classical Operads and Multicategories 33 2.1 Classical multicategories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.2 Classical operads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.3 Further theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3 Notions of Monoidal Category 65 3.1 Unbiased monoidal categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 3.2 Algebraic notions of monoidal category . . . . . . . . . . . . . . . . 74 3.3 Non-algebraic notions of monoidal category . . . . . . . . . . . . . 82 3.4 Notions of bicategory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

II Operads 99

4 Generalized Operads and Multicategories: Basics 101 4.1 Cartesian monads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 4.2 Operads and multicategories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 4.3 Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5 Example: fc-Multicategories 125 5.1 fc-multicategories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 5.2 Weak double categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 5.3 Monads, monoids and modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6 Generalized Operads and Multicategories: Further Theory 147 6.1 More on monads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 6.2 Multicategories via monads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 6.3 Algebras via fibrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 6.4 Algebras via endomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 6.5 Free multicategories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 6.6 Structured categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 6.7 Change of shape . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 6.8 Enrichment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

7 Opetopes 177 7.1 Opetopes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 7.2 Categories of pasting diagrams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 7.3 A category of trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 7.4 Opetopic sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 7.5 Weak n-categories: a sketch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 7.6 Many in, many out . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

III n-Categories 217

8 Globular Operads 219 8.1 The free strict ω-category monad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220 8.2 Globular operads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 8.3 Algebras for globular operads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

9 A Definition of Weak n-Category 233 9.1 Contractions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 9.2 Weak ω-categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 9.3 Weak n-categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 9.4 Weak 2-categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

10 Other Definitions of Weak n-Category 259 10.1 Algebraic definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 10.2 Non-algebraic definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267

Appendices 279

A Symmetric Structures 279 A.1 Commutative monoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 A.2 Symmetric multicategories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

B Coherence for Monoidal Categories 287 B.1 Unbiased monoidal categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289 B.2 Classical monoidal categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294

C Special Cartesian Monads 301 C.1 Operads and algebraic theories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 C.2 Familially representable monads on Set . . . . . . . . . . . . . . . 308 C.3 Familially representable monads on presheaf categories . . . . . . . 316 C.4 Cartesian structures from symmetric structures . . . . . . . . . . . 323

D Free Multicategories 333 D.1 Proofs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334

E Definitions of Tree 339 E.1 The equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

F Free Strict n-Categories 343 F.1 Free enriched categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344 F.2 Free n- and ω-categories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346

G Initial Operad-with-Contraction 351 G.1 The proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351

Bibliography 355

Glossary of Notation 363

Index 369