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Die Topologie der Mannigfaltigkeiten.®)
Von Herumure KxEsEr in Gottingen.

Meine Damen und Herren! Wenn ich Ihnen tiber die Topologie
der Mannigfaltigkeiten berichten will, so habe ich dabei besonders die-
jenige Behandlungsweise im Auge, die bisher die meisten Erfolge ge-
habt hat und auch fiir die Zukunft dazu berufen erscheint: die kom-
binatorische. Ich mdchte Ihnen zeigen, wie man von dem rein topologisch
gefaBten Begriff der Mannigfaltigkeit zu dem kombinatorischen Ansatz
und von diesem wieder zu topologischen Ergebnissen kommt, und welche
Schwierigkeiten sich auf diesem Wege entgegenstellen, Schwierigkeiten,
die zum erheblichen Teil noch nicht tiberwunden sind.

Von einer allgemeinen Definition der Mannigfaltigkeiten muB man
verlangen, dafl sie weit genug gefaBt ist, um diejenigen Gebilde unter
sich zu begreifen, die man iiblicherweise als Mannigfaltigkeiten be-
zeichnet, z. B. die Riemannsche Fliche bzw. das entsprechende Gebilde
einer analytischen Funktion einer oder mehrerer Verinderlichen, eine
regulire Fliche im Raume, den Phasenraum eines dynamischen Systems.
Von der anderen Seite wird man die Definition so scharf zu gestalten
suchen, daf man mit dem Begriff arbeiten kann. Um der ersten Forde-
rung zu geniigen, gehen wir aus von dem Hausdorffschen Begriff des
topologischen Raumes.?) Ein topologischer Raum ist zunichst eine Menge
irgend welcher mathematischer Gegenstinde — bei den genannten Bei-
spielen Funktionselemente, Punkte, Bewegungszustinde —, die wir Punkte
nennen. Um tiber den fiir die Topologie grundlegenden Stetigkeitsbegrift
verfiigen zu konnen, mtiissen wir die Punkte miteinander in Beziehung
bringen, z. B. festsetzen, wann eine Punktfolge gegen einen Punkt kon-
vergiert. Das geschieht hier, indem wir jedem Punkt P gewisse ihn
enthaltende Teilmengen des Raumes, Up, Vp usw., seine Umgebungen,

1) Vortrag, gehalten bei der 88. Versammlung der Gesellschaft deutscher
Natarforscher und Arzte, Innsbruck, 21.—27. Sept.'1924, Die vorliegende Nieder-
schrift ist gegeniiber dem Wortlaut des Vortrages an vielen Stellen ergiénzt; da-
gegen ist eine kurze Ubersicht tiber die Hauptergebnisse der Topologie der Mannig-
faltigkeiten weggelassen worden,

2) Hausdorff, Grundziige der Mengenlebre (Leipzig 1914), Kap. VI
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zuordnen; dann konnen wir definieren: eine Punktfolge konvergiert
gegen den Punkt P, wenn jede Umgebung von P alle Punkte der
Folge bis auf endlich viele enthilt. Sollen die Umgebungen zum Aufbau
der Topologie brauchbar sein, so miissen sie bestimmte Eigenschaften
haben, etwa den folgenden, von Hausdorff aufgesteliten Axiomen
geniigen.

1. Zu jedem Punkt P gibt es mindestens eine Umgebung Up; jede
Umgebung von P enthdlt P.

2. Zu z2wei Umgebungen von P gibt es eine in beiden enthaltene Um-
gebung wvon P.

3. Liegt der Punkt Q in einer Umgebung Up, so enthilt Up auch
etne Umgebung Ug von Q.

4. Zu zwei verschiedenen Punkten P und Q gibt es Umgebungen
Up und U, ohne gemeinsamen Punkt.

Diese Axiome legen den Umgebungen Eigenschaften bei, die z. B.
bei den kreisfSrmigen Umgebungen in der Ebene vorhanden sind.
Axiom 1. bedarf keiner Erliuterung; 3. besagt, daB die Umgebungen
offene Mengen sind; 2. und 4. geben einen gewissen Ersatz fiir die
Moglichkeit, in der Ebene beliebig kleine Umgebungen anzunehmen.

Wie auf den Umgebungsbegriff eine Geometrie der allgemeinen
topologischen Réume zu griinden ist, kann hier nicht niher beschrieben
werden; nur soviel sei gesagt: 1. Jede Teilmenge eines topologischen
Raumes ist auch einer; 2. wir konnen jetzt von topologischer, d. h. ein-
eindentiger stetiger Abbildung topologischer Riume aufeinander sprechen.
Wir nennen eine eineindeutige Abbildung stetig, wenn den Punkten
einer gegen einen Punkt P konvergierenden Folge immer eine gegen
den Bildpunkt von P konvergierende Folge entspricht!) und dasselbe
von der umgekehrten Abbildung gilt. Zwei Mengen heiBen homdomorph,
wenn sie sich eineindeutig und stetig aufeinander abbilden lassen.

Wird eine Menge durch zwei verschiedene, den Axiomen 1. bis 4.
geniigende Umgebungssysteme U1, und U, zu einem topologischen Raume
gemacht, so haben diese beiden topologischen Réume jedenfalls dann
dieselben topologischen Eigenschaften, wenn jede dem System 11, ent-
nommene Umgebung eines Punktes P eine Umgebung von P aus 1,
enthillt und umgekehrt. Dann sollen die Systeme U, und 11, iquivalent
heifen. Ein Beispiel geben die kreisformigen und die quadratischen
Umgebungen in der Ebene.

1) Diese Definition ist zwar unzulinglich, wenn Hausdorffs erstes Abzihl-
barkeitsaxiom nicht gilt; das macht aber hier nichts aus, da wir in den Axiomen
5, und #. reichlichen Ersatz fiir jenes haben. :
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Den wichtigsten Schritt auf dem Wege von den allgemeinen topo-
logischen Raumen zu den #-dimensionalen Mannigfaltigkeiten tun wir,
indem wir fordern:

5. Zu jedem Punkt gibt es eine Umgebung, die sich topologisch auf
die offene Vollkugel des n-dimensionalen Zahlenraumes: x% + --- + 22 < 1
abbilden lift. (Im Falle n = O werde hierunter ein einziger Punkt ver-
standen.)

Diese Fassung hat den Schonheitsfehler, daB sie auf einen speziellen
Raum, eben den Zahlenraum, Bezng nimmt. Wie sie durch eine all-
gemein topologische zu ersetzen ist, d. h. unter welchen allgemein topo-
logischen Bedingungen sich ein topologischer Raum im Kleinen wie
der Zahlenraum verhilt, diese Frage ist noch nicht voll beantwortet.

Auch die bisherigen Axiome lassen noch Raum fiir Gebilde, die
von unserem eigentlichen Ziel seitab liegen. Zuniichst bemerkt man,
daB eine beliebige Menge (beliebiger Michtigkeit) topologischer Riume,
zwischen denen kein Zusammenhang besteht, von denen aber jeder fiir
sich deu Axiomen 1. bis 5. gentigt, diese auch im Ganzen erfiillt. Das
wire nicht schlimm: man brauchte einen solchen Raum nur in groBte
zusammenhingende Teilmengen zu zerlegen und jede fiir sich zu be-
handeln. Wesentlicher ist es, daB auch ein zusammenhingender topo-
logischer Raum, der 1. bis 5. erfiillt, noch Eigenschaften haben kann,
die eine Behandlung mit den bisher angewandten Methoden unméglich
machen.!) Um diese Riume auszuschlieBen, nehmen wir noch Hausdorffs
zweites Abzihlbarkeitsaxiom hinzu:

6a. Unter den Umgebungen des den topologischen Raum definieren-
den oder eines dquivalenten Systems befinden sich nur abzihlbar unendlich
viele verschiedene Mengen.

Da nach 5. im Falle # > O die Méchtigkeit der Menge aller Punkte
mindestens die des Kontinuums ist, miissen notwendig verschiedenen
Punkten unter anderen auch gleiche Umgebungen zukommen. Ein Bei-
spiel bietet wieder die Ebene, in der wir als Umgebung eines Punktes
jede ihn enthaltende offene Kreisscheibe mit rationalem Radius und
rationalen Mittelpunktskoordinaten bestimmen kénnen.

Ein topologischer Raum, in dem die Axiome 5. und 6a. gelten,
heiBt eine #-dimensionale Manwigfaltigheit IN".

Von einer geschlossenen IM" reden wir, wenn dazu noch der Heine-
Borelsche Uberdeckungssatz gilt:

6b. Ist jedem Punkt eine Umgebung zugeordmet, so gibt es unter
diesen endlich vicle, die den ganzen Raum bedecken.

1) Ein moglichst einfaches Beispiel dieser Art gibt P. Alexandroff, Math.

Ann. 91 (1924), 8. 235.
1*
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Man iiberzeugt sich leicht davon, daB 6a. aus 1. his 5. und 6b. folgt.

Nach den Axiomen 1. bis 6. kann nun eine Mannigfaltigkeit IR”
auf die folgende Weise gegeben sein. Beschrinken wir uns der Ein-
fachheit halber auf geschlossene Mannigfaltigkeiten — die allgemeinen
(offenen) bieten bei diesen grundlegenden Fragen keine wesentlich an-
deren Schwierigkeiten —, so haben wir eine endliche Zahl von Um-
gebungen U,, ..., U, die M" ganz bedecken, und von deren sich jede
topologisch auf eine Vollkugel V, des n-dimensionalen Zahlenraumes
abbilden 1iBt. Der Durchschnitt D,, von U, und U, (i == k) ist eine
offene Menge in R"; ihm entspricht in ¥, und ¥, je eine offene Teil-
menge V,, und ¥,;, und diese sind durch Vermittlung von D),, topo-

logisch aufeinander abgebildet. Die Punkte der Menge W, =V, — 3'V,,,
k

deren Bilder in IM" also nur der einzigen Umgebung U, angehdren,
liegen alle innerhalb einer konzentrischen Kugel mit kleinerem Radius.
Zum Beweise konstruieren wir die folgenden Umgebungen. Jedem Punkt
von U, (k =+ ¢) werde U, zugeordnet. Jeder andere Punkt ist Bild eines
Punktes von W,. Jedem von ihnen ordnen wir eine Vollkugel vom

Radius 1—;9 als Umgebung zu, wenn ¢ seine Entfernung vom Mittel-

punkte von 7, ist. Nach 6b. geniigt eine endliche Zahl von Umgebungen
dieses Systems, um I zu iiberdecken. Ist g, < 1 der groBte Wert von g,
der dabei auftritt, so enthalten die dabei benutzten Umgebungen von

140,
2

also in den anderen Umgebungen, d. h. in den Mengen V,, enthalten
sein. Umgekehrt ist durch » Vollkugeln 7, durch die offenen Teil-
mengen V,, und die Abbildungen von ¥, auf ¥V, eine geschlossene )"
definiert, wenn die letztgenannte Eigenschaft und noch eine selbstver-
stindliche') vorhanden ist.

Diese Darstellungsweise ist nichts anderes als die aus der Funk-
tionentheorie bekannte ,dachziegelartige Uberdeckung®. So brauchbar
sie dort ist, fiir topologische Zwecke hat sie den Mangel, daB in sie
die Abbildungen zwischen ¥, und V;, also in weitem MaBe willkiir-
liche Funktionen eingehen. Frei von diesem Mangel ist eine andere
Darstellungsweise, die durch das Schlagwort ,Rénderzuordnung® be-
zeichnet werden kann. Haben wir bisher eine " mit Teilmengen
tiberdeckt, die der offenen Vollkugel hom&omorph sind, so soll sie jetzt
in #hnliche Teilmengen zerlegt werden. Als Elementarraum k-ter Di-

Punkten von W, keinen Punkt mit ¢ > Diese Punkte miissen

1) Nennt man zwei Punkte von ¥V, und ¥, iquivalent, wenn ihnen derselbe
Punkt von R” entspricht, d. h. wenn sie einander vermdge der Abbildung von

V. auf V;; entsprechen, so muB diese Aquivalenz natiirlich transitiv sein.
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mension, &, bezeichnen wir eine der %-dimensionalen abgeschlossenen
Einheitsvollkugel 2 4 - .-+ 22 <1 homomorphe Menge, fiir % =0
einen Punkt. Sphdre k-ter Dimension, &, heiBe eine der ,Kugelfliche“
z2+ -+ a3, ,=1 homSomorphe Menge. Es ist unser Ziel, in "
eine Anzahl Elementarriume €} (v =1,..., &3 k=1,..., %) zu be-
stimmen, derart, daB der Rand jedes €% (> 0) (d. h. das Bild des
Randes der Vollkugel) sich aus einigen von den Elementarriumen der
niederen Dimensionen zusammensetzt, dab davon abgesehen niemals zwei
von ihnen gemeinsame Punkte haben, und daB jeder Punkt von IR
einem von ihnen angehort. (Es ist also «, die Anzahl der Elementar-
rdume k-ter Dimension bei unserer Zerlegung.) Dann wird nimlich IR~
durch die Elementarriume O-ter bis (# — 1)-ter Dimension in Teile
zerlegt, von denen jeder mit seinem Rande zusammen eben einen E”

Fig. 1. Fig. 2.

darstellt, und diese & grenzen noch auf besonders einfache Weise an-
einander. DaB die beschriebene Zerlegung einer " immer miglich
ist, hat bisher nur fiir n < 2 allgemein, fiir hohere Dimension dagegen
nur unter erleichternden Voraussetzungen bewiesen werden konnen.
Beispiele der Zerlegung zeigen die Figuren 1 und 2: die Kugel- bzw.
Torusfldche ist hier in je zwei bzw. vier, acht und vier Elementarriume
nullter, erster und zweiter Dimension zerlegt.

Um eine M* mit Hilfe einer Zerlegung zu beschreiben, ist zu-
nichst anzugeben, wieviel Elementarriume jeder Dimension verwendet
werden, und aus welchen Elementarriumen niederer Dimension der Rand
eines jeden von ihnen besteht. Diese rein kombinatorischen Angaben
charakterisieren MM* wollstindig; zwei M7, die isomorphe Zerlegungen
gestatten, sind homGomorph (sieche den Anhang).

Wiihrend also der kombinatorische Charakter einer Zerlegung die
Mannigfaltigkeit IM* vollstindig bestimmst, ist das Umgekehrte natiirlich
nicht der Fall: IR~ l4Bt sich auf die verschiedensten Arten in Elementar-




6 Heriuure Kxsser

riume zerlegen. Wir brauchen z. B. nur einen in der Zerlegung auf-
tretenden €!, d. h. einen Kurvenbogen, durch einen €° d. h. einen
Punkt, in zwei &' zu teilen; dadurch werden die Zahlen «, und «, der
suftretenden €° bzw. €! um je eins vermehrt. Ein etwas allgemeinerer
Ubergang von einer Zerlegung zu einer anderen ist die Teilung eines
@* durch einen & -! in zwei neue & (k > 0). Die Rand-&*-* von €*
werde durch eine auf ihr liegende, aus Elementarriumen der Zerlegung
bestehende &*~* in zwei € ! zerlegt (im Falle =1 zerfillt & -*
ohnehin in zwei €% d. h. Punkte); genauer: es gebe eine Abbildung
von &* auf die Vollkugel 2 + - .- + 22 < 1, die &2 in den ,, Aquator®
2,=0, a2+ --.+ a2 =1 iiberfiihrt. Dann zerlegen wir & durch den
der ,Ebene® z, =0, 22 + ...+ 22 <1 entsprechenden & -' in zwei
Hilften, die den Halbvollkugeln 224 ... -+ 23 <1, 2, >0 bzw. <0
entsprechen. Diese Operation und ihre Umkehrung, die Vereinigung
zweier §* durch Weglassen eines sie trennenden &*~*, sollen elementare
Transformationen (e. T.) genannt werden. Praktische Versuche zeigen,
daB sich die e. T. — durch Wechsel in der Dimensionszahl % und
Wechsel zwischen Teilung und Vereinigung — in der verschiedenartigsten
Weise verwenden lassen. Dies filhrte Dehn und Heegaard') dazu, ihre
Begriindung der kombinatorischen Topologie so anzulegen, daB zur
freien Anwendung der dort gewonnenen Ergebnisse auf eigentlich topo-
logische Fragen der folgende Satz erforderlich ist:
Hauptvermutung. Sind 3, und 3, zwei Zerlegungen einer Manniy-
faltigkeit in Elementarriume, so kann man von 3 durch (endlich viele)
e. I. zu 3, oder einer mit 3, isomorphen Zerlegung gelangen.
Steinitz?) stellte die Frage nach der allgemeinen Giiltigkeit dieses
Satzes; bewiesen ist er fiir zwei und drei Dimensionen®); als Argument
fiir seine (tiiltigkeit in héheren Dimensionen kann man héchstens den
spiter zu besprechenden kombinatorischen allgemeinen Transformations-
satz ansehen. Nehmen wir die Hauptvermutung als giiltig an, so Gffnet
sich der Weg zur kombinatorischen Topologie. Die e. T. &uBern sich am
kombinatorischen Schema der Zerlegung als ziemlich einfache Abinde-
rungen. Konnen wir nun aus dem Schema eine kombinatorische In-
variante, d. h. eine Zahl (oder irgend einen mathematischen Gegenstand,
z. B. eine Gruppe) gewinnen, die bei diesen Anderungen erhalten bleibt, so
ist sie auf Grund der Hauptvermutung bei allen Zerlegungen der Mannig-
faltigkeit dieselbe, héingt also nur von der Mannigfaltigkeit selbst ab

1) Enz. d. math. Wiss, IIl AB 3.

2) Sitzungsberichte der Berliner Math, Ges. 7 (1907), FuBnote auf 8. 32.

8) v. Kerékjarto6, Vorlesungen iber Topologie I (1928), 8. 134—185; Furch,
Abhandlungen a. d. Math. Sem. Hamburg 8 (1923), 8. 69—88, 237—245,
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und hat bei homéomorphen Mannigfaltigkeiten denselben Wert, Aus
der Hauptvermutung folgt also: kombinatorische Invariamten sind topo-
logische Invarianten. Das einfachste Beispiel einer kombinatorischen In-

variante ist die Eulersche Charakteristik K — >(— 1)*,. Da nimlich
k=0

bei einer e. T, z B. der Teilung eines &% die Zahlen &, und «,_, um
je eins vermehrt werden, bleibt K ungeiindert. Hier entsteht das Pro-
blem, ein wvollstdndiges Invariantensystem zu finden, d. h. ein System
topologischer Invarianten, die bei zwei Mannigfaltigkeiten nur dann
alle dieselben Werte haben, wenn die Mannigfaltigkeiten hom&omorph
sind. Fiir die geschlossenen IM? (Flichen) bilden bekanntlich Orien-
tierbarkeit und Eulersche Charakteristik ein vollstindiges Invarianten-
gystem.

Die kombinatorische Methode, die viele Ergebnisse so einfach liefert,
lidt dazu ein, eine selbstédndige rein kombinatorische Disziplin zu schaffen,
die sofort topologische Anwendung findet, sobald die dazu nétigen Voraus-
getzungen, etwa die Hauptvermutung, erfillt sind. Das ist jetzt in der
Tat maglich.

Die nicht weiter definierten Grundelemente unserer kombinato-
rischen Gebilde nennen wir Zellen k-ter Dimension Z} (v =1,. .. o
k=0,..., n); sie sollen den bei der Zerlegung auftretenden Elementar-
riumen entsprechen. Jeder Zelle sind eine Anzahl Zellen niederer Di-
mension, ihre Randzellen, zugeordnet; dies ist eine nicht weiter definierte
Grundbeziehung zwischen den Zellen. Die Festsetzung der Randzellen
soll derart getroffen sein, daB jede Randzelle einer Randzelle einer
Zelle Z auch selbst Randzelle von Z ist. Ein Aggregat auf diese Weise
durch die Beziehung zwischen Zelle und Randzelle verkniipfter Zellen
heiBe ein Zellengebiude n-ter Dimension. Damit konnen wir noch keine
geometrische Vorstellung verbinden, bei der den Zellen Elementarriume
entspriichen; denn der Rand eines @ ist von besonderer Art, nimlich
eine S*-1. Wollen wir also Zellengebéude #-ter Dimension mit-geo-
metrischer Bedeutung definieren — sie sollen Komplexe C* heifien —,
so miissen vorher unter den Komplexen (# — 1)-ter Dimension C"—!
diejenigen ausgesondert werden, die uns eine €"~* darstellen, die (kom-
binatorischen) Sphéiren S"~X Auf Grund der Hauptvermutung kann
dies dadurch geschehen, daB wir eine besondere S"~—! angeben und sie
durch kombinatorische Operationen abindern, die den e. T. entsprechen
und die hier interne Transformationen (i. T.) heiBen. Hierzu brauchen
wir wiederum die Kenntnis derjenigen Komplexe, die einen & -! dar-
stellen, der kombinatorischen Elementarriume E*-! und derjenigen Teil-
komplexe, die dem Rande der €”~! entsprechen. Es zeigt sich also:
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die Begriffe C, S*, E™ 1. T. eines C* miissen gleichzeitig durch voll-
stindige Induktion nach w definiert werden.

Zuerst ist, wie gesagt, eine besondere S* und ein besonderer E”
zu erkliren. Dabei halten wir uns an eine moglichst einfache Zerlegung
von ©" in Elementarriume. Die Sphire &": 2 + ... + 22, =1 werde
durch den von der Ebene z,,,= 0 ausgeschnittenen Aquator in zwei
€ zerlegt. Der Aquator ist eine &"—1; sie wird durch den von der
Ehbene x, — O ausgeschnittenen Aquator in zwei G*=! zerlegt usw., bis
zuletzt eine &' (Kreislinie) durch einen Aquator, d. h. zwei Punkte, in
zwei &' zerlegt wird. So erhalten wir fir k= 0,..., % je zwei &, und
der Rand jedes dieser Elementarriume besteht aus allen 2 (% — 1) Ele-
mentarrdumen niederer Dimension. Im Falle # = 2 ist dies die Zerlegung
der Fig. 1. Nehmen wir zu der so zerlegten &" noch den €"+1:
22 4.+ 422, <1 hinzu, so erhalten wir die einfachste Zerlegung
eines §"+'. Demnach definieren wir:

Sy, d. h. die kombinatorische Sphdre n-ter Dimension in der Normal-
gestalt {besteht aus je zwei Zellen der Dimensionen O bis n, von denen jede
von allen Zellen miederer Dimension berandet wird.

E, d. h. der kombinatorische Elementarraum n-ter Dimension in der
Normalgestalt, besteht aus je zwes Zellen O-ter bis (n — 1)-ter Dimension
und einer Zelle n-ter Dimenston, wobei wieder jede Zelle von allen niederer
Dimension berandet wird.

Jetzt setzt die vollstindige Induktion ein.

Ein C° (nulldimensionaler Komplex) besteht aus einer Anzahl Z%
(Punkien).

S und E° sind gleichbedeutend mit S5, bew. K.

Der Rand eines E° besteht aus keiner Zelle, ist leer. :

Es sei #n > 0; fir 0 <k < n seien definiert: C% S, E* Rand eines
E* und sei bewiesen, daB der Rand eines E* (k> 0) eine S*—* ist.

Ein Cr ist ein Zellengebdude aus Zellen bis zur n-ten Dimension,
in dem die Zellen bis zur (n— 1)-ten Dimension einen C"~' bilden und
der Rand jeder Z* eine S*—1 ist.

Der Rand einer Z* (k> 0) eines C ist eine S*=*. Sie werde, wenn
l: > 1 ist, durch eine 8*-2 in zwei E*—* (E*~! und E~1) zerlegt, d. h.
Ei=* und E:=1 sollen zusammen S*~' ergeben und thren Rand, aber
sonst keine Zelle gemeinsam haben. Der gemeinsame Rand ist eine S*~2.
Dann erseizen wir Z* durch die Zellen Z*=', Z% und Z%, die von S'-*
bsw, Z*=* und EF}-1', bsw. Z*~' und E}~' berandet werden, und be-
stimmen, daf diese Zellen alle dicjenigen beranden sollen, die vorker Z*
zur Randeelle hatten. Diese Operation, shre Umkehrung und eine belicbige
Folge solcher Operationen heiflen interne Transformationen (i. T.).
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Hier beweist man, daB durch i. T. aus einem C” immer wieder ein
C* entsteht.

S* baw. E™ ist ein C%, der durch i. T. aus Sy baw. E; hervorgeht.

Der Rand eines E™ besteht aus allen denjenigen Z*~1, die Randzelle
genau einer 7" sind, und ihren simtlichen Randzellen.

Jetzt kann man beweisen:

Der Rand eines E™ ist eine S™— L

Damit ist die vollstindige Induktion fertig.!)

Die Komplexe C sind zur kombinatorischen Darstellung der Mannig-
faltigkeiten " geeignet, aber noch zu allgemein. Jeder C" kann als
Zerlegungsschema eines topologischen Raumes € von besonderer Art
aufgefabt werden, nimlich gerade eines solchen, der eine Zerlegung in
Elementarriume erlaubt, und €~ ist auch bis auf Hom&omorphie ein-
deutig bestimmt; aber nicht immer ist €* eine IM”. Wir suchen kom-
binatorische Bedingungen, die, wenn ihnen C” geniigt, uns versichern,
daB @€ eine W™ ist, also zuerst hinreichende Bedingungen. Die Um-
gebung eines Punktes von 9N 1iBt sich topologisch auf ein Gebiet des
n-dimensionalen Zahlenraumes abbilden (Axiom 5). Fragen wir also,
wie die Elementarriume einer Zerlegung von IN* die an einen von
ihnen, und zwar einen @° angrenzen, miteinander zusammenhingen, so
diirfen wir dabei an eine Zerlegung eines Gebietes im Zahlenraume
denken. Wir machen nun die — zuniichst unberechtigie — Annahme,
daB sich die zerlegenden &* linear darstellen, daB sie gerade Strecken,
ebene Polygonbereiche usw. sind. Dann schlagen wir um den Punkt @°
eine geniigend kleine Kugel &"~1. Sie schneidet jeden an §° grenzen-
den €* in einem @*-! und wenn G* dem Rande von €' angehort, so
gehtrt auch €*~! dem von '-! an. Kombinatorisch bedeutet das:
wir nehmen alle Zellen, zu deren Randzellen eine bestimmte Z° gehort,
vermindern ihre Dimension um je eins, lassen aber die Berandungs-
beziechungen bestehen. So erhalten wir, wie sich herausstellt, einen
Komplex, den Umgebungskomplex von Z° Dieser stellt aber die um &°
geschlagene €71 dar, ist also auf Grund der Hauptvermutung eine S~
Wir definieren demnach:

1) Die hiermit gegebene Definition des C™ unterscheidet sich nur darin ven
der von Bilz (Math. Zeitschr. 18 (1928), S. 1—41, insbes. § 5), daB die Bilzschen
Forderungen 84 b und ¢ weggelassen sind (die eine ist fiir den Aufbau der Kom-
binatorik zu entbehren, die andere ist von selbst erfiillt), und daB die Zerlegung
von S¥—1 in F4~! und F}~! genauer gefaBt ist mit Hilfe des Begriffes ,Rand
einer E**, Die Definition des Randes ist eine AuBerliche; ihren tieferen Sinn
erhilt gie erst dadurch, daB bei i. T. des E* der Rand fiir sich transformiert wird
und wieder in den Rand tbergeht. : ’
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Eine M* (kombinatorische Mannigfaltigheit) ist ein C, in dem der
Umgebungskomplex jeder Z° eine S"—1 ist.

Man wird einwenden, daB hier nur die Punkte von IR” in Betracht
gezogen sind, die in der Zerlegung als &° auftreten; es zeigt sich aber,
daB die Bedingungen, die aus der Betrachtung der {ibrigen Punkte ent-
springen wiirden, in der hier ausgesprochenen enthalten sind. Diese
ist also jedenfalls hinreichend dafiir, daB ein Zellengebiude eine IN*
darstellt; ob sie notwendig ist, hingt unter anderem von der Haupt-
vermutung ab.?)

Die hier eingefiihrten Begriffe setzen uns in den Stand, die kom-
binatorische Theorie der Mannigfaltigkeiten in vollem Umfange anzu-
greifen, die bekannten Begriffe, wie Zusammenhang, Orientierung, Homo-
logie, Bettische und Torsionszahlen, Kroneckersche Charakteristik, Funda-
mentalgruppe, auf einleuchtende Weise kombinatorisch zu begriinden
und zu verwerten. Doch sind dabei, besonders bei Einfiihrung der nur
auf Mannigfaltigkeiten beziiglichen Begriffe, wie der Kroneckerschen Cha-
rakteristik, noch allerlei Hilfsbetrachtungen und -sitze nétig. Bei unserer
Definition der i. T. fillt die groBe Zahl der Voraussetzungen auf, die
bei einer Zellenteilung erfiillt sein miissen; bei einer Zellenvereinigung
sind es sogar noch mehr. Das ist notig, und es ist bequem, wenn es
sich darum handelt, eine kombinatorische Invarianz zu beweisen, d. h.
zu beweisen, daB eine GroBe sich bei i. T. nicht #ndert; denn je mehr
Bedingungen die i. T. erfiillen muB, um so weniger Unheil kann sie
stiften. Anders, wenn, wie es hiufig vorkommt, ein C* durch i. T. in
eine bestimmte Gestalt gebracht werden soll, wenn wir i. T. von be-
stimmter Art ausfithren wollen. Dann milssen wir jedesmal zeigen, daB
die notigen Voraussetzungen erfiillt sind. Wir brauchen also Sitze, die
besagen: unter diesen und jenen Bedingungen ist ein C™ eine S* bzw.
ein E" Ich stelle einige Sitze dieser Art zusammen.

1. Fiigen wir zu einem E* eine von seiner Rand-S»—! berandete
Z* hinzu, so ergibt sich eine S~

2. Nehmen wir von einer S" die Zellen eines E” bis auf seine
Randzellen weg, so bleibt ein E* iibrig.

3. Haben zwei E* ihren Rand und sonst keine Zelle gemeinsam,
so bilden sie zusammen eine S”.

4. Eine S wird durch jede auf ihr liegende $"~! in zwei E* zerlegt.

Von diesen Sitzen ist 1. eine fast unmittelbare Folge aus den

1) AuBer der Hauptvermutung kommt noch der folgende Satz in Frage: Ist
eine ©” stetig mit dem Brouwerschen Abbildungsgrade 1 auf eine ™ abgebildet,
s0 ist diese selbst eine ©&® Mir ist kein Beweis dieses Satzes bekannt.
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Definitionen, muB sogar schon im Laufe der groBen Induktion bewiesen
werden. 4. ist bisher nur bis zur dritten Dimension bewiesen?!) und
scheint zum Beweise mehr Kenntnis der M"~! zu erfordern als wir
fiir %» >3 besitzen. Die Sitze 2. und 3. sind unentbehrlich, wenn
man sich in unserem Gebiete frei bewegen will.%) Mit 3. nahezu gleich-
wertig, mit 2. aufs engste verkniipft ist der folgende

Allgemeine Transformationssatz: Die Erselzumg einer Zelle Z* eines
C* durch einen E* mit isomorpher Rand-S*—* ldpt sich durch i. T. be-
wirken.

Die Schwierigkeit beim Beweise dieses Satzes liegt allein in der
Transformation des Randes. Um sie ausfiihren zu kdnnen, bendtigt man
den Satz 2 fiir £ — 1 Dimensionen. Diesen wiederum beweist man mit
Hilfe der allgemeinen Transformation einer Z*-!. Man sieht: Satz 2
und der allgemeine Transformationssatz sind gleichzeitig durch voll-
stindige Induktion nach der Dimensionenzahl zu beweisen.

Der allgemeine Transformationssatz trigt den Charakter eines Hilfs-
satzes; seine Behauptung hat kein besonderes selbstindiges Interesse.
Trotzdem kann man ihm vielleicht im Hinblick auf die Hauptvermutung
eine gewisse prinzipielle Bedeutung beilegen. Wire er nicht richtig, so
kilme man durch die Ersetzung einer Z* durch einen E* zu einer Klasse
weiter greifender Umformungen, als es die i. T\ sind. Nennen wir diese
1. T. zweiter Stufe und jeden C*, der aus E, durch i. T. zweiter Stufe
entsteht, einen E” zweiter Stufe, so konnen wir wieder die Ersetzung
einer Z* durch einen E* zweiter Stufe als i. T. dritter Stufe bezeichnen usw.
Der allgemeine Transformationssatz besagt nun, daB alle diese Stufen
schon mit der ersten zusammenfallen, daB also das System der i. T.
in hohem MaBe in sich abgeschlossen ist. Sollte sich nun die Haupt-
vermutung als irrig herausstellen, sollte es unter allen Zerlegungs-
schematen, die etwa eine &" darstellen, auBer denenm, die wir als S*
definiert haben, noch andere geben, so miiBte es als eine hichst merk-
wiirdige Tatsache gelten, daB es in diesem einheitlich definierten System
kombinatorischer Schemata ein so ausgedehntes Teilsystem gibt, dessen

1) J. W. Alexander, Proc. of the Nat. Ac. of Se. 10 (1928), 8. 6—8.

2) Fiir 2. und 3. sind noch keine Beweise publiziert. Da sie aber z. B. not-
wendig sind, um zu beweigen, daf man die sogenannte regulire Unterteilung stets
durch i. T. bewirken kann, so ergibt sich die merkwiirdige Lage, da8 der rein
kombinatorische Satz von der Dualitit der Bettischen Zahlen einer orientierbaren
M"* (P, = P,_;) bisher keinen kombinatorischen Beweis hatte. Bewiesen ist er
dadurch, daB die regulire Unterteilung topologisch (nicht gerade durch i. T.) so-
fort auszufiibren ist, und da8 die Bettischen Zahlen direkt (unabhingig von der
Hauptvermutung) als topologisch invariant erkannt worden sind (J.W. Alexander,
Trans. Am. Math. Soc. 16 (1915), S. 148—154),
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Elemente selbst durch eine umfassende Gruppe tiefgreifender Ande-
rungen, wie die i. T. eine sind, nicht mit den tibrigen in Verbindung
zu bringen sind.

Der geschilderte Aufbau der kombinatorischen Topologie ist zwar
sicher gegriindet und entwicklungsfihig, hat aber, wie schon gesagt,
den Mangel, daB seine freie Anwendung auf eigentlich topologische
Fragen wesentlich von der fiir mehr als drei Dimensionen noch un-
bewiesenen Hauptvermutung abhiingt. Diesen Mangel hat man auf zwer
Weisen zu beheben gesucht, woritber ich noch in aller Kiirze be-
richten will.

Der eine Weg kann mit dem historischen Namen méthode mixte
bezeichnet werden.!) Man arbeitet nicht rein kombinatorisch, sondern
hat immer die topologisch definierte Mannigfaltigkeit im Auge, be-
handelt sie aber mit Hilfe der Zerlegung in Elementarriume und des
Ubergangs von einer Zerlegung zur andern durch Teilung eines Ele-
mentarraumes in mehrere, also allgemeinerer Uberginge, als wir sie
zugrunde gelegt hatten. Das kombinatorische Schema dient wesentlich
nur dazu, die topologisch definierten Invarianten auszuwerten. Man
kann dieser Behandlungsweise hichstens den iisthetischen Vorwurf der
Methodenunreinheit machen?); aber das will wenig sagen gegeniiber
der schwerwiegenden Tatsache, daB fiir vier und mehr Dimensionen
bis jetzt nur auf diesem Wege gesicherte topologische Ergebnisse zu
gewinnen sind. :

Neuerdings hat Weyl®) einen anderen Weg beschritten. Da wir
die Gesamtheit der eine &" darstellenden kombinatorischen Schemata
picht iiberseben (und daher bei dem geschilderten Aufbau einen Teil
von ihnen herausgegriffen haben, von dem wir vermuten mogen, daB
er schon die Gesamtheit ist), verzichtet Weyl darauf, die 8™ zu de-
finieren, sondern fiihrt sie als axiomatischen Grundbegriff ein, dessen
Inhalt durch Axiome erst umschrieben wird. Die Axiome sind von
zweierlei Art. Einerseits kennen wir topologische Eigenschaften der

1) Er ist z. B. beschritten worden in den Arbeiten von Poincaré und der
Dargtellung von Veblen (The Cambridge Collogquium II, New-York 1920).

2) So ist z. B. hier die topologische Invarianz der Eulerschen Charakteristik
K ==2(-—— 1) «,, die kombinatorisch sofort in die Augen springt, erst auf dem
Umweg iber die Invarianz der Bettischen Zahlen und die Darstellung )

n
K =k2'(_— 1)E (P, —1) zu erweisen.
=0

8) Analisis situs combinatorio (Revists matematica Hispano-Americana 1928).
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Sphiiren, die sich kombinatorisch ausdriicken lassen. Die ,qualitativen
Axiome¥ fordern diese Eigenschaften (z. B.: Jede 8" ist ,einfach zu-
sammenhiingend®); sie schrinken den Begriff ein. Andererseits kennen
wir gewisse kombinatorische Konstruktionen, die aus einer oder mehreren
Sphiiren eine neue von derselben oder hdherer Dimension entstehen
lassen. Ein Beispiel dafiir ist die i. T, ein anderes das folgende Ver-
fahren: man erhthe die Dimension jeder Zelle um eins, lasse die Be-
randungsbeziehungen bestehen und fiige zwei Z° hinzu, die alle Zellen
hoherer Dimension beranden: so entsteht aus jeder S™ eine S*+1. DaB
auf diese und #hnliche Weise aus Sphiren wieder Sphiren entstehen,
fordern die ,genetischen Axiome“; sie geben dem Begriff S” die notige
Weite. Das eine, auf die i. T. beziigliche genetische Axiom wurde beil
unserem Aufbau zur Definition der S benutzt, den anderen entsprechen
Sitze mit dhnlichem Inhalt. So wie dort diese Sitze zu beweisen sind,
ist hier nachzuweisen, daf die beiden Axiomengruppen nicht im Wider-
spruch miteinander stehen. Wahrend dort die Hauptvermutung eine
offene Frage blieb, fragt man hier nach der Vollstindigkeit des Axiomen-
systems in dem Sinne, dab es nur eine Klasse von Zellengebiuden gibt,
die in ihrer Gesamtheit den Axiomen geniigt. Wihrend man dort ver-
schiedene Satzgruppen methodisch danach zusammenstellen kann, welche
Begriffe dazu gebraucht werden, sie auszusprechen und zu beweisen
(z. B. wird der Umgebungskomplex bei den Sitzen iiber Homologie und
Bettische Zahlen nicht gebraucht), wird hier dieselbe Einteilung da-
durch bewirkt, daB man bei jedem Ergebnis fragt, von welchen Axiomen
es wesentlich abhingt, von welchen es unabhingig ist.

Anhang. Homdomorphie zweier 9" mit isomorpher Zerlegung.

Einen topologischen Raum, der eine Zerlegung in Elementarriume

bis zur n-ten Dimension zulidBt, nennen wir einen Komplex, € Ein
Beispiel eines @% der keine IM? ist, gibt Fig. 3. Zwei

Komplexe € und €" heiBen isomorph zerlegt in die
Elementarriume, & (k=1,...,n; v =1, ..., &) bzw. &
*k=1,..,nv=1,..., %), wenn «, =, ist und

— bei passender Numerierung — €% dann und nur

dann zum Rande von E, gehért, wenn @, zum Rande

. von @, gehort.

Fig. 8 Hilfssatz. Ist zwischen den Rindern zweier Ele-
mentarrsume gleicher Dimension eine topologische Abbildung gegeben,
so laBt sich eine topologische Abbildung der ganzen Elementarriume
anfeinander angeben, die auf den Réndern mit der gegebenen iiberein-
stimmt,
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