Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler
Mannigfaltigkeiten.

Vor Heinrich Tiefze in Wien.

Einleitung.

Auf dem Gebiete der Analysis sifus hat uns Poincaréd)
in jilngster Zeit eine Fille neuer Resultate gebracht, gleichzeitig
aber auch eine I'ille neuer Fragen, die noch der Erledigung
harren. Wihrend man nimlich seit langem ein System von Be-
dingungen kennt, das dafiir, dafi sich zwel zweidimensionale
Mannigfaltigkeiten eineindeutic und stetic aufeinander beziehen
lagsen, sowohl notwendig als hinreichend ist, ist derzeit ein solches
System von DBedingungen fiir die drei~ und mehrdimensio-
nalen Mannigfaltickeiten nicht belkannt. Man hat wohl eine,
inshesondere den Arbeiter Poincarés zu verdankende Kenntnis
von einer ganzen Reihe von uunterscheldenden Merkmalen (Zahlen,
Gruppen) mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten, die sich bel um-
kebrbar eindentiger und stetiger Transformation der Mannigfaltig-
keit nicht #ndern und deshalb als fopologische Invarian-
ten der Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden kinnen. Darans
ergibt sich sls notwendige Bedingung dafir, dal sich zwel
Mannigfaltickeiten eineindeutiy und stetiz aufeinander beziehen
lassen, die Ubereinstimmung ihrer topologischen Invarianten,
wihrend wir keine Kenntnis davon baben, ob diese Uberein-
stimmung der bis jetzt bekannten Invarianten auch eine hinreichende
Bedingung fir die Mbglichkeit einer eineindentigen stetigen Be-
ziehung sel.

) Es kommen vor allem die folgenden Arbeifen in HBetracht: ,Analysis
situs®, Journal 4. l'Eeols polytechnigue, 2. sér., Cah. 1; [Complément i Analysis
gitug®, Rend, d. Circ. mat. d. Palermo, t. 13; _.Second Complément 4 I'Analysis
sitns®, Proceed. Lond. Math. Soc. 32; ,Cinquidme Complément i 1'Agalysis sitos®,
Rend. d. Cire. mat. d. Palermo, t. 18, Im folgenden sollen diese Arbeiten abge-
kiirat mit ,,An, 8it.*, ,Compl. 1* n. s w. zitlert werden. — Das 3. und 4. Com-
plément (Bull. d. 1. Soe. Math. d. France & 30 und Liouv. Jourw. 5. ser, t 8)
hat ebenso wie die Arbeit ,Sur les périodes des intégrales doubles* (Licuv. J.

6. ser. £ 2) die Anwendong der Analysis Situs auf die algebraischen ¥Flichen zum
Gegenstand,
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Der folgende Aufsatz®) ist i Anschlull an Poincarés Arbeiten
entstanden und beschiftigt sich insbesondere mit der gegenseitigen
Stellung der bekannten topologischen Invarianten, wobei sich vor allem
herausstellt {Absehn. IV), dall sich aus der ,Fundamentalgruppe®
einer zweiseitigen geschlossenen dreidimensionslen Manmigfaitigkeit
alle anderen der bekannten topologischen Invarianten (also aufler
der Bettischen Zahl, von der dies schon Poincaré zeigt, auch
die Poincaréschen Torsionszahlen und daher aweh die im III.
Abschnitt eingefiibrte Zahl ¢)) ableiten lassen. Dieses Resultat er-

gibt sich in einfacher Weise daraus, dal jeder diskreten aus einer
endhchen Anzahl von erzengenden Operatmnen aufgebauten Gruppe
gewisse 1hr eigentiimlichen Zahlen zugehiren, die als die Poin-
caréschen Zahlen der Grupype bezeichnet werden mogen, und
dal die Torsionszahlen 1. Orduung einer Mannighaltigkeit nichts an-
deres sind als die Poincaréschen Zahlen ihrer Fundamentalgruppe.

Diverse andere Iragen sind In den spiiteren Abschnitten
V—VII berithrt. Die ersten beiden Abschnitte, die als Einfihrung
und Grundlage fir das Folgende dienen, enthalten die fir den
Aufsatz maﬁ*ebende Uma'renzuno des Mannigfaltigkeitsbegriffes auf
der Basis einer bestlmmten als ,,Zellensvstem bezeichnaten Dar-
stellungsform und 1m ubrlﬂ'en einen Abrif iiber der Haupisache
nach bekannte Tatsachen. Dabei ist zu bemerken, dall die im
1. Abschnitie besprochene Darstellung der Mannigfaltigkeiten als
Zellensysteme ein besonderes theoretisches Interesse dadurch besitz,
daf sie einen von dem Heranzichen unendlicher Punktmengen oder
funltionentheoretischer Hiltsmittel freien Aufbau der Analysis Situs
gestattet. Es bernht dies darauf, dal ein Zellensystem durch eine
endliche Anzahl von HElementen und eine endhiche Anzahl von
Verkntipfungen zwischen denselben festgelegt ist. I)ie hiedurch
gegebene Muiglichkeit, die Analysis Situs sozusagen rein kombina~
torisch zu entwickeln, ist in den Arbeiten von Dyek®) zur Geltung
gebracht und von Dehn®) in dem in allerletzter Zeit erschienenen
Enzyklopidie-Artikel systematisch dargestellt worden. Die Vorstel-
lung des Zellensystems und die awf dasselbe beziiglichen Defini-
tionen wird man anf einem -solchen Standpunkt fir bis zu drei
Dimensionen als der Anschawung entnommen unnd weiterhin als
nach Analogie gehildet ansehen.?)

Die §8 15, 16 dieses Aufsatzes beschiftigen sich wohl vor-
wiegend mit kontinuierlichen Punktmannigfaltigkeiten, wobei iibrigens
die Anschauung in weitgehendem Male zur Deduktion herangezogen
wird. Abgesehen von diesem Teile ‘der Arbeit, der fir die strenge
Beantwortung der behandelten Fragen nur als Vorarbeit avzusehen
ist, bewegen sich die Ausfuhmngen des vorliegenden Awufsatzes in

*} Uber einige der Ergebnisse habe ich in der Wiener Akad, d, Wiss.
einen Vorbericht gegeben. (Siehe Wr, Ber, 115, 1Ia, 8. 841, und Anseiger 1908,
Math, nat, KL 8. 849.)

®) Math. Anu. 32 und 37.

¥ Dehn-Heegaard, Analysis Bitos, Enz, III A B3,

) Man vergleiche hiertiber den eben zitierten Enz.-Art, Grundlagen, Nr. 8
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der eben besprochenen Auffassung des Zellensystems als eines
selbstandigen von seiner Beziehung zu Punktmannigfaltigkeiten
unabhingigen Begriffes. So bezieben sich insbesondere die ober-
wibnten, die Fundamentalgroppe betreffenden Resultate anf das als
selbstandiges Objelkt des Studiums betrachtete Zellensyster, so ge-
horen hieher der Nachweis in § 13, dal die Fundamentalgruppe
eine topologische Invariante ist, und der Inbalt von § 19. Gleich-
wohl erschien es wilnschenswert, die Beziehung der Zellensysteme
zu den Punktmannigfaltigkeiten zu betonen, ja geradezu das Zellen-
system in einer Welse elnzufithren, die ihm den Charakter eines
Miitels zur Darstellung von Mannigfaltigkeiten verleiht, und den
lombinatorischen Charakter nur nebenher anzudeuten. Ist doch
das Zellensystem gerade als Hilfsmittel der Analysis Situs der Puakt-
mannigfaltigkelten in ergiebigster Weise von Poincaré verwendet
worden. Dabei zeigtsich denn allerdings, dafl die Ubertragung mancher
Sitze, die sich im Gebiete der komhbinatorischen Analysis Situs obne
Miihe erledigen lassen, auf das Gebiet der Punktmannigfaltighkeiten auf
Schwierigkeiten stsfit. Daher dann die Unterscheidung zwischen
,topologischen Invarianten der Schemata® gegeniiber solchen der
Mannigfaltigkeiten im § 2, daher das Hrsetzen der zuerst gegebenen
Definition der ‘- Bettischen Zahlen im Laufe des § 6 durch eine
andere anf das Zellensystem basierte. s ist wohl offenbar, dafb
manche der zur Sprache gebrachten Sehwierigkeiten sich bei
einer Einschrinkung des Gebietes der betrachteten Mannig-
faltigkeiten vermeiden lassen, wemn 2z B., wie vielfach bei
Poincaré, nur analytische Mannigfaltigkeiten in Betracht ge-
zogen werden. Zweifellos laft sich auch dureh das Mittel der
Approximation durch analytische Funkilonen magche der be-
trachteten Schwierigkeiten durch Zuriickfiihren auf den von Poin-
caré vorwiegend betrachteten Fall nur der analytischen Mannig-
faltigkeiten, ohneweiters erledigen, wihrend fiir andere Punkte
immerhin cine eingehendere Begrindung erforderlich sein wird.
Doch haben wir uns darauf beschrinkt, auf die erwithnien Schwie-
rigkeiten und nnerledigten Fragen hinzuweisen, zamal ein nitheres
Eingehen auf dieselben den Rahmen des im wesentlichen der kom-
binatorischen Analysis Situs gewidmeten Aufsatzes allzuwelt tiber-
sehritfen hiitte.

Nock moge der Verwendung, die in der folgenden Darstelinng
von der Anschauung gemaeht wurde, gedacht werden. Dall sie
in gewissen Entwicklungen einiger spiterer Abschnitte als Mittel
verwendet wurde, mit dessen Hilfe wenigstens ein erster Schritt
zur Erledigung der betreffenden Fragen gemacht wurde,®) ist bereits

%) Hieher gehoren ameh einzelne jener Stellen (besonders im IL Abschritte),
in denen gewisse Annahmen auf ihre Zulassigkeit oder Wahrsebeinlichkeit hin
diskutiert werden. In manchen der zur Verwendung kommenden Beispiele werden
tiber den Sachverhalt unter Berufang auf die Amschamung Aunssagen pemacht, die
also, ebemso wie die darans abgeleiteten Aussagen iiber die besprochenen Ap-
nahmen, nicht als strenge begriindet, souders nur als plausibel bezeichnet werdsn
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zesagt worden. Anderseits aber wurde die Anschauung auch der
Deutlichkeit zuliebe herangezogen an Stellen, wo es keine Schwie-
rigkeit bereitet hiitte, unter bloBer Anwendung rein logischer De-
duktion vorzugehen.

1. Die Schemata mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten.

§ 1.

Abgrenzung des Gebietes der zu betrachtenden Punkt-
mannigfalfigkeiten.

Als das allgemeinste Ziel der Analysis situs') kinnte man die
vollstindige Aufstellung und das Studiwm derjenigen Eigenschaften
beliebiger Punktmengen bezeichnen, welche erhalten bleiben, wenn
man von eimer Punktmenge zu einer ihr homsomorphen iiber-
gelit. Dabei sollen nach Poinearé?) zwei Punktmengen homio-
morph genannt werden, wenn sie sich ¢ineindeutig und unmkehrbar
stetig aufeinander beziehen lassen.

Der ungeheuveren Allgemeinheit dieser Problemstellung ent-
spricht die weite Entfernung, in der wir uns von dem gesteckten
Ziele befinden. Die Beschriinkung der Betrachtung auf zusammen-
hingende (oder aus einzelnen zusammenhingenden Stiicken beste-
hende) Punktmannigfaltigkeiten erscheint hierin, nicht minder aber
durch das anderweitig 1o der Mathematik auftretende Bediirfnis
nach einem besseren Einblick in die Analysis situs gerade der
kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten begriindet.?) KEs bandelt sich
zundchst darum, den Begriff der Manmigfaltigheit in dem Umfang,
in dem er weiterhin verwendet werden soll, gehtrig abzugrenzen.

1y Es ist dag dis vou Hurwitz am Ziiricher KongreB (1892) zum Auns-
druck gebrachte Auffassung. (Verhandlungen des Internation. Mathem. Kongr.
Zirich, 8. 102.)

f) An. Sit. § 2. An der zitierten Stelle ist nur von kontinuierlichen Mannig-
faltigkeiten die Reds.

3} 8o erscheint fiir die Theorie der algebraischen Funktionen zweier kom-
plexer Verfinderlicher die Kenntnis der Aralysis sitns der zusammenhingenden
vierdimensionalen Punktmannigfaltigkeiten witnschenswert. Hiezn ist allerdings
zi bemerken: Die Cremonatransformationen des Raumes zweier komplexer Ver-
#nderlicher sind nicht durchaus punktweise eineindeutig, sondern flihren zwei-
dimensionale Punktmannigfaltigkeiten in Punkte itber und wmgekehrt, und das
glaiche kommt anch bei birationalen Transformationen algebraischer Flichen auf-
einander vor. KHiedurch wird es moglich, daB sich topologische Invarianten von
dureh algebraische Flachen reprisentierten vierdimensionsien Mannigfaltighksiten
bei birationalen Transformationen dndern. (Siche Picard, C. R. 134. p, 629, und
die oben =zitlerte Abhandlung Poineards in Ldouv. Journ., 6. sér, t. 2.) Fir
funktionenthecretisehe Probleme kann es alsc nblig werden, andere Transforma-
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Hiezn erscheint es am naturgemiiflesten, durch Angabe von inneren
Merkmalen, von denen man dann nachzuweisen hat, daff sie bei
wmkehrbar stetigen und eindeutigen Transformationen nicht ver-
loren gehen, aus der (esamtheit aller Punktmengen die zu betrach-
tenden Mannigfaltickeiten heranszuheben, um so auf einem Wege,
der aus der Theorie der Punktmengen heranswichst, die Analysis
situs der kontinuierlichen Punktmannigfaltigkeiten zun entwickeln.+}
Weitergehende Ergebnisse sind in dieser Richtung nur auf dem
(tebiete der ebenen Punktmanmigfaltigkeiten gewonnen worden,
Hiedurch erscheint es gereehtfertigt, bei Untersuchungen tiber mehr-
dimensionale Mannigfaltigkeiten die Definition des Mannigfaltig-
keitshegriffes an gewisse Darstellungsformen anzukniipfen (wodureh
1m allgemeinen eme gewisse FEinsehrinkung des Grebletes der kon-
tinuierlichen Mannigfaltigheiten erfolgen wird), und damit gewisser-
mallen die Schwierigkeiten zu umgehen, die dem erstgenannten
Wege anhaften. Unter einer Mannigfaltigkeit wird man dann eine
auf die betreffende Art dargestellte Punktmenge oder eine emer
solchen homBomorphe Punktmenge verstehen.

Zunichst ein paar allgemeine Bemerkungen iber die ver-
schiedenen Arten, Mannigfaltigkeiten darzustellen. Die prinzipiell
einfachste Art, Punktmengen und sonach auch Punktmannigfaltig-
keiten zu determinieren, besteht darin, dieselben als eine Gesamt-
heit von Punkten (z,, %, ...z, im Raume von % rechiwinkligen
Koordinaten anzngeben,®) wobel jeder Punkt der Mannigfaltigheit

%) Um diese Riehiung zun kennzeichnen, geniigt es, an die bekannten
Resultate von O. Jordan zu erinnern ond 2of eine Reihe In letzizr Zeit erschic-
nener Arbeiten von A, Schoenflies hinzuweisen,

%) Verschiedene derartige Darstellungsformen von Mannigfalligheiten, wie
durch Gleichungen F;(ay,xs,... #,)=0 zwischen den Koordinaten oder durch
Parameterdarstellungen werden ven Poincaré {An. Sit. §§ 1, 8, 15) besprochen.
DLabei werden z. B. die Funktionen F, als differenzierbar, gelegentlich such als
analytisch vorausgesetst, (Es ist klar, daf die Annahme, die Funktionen F. seien
bles stetig, anf viel zu allgemeine Punkimengen fithrt) Freilich gebt beim
(bergang von eciner so definierten Mannigfaltigkeit zu einer ihr horsfomorphen
Punktmenge die Darstelibarkeit dureh Gleichungen mit diesen Eigenschaften
im allyemeinen verloren. Der Feorderung, dal, wenn eine Punktmenge als
gine Mannigfaltigkeit angesehen wird, dies auch f{ir alle hombomorphen Punkit-
mengen gilt, mag man dann dedurch entsprechen, dafi man eben als Mannig-
faltigkeit eine Pucnktmenge bezeichuer, die entweder selbst einer derartigen
Darstellang mittels Fonktionen von vorgeschriebener Beschaffenheit fahig ist,
oder einer derart dargestellien Punkimenge homBomorph ist. Derariige Hirten
in den Definitionen hafien naturgemil einer Begrindung des Mannigfaliig-
keitshegriffes mittelst einer bestimmten Darstellungsformn an. Offenbar sk es
anch erforderlich, jede FEigenschaft, dic als eine topologizche eingefiihrt wird,
fiir die in der betrochieten Art dargestellten Mannigfaltigkeiten als invariant nach-
zuwelsen gegeniiher beliebigen eineindeutigen und nmkehrbar stetigen Transfor-
mationen, also z B. im vorliegenden Fall wicht blof fiir Transformationen, die
durch differenzicrbare oder anslytische Fuplktienen vermiftelt werden. Ke sei
vorweg bemerkt, dah die Erfillung dieser Forderung flir die im Folgenden be-
sprochene Darstellung durch ein ,8chema* auf das engstz znsammenhingt mit
dem Nachweis des spiter besprochenen Setzes (§ 2}, daB zwei Schemata, die
hom3omorphe Mannigfaltigheiten definieren, selbst homiomorph ’sind.
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durch ein einziges Werte-n-tupe! dargestellt wird und jedem auf-
tretenden Werte-n-tupel auch nur ein Punkt der Mannigfaltigkeit
entspricht. Wenn aber etwa von den Punkien einer Lemniskate
der Doppelpunkt als zwei Punkte der eindimensionalen Mannig-
Faltiokeit und in der Umgebung desselben nur solche Punkte als
benachbart angesehen werden, die bei gentigend kleiner Entfernung
demselben Zweig durch den Doppelpunkt angehiren, so haben
wir hierin eine Darstellung eciner einfach geschlossenen Kurve, die
von ciner allgemeineren Art als die zuerst betrachtete Darstellungs-
art ist. Ein¢ derartige Darstellungsform ist ftr zweidimensionale
Mannigfaltigkeiten die durch Riemannsche Flichen: Jeder Punkt
(«, 4} der (z-}-iy)-Ebene stellt nicht einen, sondern eine endliche
Anzahl von Punkten der Mannigfaltigkeit dar, wobei dureh die
Anzahl der jedem Wertepaare (r,y) zugewiesenen Punkte und
durch Festsetzangen tiber die Auffassung des Benachbartseins sol-
cher Punkte das Wesen der Mannigfaltigkeit bestimmt wird. Bel
einer anderen Art, Mannigfaltigkeiten zu determinieren, werden
wieder verschiedene Werte-n-tupel als ein Punkt der Mannigfaltig-
keit angesehen, wie die gleichliegenden Punkte auf den Gegenseiten
eines Periodenparallelogramms, wenn die durch das elliptische Ge-
bilde definierte algebraische Mannigfaltigkeiz in Betracht gezogen
wird. Das hier auftretende allgemeine Prinzip, aus berandeten
Flachensticken durch Zuordnungen von Sticken der Randlinien
zweidimensionale Mannigfaltigkeiten festzulegen, ist besonders von
Klein betont worden.?} Die Verallzemeinerung der letztgenannten
Darstellungsform fiir mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten, die ins-
besondere Poincaré vielfach verwendet hat und die als ,Zcllen-
system® bezeichnet werden moge, soll im folgenden zu Grunde ge-
legt werden.

Allgemein kann man im Anschlufl an das vorstehend dber
die verschiedenen Darstellungsformen ven Punktmannigfaltigkelten
Gesagte bemerken, dafi das Wesen einer Mannigfaltigkeit festgelegt
wird einerseits dureh die Angabe ithrer Punkte, wobel, wie gosagt,
noch Festsetznngen iber die durch die betrachieten Werte-n-tupel
(), %, . . . ) definierten Punkte Platz greifen konnen, anderseits
aber durch Bestimmungen tiber das, was als Nachbarschaft der
cinzelnen Punkte aufzufassen ist. Fiir das letztere wird eine ge-
wisse Art, Entfernungen zu messen, die freilich dann, ohne den
Charakter der Mannigfaltigkeit zn #ndern, noeh in mannigfacher
Weise abgetindert werden kanu, die Grundlage bilden. Als ein
Beispiel fiir derartige das Wesen einer Mannigfaltigkeit bestim-
mende Festsetzungen mag noch anf die bekannte Art hingewlesen
werden, wie die IEbene als eine der Kugel homdomorphe Fliche
angesehen werden kann: Man nimmt zu den Punkten (z, y) noch
einen durch kein Wertepaar reprisentierten Punkt oc hinza, wobei
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man als Entfernung der Punkte oc und (z,7) ctwa V__l_i_—:—

m..f 2=
wihlt. Durch die iiber Entfernung und Benachbartsein getroﬁ'ém{n
Festsetzungen erhalten dann die Begriffe Stetigheit einer Abbil-
dung uud Hombomorphie ihre Bedeutung.?

Uber den Gebranch des Wortes Mannigfaltigkeit werde noch
gesagt, dal darunter zuniichst die — in einer bestimmten Darstal-
lungsart — unter Zuhilfenahme gewisser Festsetzungen gegebene
(tesamthelt von Punkten zu verstehen ist, Doch ist es bhequem,
eine Gesamtheit von einander hombomorphen Mannigfaltigkeiten
bisweilen in weiterem Sinne selbst als eine Mannigfaltigkeit zu be-
zeichnen, wobel dann eine einzelne aus der Gesamtheit der einander
hombomorphen Mannigfaltigkeiten heransgegriffenc als eine hestitamte
Darstellangsform oder als ein Reprisentant der Mamnigfaltighkeit
(das Wort in dem weiteren Sinne genomwmwen) anzasehen ist.?)

Bei der inden folgenden §§ gegebenen Besprechung der Zellen-
systeme oder, wie wir auch sagen wollen, der Schemata’) von
Mannigfaltigkeiten, sollen ausfithrlicher nur die Fille von zwel (§ 2)
und drei Dimmensionen (§ 3) betrachtet werden. Bel den Mannig-
faltigkeiten von mehr Dimensionen {§ 4) kinnen wir uns dann auf
Andentungen beschrinken.'”)

7 Aufler Punktmannigfaltiokeiten ktnnen aveh Mannigfaltigheiten von aa-
deron Elementen in Betracht gezuvgen werden (vgl. Klein, Math, Aan. 8, 5. 480,
und Bd, 21, 8. 154). die aber, sofern diz Elemente durch eioe endliche Anzahl
von Hoordinaten testlegbar sind, nichts Neues liefern,

% Wird von einem Punkte der Mannigfaltigheit in diesem weiteren Sinre
goaprochen, o ist dabel an eine bestimmte zwischen je zwel Reprisentanten be-
stehende mmkehrbar stetize und eiusivdentige Bezicknnr zu denken, die so ge-
withit ist. daBl, wenn 4, B, C irgend drei Repriisentonten der Mannigfaltigheit
sind, vermige der Beziehungen zwischen 4 und €] bezw. B und €. demselbsn
Punkt von € entsprachendes Punkte von A und £ auch eipander darch die Be-
#zlehupne zwischen 4 und B zogeordnet sind.

% Da der Ausdruck Zallensystem inshesoudere den Mannigfaltigkeiten von
drel and mehr Dimensionen angepaft erseleint, soll fir den allgemeinen Fall
vorwiegend das Wort Schemu gebraucht werden, allerdings in etwas anderer Be-
deutang als bei Poincard {Compl 1. § 2, p. 290), der darunter das versteht,
was im. folgenden in. % 5) als Poincardsches Relobionensysiern bezeichnet ist.
Um nicht neue Wortbildungen zu hitnfer, habe ieh diese Abinderung in der Be-
dentung vorgenommen.

1%, Die besprochene Darstcllung erscheint bel Poincard nicht 2ls Grond-
lage, sondern als gewomnen doreh Zerlegung von analyiisch definierten Mannig-
faltigksiten. Eine Eniwicklung der Auvalysis situs zweidimensionaler Mannigfaltig-
keiten, die auf die Zasammensstzung derselben durch Flichenstiicke hasiert ist,
ist mir umerst aus Vorlesungen von Professor Wirtinger (iiber algebraische
Funktionen, Wien, Sommer 1904) bekannt geworden, der aneh anf die kombira-
forische Seite dizser Eotwicklung hingewiesen hat. Diesen Vorlesungen zusammen
mit elner spiiteren perstolichen Mittellnng iiber die analoge Darstellung dreidimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten verdanke ich die Anregnng zu den dem vorliegendea
Aufsatz zu grunde legenden Stndien. Was die kombinaterische Seite der fol-
genden Ausfilhrungen, insbesondere den schrittweisen Aufban der Schemata von
wachsender Dimensionszahl betrifft, so decken sich die Ausfiibrongen mit den-
jenigen Dehng in dem bereits genannten Enzykl.-Artikel.
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~ .
Die Schemata zweidimensionaler Mannigfaitigkeiten.

Die Beschreibung jener Bestimmungsstiicke, durch die das
Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigheit festgelegt ist,
werde mit der Auseinandersetzung eines speziellen Falles begonnen,
wobei zuerst das Schema gewissermallen ip abstrakter Form ein-
gefihrt, und dann erlsutert wird, wie durch dasselbe eine Punlkt-
mannigfaltigkeit definiert erscheint,

Gegeben sei ein Krels, dessen Umfang in # Teile geteilt sei;
diec Teilungspunkte sollen Ecken, die Teile sollen Seiten genannt
werden. Es sei ferner eine Vorschrift gegeben, derzufolge gewisse
Seiten zu je zwelen einander zugeordnet werden. Die unter diesen
Paaren zageordneter Seiten nicht vorkommenden Seiten mogen als
freie Seiten bezeichnet werden. _

Es werde ein bestimmter Sinn fiir das Durchlanfen der Kreis-
peripherie als positiver Sinn festzelegt!) und dementsprechend bei
jeder Seite eine positive und eine negative Richtung, sie zu durch-
%aufen? unterschieden. Die Vorschrift, welche die Paare zugeord-
neter Seiten angibt, soll bei jedem Paare auch die Verfigung
dariiber enthalten, ob der positiven Richtung der einen Seite die
negative oder die positive Richtung der zugeordneten Seite ent-
sprechen soll. Dementsprechend werde zwischen Seitenzuordnungen
der ersten Art und solchen der zweiten Art unterschieden.

Aus der Zuordnung der Seiten und ihrer Richtungen leiten
sich Zuordnungen zwischen den Ecken ab., Seien s, 8,, ... 3. die
Seiten, wie sie bei positivem Umlaufen des Kreises aufeinander
folgen. Die Endpunkte von s; mégen A;; und 4;» heiflen, derart,
dall s; von A nach A;y in positiver Richtung ducchlanfen wird.?)
Jede Ecke triigt somit zwei Bezeichnungen und es ist

(1) A,;EZAH’ A,;g:.{i;._'_l,l (‘2:21,25...?3—1}.

Selen nun zwel Seiten &, ; etwa nach der ersten Art ein-
ander zugeordnet, so leiten wir daraus die folgenden Zuordnungen

der Eeken ah:
Ay zugeordnet A,
h2 bl J:1la

Bei einer Zuordnung der zweiten Art wiirde umgekehrt ;4
der Ecke Ay,, A4y, der Ecke A, zuzuordnen sein. Tndem man

1) Die Wahl dieses Sinnes ist nicht als ein wesentliches Bestimmungsstiick
des Schemsa, sondern nur als sin Hilfsmittel fiir die Beschreibung der im folgen-
den auseinandergesetzien Zoordnungen anzuschen, Wenn es sich jedoch darum
handelt, die Mannigfaltigkeiten (und zwar die zweissitigen] nicht als solehe, son-
dern mit Riicksicht auf einen ihnen beigelegten Sinn zu betrachten, kommi
die Wahl des Sinnes der das Schems konstituierenden Flichenstiicke zur Geltung.
Wir kommen hierauf in § 4 zu sprechen.

) Im Falle n =1 bat man einen Teilnngspunkt anf dem XKrelsumfang,
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die Gleichungen (1) und die Zuordnungsrelationen (2} alternierend
aneinanderreiht, erhilt man eine Gruppierung aller Relationen (1)
und (2} ic Reihen von folgender Art

oo Au1, 0 = Ap: zugeordnet dyo = d; 1.1, zug. ...,

und diese Reihen sind nach links und rechts soweit fortzusetzen,
bis dieselben Relationen periodisch wiederkehren oder bis die Reihe
von selbst abbricht. Das letztere tritt offenbar bei den Endpunkten
der freien Seiten ein. Im besonderen wird eine Feke, die zwischen
zwel aneinander stoflenden freien Seiten, etwa s,_, und s liegt,
zu einer aus der einzigen (Hleichung '

Ai—l, g — A;, 1

bestehenden Relationenreihe Veranlassung geben. Alle in einer
Reihe vorkommenden Ecken mogen als ein Zyklus zugeordneter
Fcken und zwar als ein geschlossener oder ein offener Zyklus be-
zeichnet werden, je nachdem dis betreffende Relationenreihe perio-
disch ist oder abbricht.

Ein System von Vorschriften, das in der besprochemen Art
bei einem Kreis mit in # Teile geteilter Peripherie Zuordnungen
zwischen den Seiten und Ecken festlegt, stellt den einfachsten
Fall eines Schema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit dar.

Wieso ein solches Schema als eine zweidimensionale Mannig-
faltigkeit definjerend angesehen werden kanm, wird am einfachsten
unter Hinweis auf die entsprechenden Verhiltnisse bei den Fun-
damentalbereichen automorpher Funktionen erliuntert. Greifen wir
etwa den speziellen Fall eines Kreisbogenpolygons mit 4p Seifen
herans, wobel je zwel gegeniberliegende Seiten durch eine lineare
Substitution ineinander iibergefithrt werden. Bel dieser Art der
Seitenzuordnung bilden die 4p Ecken einen einzigen geschlossenen
Zvklus. Fiir die durch den Fundamentalbereich und die Gesamt-
heit der auf demselben existierenden auntomorphen Funktionen de-
finierte algebraische Mannigfaltizkeit stellen nun je zwei Punkte
auf einander zugeordneten Seiten, die vermibge der zugehirigen
linearen Substitution einander entsprechen, einen einzigen Punkt
der Mannigfaltigkeit dar und in gleicher Weise reprisentieren alle
4p Ecken nur einen Punkt. Canz analog hiemit ist die Aunffas-
sungsweise, der gemifl man ein Schema von der Art, die wir be-
schrieben haben, als eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit bestim-
mend ansehen kaun. Man denke sich ndmlich eine eineindeutige
stetige Bezichung zwischen den Punkten je zweier einander zuge-
ordneter Seiten — unter Beachtung der Richtungen — hergestellt
und fasse derart aufeinander bezogene Punkie definitionsmiBig als
einen Punkt der Mannigfaltigkeit auf. Es werden demszufolge auch
alle einem Zyklus zugeordneter Ecken angehtrenden Eecken einen
einzigen Punkt der Mannigfaltigkelt darstellen. In der so definierten
Mannigfaltigkeit stellen dann die Punkte, die anf jenen Seiten lie-
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cen, denen eime andere Seite zugeordnet Ist, und ebenso jene
Punkte, die dureh einen geschlossenen Zyklus zugecrdneter Iicken
reprisentiert werden, Punkte vom gleichen Charakter dar, wic die
Punkte im Innern des Kreizes. Hingegen fiigen sich die freien
Seiten in den duorch offene Zyklen zngeordneter Ecken reprisen-
tierten Punkten zu (geschlossenen) Randlinien der Mannifaltighkeit
zusammen.

Zu dem eben entwickelten Verfaliren, aus einem Schema eine
zweidimensionale Mannigfaltickeit abzuleiten, sei folgendes bemerkt,
Die bloBe Forderung, zwisclien den Punkten je zweier einander
zugeordnater Seiten eine umkehrbar eindeutige stetige Bezishung
festzulegen, 158¢ noch eine grofie Willkdr offen, abgesehen davon,
dass die spezielle Lage der n Teilungspunkte auf der Kreisperipherte
belichig gewiihlt werden kann, da in dem Sechema pur die Zahl sz
und die Reihenfolge der Seiten zum Ausdruck kommen. Es fallen
aber offenbar, wie immer man diese willkirlich gelassenen Ver-
Liltnisse Dbestimmt, alle so erhaltenen Punktmannigfaltiglkeiten
untereinander homiomorph aus; die besprochene Unbestimmtheit
ist also ohne Belang. Es wire gleichfalls eine unswesentliche Ab-
inderung, die nur dazu fihrt, eine Punktwannigtaltigkeit durch
eine ibr homéomorphe zu ersetzen, wenn man unter Beibehaltung
aller ithrigen auf das Schema beziiglichen Festsetzungen im Falle
5> 2 statt eines Kreises mit in 2 Teile geteiltem Umfang ein
gewthnliches geradliniges ebenes Polygon mit » Seiten nihme.
Wir werden auch gelegentlich statt ,Kreis mit in # Teile goteiltem
Umfang® kurzweg ,Polygon* sagen, ohne dabei jedoch die Be-
schrinkung 722> 2 aufrecht zu erbalten.

Eine zweidimensionale in der eben auseinandergesatzten Weise
durel ein Schema definierte Mannigfaltigkeit mige, wenn in dem
Schema bel allen Seitenpuaren die Zuordnung der Richtungen von
der ersten Art ist, zweiseitig, andernfalls einseitig heifien.?)

%) Man vergleiche hiezu Poincard, Compl 5, pag. 52, 53, Poincaré
hat in seinen Arheiten anf die dlteren und Liirzeren Bezeichnungen ,zweiseitig®,
~einseitip® (bilative, upilatire) zuriickgegriffen. Doch ist zn beachten, daB diese
Ausdriicke an eine Lagenbezichung der zweidimensionalen (n-dimensionalen) Mannig-
faltigheit zu sinem dreidimensionalen ((n -}~ 1)}-dimensionalen) Rawm, in dem ge-
lezen sie vorgestells werden, anspielen, withrend sie keine derartigen zu einoer ge-
wissen Lagerung telativen, sondern der Mannigfaltigkeit selbst inhirente, absolute
Figenschaften ausdriicken. Ilierauf hat Klein (Math. Ann. 0, 5. 47%) hinge-
wiegen und Dyek (Math., Ann. 32, 8, 473) mit Riicksicht hieranf statt sweiseitig
und einseitiy die Bezeichnungen ,mit nichi umlcehrbarer Indikatrix* und ,mit
umkchrbarer Indikatrix® verwendet, Unter einer Indikatrix einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltizkeit ¥ ist dabel eine um einen Ynnenpunkt 4 von I gezogene
kleine geschlossene Linie, auf der drei Ponkte markiert und mit 1, 2, 3 bezsichnet
sind, z. B. ein kleines Dreleck oder ein Kreis mit drei markierten Punlten, zu
verstehen, Jiihrt man nan ldngs eines Weges in VP, dor von 4 nach 4 suriiek-
fithrt, diese geschlossene Linie mit, so dall sie sfets geniigend klein bleibt und
eine Indikatrix um einen Punkt des Weges darstellt und bringt man sie, in .4 an-
gelangt, mit fhrer Anfangslage so zur Deckung, dafl die drei markierten Punlkte
mit den markisrten Punkten in der Anfangslage, und zwar 1 mit 1, zusammon-
fallen, so kiinnen die Punkte 2, 3 in der neuen Lage entweder mif den Anfangs-
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Wir wollen noch etwas allgemeinere zweidimensionale Mannie-
faltigkeiten in Betracht ziehen, indem wir den Fall zulassen, dab
das definierende Schema auller den besprochenen Zuordnungsvor-
schriften noch Verfugungen enthilt, denen zufolge gewisse durch
geschlossene Zyklen zugeordneter Fcken reprisentierte Pankte von
der Mannigfaltigkeit auszunehmen sind. In einem solehen Falle ist
aufler durch etwaige Randlinien noch durch eine endliche Anzahl
im Innern gelegener und von der Mannigfaltigkeit ansgeschlossener
Punkte eine Berandung der Mannigfaltigkeit hergestellt.s) Eine
zweldimensionale Mannigfaltigkeit soll geschlossen heiflen, wenn
ihr Sehema so beschaffen ist, dal weder durch Vorschriften der
cenannten Art Punkte von der Mannigfaltigkeit ausgenommen, noch
freie Seiten vorhanden sind.?)

Von dem im vorstehenden beschriebenen speziellen Fall eines
Sehema einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit unterscheidet sich
der allgemeine Fall dadurch, daf statt cines Polygons eine endliche
Anzabl von Polygonen (Kreise mit in eine endliche Anzahl wvon
Teilen, den Beiten, geteilten Peripherien) zugrunde gelegt wird.
Es werden dann wieder gewisse aus der Gesamtheit aller Seiten
herausgegriffene Seiten zu je zwelen einander zugeordnet, derart,
daff auch tiber die einander entsprechenden Riehtungen verfiigt
wird. Hieraus ergeben sich ganz wie im Falle eines einzigen Po-
lyeons die Zvklen zugeordneter Ecken. Auch Verfiigungen, dureh
welche gewisse durch geschlossene Zvklen zngeordneter Ecken re-
prisentierte Punkte von der Mannigfaltigkeit ausgeschlossen werden,
soll das Schema enthalten diirfen. Was in dem Kalle, dali das
Schema nur ein einziges Polygon umfalt, Gther die Art, wic durch
dasselbe eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit definiert wird, ge-
sagt wurde, iibertriigt sich, ebenso wie die Definition der gesehlos-
senen Mannigfaltigkeiten, ohneweiters auf den allgemeinen Fall. T
Falle mehrerer Polygone nenne man zwei verschiedene Folygomne
direlt zusammenhéingend, wenn -eine Seite des einen einer Heite
des anderen zngeordnet ist, indirekt zusammenhéngend, wenn die
beiden Polyzone Anfangs- und Endglied einer Folge von Polygonen
sind, deren jedes mit dem vorhergehenden direkt znsammenhirgend
lagen von 2, 3 oder von 3, 2 zur Deckung kommen. Dementsprechend sind die
Wege in V in solche, auf denen sich ,.die Indikatrix nicht wmkehrt® und solehe,
auf denen sie sich umkehrt, zn unterscheiden. Die zweiseitigen Manpigfaltigkeiten
sind nun gerade dadorel charakterisiert, daf Wege von der zweiten Art in jhnen
nicht vorkommen.

4 Die (1 — 1)-dimensionalen Randmannigfaltigheiten einer n-dimensionalen
Mannigfaltigieit mogen nach Poincaxd (An. Sit. p. 8) als eigentliche Rand-
mannigfaltigkeiten [viritables varidtés frontitres) von den ibrigen unter-
schieden werden. Die genannten Punkte stellen sonach uneigentliche Randmannig-
faltigkelten der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit dar, Besiiglich der auf den
eigentlichen Randmannigfaltigkeiten gelexenen Punkte mige festgesetzt werden,
dad sie wur Mannigfaltickeit hinzuzurechnen sind.

% Hierin liegt eine leichte Abweichung von der von Poinecaré getroffenen
Festsetzung (vgl. An. Sit. pag. 7), dersufolge Dbel geschlossemen Mannigfaltig-
keiten uneigentiiche Randmannigfaltigkeiten auftreten diirfen. Vgl. § 15, Anm. 9.
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ist. Falls in einem Schema irgend zwel hbeliebige Polygone ent-
weder direkt oder indirekt zusammenhingend sind, soll das Schema
selbst und anch die durch dasselbe definierte Mannigfaltigkeit zu-
sammenhingend genammt werden. Kine zusamwmenhingende
Mannigfaltigkeit werde als zweiseitig bezeichnet, wenn man in
jedem Polygon einen Umkreisungssinn derart festsetzen kann, dal
alle Seitenzuordnungen zu sclchen erster Art werden; ist das nicht
miglich, so heille die Mannigfaltigheit einseitig.

Die dem Schema einer Mannigfaltigkeit angehirenden Poly-
gone sollen als dis Flichenstiicke des Schema, ibre Anzahl mit o,
bezeichnet werden. Unter einer Kante des Schema soll entweder
eine freie Seite oder ein Paar zugeordneter Seiten, unter einmer
Fcke des Schema ein Zyklus zugeordneter Polygonecken verstan-
den werden. =, sei die Anzahl der Kanten, a, die der Ecken des
Schema. Ein Schems mit einem einzigen Flichenstiick, wie wir
es znerst betrachtet haben, soll auch als Fundamentalpolygon
der Mannigfultigkeit bezeichnet werden.

Tm Vorangehenden ist die Determinierung einer zweidimen -
sionalen Mannicfaltigkeit durch ein ,Schema* oder wie man aunch
sagen konnte, durch ein ,System von Flichenstiicken“®) erlautert.
Nunmehr werde jene Beziehung zweier Schemata zueinander defi-
niert, die als Homoomorphie derselben bezeichnet werden soll.
Hiezu sind gewisse, ,Unterteilungen® benannte Absnderungen der
Schemata zu besprechen, n. zw. zuniichst die ,elementaren Unter-
teilungen®, deren man bei einem zweidimensionalen Schema zwel
Arten unterscheidet:

1) Man nehme auf einer Seite eines der Polygone des ur-
spriinglichen Schema emen neuen Theilungspunkt an (indem man
sip etwa halbiert), wodurch dieselbe in zwei Seiten zerlegt wird.
Falls der zerlegten Seite im urspriinglichen Schema eine andere
Polyeonseite zngeordnet ist, so halbiere man auch diese und ordne
den beiden Seitenhilften der einen Seite die der andern derart znm,
dess die 2zwischen den wrspriinglichen Ecken bestehenden Zuord-
nungen ungestort erhalten bleiben und die beiden Halbierungspunkte
eingnder zugeordnet werden. Die beiden Halbierungspunkte bilden
dann im neuen Schema einen zweigliedrigen geschlossenen Zyklus
zugeordneter Fcken.

2) Finen der Kreise {Polygone) zerlege man durch die Ver-
bindungssehne irgend zweier Ecken in zwel Segmente, deren jedes
man wieder in die Gestalt eines Kreises deformieren kann. Man
erhilt so statt eines Polygones zwel Polygone. Die beiden aus der
Verbindungssehne hervorgegangenen neuen Seiten ordne man ein-
ander zu, u., zw. In solecher Art, dal die vor der Zerlegung ein-
ander deckenden Xcken einander entsprechen. Die mwischen den
urspriinglich vorhandenen Seiten bestchenden Zuordnungen behalte
man unverdndert bei

8} Bei Poincaré ,polyedre®™ genannt (An. Bif, p. 101},
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Diese beiden Arten elementarer Unterteilungen eines zwel-
dimensionalen Schema lassen sich kurz als Zerlegung einer Kante
in zwel Kanten, bezw. eines Flichenstiickes in zwel Flichenstiicke
charakterisieren. Allgemein werde nun unter Unterteilung eine solche
Abi#nderung emes Schema verstanden, die sich aus einer Reihe
sukzessiver elementarer Unterteilungen zusammensetzen lisst. Das
aus einer Unterteilung resultierende Schema werde als unterteiltes
oder als abgeleitetes Schema bezeichnet 7).

Zwel Schemata sollen homicmorph genannt werden,
wenn sle ein gemeinsames abgeleitetes Schema haben, wenn sie also
dic Figenschaft haben, dal man durch Unterteilung aus dem einen
Schema ein Schema gewinnen kann, das sich auch aus dem zweiten
Schema dureh Unterteilung erhalten 14Bt. Zwel demselben Schema
hom&omorphe Schemata sind untereinander homdomorph.®) Die
Schemata zerfallen also in Klassen untereinander homomorpher
und es ist leleht zn sehen, dal die Eigenschaften eines Schema,
im Sinne der oben gegebenen Definitionen eine geschlossene,
eine zwel- oder einseitige, eine zusammenhéingende Mannigfal-
tigkeit zu determinieren, allen Schematen einer und derselben
Klasse homsomorpher Schemata gemeinsam zukommen oder fehlen.

Doch bedarf, da dem Ausdruck .homSomorph® in Bezug aul
Manuigfaltigkeiten bereits eine ganz bestimmte Bedeutung beigelegt
wurde, die eben gegebene Definition der Homsomorphie der
Schemata einer erlinternden Bemerkung. Es wurden oben zwel
Mannigfaltigkeiten homiomorph genannt, wenn sie sich umkehrbar
eindentig und stetig aufeinander beziehen lassen. Es ist nun ersichtlich.
dass zwel durch homiomoerphe Schemata definierte Mannigfaltig-
keiten selbst, — im Sinn der eineindeutigen steiigen Beziehbar-
keit, — homtomorph sind, da dies offenbar von zwel Mannig-
faltigkeiten gilt, bei welchen das definierende Schema der einen
Mannigfaltickeit durch eine elementare Unterteilung aus dem der
andern ableitbar ist. DaB auch die Umkehrung gilt und also, weun
zwei durch Schemata definierte Mannigfaltigkeiten punktweise ein-
cindentig stetic aufeinander bezogen werden kinnen, damn die de-
finierenden Schemata stets homiomorph sind d. h. eln gemein-
sames abgeleitetes Schema besitzen, ldsst sich u. zw. durch sehr
einfache Betrachtungen wahrscheinlich machen. Man denkt sich niim-
lich in den Polygonen des definierenden Schema der einen Man-
nigfaltickeit jene Linien gezogen, die vermige der eimeindeutigen
stetigen Beziehung der beiden Mannigfaltigkeiten den Kanten des
anderen Schema entsprechen, Hieraus kann man unter der Axn-
nahme, daff jedes der Polygone durch diese Linien nur in eine
endliche Anzahl von Sticken zerlegt wird, eine Unterteilung des
urspriinglichen Schema ablesen. Das (leiche gilt dann fiir das Schema
der anderen Mannigfaltigkeit, wenn man in den Polygonen dessel-

7} Bei Poincaré: ,polycdre dérivé® {An, Sit. p. 101)
8 Dieser Satz bildet den Gegenstand des § 19.
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ben die entsprechende Konstrulktion durchfihrt und die beiden auf
diese Art aus den gegebenen Schematen abgeleiteten Hchemata
stimmen offenbar tiberein, d. h. die beiden gegebenmenr Schemata
sind homéomorph. Da aber die bei diesen Betrachtungen gemachte
Annahme ¥ keineswegs stets erfillt zn sein braneht, so bedarf
der Beweis des erorterten Umkehrongssatzes noch ciner gewissen
Vervollstindigung, die, mag sie aueh im vorliegenden Falle von
zwei Dimensionen relativ einfach sein, jedenfalls im allgemeinen
Fall von mebr Dimensionen {vgl. d. Anm.) einer eingehendén Kr-
ledigung harrt.

Hieran ist folgende Bemerkung anzuknipfen. Gesetzt man hiitie
ein Verfahren gefunden, aus einem Schema gewisse eine Eigenschaft
des Schema repriisentierende Bestimmungsstiicke, z. B. eine Zahlen-
reithe, abzuleiten, von der Art, daf diese Zahlenreihe fir irgend
zwel einander hompomorphe Schemata dieselbe ist. Von dieser
Zahlenreihe als von einer topologischen Invariante zu sprechen, ist
nur dann berechtigt, wean durch nicht homoorsorphe Schemata
niemals homdomorphe Mannigfaltigkeiten definiert sein kfonen, also
unter der Annzhme, der Beweis des in Frage stehenden Satzes
wire in allen Punkten erledigt. Gleichwohl soll der Ausdruck . to-
pologische Invariante” beibehalten werden, doch soll in einem solchen
Fall von topologischen Invarianten der Schemata zum Unterschied
von topologischen Invarianten der Mannigfaltigkeiten gesprochen
werden. Doch haben nur mit Hilfe des Begriffes der Hombomor-
phie der Schemata abgeleitete Sitze, die also nur mit einem ge-
wissen Vorbehalt auf Punktmannigfaltigkeiten anwendbar sind, na-
tiirlich in einer rein kombinatorisch entwickelten Analysis Situs
ihre selbstindige Bedeutung. Die Auffassung, der eine derartige
Entwicklupg entspricht, wurde bereits in der Einleitung erwilnt.
Daf die Schemata tatsichlich ein kombinatorisches Geprige tragen,
erkennt man sofort, wenn man jene Bestimmungstiicke betrachtet,
durch deren Angabe ein Schema festgelegt ist (also bel einem
Schema eiper zweidimensionalen Mannigfaltighkeit: die Rethenfolge
der Seiten in den einzelnen Polygonen und die Zuordnungsvor-
schriften). Es interveniert nicht der Begriff des Zaklenkontmuums
oder funktionelle Beziehungen zwischen reellen Zahlen. Ein Gleiches
wird, wie man sich leicht tiberzeugen kann, fir die Schemata von
drei- und melbrdimensionalen Mannigfaltigkeiten gelten,

) Wenn dicse Annabme, die besagt, daf in der zweidimensionalen Mannijg-
faltigkeit, die sowohl darch das eine wie durch das andere Schema definiert wird,
die beiden Kauntensysteme der beiden Schemata sich nur in einer endiichen Anzahl
von Punkten sehneiden, nicht erfitllt ist, so worden gewisse Polygone in unendlich
viels Stiicke zerlegt werden. Noch komplizierters Verhiiltnisse konnen bei Sche-
maten homomorpher dreidimensionaler Manuvigfaltigkeiten vorliegen, wo gewisse
Zellen des einen Schema dureh die Lamellen des anderen Sehsma in upendlich
viele Stiieke merlegt werden kdnnen, unter denen sich auch soleche von unendlich
hohem Zusammenhang (denen eine eudliche Retiische Zahl P, nicht zukommt]
finden kénnen. Amch versagen die Uberlegungen des Textes, wenn es sich um
mehr als zweldimensionale Mannigfaltigheiten mit nnecigentlichen Randmannig-
faltigkeifen handelt. (Siche § 15, Anm, 5.}
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Es mogen noch fir die Schemata zweidimensionaler Mannig-
faltigkeiten %) anschliefiend an die Definition der Homgomorphie ein
paar Definitionen eingefiihrt werden.

Ein zweidimensionales Schema soll einfach zusammen-
héngend heillen, wenn es einem der beiden im folgenden beschrie-
benen, mit e, und o, bezeichneten Schemata homomorph ist.

Mit &, werde jenes Schema bezeichinet, das von cinem ein-
zigen Polygon mit zwei Seiten gebildet wird, wobei zwischen den
Seiten keine Zuordnung bestehen soll. Das Schema o, bestehe ans
zwel Polygonen, jedes mit zwei Seiten, wobel je einer Scite des
einen Polygons eme Seite des anderen Polygons nach der ersten
Art zugeordnet sei. Ein mif =,, bezw. g, homdomorphes Schema soll
ein einfach zusammenhingendes berandetes, bezw, ein einfach zu-
sammenhiingendes geschlossenes zweldimensionales Schema heiflen '),

Die durch o, definierte oder eine derselben homgomorphe
Mannigfaltigkeit werde als sphiirische zweidimensionale Mannig-
faltigkeit bezeichnet. Diese Mannigfultigheiten sind offenbar der
Kugelfliche homtomorph. Die durch ¢, definierte oder eine derselben
homomorphe Mannigfaltigkeit moge als zweidimensionale Elemen-
tarmannigfaltigkeit bezeichnet werden.

Betrachtet man die Schemata, die einem vorgelegten Schema

einer geschlossenen zweldimensionalen Mannigfaltighelt hombo-
morph sind, so ist unter denselben eines, das sogenannte rezi-
proke Schema'?) besonders bemerkenswert. Die Bedentung desselben
erhellt sofort, wenn man sich der Vorstellung bedient, die einzelnen
Polycone des vorgelegten Schema seisn, — etwa mittelst geeignester
Deformationen?} — |ings der einander zugeordneten Seiten zu einer

%) Wir werden im Jolgenden der Bequemlichkeit halber bLisweilen sfatt
wein Schema ejner zweldimensionaler Mannigialtigheit® kurz ,ein zweidimensio-
rales Schema® und analog eie ,n-dimensionales Schema* sagen. Dem Schema selhst
das Beiwort zweidimensional beiznfiigen, mag darin zeine Rechifertigung finden, dak
mit Rilcksicht auf die vorstehenden Hemerkungen den Schematen unabhingig von
den durck sie definierten Ponktmannigfaltipkeiten eine selbstindige Bedentong
beigemesser werden kann.

) Als Repriisentnnten der mit =, homiomorphen Sehemata hiite man statt
go irgend ein Schemau, bestehend aus elnem einzigen Polrgen mit einer beliebigen
Seitenzahl, z. B. mit einer sinzigen Reite, zwischen dessen Seifen gar keine Zu-
ordnungen bestehen, und als Repriisentanten der wif 5; homUomoerphen Bchemaia
statt 7y elnfucher jenes Bchema withlen kénnen, das aus einém eirzigen Polygon
mit zwei Seiten besteht, die einander nach der ersten Ari zugeordomes sind. Dal
gerada dis Schemata z,, 7, herausgegrifien wurden, geschah, um mit der in § 4
gepehenen Erklirung der einfich zosammenbingenden n-dimensionalen Sehemata
¢, 3, in Einklang zu sein,

12y Poincard, Compl. 1, § 7. {,polvédre reciprogue®)

I3 Um die wirkliche Durehfiibrbarkeit einer solchen Peformation kiimmern
wir uns hier nicht, Es ist eine Frage fiir sich, wie grof die kleinstmigliche Anzahl
U (n) bezw, L* (n) der Dimensionen ejues ebeoen Raumes ist, in welchem es zu
jeder geschlossenen bezw. geschlossenen zweiseitigen n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit eine homiomorphe sich selbst nieht durchdringende Mannigfaltigheii gibt.
Fs ist L*(2)==3, wihrend es dahingestellt ist, ob, wie Polmearé annimme
(An. Bit. § 10 und § 11 p. 58), L*¥(3) =4 ist.
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goschlossenen Fliche aneinander gefiigt. Durch die Kanten des
Schema wird dann auf der Fliche eine, dieselbe in Polygone zer-
legende Netzfigur gebildet. Man ziehe zu dieser Netzfigur die polar
entsprechende, indem man im Innern jedes Polygons einen Yunkt
annimmt, und jede Kante % der gegebenen Figur durch eine Kante
% der neuen Figur schneidet, wobei % die im Invern jemer Poly-
gone angenommenen Pnnkte verbindet, an welche & grenzt. Somit
entspricht jeder Ecke, jeder Kante, jedem Flachenstick df;r ange-
gehenen Figur, bezw. ein Flichenstiick, eine Kante, eine Ecke der
Polacfigur.  Zerschneidet man die Fliche lings der Kanten der
neuen Netzfigur, so erhilt man die Polygone des gesuchten rezi-
proken Schema.

Dies die anschauliche Bedeutung des reciproken Schema.
Dersclben euntspricht die folgende Methode, zu einem gegebenen
Schema das reziproke zu bilden, eine Methode, die der mehr ab-
strakten Art, in der zu Beginn dieses Paragraphen die Schemata
defipiert wurden, angepafit ist: Man Bilit jedem Zyklus y; zonge-
ordneter Ecken des gegebenen Schema ein Polygon = des neuen
Schema euntsprechen, u. 2w, ein Polygon mit soviel Keken, als der
Zyklus Polygonecken umfasst. Wenn nun (unter Verwendung der
frither erklirten Bezeichnungen)

.. -ria—-z,g = Ay, zug. Ars :Ak+1,1 2ng. ..,

jene Relationenreihe bedeutet, die den Zyklus v; erzeugt, so médgen
die Kcken des Polygons #; der Reihe nach mit der doppelten Be-
reichnuog By 10 = Bry, Bra = By 11 ;,... versehen werden. Der
Seite By Bre des Polygons = werde nun eino der Bezeichnungen
tnytry, 2. B. in beigelegt. Die Seite By. By, die entwedor dem Po-
lygon ~; oder eincm andeven Polygon des neuen Schema angehiren
kann, werde dann £z benannt. Die Zuordnungsvorschrift des neuen
Schema verfiige nun, dafi der Seite £, die Seite ¢z derart zugeord-
net wird, dafi die Fcken B,;, B, und ebenso die Ecken By,
Bys einander entsprechen. Damit ist das neue, das zu dem vorge-
legten reziproke Schema vollstindig gegeben.

Das dem reziproken Schema reziproke ist offenbar das wur-
spriingliche Schema. Der Beweis dafilr, dal zwei zu einander re-
ziproke Schemata hom#omorph sind, kann figlich unterdritekt
werden, da der Beweisgang uwamittelbar evident ist, wenn man sich
die anschauliche Bedentung des reziproken Schema vor Augen halt,

§ 3.

Die Schemata dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten.

Um die Schemata dreidimensionaler Mannigfaltigheiten zu
erliutern und auf dieselben die verschiedenen beziiglich zweidi-
mensionaler Schemata erklirten Begriffe zu @hertragen, beginmen
wir wieder mit einem speziellen Fall.
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Gegeben sei eine Kugel, deren Oberfliche durch eine end-
liche Anzahiauf derselber verlaufender Linienstiicke in eine end-
liche Anzahl einfach zusammenhingender Polygone eingsteilt sei,

Wir figen hieran sofort einige erlinternde Bemerkungen. Unter
einem Linienstiick soll hier eine anf die Punkte einer geraden Strecke
umkebrbar eindeutiy und stetiz abbildbare Punkimenge verstanden
werden, und unter den einfach zusammenhingenden Polygonen
Punkimengen anf der Kugelfliche, deren Punkte eineindeutig steti
auf die Punkte einer Kreisfliche bezogen werden kinnen, so dag
dabei die Randpunkte der Menge (Hiufungspunkte sowohl von
Punkten der Menge als von anderen Punkten der Kugelfliche)
eineindentig stetig auf die Punkte der Kreisperipherie abgebildet
werden. Die Polygone stellen also zweidimensionale Elementar-
mannigfaltigkeiten (siehe § 2) dar. Die auf der Kuagelflidche gezogenen
Linienstiicke sollen Kanten der Polygoneinteilung, die Punkte in denen
eine oder mehrere Kanten endigen, sollen Ecken der Polygonein-
teilung genannt werden. Die Polygone aunf der Kugelfliche stellen
offerhar, wenn wir jede Kante als ein Paar zugeordnster Seiten
ansehen, ein die sphirische zweidimensionale Mannigfaltigkeit de-
fnierendes Schema I vor. Auf Grund des oberwihnten, vorlinfig
als hypothetisch anzusehenden Satzes folgt hieraus bereits, daf das
Schema Z dem Schema 5, (siehe §2) homdomorph ist. Jedenfalls
soll diese Kigenschaft von dem Schema I voransgesetzt werden.

Von den Polygonen, in die die Kugefliche zerlegt ist, seien
gewlisse zu je zwelen einander zugeordnet. Dabei mdgen mnur
solche einander zngecrdnet sein, die gleich viele Seiten haben.
Es sel nun in jedem Polygon als positiver Umlaufssinn der-
jenige bezeichnet, bel welchem dasz Polygon auf einer bestimmten
fiir alle Polygone gleichbleibenden Seite, etwa fir ¢inen auferhalb
der Kugel befindlichen Betrachter zur Linken, gelassen wird, und
der entgegengesetzte als negativer Umlaunfssinn. Daduareh erhilt aueh
jede Seite eines Polygons in bezug auf dasselbe eine bestimmte
positive Richtung.!) Die Zuordnungsvorschrift der Polygone soll
nun auch bei jedem Paar zugeordneter Polygone die Verfigung
dartiber enthalten, ob dem positiven Umlaufssing des einen Polygons
der negative oder der positive Umlaufssine des anderen entspre-
chen soll. (Zuordnungen der ersten und der zweiten Art) Ferner
sollen auch die Seiten des einen Polyzons denen des anderen zuge-
ordnet sein,und zwar sollen bei einer Polygonzuordnung der ersten
(zweiten) Art den Seiten des einen Polygons, genommen in einer
Reibenfolge, die einen positiven Umlauf des Polygons darstellt,
die Seiten des anderen Polygons in einer Reibenfolge entsprechen,
die einem negativen (positiven) Umlauf um dieses zweite Polygon

1) E: kann der Fall vorkommen, daB ein Polygon lings einer Eavte der
Polygoneinteilung an sich selbat sti6f. Eine solehe Kante reprasentiert natiirlich
zwel Seifen des Polygons, deren positive Richtungen besliglich desselben einander
entyegengesetzt sind.
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gleichkommt,?) und es sollen hiebel den positiven Richtungen der
Seiten des einen Polygons die negativen (positiven) Richtungen
der des anderen zugeordnet sein. Hine solche Seitenznordnung selbst
soll dann iibereinstimmend mit der sie erzeugenden Polygonzuordnung
von der ersten, bezw. von der zweiten Art heilden.

Dem Umstand ensprechend, dal auf der Kugelobertliche jede
Kante der Polygoneinteilung in doppelter Weise als Polygonseite
auftritt, lassen sich nun Zykein zugeordneter Kanten auistellen,
in vollstindiger Analogie mit der Bildungsweise der Zykeln zuge-
ordneter Ecken bei einem zweidimensionalen Schema. Die Zykeln
zageordneter Kanten konnen geschlossen oder offen sein. Offene
Zykeln konnen nur auftreten, wepn es freie Polygone gibt, d. b,
solche, die keinem anderen Polygon zugecrdret sind.

Es muge ferner auf jeder einzelnen Kante der Polygonein-
teilung selbst eine bestimmte Richtung als positive bezeichnet sein.?)
(Diese ist mit den friiher erklirten Richtungen der Polygonseiten
nicht zm verwechseln und fillt natiirlich auf der einen der beiden
von der Kante gebildeten Seiten mit der positiven auf der anderen
mit der negativen Richtung zusammen.) Es soll nun stets die Be-
dingung® als erfillt vorausgesetzt werden, dafl bei jedem ge-
schlossenen Zykel zugeordneter Kanten unter den Seitenzuord-
nungen der Polygonseiten, durch die derselbe zu stande kommt,
die Anzahl der vorkommenden Zuordnungen zweiter Art gerade
ist, und es kann dann aus der Zuordnung der Richtungen der
Polygonseiten auch fiir die einem Zyklus zugeordneter Kanten an-
gehtrenden Kanten eine bestimmte Zuordnung ihrer Richtungen
abgelesen werden.

Analog wie bei einem zweidimensionalen Schema aus der Zu-
ordnung der Polygonseiten solche der Polygonecken, so lassen sich
hier aus der Zuordpung der Kanten und ihrer Richtungen Zuord-
pungen der Ecken der Polygoneinteilung ablesen. Auf dem Un-
stand, dal eine Ecke im allgemeinen in mehrfacher Weise als
Kantenendpunkt figuriert, beruht die Bildung von Systemen zuge-
ordueter Ecken der Polygoneinteilung.

Eine weiters einem dreidimensionalen Schema aunfzuerlegende
Bedingung?) betrifft gewisse zweidimensionale Schemata, die sich
aus den vorstehend erdrterten Zuordnungsvorschriften ableiten lassen.
Hiezu denken wir uns anf der Kugelfiiche um jede Fcke der

%) Diese Bedingung hat nur fir Polygone von mehr als zwei Seiten eiuen
Inhalt.

3} Die Wahl dieser Richtung stellt ebenso wie die des positiven Umlaufs-
sirnes der Polygone auf der Kugelfliche nicht ein wesentliches Merkmal des
dreidimensionalen Schemas, sondern ein blofes Hilfumittel zur Beschreibung der
Zuordnungsverfiigungen vor.

4y Diese Bedingung stellt einen speziellen Fall einer in § 4 bet Besprechung
der n-dimensionalen Schemata erwibnten Hedingung vor, die darauf hinaus kommt,
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Polygoneinteilung einen kleinen Kreis heschrieben. Diese Kreise
zerfallen durch die Schnittpunkte mit den in der betreffenden
fieke endigenden Kanten der Polygoneinteilung in eine Anzahl
Seiten. Als positive Richtung dieser Seiten bezeichnen wir jene,
die einem positiven (die HKcke zur Linken lassenden) Umlauf um
die Ecke entspricht. Selen nun =, =, 2wei einander zugecrdnetc
Polygone, A, eine Ecke von =, A, die ihr zugeorduete Eeke von =,.
Der Bogen des um 4,, als HEcke der Polygoneinteilung gezogenen
kleinen Kreises, der in =, und zwar im Winkelraum von 4, ver-
liuft, heille s, der in entsprechender Weise in =, verlaufende
Bogen des nm 4, gezogenen Kreises beile 5,. Die Seiten s, und 3,
sollen nun einander zugeordnet werden, und zwar, wenu die Zu-
ordnung der Polygene =, und =, von der ersten (zweiten) Art ist,
so soll der positrven Richtung von s, die negative (positive) Rich-
tung von s, entsprechen. Die Gesamthelt der um die Ecken ge-
zogenen kleinen Kreise stellt dann eine Anzabl von Polygonen dar,
zwischen deren Seiten paarweise Zuordnupgen bestehen, und liefert
uns damit ein zweidimensionales Schema. Dasselbe zerfillt in so
viele zusammenhiingende Schemata, als es Systeme zugeordneter
Ecken der Polygoneintettung gibt.%)

Die Bedingung nun, die von jedem Schema einer dreidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit als erfiillt vorausgesetzt werde, besteht
darin, daf alle diese zusammenhingenden zweidimensionalen Schemata
einfach zusammenhsingend (geschlossen oder berandet) sind, Je nach-
dem ein solches Schema geschlossen oder berandet ist, mige das
zugehorige Systemr zugeordneter Ecken der Polygoneinteilung ge-
gchlossen oder offen heiflen.

Inwiefern dureh ein Schema, wie es vorstehend beschrieben
ist, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit definiert erscheint, ist
in vollstindiger Analogie mit dem Fall zweier Dimensionen. Es
werden hiezu die Punkte einander zugeordreter Polygone eineindeuntig
stetig und unter Bertcksichtigang des Sinnes und der Seitenzuord-
nung aufeinander bezogen, wobel nur den geschlossenen Zyklen
zugeordneter Kanten der Polygoneinteilung in leicht ersichtlicher
Weise Beachtung zu schenken ist.¥) Derart aufeinander bezogene
Punkte werden definitionsweise als ein Punkt der Mannigfaltigkeit
anfgefaft. Die im Innern der einander zugeordmeten FPolygone

& Dije durch eines dieser zusammenbingenden Schemata definierte Mannig-
faltigksit mag die Umgebnngsmannigialtigkeit der befreffenden ,Ecke
des dreimensionzlen Schemas“ (sishe zwei Seiten weiter im Text) gepannt werden,

) Aus der punktweisen Besiehung der Polygone aufeinander folgt nimlich
sive Beziehung zwischen den Punkten je zweier im Zykel sufeinander folgender
sugeordneter Kanten. Sind nun fy, by, .. . K, die Kanten eines greschlossenen Zy-
kels, so entspricht infolgedessen einem Pankte Py von I ein bestimmter Poakt B
von k,, diesem ein Punkt P, von &y u. s f, schlieSlich dem Punkte P, vou k.
ein Papkt von %. Dafh nun dieser Puokt gerade wieder der Punkt Iy sei, ist
die Bedingung, der die punktweisen Beuiehungen zu geniigen haben. Die Erfill-
barkeit derselben ist durch die oben erwihnte Voraussefzung iiber die Zahl der
Seitenzuordnnngen zweiter Art gewiibrleistet.

e
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liegenden Punkte haben dann denselben Charakter wile die im
Innern der Kugel liegenden Punkte der Manmg.falngkelt, d. b. sie
konnen durch eine geeignet gewﬁ.hlto_a einem_&eutxge und umi_:ehr?qar
stetige Beziehung der Mannigfaltigkeit auf sich selbst auf einen im
Innern der Kugel gelegenen Punkt abgebildet werden und das
gleiche gilt fir die Punkte, die auf einer einem geschlossene.u
Zvklus angehorenden Kante der Polygonteilung l:egen_,_ und  die
durch ein geschlossenes System zugeordneter Ecken reprasentierten
Punkte. Hiefdr ist bei den letateren die eben besprochene Be-
dingung des einfachen Zusammenhanges der Un:_mgeb}:}.ngsmannig-
faltigkeiten, dureh die also das Auftreten gewisser singulirer Punlftte
ausgeschlossen wird, wegentlich,  Die frele_n Polygone fiigen sm_h
zu ,Randflichen* der Mapnigfaltigkeit aneinander, auf denen die
durch offene Zykeln zugeordneter Kanten reprisentierten ILinien
and die durch offene Systeme von zugeordneten Ecken reprisen-
tierten Punkte liegen. Die einzelnen Randflichen haben keine
Punkte miteinander gemein, was wieder durch die Bedingung tiber
die Umgebungsmannigfaltigkeiten gewihrleistet ist.

Man tberblickt sofort, dah ganz ebenso wie bei der Deter-
minierung zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten durch Sehemata
die Willkarlichkeiten, die in diesemn Verfahren, vom dreidimen-
sionalen Schems zur dreidimensionalen Mannigfaltighkeit iiberzugehen,
sowie aunch darin liegen, dafl durch das Schema Z die Finteilung
der Kugelfliche in Polygone keineswegs volliz bestimmt ist, von
nur unwesentlichem Einflusse sind. Was in dem dreidimeasionalen
Schema allein zum Ansdrnck kommt, nimlich das Schema £ und
. die Zunordnungsvorschriften, ist also zur Determinierung einer drei-
dimensionalen Mannigfaltiglkeit ausreicheud.

Alloemeinere dreidimensionale Schemata als die eben be-
trachteten entstehen dadurch, dafh man den Zuordnungsvorschriften
der besprochenen Art noch Weisungen hinzufigt, denen gemif
gewisse durch geschlossene Systeme zugeordneter Ecken reprisen-
tierte Punkte und gewisse darch geschlossene Zykeln zugeordneter
Kanten reprisentierte Linienstiicke von der Mannigfaltighkeit aus-
zonehmen sind. Dabei ist inshesondere der I'all von Interesse, In
welchem die von der Mannigfaltiglkeit ausgeschlossenen Linienstiicke
sich zun geschlossenen Limien anelnanderschliefien.

Aus dem vorstehend beschriebenen speziellen Fall eines drei-
dimensionalen Schemas erhidlt man den allgemeinen Fall, indem
man statt einer Kugel eine endliche Anzahl von Kugeln, deren
Oberfléichen in Polyzone geteilt sind, nimm$, und zwischen diesen
Polygonen paarweise Zuordnungen festlegt. Anf diesen allgemeinen
Fall tibertrigt sich ohne weiteres alles fiir den speziellsn (resagte.

Wenn die ein dreidimensicnales Schema kopstitulerenden Vor-
schriften so beschaffen sind, daf weder freie Polygons vorkommen,
noch Verfiigungen hestehen, durch welche Punkte oder Linienstiicke

ausgeschieden werden, so heifit die durch das Schema definierte
hannisvfaltial-ait macnh laaoan Then o m e nn s ms mm | E T |
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wird analog definiert, wie im [Falle zweier Dimensionen. — Auf jeder
einzelnen Kugel eines dreidimensionalen Schemas kann willkiirlich
fiir die auf derselben liegenden Polygone ein Uinlanfssinn als positiver
gewihlt werden. LBt sich in einem zusammenhingenden Schema
fir die einzelnen Kugeln diese Wabl so treffen, dafi alle Polygon-
zuordnungen zu solchen von der ersten Art werden, so heiit die
durch das Schema definierte Mannigfaltigkeit zweiseitig, andern-
falls einseitig.®}

Die einzelnen Kugeln sollen auch Z e]len des dreidimensionalen
Sehemas genannt werden. Unter einer Lamelle') des Schemas ist
entweder ein freies Polygon oder ein Paar zugeordneter Polygone
zu verstchen. Xin Zyklus zugecrdneter Kanten der Polygonein-
teilungen soll eine Kante des Schemas, ein System zugeordneter
Ecken der Polygoneinteilungen eine Ecke des Schemas genannt
werden. Mit a,, @, o, 4y, sollen die Anzahlen der Zellen, der
Lamellen, der Kanten, der Ecken eines Schemas bezeichnet werden.

Die Determinierung einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit
durch ein Schema oder Zellsystem ist im vorstehenden auseinander-
cesetzt. Der Begriff der Homsomorphie der Schemata bant sich
nun gapz wie im Falle von zwei Dimensionen aunf den der elemen-
taren Untertellungen auf, von denen bei einem dreidimensionalen
Schema drei Arten zu unterscheiden sind:

1. Man greife einen Zyklus zugeordneter Kanten des zu unter-
teilenden Schemas heraus, halbiere alle demselben angehirenden
Kanten der Polygoneinteilungen und setze die Zunordnung der
Kantenhilften entsprechend der unverindert beibehaltenen Zuord-
nung der Polygone derart fest, dafl an Stelle eines Zykels zuge-
ordneter Kanten in dem mneuen Schema zweli Zyklen vorhanden
sind und die Halbierungspunkte ein neues System zugeordneter
Fecken bilden, wihrend die anderen Systeme zugeordneter Kcken
der Polygoneinteilung ungestort erhalten bleiben.1?)

*) Als Indikatriz {vgl. § 2, Aum. 3} emer dreilimensionalen Mannig-
faltigkeit 7 kann man eine um einen Innenpunkt A von ¥ gelegte Tetra-
ederoberfliche, oder ibherhaupt eine einfach zusammenhingende geschlossene
Fliche mit einer gleichartigen Hictellung In vier Ureiecke, wihlen. wobel dis
vier Ecken des Tetraeders mit I, 2, 3, L bezeichnet sein sollen. Fithrt man die
Tndikatrix nun )ings eines Weges von .4 nach A und bringt die Tetraederkanten
and -ecken mit der alten Lage derselben so zur Deckung, daB 1 sowchl wie 2
in ihre alten Lagen kemmen, so kinnen 3, 4 entweder ihre alte Lage erhalten oder
ihre Lage vertanscht haben. Die Wege in V unterscheiden sich demgemill in
solehe, anf denen sich die Indikatrix nicht umkehrt, und solche, auf demen sie
sich umkebrt.

In analoger Weise kann die Indikatrix fiir n-dimensionale Mannigfaltig-
keiten eingefithrt werden.

9 Wir fithren fiir die zweidimensionalen Elemente eines n-dimensio-
nalen Schemas die Bezeichnung ,Lamelle* ein, da das Wort LFlichenstiiek® in
§ 5 in anderer Bedeutung (namlich znr Beszeichnung des Speziallfalles m =2
des in einer Mannigfaltigkeit gelegenen Raumstiickesj verwendet wird. Nur im
Falle %= 2 (§ 2) wurde dem iiblichen Sprachgebranch zuliebe das Wort ,Fléchen-
stlieck® fiir die zweidimensionalen Elewmente des Schemas beibehalten. «f

10 Falls der heransmeoriffens Zvkins zuegordneter Kanten ein geschlossener
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2. Man zerlege eines der auf einer der Kugelildchen liegenden
Polygone in zwei Polygone durch eine zwei semmer licken verbin-
dende neue Kante der Polygoneinteilupg. Falls im urspringlichen
Schema dem zerlegten Polygon ein zweites Polygon zugeordnet
ist, so gerlege man anch dieses durch eine neue die e_ntsPrechunden
Ecken verbmdende Kante und ordne nun den beiden Polygon-
halften des ersten Polygons die des zweiten derart zu, dali die
zwischen den wrpriinglichen Kanten und Beken der Polygonein-
teilung bestehenden Zuordnungen ungestort erhalten bleiben, wiih-
rend die beiden neuen Kanten der Polygoneinteilung einander zu-
geordnet werden. Die beiden neuen Kanten bilden dann fiir sich
einen geschlossenen Zyklus zugeordneter Kanten.

8. Man wihle auf der Oberfliche einer der Kugeln des
Schemas eine aus Kanten der Polygoneinteilung gebildete einfach
geschlossene Linie und lege durch dieselbe eine die Kugel in zwei
Stiicke teilende einfach zusammenhbiingende Schnittfliche (z. B. die
von den Radienvektoren nach den Punkten der geschlossenen Linie
gebildete Flache). Die Schnittfliche wird also als zweidimensionale
Elementarmannigfaltigkelt vorausgesetzt und es werde angenommen,
daB jedes der beiden Stiicke wieder eineindeutig stetig auf eine
Kugel K bezogen werden kann, so dal) die auf der urspriinglichen Kugel-
fliche und auf der Trennungsfliche gelegenen Punkte dabei ein-
eindeutig stetig auf die Oberflichenpunkte von K abgebildet werden.
Die Oberfliiche jedes der beiden Stiicke, die demnach wieder als
Kugeln angenommen werden konnen, besteht dann aus einem durch
die Trennungsfliche entstandenen Polygon und im itbrigen aus
lauter bereits wrspriinglich vorhanden gewesenen Polygonen. Die
beiden neuen Polygone sollen dann einander so zugeordnet werden,
daf die vor dem Trennungssehnitt sich deckenden Kanten und
Ecken der Polygoneinteilung einander entsprechen. Die zwischen
den urspriinglich vorhandenen Polygonen bestehenden Zuordnungen
sind unverindert beizubebalten.

Diese elementaren Unterteilungen kinnen als Zerlegung einer
Kante oder einer Lamelle oder einer Zelle des dreidimensionalen
Schemas in zwei Kanten, bezw. zwel Lamellen, zwei Zecllen charak-
terisiert werden. Die Hinfithrung der allgemeinen Unterteilung, des
abgeleiteten Schemas und der Homsomorphie erfolgt nun so wie
fiir zweidimensionale Schemata. Ebenso sind die an die Definition
der HomSomorphie der Schemata gekniipften avf die Homéomeorphie
der Mannigfaltigkeiten sich beziehenden Bemerkungen auf den Fall
von drei (und mebr) Dimensionen fibertragbar.

Bs werden ferner die berandeten, bezw. geschlossenen ein-
fach zusammenhingenden dreidimensionalen Schemata ein-
gefiihrt als disjenigen, die dem Schema =4, bezw. ¢ homdomorph
sind. Dabei besteht ¢, aus einer einzigen Kugel, deren Oberfliche
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)

durch den in zwel Dogen geteilten Aquator in zwel Halbkugel-
flichen geteilt ist, zwischen denen keine Zuordnung besteht. s, be-
steht auns zwei Kugeln; jede derselben ist durch ihren in zwei
Bogen geteilten Aquator — diese Bogen mdgen auf der einen
Kugel a,, a,, auf der anderen &,,4, heilen — in zwei Polygone
geteilt und die Polygone der einen Kugel sind denen der anderen
Kugel nach der ersten Art und in solcher Weise zugeordnet, daf
dabei jedesmal dem Bogen a; der Bogen 4, dem Bogen «, der
Bogen &, entspricht 1)

Die durch o, detinierte oder eine derselben hombomorphe
Mannigfaltigkeit werde als sphirische dreidimensionale Mannig-
faltigkeit bezeichnet. Wir kdnren dieselbe durch den Enklidischen
Raum repriisentieren, wenn wir denselben durch Annahme eines
einzigen unendlich fernen Punktes zu einer geschlossenen Mannig-
faltigkett machen. Die durch =; definierte oder eine derselben
homiomorphe Mannigfaltigkeit mige als dreidimensionale Elemen-
tarmannigfaltigkeit begeichnet werden.

Das reziproke Schemsa zu dem Schema einer geschlossenen
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit wird durch ein Verfahren ge-
wonnen, das man sich leicht zurechtlegt,**) wenn man beachtet, daf
die Beziehung, die im Falle dreier Dimensionen zwischen einem
Schema und seinem reziproken bestekt, eine ganz analoge ist, wie
im Falle zweier Dimensionen, und zwar entspricht jeder Ecke, beaw.
Kante, Lamelle, Zelle des einen Schemas eine Zelle, hezw. eine
Lamelle, eine Kante, eine Ecke des anderen. FEs werde noch be-
rerkt, dafl jenes einfach zusammenhingende geschlossene zwei-
dimensionale Schema, das durch die in Polygone eingeteilte Ober-
fliche einer Zelle Z des einen Schemas reprisentiert wird, unichts
anderes ist, als das reziproke Schema zu dem Schema der Um-
gebungsmannigfaltigkeit (siehe § 3, Anm. 6) der der Zelle Z im
anderen Schema entsprechenden Ecke. Es kommt hier also wieder
die Bedingung des einfachen Zusammenhanges der Umgebungs-
mannigfaltigkeiten der Kcken zur Geltung *?)

11y Statt 5, ktnnte man eiofacher ein Schema mit einer einzigen Kungel
nehmen, wobei der in eine nicht weiter in Betracht kommende Anzahl von Bogen
getellte Agquator die Kugeliche in zwel Polygone teilt, die nach der ersten Art
und derart zugeordnet sind, daB dabei jeder Bogen des Aquators egich selbst ent-
spricht (ein Schema (I, 0), s. § 20). Statt z; hiitte man irgend ein Schema withlen
kinnen, bestehend ans einer einzigen Kugel mit einer beliebigen Einteilung in
Polygone, zwischen denen gar keine Zuordnungen bestehen, Die im Text getroffene
Wahl von e, G ist wis frither die von 2, G, durch die Riicksicht auf den allge-
meinen Fall von e,, o, {§ 4) bestimmt. Man beachte, dal das durch die Polygon-
einteilung der Kugeloberfiiche von ey dargestellte zweldimensionale Schema genau
das Schema 5, ist

1?) Dasselbe kann um so mebr {herrangen werden, als Poincaré die Bil-
dungsweise des reziproken Schemasim Falle dreier Dimensionen ansfiihrlich dar-
gestelit hat {Compl. 1, § 7, p. 314—3816).

13} Vgl. hiezn cice Bemerkung von Poincaré {Compl. 1, § 10, p. 336)
fiber die dem ,aritbmetischen® Beweiss zu Grunde Hegenden Voraussetzungen.
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g 4
5 4.
Uber Schemata beliebiger Dimension. Der Sinn von Zellen und
zweiseitigen Mannigfaltigkeiten,

o

Aus den Entwicklungen der §§ 2, 3 ersieht man unschwer,
wie man zu Schematen von immer hiherer Dimensionszahl gelangen
kann. Entsprechend den Ecken, Kanten, Lamellen, Zellen des
dreidimensionalen Schemas treten beim #n-dimensionalen Schema
Zellen mt*  Dimension auf (m=20, 1, . . n). Die Anzahl derselben
wird mit «, bezeichnet.

Man erkennt, dafl das Aufsteigen zu Schematen von hiherer
Dimension vorziiglich durch die einfach zusammenhiingenden Schemata
Sy 0, vermittelt wird. Aus e,, gewinnt man némlich 6,, indem man
zwei Exemplare von s, — deren Elemente eine gleichartige Be-
zeichnungsweise tragen sollen, — nimmt, sie als zwel #-dimensionale
Zellen auffafit und die gleichartiz bezeichneten Elemente (n — 1)ter
und niedrigerer Dimension der beiden s, einander zuordoet. o, ist
aber dann, rein kombinatorisch aufgefafit, von ;. nicht wesens
lich verschieden'), und die Gesamtheit der mit @, homBomorphen
Schemata liefert die (#» 4 1)-dimensionalen Zellen, ans denen unter
Zuhilfenahme von Znordnungsvorschriften zwischen ihren Elemen-
ten vter Dimension (v < #n -~ 1) alle (» -}~ 1)-dimensionalen Schemata
aufgebaut werden. Diese Vorschriften haben Bedingungen zu er-
fiilllen, die die Verallgemeinerung der fiir die dreidimensionalen
Schemata anseinandergesetzten Bedingung des einfachen Zusammen-
banges der Umgebungsmannigfaltigkeiten der Ecken sind. In einem
{(» + 1)-dimensionalen Schema hat ndmlich jede Zelle m*r Dimension
eine durch ein (# — m)-dimensionales Schema reprisentierte Um-
gebungsmannigfaltigkeit. Daf alle diese Schemata der Umgebungs-
mannigfaltigkeiten einfach zusammenhiingend seien, ist eine Be-
dingung, die von der das (% --1)-dimensionale Schema definieren-
den Vorschbriften zu erfillen ist. Fine weitere Bedingung, derzu-
folge aus den Zuordnungen geometrischer Figuren stets eine be-
stimmte Zuordnung ihrer Randelemente ableitbar sein soll, ist die
Verallgemeinerung der beim dreidimensionalen Schema fiir die Zu-
ordnung der Kanten der Polygoneinteilung und ihrer Richtungen
aufgestellten Bedingung.?)

1) Denkt man sich etwa die Zellen eines Schemas in Zeilen untereinander gu-
schrieben, und zwar die sm-dimensionalen Zellen in die {m - 1)te Zaile, so
unterscheidet sieh en.l.1 von 6 bei dieser Schreibart nur dadurch, daB en4-1 noch
eine (n —- 2)te Zeile mit dem Zeichen einer (n - 1)-dimensionalen Zelle enthiilt, Hin-
gegen sind in dem Schemsa £s-1 keine anderen Znordoungen vorkanden, als in Za.

%) Z. B. lautet fur die Zuordnung von Polymonen diese Bedingung {(dic
bereits bel den vierdimansionalen Schematen fiir die geschlossenen Zykeln zuge-
ordpeter Polygone zur Geltung kommt) folgendermaBen: Wenn I, I,, . . . Iz
Polygone (natirlich von gleicher Seitenzabl) sind und zwiseben je zwei anfain-
anderfolgenden und ebenso zwischen dem letzten und ersten eine Zuordnung be-
Ete‘;hﬁ, 50 ditﬁ‘ dem Umlanfssinn und jeder Seite des einen von zwei einander zuge-
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—

In der in diesem Abschnitt vorstehend gegebenen Darstellung
setzt die nach der Dimensionszahl aufsteigende Folge der n-dimensic-
nalen Sehemata mit dem Fall » =2 ein. Es ist klar, daf man noch
etwas weiter zurdckgreifen und mit den beiden mit ¢, und 5, m
bezeichnenden nulldimensionalen Schematen, dem einzelnen Punkt
und dem Funktepaar beginnen kann. Das Punktepaar liefert die
Strecke. Aus Strecken werden durch paarweise Zuordnungen der
Streckenendpunkte die eindimensionalen Schemata aunfgebant. Man
erhiilt nur zwel einander nicht homdomorphe Klassen zusammen-
hingender eindimensionaler Schemata, die ungeschlossene und die
geschlossene Linie, erstere reprisentiert durch die Strecke (Schema
g,) letztere durch das Schema 3, das aus zwei Strecken besteht,
bei denen je einem Endpunkt der einen ein Endpunkt der anderen
Strecke zugeordnet ist. o, und die ithm hom@omorphen Schemata
liefern dann die Flichensticke, die Bausteine der zweidimensionalen
Schemata.

Es werde noch besprochen, was unier dem Sinn einer
m-dimensionalen Zelle und unter dem Sinn einer zweiseitigen Mannig-
faltigkeit zu verstehen ist.®) Ein Punktepaar wird mit einem Sinn
(einer Richtung) versehen durch die Festsetzung eines der Punkte
als des friiheren, des anderen als des spiteren. Hiedurch ergibt
sich auch fiir die eindimensionalen Zellen, die Strecken, ein Sinm,
nimlich der durech den Sinn des Paares der Streckenendpunkte
festgelegte. Wihlt man dann den Sinn jeder der ein zusammen-
héngendes eindimensionales Sechema bildenden Strecken so, dal alle
Zuordnungen der Endpunkte von der ersten Art werden,t) was
auf zwei versehiedene Arten moglich ist, so ist hiedurch fiir die durch
das Schema definierte Mannigfaltigkeit selbst ein Sinn gegeben.?)
Als Sinn eines Flickenstiickes wird dann der Sinn der dasselbe
berandenden geschlossenen eindimersionalen Mannigfaltigkeit be-
zeichnet und die beiden Arten, auf welche in den Flichenstiicken

mitteiten Zuordnong von Il anf sich selbst sewolhl der positive Umlaufssinn als
anch jede ainzelne Seite von [J; sich selbst zogeorduet sein.

Da Mannigfaltigkeiten von mehr als drei Dimensionen nnd e¢benso einseitige
Mannigfaltigkeiten von mebr als zwei Dimensicnen nur wenig studiert worden
sind, konnte die erwithnte Bedingung. die erst fiir dreidimensionale Rchemata, und
unter diesen nur fiir diejerigen einseiliger Mannigfaltigkeiten, von Bedentung
wird, bishar unbeachtet bleiben.

%) Man vergleiche . Heegaard, Forstudier til en iopologisk Teori for de
algebraiske Fladers Bammenhueng. (Dissertation, Kopenkagen 1898}, § 10.

%) Die Wahl eines Sipnes fir die kowstituierenden Sirecken des Schema
einer eindimensionalen Mannigfaliigheit gestattet die Zuordnmongen der Strecken-
endpunkte in solche vom erster und zweiter Art zu unterscheiden, je nachdem
ein fritherer Endpunkt einem gpiiteren oder aber zwel frithere, bezw. zwei spitere
Endpurkie einander zugeordnet werden, Definiert man dis Begriffe ,zwetseitig®
und ,einseitig¥ filr zusammenhiingende cindimensonale Mannigfaltigkeiten in glsicher
Weise, wie dies fiir Mannigfaltigkeiten von mehr Dimensionen geschah, so zeigt
sich sofort, daB einseitige eindimensionale Maunigfaltighkeiten nicht anftreten kinzen.

5} Falls das Schema ans einer einzigen Strecks, zwizchen deren Endpunkian
keine Zuordnung getroffen ist, besteht, so ist umter dem Sinm der Mannigfaltig-
keit der Sinn dieser Strecke zu verstehen.
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des Schemas einer zweiseitigen zweidimensionalen Mannigfaltigkeit
der Sion so gewahlt werden kann, daf alle Zuordnungen der Seiten
von der ersten Art werden, ergeben die hbeiden muoglichen Be-
stimmungen des Sinnes der Mannigfaltigkeit. So fﬁh}‘t man fort,
aus dem Sinn der zweiseitigen m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
einen Sinn fiir die (# - 1)-dimensionalen Zellen, deren Berandung,
— die geschlossene einfach zusarmmenhiingende 9}&-_dimensionale
Mannigfaltigkeit, — ja zweisecitig ist, abzuleiten, um hieraus wieder
die Bestimmung eines Sinnes der zwelseitigen (# - 1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten zu gewinnen.

TI. Die Betti’'schen Zahlen.
§ 5.

Homologien, Poincaré’sches Relationensystem einer
Mannigfaltigkeit.

Poincaré hat, um die Betil’schen Zahlen aufrustellen, den
Begriff der Homologien eingefihrt, der in diesem Paragraphen aus-
fihrlich begriindet werden soll. Hiezu moge mit einer Besprechung
der in eimer Mannigfaltigkeit gelegenen s-dimensionalen Raum-
stiicke begonnen werden.

Die Punkte einer Mannigfaltigkeit sollen darch Xkleine
lateinische Buchstaben mit dem oberen Index null bezeichnet werden,
z. B. w® @

Die Mannigfaltickeit der Punkte der Strecke — 1 <{z <C -1
(d.1i. die durch das Schema e, des § 4 definierte Mannigfaltigkeit)
werde mit F,, die beiden Endpunkte #==—1, z =- 1 mit 27, w"
bezeichnet. Unter einem Linienstiiek einer Mannigfaltigkeit
soll eine Gesamtheit & von Punkten der Mannigfaltiglkeit verstan-
den werden, die auf E, eineindeutig und stetig abgebildet werden
kann. Die beiden Punkte von (&, deren einer hiebei +° deren
anderer w° entspricht, wigen mit a° »¥ bezeichnet werden und
sollen die Endpnnkte des Lintenstickes, alle ibrigen Punkte von
@ sollen Innenpunkte heifien. Die verschiedenen eineindeutigen
stetigen Abbildungen von G auf E, zerfallen in zweir Arten, je
nachdem @ auf »° oder auf w° abgebildet wird. Trifft man hier-
iiber eine bestimmte Wahl, so ist dadurech ein bestimmter Sinn
des Linienstiickes festzelegt. Der dem Punkt »° zugeordnete Punket
heifie der frithere (negative) Endpunkt, der dem Punkt %% zuge-
ordnete der spitere (positive) Endpunkt. Der Begriff des in emner
Mannigfaltigkeit liegenden Linienstiickes soll aber noch dabin ver-
allgemeinert werden, dall es gestatiet sein soll, dal die heiden den
Punkten 2° ° entsprechenden Punkte in einen einzigen ¢® zu-
sammwenfallen. Die eindeutige Umkehrbarkeit und Stetigkeit der
Abbildung zwischen & und E, bleibt dann zwar fiir die Innen-
punkte cewahrt. Tler Punlkt ¢° aber entsoricht beiden Punkten
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Umgebung von ¢ deren anderer der von «¢ entspricht, Von einem
Sinn des Linienstiickes kémnen wir nach wie vor reden, nur stiitzt
sich die Definition des Sinnes jetzt auf die beiden Teile der Um-
gebung von ¢ je nach ihrer Zuordnung zu der Umgebungen von
©® und #° Der Punkt ¢ ist aber sowohl positiver als negativer
Endpunkt des Linienstickes. Iie mit einem bestimmten Sinn ver-
sehenen Linienstiicke sollen mit kleinen lateinischen Buchstaben
mit dem oberen Index 1 bezeicknet werden. Ist e® der positive,
b0 der negative Endpunlkf eines Linienstiickes «,, so soll symbolisch?)
geschrieben werden?):
al=—-1a"— §°

Die Mannigfaltigkeit der Punkte des Einheitskreises 2*-- 4# <1
(d. i. die durch das Schema z, des § 2 definierte Mannigfaltigkeit)
werde mit £,, die Kreislinie 2* 4 y? =1 mit K bezeichnet. Unter
einem in einer Mannigfaltigkeit gelegenen Flichenstiick werde
eine Gesamtheit G von Punkien der Mannigfaltigkeit verstanden,
die eineindeutig und stetig auf £, abgebildet werden kaon. Die
Unterscheidung zweler Arten eineindeutiger stetiger Abbildungen
von G auf K, fihrt analog wie im Falle des Linienstiickes dazu,
fiir ein Flachenstiick einen nach zwei Arten wihlbaren Sinn fest-
zulegen, der im wesentlichen anf der Wahl eines bestimmten Durch-
laufungssinnes fiir die Randlinie L des Flichenstiickes (d. i. die
(Gesamtheit der auf K abgebildeten Punkte von ) beruht. Wir
wollen annehmen, die Kreislinie K sei darch Markierung der auf

ihr gelegenen Punkte %, k), ...AR(R>>1) in die Linienstiicke

k, kyy ... ky zerlegt. Dementsprechend erscheint anch die Rand-

linie I des Flichenstickes durch die Bildpunkte If,7,...15 der
Punkte %’ in R Linienstticke £,1,, ..., zerlegt. Aber anch der

Begriff des Flichenstickes soll, wie der des ILinienstiickes eine
Erweiterung erfahren. Fs soll ndmlich zngelassen werden, dafl
mehrere Linienstiicke, in die L zerfallt, zusammenfallen. Xs ent-

sprechen dann mehrere Liniensticke %, einem einzigen Linienstiick
yon (. Aufer dem hiedurch hervorgerufenen Zusammenriicken

. . - . u
gewisser Punkte I sollen aunch daviiber hinans weitere Puakte I,

zusammenfallen dirfen. Die eindeutige Umkehrbarkeit und Stetig-
keit der Ahbildung von K, auf & bleibt somit fiir die Innenpunkte
erhalten, wird aber in gewissen von den markierten Randpunkien

1) 5. Poinecard, Compl. 1, p. 291; vgl aueh hiexn die Zuordoung ven
Zahlen zu den Punkten, Linien, u. s. w. einer Mannigfaltigkeit zu Beginn des
§ 18 der An. Sit. (p. 114).

%) Wollte mar der vollen Allgemeinheit zuliehe auch die einzelnen Pankte
#° einer Mannigfaltigkeit mit Vorzeichen versehen annehmen, so wirde zu

achreiben sein: A=t — b b,

went @ den am positiven Ende von ¢* gelegenen Punkt, versehen mit dem
Zsichen B, b® den am negativen Ernde von o gelegenen Punki, versehen mit dem
Zeichen &, bedeutet. Hievon wird an einer Stelle im § 8 (Anm. §) Gebranch

oemuacht.
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and in den Punkten gewisser Linienstiicke dfer Randlinie in leicht
ersichtlicher Weise modifiziert. Die ausfithrliche Darstellung, die
den entsprechenden Verhiltnissen beim Linienstiick gewidmet wurde,
iiberhebt uns einer niheren Auseinandersetzung. Aunch den verall-
semeinerten Flichenstiicken kann ein Sinn beigelegt werden, der
bei ciner gegebenen Abbildung aunf B, durch einen bestimmten
positiven Umlaufssion von K testgelegt werden kann, Die mit
oinem Sinn verschenen Fliachenstiicke sollen durch kleine lateinische
Buchstaben mit oberem Index 2 hezeichnet werden. Se'% &? ein
Flichenstiick in dem besprochenen verallgemeinerten Sinn und
seienl’, ), ... die einzelnen in einem hestimmten Sinn genommenen

Linienstiicke von a?, deren jedes einem cder mehreren Linienstiicken
L:‘ entspricht. Sei ferner der Sinn der Linienstiicke ki, A; yeen E:; 50
gewsblt, daff er mit dem positiven Sinn von K iibereinstimmt. Tgst
dann/; das dem Linienstiick k; entsprechende Linienstiick von @
and 8,=—-1 oder — 1, je nachdem bei der Abbildung von E,
anf G dem positiven Sinn von %, der positive oder negative Sinn

von [, entspricht, so soll symbolisch geschrieben werden:

It
a?= E 6, ZL .
i=1
Der Reihenfolge der Summanden 1st daber kein Gewicht bei-

zulegen,
Aus dem Vorstehenden ist unschwer zu entnehmen, was all-

gemein unter einem in einer Mannigfaltickeit gelegenen m-dimen-
sionalen Raumstick?® (durch einen kleinen lateinisechen Buchstaben
mit dem oberen Index m zu bezeichnen) und unter symbolischen
Kongruenzen von der Form

(3) %mEE 3wy 0
(die 3, sind gleich - 1 oder — 1) zu verstehen ist.

3) Man kdnote das m-dimensionale Raumstiick erkliren als eine Punkt-
menge , die auf Ew im allgemeinen, jedoch mit evenineller Ausnahme ge-
wisser Randelemente, sineindentis und stetig abbildbar ist, unter 7 die
berandets e¢infach zusammenhingende {(durch das Schema em des vorigen Paragraphen
definierte} sm-dimensionale Mannigfaltigkeit also die Mannigfultigkeit der Punkie
xf -+ :cg - ... +:J::i,z <1, verstanden, — Die Innenpunkte m-dimernsionaler Raum-
stiicke liefern nicht die allgemeinsten der Menge der Innenpunkte von B ho-
miomorphen Punktmengen; vgl. z. B, die durch 0 < z?-F4? <1, (wz—3.27 ")2-
+ 9yt —27? >0, (v==2,3,...) definierte ebene Punktmenge.

Man beachte, dafi ein Linienstiick im Falle znusammenfallender Endpunkte
nicht blof durch die Gesamtheit seiner Punkte, sondern aunch durch die Stellung,

Aia Ao Prarnlrta a0 afsmowinmed  wriweA ahowalrtarniciant Todb Analamm mnhiintd Ata ha_
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Uber den Bereich der hiemit eingefithrten speziellen Kon-
gruenzen hinaus zu solchen von ein wenig allgemeinerer Art fithrt
ein Rechnen mit denselben, fir das folgende Regeln gelten sollen:

Die Glieder anf einer Seite einer Kongruenz dirfen — wie
schon bemerkt — in ihrer Reihenfolge umgestellt und in der iiblichen
Weise der Buchstabenrechnung zusammengezogen werden. DBeide
Seiten einer Kongruenz durfen mit einer positiven oder negativen
ganzen Zahl multipliziert werden. Aus zwei Kongruenzen darf eine
neue gebildet werden, deren linke bezw. rechte Seite durch Addition
der linken bezw. der rechten Seiten?) der gegebenen Kongruenzen
entsteht.?)

Zufolge der ersten dieser Regeln kann man sagen: Ist u*
ein Linienstiick mit zusammenfallenden Endpunkten, so ist #'==0
und iiberhaupt gilt allgemein die Relation

wm =0,

wenn die Gresamtheit der Punkte von 2 im Sinne des Abschnittes
I eine geschlossene zweiseitige®) m-dimensionale Mannigfaltigkeit
bildet.”

N?}ch allgemeiner gestatten die vorstehenden Regeln folgende
Aussage: Sind «), #;, ... u, i einer Mannigfaltizkeit gelegene
m-dimensionale Raumstiicke ohne gemeinsame Innenpunkte®) und
stellt die (tesamtheit der einem oder mehreren der Raumstiicke 2]

angehorenden Punkte eine geschlossene zweiseitige®) m-dimensionale
Mannigfaltigkeit M (s. Abschnitt I) dar, ist ferner der Sinn eines

jeden der w so festgelegt, wie er einem bestimmten Sinn (s. §4)
von M entspricht, so ist
a4
N u =09

i—1
Es werde noch der Satz angefiihrt: Wenn wm== 3 3, u;
- M ~ me=—1__
ist, so ist 8,07 =0

—1

4} Die linke und rechte Seite einer Kongruenz mit einander za vertanschen,
soll nicht gestaitet sein.

) Wenn die (Jesamtheit der eingefithrien (m — 1)-dimensionalen Ranmstiicke
80 heschaffen ist, daf lkeine zwei dieser Raumstileke miteinander Innenpunlte
gemein haben, so sind die rechten Seiten aller Kongruenzen

E}'z‘. 1;?52 iy u?_-l

durch die linken Seiten eindeutig bestimmt, wie man daraus entnimmt, dal dies
fiir die Kongruenzen (3} gilt.

€) Bezliglich einseitiger Mannigfaltigkeiten sehe man § 9 nach.

7y Fiir s> 1 Lilit sich dieser Satz offenbar micht umkehren.

) Die Anssage dieses Satzes setzt voraus, dsf auch die sinzelnen (m — 1)-

dimensionalen Raumstiicke, aus denen die Berandung der #; sich zusammen-
setzt, keine Innenpunkte gemein haben.

®) Der Satz ist offenbar nicht nmkehrbar.
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Die ganzzahligen Linearformen mit den Symbolen #-~dimen-
sionaler Raumstieke als Variablen, auf die der besprochene Kalkiil
fiihrt, mogen als m-dimensionale Gehilde bezeichnet werden,

nnd zwar moge insbesondere, wenn die Relation

Sh, =0

besteht, das m-dimensionale Gebhilde auf der linken Seite. als ein
zweiseitiges geschlossenes bezeichnet werden. Die zwei-
seitigen geschlossenen #-dimensionalen Grebilde umfassen also die
(mit einem Sinn versehenen) zweiseitigen geschlossenen m-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten, wenn diese aus Raumstticken ohne
gemeinsame Innenpunkte zusammengesetzi erscheinen, als Spezialfille.

Die mit einem Sinn verschenen m-dimensionalen Zellen des
Schemas einer s-dimensionalen Mannigfaltigkeit ¥, die wir mit
Poincarédurchal, a, ... @, bezeichuen, stellen einen besonders

wichtigen Fall in ¥ gelegener sm-dimensionaler Raumstiicke dar.
Die Gesamtheit der zwischen denselben bestehenden, ihre Lage-
beziehungen bis auf einen gewissen Girad ausdriickenden Kongruenzen

P 1

m__ o om—1
a’-fzz i3 a’j _
=1

t==1,2, .. tn3
(m:l,?,...n )

bildet das Poincaré’'sche Relationensystem*®) von ¥ fir das

betreffende Schema, von dem noch oft Gebrauch zu machen sein wird.

Auf Grund der Auseinandersetzungen iiber Raumstiicke und

symbolische Kongroenzen zwischen denselben ist es sehr einfach zu

erliutern, was unter einer Homologie in bezug auf eine Mannig-

faltigleit ¥ zu verstehen ist.’t) Sind namlich «7 7%, 2 Tl
uy, tyy ... %y in ¥ gelegene Raumstiicke und besteht die Kongruenz
@ 7
@ Skt T =Sk
i=1 i=1
8
so soll gesagt werden, das Gebilde > % ! seibeziiglich V" homolog
null, in Zeichen: =1
g
Nk ol 0.
=]
Eine derartige als Homologie bezeichnete Relation bedeutet

also das Vorhandensein solcher in ¥V gelegener!Raumstiicke ﬂ?+1:

daf dieselben der Kongruenz (4) Geniige leisten.

1y Yon Poincaré wird dieses Relationensystem als Schema bezeichnet.
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Es soll weiters gestattet sein, auf beiden Seiten einer Homologie
zwisehen mi-dimensionalen Raumstiicken ein und dasselbe Symbol
eines #-dimensionalen Raumstiickes zu addieren. Dal es ferner
erlaubt ist, Homologien zu addieren oder eine Homologie auf beiden
Seiten mit einer und derselben ganzen Zahl zu multiplizieren, folgt
bereits aus den Rechnungsregeln iiber Kongruenzen, ')

Es ist zu beachten, daB der Begriff der Yomologie an eine
ganz bestimmte zu Grunde gelegte Mannigfaliigkeit ¥ gebunden ist.

Zar Erlduterung der bisherigen Ausfithrungen dieses Paragrapben
diene folgendes Beispiel. Gegeben sei eine Mannigfaltigkeit V durch
ein Schema, das aus einem Rechteck mit paarweise nach der ersten
Art zugeordneten (Fegenseiten besteht. Das Schema hat also zwei
Kanten und eine Hcke. A4, B, C, D seien der Reihe nach die Ecken
des Rechteckes. X sei ein Punkt auf 4 B, ¥ der zugeordnete auf
D 0. Wir zichen die Strecken A4 F und F C und fiihren folgende
Bezeichnungen fir die anftretenden Punkte, Linien- und Flichen-
stiicke ein: :

A=B=C=D=0a" E=F=15
AE=DF—=0a, EB=FC=3, AD=BU=q¢,
AF=d' EC=¢';

AFD=0o EBCO=0? AECF=c¢"

Dann gelten die Kongruenzen:
al==5b% —al, Pl=a®—08% ¢'==0, d1=0"—al el=a—08%

a?=dl —al—¢!, BP=b"-+o'—e, P=e'-f el —b --dl

Fis zeigt sich, dafl, entsprechend einer allgemeinen Bemerkung
ther geschlossene Mannigfaltigkeiten, a? 5% 4-¢?==0 ist, und dab,
im Einklang mif einem anderen allgemeinen Satze, &' —a'—cf

bttt —et und al-}¢*— b1 — dt kongruent null sind. Ferner
folgen aus den Kongruenzen die Homologien:

a0 o 0319
drooat -l eteobl ¢l ot —blood —el.

Die letzte Homologie ist dabel ersichtlich eine Folge der
beiden vorhergehenden, Setzen wir at- b'=f, d' f et =g,
so reprisentieren j%, g, ¢t drei geschlossene Linien in V und wir
erhalten zwischen ihnen die Homologie:

gt -2 el

%) Poincaré unterscheidet zwischer ,Homologien mit Division® und
»Homologien chne Division®, je nachdem es anferdem gestattet ist, b?ldﬂ Setren
eingr Homologie durch einen allen Koeffizienten gemeinsamen ganzzehligen Faktor
zu dividieren, oder mieht. Im Text soll nur ,von Homologien obne Division®
Gebrauch gemachi werden. . L

1%) Trgend zwei Punkte einer zussmmenhingenden Mannigfaltigheit
sind offenbar steis einander homolog.
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(rewisser spezieller Homelogien moge noch gedacht werden.
Qei W™ +Y eine in der Mannigfaltigkeit V (auf die sich die Homo-
logien beziehen,) gelegene, d. h. aus Punkten von V' bestehende
{(m—-1)-dimensionale zweiseitige®) Mannigfaltigkeit, deren vollstindige
Berandung durch die geschlossene_n -7-334&1111@1181011&1611 Mannigfaltig-
keiten UE””, Uém): SO ) Vim}? Vg(mj, .. 'Vim" gebildet werde, Nup

‘st durch einen bestimmten Sinn der zweiseitigen Mannigfaltigkeit
W™+ aneh fiir jede der zweiseitigen Mannigfaltiglerten U,y

oin bestimmier Sinn mitbestimmt. Fallt dieser Sion bei jeder U™
mit ihrem positiven, bel jeder Vs.(m) mit ihrem negativen Sinn zu-
sammen, so besteht bezliglich ¥’ die Homologie

Uimj-{— Uém)_{_ . _l_ U;I;m} ~ V;.’m_l + Vémj—{— L + V('m)‘

DaB aber nicht jede Homologie der Ausdruck ecines derart
einfachen Sachverbaltes ist!®), zeigt in dem oben durchgefithrten
Beispiel die zuletzt angeschriebene Homologie zwischen gt, /7, ¢*.15)

$ 6.

Definition der Bettischen Zahlen.

Wir gehen zur Poincaréschen Definition der Bettischen
Zahlen einer Mannigfaltickeit ¥ iiber.’) Nehmen wir an, es giibe -

14y Diese Bedingung der Zweiseitigkeit Ist offenbar wesentlich. Dies wird
hesonders deutlich, wenn man in irgend einer n-dimensionalen Maonigfaltighkeit
V(n>>2) ein lings einer beliehigen geschlossenen Linie I von V wverlaufendes
Mshing'sches Band betrachtet, dessen Randlinie mit 2 * homelog ist, wihrend

die Homologis
9 It oo O (beziigl. F)

offenbar im allgemeinen nicht gilt. .

15} Die Einfithrung der Homelogien geschieht vielfach unter vorsugsveoiser
Beriicksichtignng dieser speziellen Homologien. Vgl. die Bemerkungen, die biezu
Heegaard in der bereits zitierten Dissert. p. 64, 65 macht.

18) Man betrachte etwa anch das Beispiel einer verknoteten geschlossenen
Linie I' in der dreidimensionalen Elementarmannigfaltigheit Fy, fir welche die
Homologie

* oo (bezligl. Ey)

besteht, wie im Anschlusse an die Ersrterangen des Textes leicht gofolgert wird. —
s sei noch daranf hingewiesen, dab die Darstellung des Textes chue wolterss
auch sich selbst durchsetzende Mannigfaltigkeiten in Fomologien einzufiihren
gestattet.

1} Es sind noch in verschiedener anderer Woeise definierte Zusammenhangs-
zahlen mit dem Namen ,Bettische Zahlen® bezw. ,Riemann-Bettische
Zahlen® (in Picard-Simart, Théoxie des fonctions algébriques de deux wvariables
tndépendantes t. I., chap. 2.) belegt worden (im Hinblick auf den Aufsatz von
Botti, Sugli spazi di un numero qualunque di dimensioni, Ann. di mat. ser. 2,
t. 4. und das Fragment 2¢ in Riemanns Ges. Werken, 2. Aufl, p. 479). Die
einzige Art, solche Zusammenhangszahlen zn definieren, die von gewissen Rio-
winden, auf die wir in § 21 zu sprechen kommen, frei ist, verdankt man Poin-
card (derselbe erliatert seine in An. Sit. p. 19 gogehens Definition noch aus
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ein System von zweiseitizen geschlossenen ir-dimensionalen in V7
. - - () m) ) -

gelegenen Mannigfaltigkeiten W™, Wé ,--- W, zwischen denen

keine Homologie

ki me) _l_ ]fg ﬂrgtm} + ne _[_ k: Wz{m) ~0 (_beziigl. V)

besteht,?) withrend jede zweiseitige geschlossene #¢-dimensionale
in ¥ gelegene Mannigfaltigkeit W™ einer Homologie

FWE e W L, W BT 0 (h40)

geniigt. Ist dann V™, 7™, .. P& ein anderes System von Mannig-

faltigkeiten mit den gleichen ZIigenschaften wie das System
W W™, L W™, so ist ohne weiteres klar, dall # =¢ sein mul.
Die Anzahl ¢ der Mannigfaltigkeiten eines solechen Systems ist also
eine fir die Mannigfaltickeit V7 charakteristische Zahl. die offenbar
auch fur alle zu ¥ homsomorphen Mannigfaltigkeiten den gleichen
Wert hat. Es ist also die Zahl # eine topologische Invariante.
Die topologiseche Invariante -+ 1 wird dann die w* Bettische
Zahl der Mannigfaltigkeit ¥ genannt und mit B, bezeichnet, Man
hat t—=0, P, =1 zu setzen, wenn in ¥V jede zweiseitige ge-
schlossene #e-dimensionale Mannigfaltickeit W™ einer Homologie
EW™ 00 (k==0) gentigt.?)

Die gegebene Definition der Bettischen Zahlen legt — worauf
besonders Heegaard4) hingewiesen hat — die Annahme zu Grunde,
daf} in jeder Mannigfaltizkeit ¥ ein (endliches) System u-dimen-

sionaler Mannigfaltigkeiten W&, W™, ... W mit den genannten

Eigenschaften tatsichlich existiert. Diese im folgenden als Anp-
nahme I bezeichnete Annahme ohne weiteres und unter Bei-
behaltung des Homologiebegriffes in der oben auseinandergesetzten
Yassung zuzulassen, stoft auf gewisse Schwierigkeiten, die hier kurz
angedeutet werden mogen.

Betrachten wir ein Beispiel, anf das wir auch spiter noch
zariickgreifen werden. AMan ziehe im dreidimensionalen Raume
eine im Innern einer Zylinderfliche Z verlaufende, einen Knoten

2y Voo dem Falle %y = J = -+~ =1, = 0 wird hiebei natiirlich abgesehen.
) Ist # die Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit V, so pflogt man fur m
die Werte 1,2, ...n— 1 in Befracht zu ziehen. Doch hat es Leine Schwierig-
keit, die Definition der Bettischen Zahl P, auch auf die Falle m =0 und

m = n anzawenden., Im Falle m — 0, wo dis geschlossenen zweiseitigen m-dimen-
sionalen Mannigfaltigheiten Punktepaare werden, ist offenbar P, gleich der Anzahl
der zusammenhiingenden Mannigfaltigksiten, aua denen ¥ besteht. (Fiir #n =10 soll
P, = u,— 1 pesetzt werden, wenn z, die Anzahl der Pankte ist, ans denen V
besteht) P, aber ist die Anzahl der zweiseitigen geschlosseren unter diesen Py

zugammenhiogenden Mannigfaltigkaiten,



34 Heinrich Tietze.

bildende Linie A B (siche Fig. 1). An diese seize man elne wieder
innerhalb Z licgende kongruente Linie BO und so fahre man fort,
nach beiden Seiten unendlich viele zu AB kongruente Lm}en zu
einer einzigen Linie K zusammenzufiigen. Durch eine projektive
Transformation des Raumes, die den unendlich fernen Punkt des
Zylinders in einen im Endlichen gelegenen Pupkt S tberfiihrt,
wird Z in eine Kegelfliiche mit der Spitze n § und-K in eine
im Innern derselben verlaufende Linie L transformiert (sishe Fig, 2).
Sei B ein Beriihrongspunkt von L mit der Kegelfliche, so werde
B mit S durch eine anBerhalb der Kegelfliche verlaufende Linie ¢
verbunden, dile zusammen mit dem zwischen E unfi S. hegenqen
Teil von I eine geschlossene Linie U® bildet. Wir zichen eine
Ut volistandig umschliefende Kugelfiiche und betrachten die ein-

[
<

C.E\

Fig. 1. Fig. 2.

fach zusammenhsingende berandete Mannigfaltickeit ¥ aller im
Innern dieser Kugel liegenden Pankte. [ ist eine in dieser Mannig-
faltickeit V' gelegene geschlossene Linie.

Nun ist man es gewthnt, der berandeten einfach zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeit 7 die Bettische Zahl P =1 heizu-
legen, was so viel bedeutet, als dafl es zu jeder geschlossenen Linie
W1 in V eine ganze Zahl k gibt, so dall kW10 0 beziiglich V
ist. Esistindes wobl kaum zweifelhaft, daB die geschlossene Linie I*
sich diesem Satze entzieht. Aber noch mehr. Wenn man niimlich
bedenkt, wie mannigfach man nach dem Muster von /' oder in
koraplizierterer Weise geschlossene Linien bilden kann, die alle
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die Zulassigkeit der (zumindest als unbewiesen anzusehenden; An-
nahme I recht fraglich.

Solehe Erweiterungen des Begriffes der Homologle (etwa durch
Saremenbildung von unendlich vielen Homologien), mit deren Hilfe
eine Beseitigung der besprochenen Schwierigkeiten eventuell miglich
wire, sollen uns hier nicht beschiiftigen. Vielmelr soll, anstatc
an der obigen Definition der Bettischen Zahlen weiter festzu-
halten, eine andere, zumindest formal giinzlich versehiedene Defi-
nition fiir dieselben eingefihrt werden, die sich durchans an den
Begriff des Schema einer Mannigfaltigheit anlehnt. Wir gehen
hiezu folgendermallen vor.

Sei T die betrachtete n-dimensionale Mannigfaltigkeit, von
der wir der Einfachheit halber annehmen wollen, daBl sie, wemn
iiberhaupt, nur {(» — 1)-dimensionale, also nur eigentliche Rard-
mannigfaltighkeiten besitze, und sei

Fim—1

& = 2 e gt
i ii T

y=1

(E=1,2,... 0 m=12,...2)

das Poincarésehe Relationensystem von 7. Bedeutet dann 1 den
Rang der aus den Zahlen ¢, gebildeten Matrix, so werde die m™
Bettische Zahl P, durch die Gleichung?)

(B) P —il=%, = Tut1

i)

(m=12...2—1)
definiert.?}

Von der so definierten Zahl P, die sich zuniichst nur auf
ein ganz bestimmtes Schema der Mannigfaltigkeit 7 beziehf, ist
_unschwer zu beweisen (siche § §), daB sie fir homiomorphe Schemata
den gleichen Wert hat, also tatsichlich eine topologisene Invarianie®)

%) Man beweist leieht, dall o, — 7y gleich ist der Anzahl der zusammen-
hangenden Mannigfaltizkeiten, aus denen ¥ besteht (vgl. biszu Anm. 1, § 10
und @, — 7, gleich der Anzahl der aweiseitigen geschlossenen unter den zusammen-
htingenden Manmigfaltigkeiten, aus deuen 1" besteht. Wird also sowobl y,, als
Ty gleich 1 gesetzd; so kann die Formel (5) anch zar Definition von /% und P,
diensn. Doch ist in den Ausfithrongen der §§ 6, 7 unter P, nur eime der Zaklen
Py, Py, ... P, _, zu verstehen

%) Eine sndere Fassung dieser Definition Sndet man auf der letzten Seite
des § 8.

7y Allerdings ist damit nur geszeigh, dad P, eine topologische Invariante
dor Schemata, picht aber, daf es sine topologische Invariante der Mannigfaltig-
keiten ist. Besilglich dieses Unterschisdes vergleiche man § 2.

ax
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ist. Tber die Stellung der eben eingefiihrten zu der fritheren De-

fmition der Bettischen Zahlen mige folgendes gesagt werden. )
Der zweiten und dritten von den tArbmten Poincarés ube.r
Analysis situs®) liegt im wesentlichen die zuletzt gegebene Defini-
tion der Bettischen Zahlen zu Grupde. Zwar er_schemt in den-
selben die Formel (5) nur als ein Mittel, um die in der friiheren
Weise definierten Bettischen Zahlen aus elnem Sche_ma ﬁe_r be-
trachteten Mannigfaltigheit zu berechnen. Doch scheinen die so-
fort zu besprechenden Uberlegungen, die die qumhheﬂr: der auf
die frithere Art mit den durch die Formel (5) definierten Zahlen F,
erweisen sollen, immerhin gewisser Ergéinzungen und Modifikationen
zu bediirfen, und da von der urspritnglichen Definition der Betti-
schen Zahlen in den zitierten Arbeiten strenge genommen kein
(tebrauch gemacht wird, so kann die Formel (5) tatsichlich als
die in denselben zu Grunde gelegte Definition von P,, angesechen

werden. . '
Den genannten Uberlegungen,®) die den Ubergang von der

¢ritheren Definition der Bettischen Zahlen zur Formel (B) ver
mittelt haben und gewissermaBen cine Motivierung daftr bildey,
dal die durch (5) definierten Zablen F, als Bettische Zahlen
benannt werden, liegt zunichst die Annahme (im folgenden als
Annahme IT bezeichnet) za Grunde, dafi jede zweiseitige geschlos-
sene ne-dimensionale Mannigfaltigheit in V' einem aus den #-dimen-
sionalen Zellen des Schema X von V' zusammengesetzten zwel
seitigen geschlossenen Gebilde 2% o] homolog ist.

Die Annabme II fithrt dazu, nach einem System von aus den
Zellen von ¥ zusammengesetzten zweiseitigen geschlossenen s:-dimen-
sionalen Gebilden GI¥, G2, . .. G zu fragen, welches so beschaffen
ist, daf zwischen den Gebilden G\ keine Homologie, hingegen
zwischen jedem aus den Zellen von X zusammmengesetzten zwel
seitigen geschlossenen s-dimensionalen Grebilde und den GV eine
Homologie besteht.l?) s ist leicht zu zeigen, dali solehe Systemse
sich tatsichlich auffinden lassen und dafl die Anzahl s der Gebilde
eines solchen Systems, die von der Wahl des Systems offenbar un-
abhingig sein mufl, durch die rechte Seite der Gleichung (5) ge
geben ist.

%) Compl. 1 und 2.

%) Siehe Compl. 1.

1) Falls man den in § 7 bei der Besprechung der Annahme II ausge-
sprochenen Baiz B als giiltip ansieht, kann man sagen, ein solches System
Gi’"‘J, Gg’”), - Ggm) babe die Eigensehaft, daf jedes aus Zellen irgend eines

Behamn van 7V ernaammsneatehare oowoaicaifien masahlacosno am Almansfamala MAahildas
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Hiezu werde das Poincarésche Relationensystem in eine
reduzierte Form transformiert,’?) deren Bildung anf dem aus der
Theorie der linearen Formen bekannten Satze beruht, dall man
dureh gleichzeitiz auf die beiden Variablenreihen der @] und der

L

a, ~* ausgeiibte linear homogene ganzzahlige Substitutionen von der
Determinante 1 neue Variablenrethen

] ™ i a1t =— 1 =1 w—1
byl . b und ¢ e ..l

LT

so einfithren kann, dall die Relationen

T =1
a, = Nt gt ? =12 ...a)

e ~if
i=1
iibergehen In
(6) b:'nE U’?C:'RJ_I? (t=12....9)
= (i=y +1,...%)
Dabel bedeuten o], @, ,... w die von Null verschiedenen

Elementarteiler der aus den Zahlen e?;. gebildeten Matrix.??) Die
Gesamtheit der Relationen {6} fiic s =1, 2, ... % bildet dann eine
reduzierte Form des Poincaréschen Relaticnensystems.

Iis ist nun sofort ersichtlich, dall ein Grebilde

ey T
Mhat= D k35

Bt F ]
i=]

=1

nar dann zweiseitig und geschlossen sein kann, wenn by==ly=1+-"
«..==k =—0 sind, wenn es also die Form

Sk bt
i=gm1
hat, und daf umgekehrt jedes Gebilde von dieser Form zweiseitig

geschlossen ist,
Anderseits hat es keine Schwierigkeit, die zwischen den zwei-

seitigen geschlossenen Gebilden

(7) b‘l’n 5??}. bm

vot1l Vynter Y,

1) Vgl, Compl. 2, §3 2, 3 (8. 281 ).
12) Also ) == dy, e _y = dy , ,fd,, unter &, den grobten gemeinsamen

Teiler aller %-reihigen Determinanten ’ £ l verstanden,
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bestehenden Homologien aufzustellen. Das Poineartsche Rela-
tionensystem in der urspriinglichen Form liefert nimlich die Ho-

moioglen

Em
(8) N0, (=124,

J=1
die sich als Homologien zwischen den Gebilden (7) miissen dar-
stellen lassen, da die linken Seiten dieser Homologien (man ver-
gleicke einen in § b angefilhrien Satz) zweiseitige geschlossene
m-dimensionale Gebilde sind. Doch werden im allgemeinen die
angesehriebenen 41 Homologien nicht unabhingig sein, d. h
einige derselben werden sich aus den iibrigen berechnen lassen,
Hingegen bilden die aus der reduzierten ¥orm (6) des Poincaré-
schen Relationensystems abgelesenen Homologien

) I T 00 (=120 1 p0)

2

ein System unabhingiger Homologien, da ja die ¢ nach Voraus-
setzung linear unabhingige Formen der o sind, und offenbar ktnnen
alle Homologien (8) durch Rechnung aus den vy, ., Homologien (9)
gefolgert werden. Die Homologien (9) gestatten nun vy, ., von
den Gebilden (7) durch die iibrigen s =« —7,—7,, ., Gehilde
auszudriicken, d. h. ausfiihrlicher gesagt: Man kann aus den
Gebilden (7) s geeignet auswihlen und aus den IHomolo-
gien (9 7, ,, neue Homologicn bilden, derart, dafi die linke
Seite dieser neuen Heomologien der Reihe nach je ein nicht ver-
schwindendes Vielfaches eines der nicht ausgewithlten Gebilde, die
rechte Seite jedesmal eine Linearform der s ausgewiihlten Grebilde
ist. Wird nun die Annahme gemacht (im folgenden als Annahme Il
bezeichnet), daf zwischen den Gebilden (7) keine anderen Homo-
logien bestehen, als solche, die aus den Homologien (8) and somit
aus den Homologien (9) rechneriseh gefolgert werden kinuen, so
stellen die s ausgewihiten Gebilde ein System von der gesuchten
Beschaffenheit vor, und die Anzahl der Gebilde des Systems ist gleieh
%, —Tn " Tm1, Vi€ bebauptet wurde.

Unter Verwendung der Annahme II kann man nun sagen,

dafl jede zweiseitige geschlossene m-dimensionale Mannigfaltighkeit
in V einer ganzzahligen Linearform der s=—a —vy —y_ 4 A

gewihlten Gebilde homolog ist, daf also die Bettische Zahl 7,
(im Sinne der fritheren Definition) sicher nieht grofler als s4-1
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gewissem Sinne eine Art Umkehrung der Annahme 11 vorstellt,
Diese Annahme (Annahme IV} besagt:

Es lassen sich s aus den Zellen von ¥ zusammengesetzte
zweiseitige geschlossene mi-dimensionale Gebilde, die untereinander
durch keine Homologie, mit jedem anderen solehen Gebilde aber
durch eine Homologle verbunden sind, speziell aueh so auswithlen,
daf jedes cinzelne der s Gebilde einer in V' gelegenen zweiseitigen
geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltigkeit homolog ist,

Gibt man diese Annahme zu, so ist klar, dab die s Mannig-
faltigkeiten, deren Existenz durch dieselbe behauptet wird, ein
System von den Eigenschaften des beil der Definition der Betti-

schen Zahlen besprochenen Systems der W™ bilden, daf also die

Bettische Zahl P, tatsichlich gleich s i=a —vy —r7, . 1
. . ki hu m-'l'-

zu seizen ist. Damit ist aber der Weg, der von der Definition der

Bettischen Zahlen zur Formel (5) gefithrt hat, durchlaufen.

8 1.

Uber die im § 6 verwendeten Annahmen.

Es mige eine, wenngleich keineswegs erschopfende Bespre-
chung der in § 6 gebrauchten Annahmen gegeben werden. Dabei
werde vorweg bemerkt: Dall manche der vorn Poincaré zum
Bewveise der besprochenen Annahmen gemachten Schliisse im fol-
genden als nicht bindend bezeichnet werden, hat einen wesentlichen
Grund in der verschiedenen Abgrenzung des Mannigfaltigkeits-
begriffes. So bat Poincaré, wie es scheint, vorwiegend nur ana-
Iytische Mannigfaltigkeiten 1m Auge, Hiedurch fallen manche
Schwierigkeiten fort, wobei es iibrigens von Bedentung werden
kann, ob wan sich auf iiberall analytische oder aus analytischen
Stiicken in endlicher Anzahl bestehende Mannigfaltigkeiten be-
schrinkt.

Was zunsichst die Anpahme IV betrifit. so mull es als un-
entschieden bezeichnet werden, ob sie sich als richtig erweisen
[ift.r) Fir die Beurteilung dieser Frage ist es wichtig zu beachten,
dafi dureh die dem Mannigfaltigkeitsbegriff in Abschmift I ge-
gebene Fassung Manmnigfaltigkeiten mit Singularititen und somit
auch sich selbst durchdringende Mannigfaltigkeiten ausgesehlossen
wurden.

Die Ricbtigkeit der Annahme III kann wohl in hohem Grade
als wahrscheinlich angesehen werden. Finen Beweis derseiben gibt

Y}y Jedenfalls ist nicht jedes in einer Mannigfaltigkeit V' gelegene zwei-
seitize geschlossene mx2-dimensiopale Grebilde einer zweiseitigen geschlossenen
m-dimensionalen Mannigfaltigkeit in ¥ homolog, z. B. nicht das Gebilde 2 F 2
wenn ¥~ die dreidimensionale Blementarmannigfaltigkeit, F- eine KugelBiche
in Vist. Dis in der Anm, anf der zweiten Seite meiner oben zitierten Note in
den Wien, Ber. {1908) beriihrte Frage ist also 2u vernsinen.
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Poincaré? fir den Fall einer dreidimensionalen Mannigfaltigkett
und m=—1 und 2 Derselbe bedarf wohl einiger Erginzungen
infolee #bnlicher Umstinde, wie sie weiter unten bei Besprechung
des Satzes @ und in § 2 bei Besprechung des Satzes von der
Homoomorphie der Schemata homgomorpher Mannigtaltigkeiten
geltend gemacht werden, wobel auch hier fiir hohere Dimensions-
zahlen von ¥V noch kompliziertere Verhiltnisse eintreten konnen.
Die Notwendigkeit gewisser Erginzungen tritt allerdings vorwie.
gend dureh den eingangs erwihnten Umstand ein, dafl im Texte
die Art der in Beiracht genommenen Mannigfaltigkeiten eine all-
semeinere ist als bel Poinecaré, der sich vorziiglich auf analytische
Mannigfaltigkeiten besehréinkt.

Es ertbrigt noch die Annahme IT zu besprechen. Dieselbe
stitzt sich auf Uberlegungen ungefibr von folgender Art.%) Zn
Grunde gelegt werden die beiden Sitze:

A. Zu irgend einer vorgelegten in ¥ liegenden m-dimensionalen
Mannigfaltigkeit W™ lalt sich stets eine solche Zerlegung von ¥
in ein Zellensystem (Schema) finden, dab W aus m-dimensionalen
Zellen dieses Schema zusammengesetzt erscheint (d. h. es gibt eine
Anzahl m-dimensionaler Zellen, so daf W gerade aus allen Punkten
besteht, die einer oder mehreren dieser Zellen angehtren).

B. Wenn zwei Einteilungen 2., 2, von ¥ in ein Zellsystem
vorliegen,) so sind die zweiseltigen geschlossenen m-dimensionalen
Gebilde, die avs den Zellen von I, zusammengesetzt sind, eben
solchen aus den Zellen von £, zusammengesetzten Gebilden ho-
molog.

Von diesen Sitzen ist II eine unmittelbare Folge, Ist niimlich
S, das gegebene Schema von ¥ und Z, ein Schema von ¥, aus

dessen m-dimensionalen Zellen W™ zusammengesetzt werden kann,
so folgt hieraus, daf 7 einem aus den Zellen von X, zusammen-

gesetzten Gtebilde homolog sei, und da W ™ oine beliebig heraus-
gegrifiene wm-dimensionale Mannigfaltickeit vorstellt, so ist damit
die Annahme IT gerechifertigt.

%) Compl. 1, § 6.

¥ Es sind dies in etwas anderer Anordoung die Uberlegungen Poincards
in Compl. 1. §§ 5, 6.

%) Hierunter ist folgendes zu verstehen: Die Maunigfaltighkeit 77 denke man
sich in Irgend einer Weise, etwa durch ein Schema 2 definiert, Man denke sich
dann eine ,Einteilung von V in ein Schema X, “ gegeben, nicht nur durch Angabe
jener Bestimmungsstitcke, welche das Schema I; selbst charalterisieren, sondern
anch doreh Angabe jener Punkimengen von Punkten aus F, aums welchen jede
einzelne Zelle von Z; bestehen soll. In gleicher Weise ist die ,Einteilung von V7
in das Schema Z,% gegeben zu dexken. Es ist natlirlich nicht ausgeschlossen,
daf z. B. die Kinteilang von ¥ in das Schema X; mit der dorch X gelieferten
Einfeilung zusammenfillt (wozn natfirlich notwendig, aber nicht hinreichend isi,
daff die Schemata £ und I, flr sick, auch abgesehen von ihrer ,Lagerung® in ¥,
identischk sind). ‘
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Um B zu begriinden, werden die beiden folgenden Sitze
herangezogen:

@) Wenn zwel Einteilungen 2, bezw. 3, von ¥ in ein Zellsystem
vorliegen, so gibt es eine Kinteilung von V' iz ein Schema Z,
derart, daf} diese HEinteilung sowohl aus der Einteilung in das
Schema =, als aus der Einteilung in das Schewa £, durch Unter-
teilung gewonnen werden kann.?) ]

6) Wenn aus dem Schewa = einer Mannigfaltigkeit durch
Unterteilung ein Schema X' abgeleitet wird, so sind alle ans den
Zellen von 2' zusammengesstzten m-dimensionalen Grebilde homolog
mit aus den Zellen von X zusammengesetzten m-dirmensicnalen
Gebilden.

Aus diesen Satzen ergibt sich tatsichlich der Satz B sofort.
Denn ein aus den Zellen von 2, zusammengeseiztes Gebilde kann
anch als zusammengesetzt aus den Zellen won 2, aufeefalit werden,
und ist somit zufolge b einem aus dem Zellen von I, zusammen-
gesetzten Grebilde homolog.

Von den Siizen @, b, aul die Satz B zurickgefibrt ist,
wird sich & unschwer als richtig erweisen (siche § 8). Nicht das
Gleiche gilt von a.f) Das folgende einfache Beispiel gemiigt, dies
zu zeigen. Man mehme fir V die Kreisfliche z*-}#*<1 und
betrachte die heiden Finteilungen von 7 in zwei Lamellen, in die
V durch den in V verlaufenden Teil der Linie y =0, besw. der

Linile y == 2 sln % (y =0 fur z =0} zerlegt wird. Da diese beiden

Linien einander innerhalb V7 unendlich oft schneiden, versagt hier
. offenbar die Giiltigkeit des Satzes a.7)

Ein allen Verhaltnissen Rechnung tragender Beweis des
Satzes B ist also noch ausstindig. Hingegen erscheint der Satz 4,
zo dessen Besprechung wir uns nun wenden, divelst als unhaltbar,
so plausibel er zundchst auch sein mag. Ziehen wir, dies zu er-
griern, jenes Beispiel heran, das in § 6 bei der Diskussion der
Annahme I eingefihrt wurde. Da die geschlossene Linie UT dieses
Beispiels eine in der einfach zusammenbéingenden berandeten Mannig-
faltigkeit V gelegene Linie ist, so miilite es dem Safze .1 zufolge
eine Zerlegung von ¥ in ein Zellsystem geben von der Art, dafi T/
aus Kanten dieses Zellsystems zusammengesetzt erscheint. Die An-
sehanung lehrt, dafB ein solches Zellsysterm nicht moglich jst. Damit

%) Dies bedeutet (vgl. Anm, 4): 1. I; ist ein abgeleitetos Schema von I, (die
Zellen von £, lassen sick also uunterscheiden in Zellen ¢, die mit Zellen 2 vom %,
oder Teilen derselben fbereinstimmen, und neue Zellen £'); 2. bilden L. L,
die Zelle {,, so besteht £, gerade avs jemen Punkien von 7, die einer der Zellen
:: angehtren; 3. dis gleiche Baziehung besteht zwischen den Einteilungen von V
in E, und .

8) Wire dieser Saiz ¢ zuatreffend, so wirds aus ihm ohne weiterss der In
& 2 besprochene hypothetische Satz fiber die Homdomorphie der Schemata homie-

morpher Mannigfaltigkeiten folgen. . .
™) Hingegen behalt Satz B fiir dieses Beispiel ersichtlich seine Richiigkeit.
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ist gezeigt, daB der Satz 4 (wenigstens wenn man keine Erwei-
terang des Begriffes der Schemata auf solche mit unendlich vielen
Zeollen versucht) keine allgemeine Giiltigkeit besitzt.

Das gegebene Beispiel zeigt aber auch, dalh die Annahme II
selbst unzutreffend ist. Ks ist ja anschaulich einleuchtend, dalf U*
nicht einem Kantenzug eines Schema von 7 homolog sein kann.
Dies wire vielmehr nur moglich, wean man den Homologiebegriff
so erweitern wollte, daf anch Summen von unendlich vielen Ho-
mologien gebildet werden diirfen. Fine derartige Erweiterung zu
versuchen, liegt uns hier ferne. .

Es stiitzen sich dem: Gesagten zufolge die Uberlegungen, die
von der zuerst gegebemen Definition der Bettischen Zahlen zu
der Formel (3 fiiliren, auf verschiedene Annahmen, die entweder
(bei Beibehaltung der adoptierten Definitionen) als unzuldssig oder
doch als nicht strenge erwiesen anznsehen sind. Der bedeutsame
heuristische Wert, der gerade in diesem Ubergange von der ur-
spriinglichen Definition zu der neuen, allein auf das Schema ba-
sierten Formulierung liegt, bleibt von den gemachten Kinwinden vollig
unbertihrt. Doch bieten dieselben immerhin Grund geoug, von der
fritheren Definition absehend, fiiv das Folgende an der durch die
Formel {p) gegebenen Definition der Zahlen P, festzuhalten.

$ 8
b .
{Uber die topologischen Invarianten F,..

Dieser Paragraph enthiilt zuniichst die Ausfithruong eines der
Tektiire von Poincarés Compl. 2. zu entnehmenden Bewecises
dafiir, dal die Zahlen P ==, —7,—%,,,+ 1 topologische In-
varianten der Schemsata sind. Weiterhin migen der fundamentale
Satz Poincarés iiher die Bettischen Zahlen zweissitiger geschlos-
sener Mannigfaltigkeiten und die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Homgomorphie zweidimensionaler Mannigfaltig-
keiten besprochen und schlieBlich einige Bemerkungen tiber die
ans den Zahlen P, errechenbare Invariante N—=ay—e - = 2,
beigefiigt werden.

Der zuniichst zn erbringende Nachweis wird dann gefithit sein,
wenn gezeigt ist, daf P, sich bei elementaren Uuterteilungen nicht
andert. s werde also eine elementare Unterteilung des Schema X
einer n-dimensionalen Mannigfaltigheit ¥ betrachiet, die in der
Zerlegung einer [-dimensionalen Zelle von £ in zwei Zellen durch
Firfibrung einer neuen ( —1)-dimensionalen Zelle besteht (1 <7< nj.

Die Zablen «, v métgen fir das abgeleitete Schema X' dieselbe

Bedeutung haben wie o, v fiir das urspriingliche Schema 2. Dann

hat man zunichst

(10) g=a-1 o_,=a_,11
@ =0 fir wm=s=l-—1,1
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Sel ferner a’ die Zelle von Z, die in zwei Zellen zerlegt wird.
Die Berandung dieser Zelle ist eine sphirische (/— 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit, die mit S””Y bezeichnet werde. Dic betrachtete
Unterteilung besteht dann darin, daf anf 87 eine diese Mannig-
faltigkeit in zwel ({—1)-dimensionale Elementarmannigfaltickeiten
el — afl— 1} ot : :
BV K {?’ f.:erlegendei) sphirische (! — 2)-dimensionale Mannig-
faltigkeit 5979 die aus den auf S”_"” liegenden (! — 2-dimensio-
nalen Zellen zusammengesetzt ist, ausgewihlt wird und dal durch

(1— - b : ! - .
S eine, «_in zwei Zellen @, 5, zerlegende {1 — 1)-dimensio-
~ . . . f-— - T .
nale Elementarmannigfaltigheit. o) " gelegt wird.2) 8% ist also

. 1—1 - 1—1
die Berandung von 4 und der Sinn von &'~ werde etws so

. Y . =1 7 -
testgelegt, dafl |- o) zusammen mit Ef ’ und ehenso —a " zu-

sammen mit 7, je eine mit cinom Sinn versehene sphiirische
({ — I)}-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden.®) Vergleicht man nun

) Die Mannigfaltigheiten Eg‘_l) ; E{;_U werden mit einem Sinn versehen
angenommen, der mit dem fhir §0¢—V festgelegten Sinne fn Ubersinstimmung sein soll.

* Im Falle =1 erfabré diese Formulicruog eins leichte Modifikation.
Sm}l ist das Paar der beiden Endpunkte der Hants ajr‘, E;g-' bedentet den einen,
Hgof' den anderen dieser Endpunkte und die Unterteilung wird einfach dureh Mar-
kierung eines Punktes aﬂ auf o] bewirkt.

) Es mag beachtet werden, dafl die Ausdrucksweise des Textes einer ge-
wissen Versebiirfong bedarf. Wenn n¥mlich vor den .sphirischen Mannigfaltip-
keiten® 549, 822 qnd von den nElementarmanpigfaltigkeiten® _E;f"'l), E";" ”
gesprocher wird, so sind diese Ausdriieke sozusagen nicht in bezag suf F, son-
dern in bezug auf die ,durch asi vorgeatellie I-dimensionale Elementarmannigfaltie-
keit* za verstehen. Damit izt folgendes gemeint. Betrachtet man die Gesamtheit
aller Vorsehriften, die das Schema ¥ von ¥ ausmachen, so wird zanfichsi damit
begonnen, Elementarflichen zu definieren, und zwar jede derselben dadoreh, dall
eine Anzzhl Kanten dorech Zwordoung ibrer Eodpunkte zu siner geschlossenen
Linie zusamwengefait und diese als Randlinie einer Elementarfiiche genommen
wird. Durch die spiiteren Zuordnungsvorselriften werden immer pene Zoerdnungen
zwischen gleichartigen Elementarffichen getroffen, so dail sekliefilich sine panze
Reibe von Flementurflichen, dic cinander zageordnet sind, eine einzige Lamelle
(== zweldimensionale Zelle) af des Schema bilder. Voo irgend elmer solcherart
zu uf gehirigen Elementarfiache soll gesagt werden, dad sic die dureh af vorge-
stellie zweidimensionale Elsmentnrmannigfaltighkeit reprisentiere, Der weliere
Autbau des Schemas besteht in dem Zusammensetzen sphirischer zweldimensionalsr
Mupnigfaltigkeiten aus den Elementarflichen vermidge Zocrdvungen der Rand-
Xanten. Diese sphirischen zweidimensionalen Maonnigfaltigkeiten werden dann
als Randflicher von dreidimensionalen Elementarmasnigfaltizheiten verwendet.
Irrend cine solche Elementarmannipfaltigkedt, die vermdge der spiteren Zuord-
nungen der Zelle a® mugehtrt, ist dann ein Reprisentant der dorch a? vorge-
stellien dreidimensionalen FElementarmapunigfaltigheit. Die Fortfuhrong dieser Be-
trachiung zeigt, was allgemein unter der durch &7 vorgesteliten m-dimensionalen
Elementarmannigfaliigkeit zu versichen ist. Es ist aber klar, daf die Gesamtheit
der Puskie der Zelle g}’ im allgemeinen nicht eine in ¥ gelegene Elementar-
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die Poincarésechen Relationensysteme von X und 2', so ist zu-
néichst offenbar, dall die Relationen

Cm—1

(11) d_-E Em r (ﬁ — 15‘ 2?‘ A am)

3.5"..?

fir m>1-1 und m < — 1 in beiden Systemen vollstindig ber-
einstimmen, woraus fiir diese Werte von i anch ¢ =1 folgt.
Wird ferner der positive Sinn von @ und o ibereinstimmend wmit
dem wvon a gewihlt.) so sind ersichtlich dle im Relationensystem
vou 3 stehenden Zahlen :.3;]'1, e, beide gleieh der im Relationen-
system von 2 stehenden Zahl & +1? wihbrend alle tibrigen Zahlen
7" von T ebenfalls in 2 vorkommen. Sonach ist auch Tt =141
Unter den Relationen

(12) = 5,0

kommen aufler solchen Relationen, die in beiden Systemen woli-
stindig iibereinstimmen, im System von Z noch die Relation

g1

I 2: I T
o — B L,
T r) 7

i=1

und im System von ' die zwei Relationen

qr_i
E—-1 -1
= S 8?‘1.} J + a
=1
(13) Qp-1
I .. A {—1 =1
a":: E E'rzj aj —_ a_e
j=1

mannigfaltigkeif, sondern nur ein in ¥ gelegenas m-dimensionales Raunmstiick
bildet, da ja durch die den Bildungsvorschrifien der m-dimensionalen Elementar-
mannigfaliigkeiten nachfolgenden Vorachriften des Schema von ¥ noch mancherlei
Zuordnuogen zwischen den verschisdenen Randelementen der #s-dimensiomalen
Elementarmannigtaltigkeiten getroffen werden kinnen. Im aligemeinen wird also
auch S¢~Y bezw, S~ keine in ¥ gelegene sphirische Mannigfaltigkeit, son-
dern nur eine in der durch a:i, vorgestellten Elsmentarmannigfaltigkeit lisgende
gphiirische Mannigfaltickell sein und das Analoge gilt von den , Elemenfarmannig-
faltigheitent B¢~ E{—Y. Diesen Verhiltnissen in allen Details durch eine
vollstindis genaus Fassung des Textes Rechmung zu tragen, wurde jedoch unter-
lassen, wm hei diesen an sich ganz einfochen Verhiilinissen die Darstellung nicht
umitie und auf Kosten der Dentlichkeit zu komplizieran.

%) Diese nur der Einfachheit zuliebe gemachte Annahme ist patiizlich un-
wosentlich.



Ther die topologischen Invariunten ete, 45

. LR B t . . .
vor, wobel ¢ =g ., . isf, und die Linearformen

ar—1 =1 )]

i 11 Y I I—1
&L (E. i % . (1,
i ? S !’ el 3r.,.; aJ
J=1 =1 J=1

der Retihe nach die Ansdriicke von S¥™V E(E“IJ LU_I’ durch die
Zellen von 2 sind. Der Vergleich der Z&hlen s_? in den beiden
Relationensystemen ergibt =7y, 1. Endlich ist offenbar, daf;
alle Relationen

i

(14) : L_E a

des Systems von X anch in dem System von £' stehen, welch
letzteres auflerdem eime Relation

(15) _2 Pl

enthilt, dessen rechte Seite der Ausdruck fir 8"~ durch die Zellen
von 2 ist. Da nun

xi— 1

o, e, 0 =0

J=1

ist, so mub die rechte Seite von (1) eine lineare Verbindung der
rechten Seiten der Relationen (14} sein, woraus y/__ =v,_, folgt.

Es werde noeh folgende Bemerkung eingeschaltet. Der An-
blick der Relationen (12) und (13) zeigt, dali jedes zweiseitige ge-
schlossene aus den Zellen von X zusammengesetzie l-dimensionale
Gebilde die Zellen a a nur mit dem ﬂ'leieheﬂ Zahlenfaktor ver-
sehen, also nur o der v erbmduno- @ -+ a_ enthalten kann. Da
fiir a -7— a auch a geschrieben werden La.nn so lifit sich jedes
solche Grebllde als ein aus den Zellen von £ zusammengesetztes
darstellen. Da ferner

Az a
E-—-—I I—1
oo — L,
3 ? rnf i
J=1

ist, so ist jedes aus den Zellen von 2’ zusammengesetzte (I — 1)-di-
mensionale Gebilde einem aus den Zellen von 2 zusammengesetzien
homolog. Fir alle anderen Dimensionen ist der gleichlautende
Satz trivial und damit ist der Satz  des § 7 nachgewiesen.
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Die Zusammenstellung der vorstehend abgelelteten Glei-

chungen
T; = "i’; + 1?
= fiir m =1

mit den Gleichungen (10) ergibt die zu beweisende Gleichheit der

-

Zahlen P, fur die beiden Schemata T und 2.9
Es besteht der folgende von Poincaré®) bewiesene Satz:

Sind P, P,, ... Fs_; die Bettischen Zahlen einer zweiseltigen ge-

schlossenen #-dimensionalen Mannigfaltigkeit ¥, so ist?)

P=FPw m=12...2—1).

Der Beweis erfolgt mit Hilfe zweier zu einander reziproker

< . 7 s
Schemata $ und S von V. Es mogen €, 2, a,, -;m,_Pm fir das
Sehema ¥ und das zugehtrige Poinearésche Relationensystem

die bisherige Bedeutung, «,, &,;, % P die entsprechende Be-
o = i 2 U? amn
N

e ? T3
deutung fir S haben. Dabei moge o) " die der Zelle a; von X
entsprechende Zelle von 2 sein; bei geeigneter Wahl des Sinnes
der Zellen von =8) ist dann

(16) =

5) Man sieht, daB natiirlich auch die Zahlen 2y-—17; und @, —7,. dareh die
P, und P, definiert werden konuten, fiir 5 und ¥ den gleichen Wert haben.

9 Compl. 1, § 8.

) Diese Gleichung ist offenbar auch richtig fir m= 0.

5) Bedienen wir uns der Vorstellung einer in hestimmter Weise gowihlicn,
den Sion von V¥ lefernden Indikatrix, so ergibt sich der Sinn der Zelle wl"
aus dem von o (#>m>>0) durch folgende Forderung, wobel wir uns der
Bezeichnung ,m-dimensionales verallzemeinertes Tetraeder? fiir die mte in jener
Reihe von Figuren bedienen, diz mit der Strecke, dem Dreisclk und dem Tetraeder
(Falle m — 1,2, 3) beginnt: Bedeutet M den Duxchschniftspunkt von o und @] "™
{es wird natiirlich vorausgesetzt, daf mur ein soleher Durchschoittspunkt existiort),
so 13t sich die Indikatrix J von ¥ in eine solche Lage bringen, daf der Punkt 1
von J auf M fallt, daB das darch die Punkte 1,2,...m--1 bestimmte zur Be-
randung von J gehirigo m-dimensionale veraligemeinerte Tetraeder 7, ganz in
die Zelle o zu liegen kommt, die sonst keime Punkte mit J gemein haben soll,
dab analog das durch 1,7 -}-2, m | 8,...n |1 bestimmte (n — m)-dimensionale
verallgemeinerte Tetraeder T, _ . gavz in der Zelle ¢~ ™, die sonst mit J keine
Punkte gemein haben soll, liegt und daB dabei T, bezw. T, ¢ine positiv
genommene Indikotrix von @, bezw. o] ™ werden, wenn ihre Eckpunkte in der
angeschrichenen Refhenfolge genommen werden. Man denke sich ferner den

Ponkt E? mit positivem oder negativern Vorzeichen versehen (vgl. § 5, Aonm. 2),
ie nachdem der Sinn von ¢ mit dem von ¥V iibereinstimmt oder michf, und ent-



Uhber die topologischen Invariarten ete. 47

und daher y =7 __ 4.3y Woraus sich wegen «, —u

po—

et e e —_ . — —D
“'p;uz—" d'm {m ]m-—}—1+ 1= d’n—-m n—im2-1 :aa-—m_}— 1= In__qm

ergibt. Da aber infolge der Homdomorphie der Schemata 3 und I,
P, =P, isi, so folgt hieraus die Behaunptnng.

¥s mige hier der bekannten notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Homdomorphie zweidimensionaler Man-
nigfaltigkeiten gedacht werden. Man erhalt dieselben mit Hilfe
des leicht beweisbaren Satzes, dall jedes Schema einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkelt 7 einem Fundamentalpolygon [T von dem
im folgenden beschriebenen Typus 1. hezw. 2. homdomorph ist,
je nachdem V7 zwei- oder einseitig ist.

1. Il hat 4p-}-3#, + 2+, Seiten, wobel die paarweise zu-
sammengefaliten Seiten (s, ., 8,,_ .)h {8,,_ ., 8, fir £=1,2,...p,
(S4p121—91 Seprad) ﬂ“' =127y Gyprantom—1o Siptan+omd
fir m=1,2,...7, einander, und zwar durchwegs nach erster Art
zugeordpet und die durch die geschlossenen Zyklen von Polygon-
acken Aé:a-i—,ﬁn+?-m,—1,2 =4, Lsr1am, TePrisentierten Punkte von
der Mannigfaltigkeit ausgenommen sind.%)

2. 11 hat 490 — 21 3», |- 27, Seiten, wohei die pasrweise
zosammengefafiter Seiten (s,, .8, _,,) fir 4=1,2,...¢, nach
zweiter Art und (s,,, s, _,, JHri=12...9—1, (S*'f-—ﬂ‘}‘? o
Sgp—nas) fUr I=1,2, . 5y, 8y pmzt srtamei? Stqg—2437+2m) fir
m=1,2,...s, nach erstcr Avt einander zugeordnet und die Lcken
des. Sc}{ema Ay apantam—19 =4y _s15n am: von der Manmig-
faltigkeit anszunehmende Punkte sind.

ry, 7o und p bezw. ¢ sind topologische Invarianten des Schema,
denn #, ist die Anzahl der Randlinien, », die der isolierten Rand-
punkte und beziiglich p und ¢ folgt dies, wenn man zunichst r, =0
annimmt, aus den Formeln

P, —2p--», bezw. 2p-}-1, wenn ¥ geschlossen ist, und
Py =g+,
Natiirlich gilt ebenso fiir #, > 0, dal Fundamentalpolygone mit ver-
schiedenems p hezw. g micht homderorph sein komnen.!?) Sonach
ist die Ubereinstimmung von r;, 7, By, d. h. vom 7, 7o, p bezw.
¥y, 7o, ¢ fiir die Hombomorphie zweler Schemata notwendig und hin-
reichend. p heifit bekanntlich das (reschlecht der Fliche, ¢ die

Anzahl der unabhingigen Wege, auf demen sich die Indikatrix
umkehrt.

%) Beziiglich der Bezeichuungsweise vgl. § 2.
19) Im Falle #4>> 0 wird B = 2p-}m 17, bezw. g-fr; -+, geselat;
vgl, die Festseizungen anf der letzten Seite des § 14.
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Es sei zum Schluf dieses Paragraphen noch der topologisehen
Invariante!!) der Schemata.

N, g — o (=1,

gedacht (dab dieselbe eine topologische Invariante der Schemata
ist, zeigen die Formeln (10) uumittelbar), die mit den Bettischen
Zahlen durch die eine Verallgemeinerung der bekannten Euler-
schen Polyederformel darstellende Gleichung!?)

dﬂ—'—dl‘-l—“'—f—(_'l)nmﬂ:
ipn_”Pl—l“"“‘!“(*1]?%'21;—’_%(1_[“(_1)“)

verbunden ist, die sich aus den Formeln (5) fiir m =0,1,...%
unter Beachtung von y, =7, =1 sofort ergibt. Aus dieser

(Helchung folgt der Satz:'%
Die Invariante N ist fiir jede geschlossene Mannigfaltigieit
von ungerader Dimensionszahl gleich Null.

1) Ws ist leicht za schen, dall N die einzige aus den Zahlen w«; gebildete
topologische Invariante ist. Eine solehe topologisehe Invariante (), @, - .. 2,)
kann pitmlich in der Form. f{%,. %, ... 7,) geachrieben werden, wo

==ty — &y o (— 1) w;
gesetzt ist, und die Betrachtung einer elementaren Unterteilung, bei der eine
I-dimensionale Zelle In zwel zerlegt wird, liefert

f(Tj[)l ﬁl]! e p_ 0 T]z_lilg TI.E" P LE)-'_—-f':'-‘]ﬂ,T]l, . T]H)’ (3=1, 2, - ﬂ},

d. b. f hiingt nur vou v, = N ah.

In analoger Weise bewsist man, daf es auber Po, P Pﬂ keine anderen
aus den Zahlen 24, &, ... %,, ¥y, -~ 7, gehildeten topologischen Invarianten gibt,
d. h. daB jede andere aus den Zahlen «, y; gehildete Invariante, die sich offenbar
in der Form F(Fy, Pyy-vv B, Y10 Yoo -« - 1) tnsetzen 1t von deu leizten 2 Argu-
menten arabhiegig vnd alsc eine Funktion der F; ist,

Y Vel Poinecard, An, 5it. § 18 und Compl. 1, § 3, pag. 501,

¥ Poineard, An. Sit pag. 114. Man vergleiche noch Dyck, bMath. Ann, 37,
5. 295. Poincaré gab noch einen anderen nur auf die Bedingung von dem
einfachen Zusammenhang der ,Umgebungsmannigfaltigleeiten™ (siche § 8, Anm. 6
und § 4) sich stiitzenden Beweis (An. 8it. § 17). Am einfachsten wird der
Batz wohl folgendermalen aus den Eigenschafien der reziproken Schemata erhalten
{in deren Henstruktionsmiglichkeit iibrigens implicite die Bedingang des einfachen
Zunpammenhanges aller Umgebungsmannigfaltigkeiten sieckt). Ist nfmlich die

Dimensionszabl # — 2v 41, so0 ist wegen u,— o,

i—m
. — e — N—— P
Nemay—a Bgyfq == % % T Bap
und anderseits als topologische Invariante
= oy — % e — Tagydogn

Die eben gemachten Bemerkungen lassen den Sutz auch fiir einseitige geschlossene
Mannigfaltigheiten sls richtig erkennen, wihrend bel dem auf P, — P, ge-

H—ri D
stiitzten Beweise des Textes, wis bel dem Beweise fir diese Formel, die Mannig-
faltigkeit als zweiseitiz voransgesetat ist.
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IIl. In einer Mannigfaltigkeit gelegene einseilige ge-
schlossene Mannigfaltigkeiten.

§ 9.

Den Bettischen Zahlen P, analoge Invarianten ¢,

Die urspriingliche Definition der Bettischen Zahlen einer
Maunnigfaltigkeit ¥ bezieht sich auf die zweiseitigen in ¥ ge-
legenen geschlossenen Mannighltigkeiten uwnd die Homologien
zwischen denselben, wie dies in § 6 ausdriicklich erwihnt warde.?)
Es sollen nun auch die in einer Mannigfaltigkeit liegenden ein-
seitigen geschlossenen Mannigfaltivkeiten in Betracht gezogen
werden,

Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel. Es sei 7, die-
jenige zweiseitige geschlossene dreidimensionaie Mannigfaltighert, die
man aus der Gesamgheit der Punkte einer Kugel »%--4° —;—32'5 1
erhilt, wenn man je zwel diametral gegeniiberliegende Punkte der
Kugeloberfliche als einen einzigen Punkt der zu definierenden
Mannigfaltickeit ansiebt. T, ist dapn ein im Eadlichen gelegenes
Abbild des projektiven dreidimensionalen Raumes. Man erhilt
ein Zellsystem X von T, wenn man die Kugeloberfliche durch
cinen Meridiankrels M 1n zwei Halbkugelflichen, den Meridian-
kreis durchk den Nordpunkt 4 und den Sudpunkt B der Kugel
in zwel Kreisbogen f, g zerlegt, die Xugel als die einzige drei-
dimensionsle Zelle a® ansiebt und die beiden sie berandenden Halb-
kugelflichen einander so zuordnet, dali beziiglich des Kugelzentrnms
symmetrische Punkte einander entsprechen. (Da diese Zuordnung
der beiden Oberflichenpolygone von a® von der ersten Art ist, so
ist die Mannigfaltigkeit 7, zweiseitiy.) Hiedurch wird die Kante
f=AB der Kante ¢ == B4, die Ecke 4 der Ecke B zugeordnet.
Die beiden einander zugeordneten Halbkugelfiichen stellen eine
Lamelle a2, die Kanten f, g eine Kante «?, die Ecken A, B eine
Feke a% des Schema vor. 1Me Umgebungsmannigfalagkeit von ¢°
erfiillt die Forderung, einfach zunsammenhingend zu sein.

Das Poincarésche Relaticnensystem fiir das Schema £ von
T, ist:
]

ad =0,
a’z==2a';
al==0.

Unter den aus der einzigen Lamelle des Schema erhaltlichen
zweidimensionalen Grebilden fa® gibt es ersichtlich fiberhanpt keine
ceschlossenen zweiseitigen, und im Einklange hiemit ergibt sich
aus o, == 1, v,==1, 7, =0 die Bettische Zahl I} ==1. Hingegen

Iy Dies hebt auck Heegaard, Disa. p. 64, hervor,
Monaish. fiir Mathewmatik o, Physik, XIX, Faheg, 4
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stellt die Gesamtheit der Punkte von a? offenbar eine geschlossene
einseitige in 7T, liegende Fliche dar, die wir als das Abbild einer
im projektiven Raume T} liegenden projektiven Ebene ansehen
konnen.

Betrachtet man noch. jenes Schema X', das aus 2 entsteht,
indem man die Zelle a® durch die, eine neue Lamelle &% darstel-
lende Kreisfliche durch M in zwel Zellen of, o zerlegt und dessen

Poincarésches Relationensystem ans den Relationen

ad=a -1, o= —a b

o= 2a", B =2d;

a'=0

besteht, so stellt 3? aufer a? noch eine zweite einseitige gesehlos-
sene Fliche in 7, vor. Die Fliche #? ist mit a? durch die Ho-
mologle :
a* ou b*
verbunden, Dies leitst uns zur folgenden Fragesteliung, die gleich
ganz allgemein ausgesprochen werden - soll und die den Betrach-
tungen, auf welchen die ursprilngliche Definition der Bettischen
Zahlen fubt, anfs engste verwandt ist: . '

Gibt es in jeder n-dimensionalen Mamnigfaltighelt ¥V ein
System von geschlossenen (zwei- oder einseitigen) m-dimensionalen
(m<n) durch keine Homologie verbundenen Mannigfaltigheiten
™ 0 ... @™ vop der Art, dab jede, sel es zweiseitige, sel es
einseitize geschlossene m-dimensionale in ¥ gelegene Mannigfaltig-
keit @™ beztiglich V einer Homologie
| O™ L k@M -k 00 (k0
geniigt? :
. Wisre diese Frage zu hejahen, so wire die Anzahl » offenbar
von der Wahl des Systems unabhiingig und die um 1 vermehrte
Anzahl also eine der Zahl P, vollstindig analoge topologisehe In-
variante @, von V. Aus den gleichen (irinden aber, aus denen
von der urspriinglich gegebenen Definition der Bettischen Zablen
abgegangen wurde, unterlassen wir es, auf diesem Wege eine Ein-
fibrung der auf die elnseitigen Mannigfaltigkeiten beziiglichen
topologisehen Invarianten zm versuchen. Vielmehr wird uns in voll-
stindiger Analogie wit dem Falle der Zahlen ¥, der Ubergang
von den in V gelegenen einseitigen geschlossenen Mannigfaltig-
keiten zu den einseiticen geschlossenen Gebilden, — es soll sofort
erklirt werden, was darunfer zu verstehen ist, — wund zwar
insbescndere zu den ans den Zellen eines Schemsa von ¥ zu-
sammengesetzten Gebilden zu einer einwandfreien Definition der
gesuchten topologischen Invarianten verhelfen. Hiezn fithren wir
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zundchst den folgenden Satz an, der einem fir zweiseitige ge-

schlossene Mannigfaltigheiten im § & ausgesprochenen Satze analog
18f:

- n m M- . . . , .
Sind w0, #, , ..., in einer Mannigfaltigkeit gelegene m-dimen-
sionale Raumstiicke ohne gemeinsame Innenpuukte und

(17) Doul="Nh

: i=1
und stellt die Gesamtheit der einem oder mehreren der Raum-
stiicke %, angehtrenden Punkte eipe cinseitige geschlossene m-di-
mensionale Mannigfaltigkeit dar, so sind alle EKoeffizienten %, der
verschiedenen «; ~ auf der rechten Seite von (17) durch 2 teilbar,?)
was abgekiirzt durch

(18) - Nu=0 [mod.2]

i=1
bezeichnet werden mige. Diese Aussage ist ersichtlich von einer
‘Wahl des Sinnes der einzelnen x unabhingig.

In den in der oben eingefiibrten Mannigfaltigkeit Ty liegenden,
einseitigen geschlossenen Flichen haben wir bereits ein einfaches
Beispiel fiir diesen Satz kennen gelernt. s ist zu beachten, dali
(18) offenbar auch hesteht, wenn die Punkts, die einem oder
mehreren #, angehtren, in ibrer Gresamtheit eine zweiseitige
geschlossene Mannigfaltigkeit bilden, nur dafl sich in diesem Falle,
und nur in diesem, der Sinn der einzelnen «; so wihlen 1aft, dafi
die Koeffizienten A, in (17) geradezn Null werden. Wir werden
nun — und der vorstehende Satz enthilt hiefiir die Motiviernng —
ein m-dimensionales Gebilde S A, w; als ein geschlossenes be-
zeichnen, wenn die Relation?)

Shut=0 fmed. 2]

besteht, d. h. also, wenn das betrachtete Gebilde i Sinne der im
§ 5 eingefiibriten symbolischen Kongruenzen einem (m — 1}-dimen-

%) Wie in deru angefiihrten Satze des § 5, ist aunch hier die Voraussetzung
zn machen, dab die -u-:f‘_l, ans demen dic Berandung der ] zusammengesetzt
ist, keine Innenpunkie gemeinsam haben.

%) Es mogen diese symbolischen Kongruenzen durch das Enschliefen des
Moduls in eckige Klammern unterschieden werden von Kongruenzen der Ferm

=l == N ke, w; . (mod. 2),

dfe, im gewbtholichen Siame aufznfassen, die Teilbarkeit aller Zahlen (R, — k&
dorch m bedeuten. ' '
4#
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sionalen Grebilde kongruent ist, dessen smtliche Koeftizienten
durch 2 teilbar sind. Besteht tiberdies die Relation

Shoul =0,

so heiBe das Gebilde, wie hereits gesagt, cin zweiseitiges ge-
schlossenes.

Eire Bemerkung ist hier noch beizufiigen. Wenn die Ge-
samtheit der Raumstiicke u], u, ,...%, eine einseitige geschlossene
Mannigfaltigkeit bildet, so kann diese Mannigfaltigkeit durch jede

der 2 aus den #; gebildeten Linearformen
(19} T8 u;,

unter 3, eine der Zahlen |- 1, — 1 verstanden, symbolisiert werden
und es geniigen gleichzeitig alle diese Linearformen der Relation

S 6w, =0 [mod 2]

Bildet hingegen die Gesamtheit der Raumstticke i, #,,... %,
eine zweiseitice geschlossene Mannigfaliigheit, besteht also die
Relation

) W

}-l U = 09

so erfillt von allen iibrigen Linearformen (19) nur noch ¥ (— ;)
die Relation

TR et =
, o nu, =0,

Es stellen also nur die Linearformen X und ¥ (—u) die-

selbe zweiseitige geschlossene Manmofaltwl\elt SVIDIJO]IQGIJ, dar, und
auch diese beiden Symbole sind auaemandeuuhalten wonn die
zweiseitigen Mannigfaltickeiten als mit einem Sinns versehen auf-
gefallt werden. Aug diesemn Grunde migen, wenn es sich um die
Betrachtung geschlossener, eventnell auch einseitiger Gebi de han-

delt, zwei durch verschiedene Linearformen 3 4, um S b darge-

gestellte, also arithmetisch verschiedene Grebllde, wenn sie der
Kongruenz

Shour=3hu" (mod. 2)

geniigen, als geometriseh mnicht verschieden angesehen werden,
wiihrend bei der nur auf die zweiseitigen gee.chlossenen (Febilde
beschrinkten Betrachtung arithmetisch verschiedene Gebilde als
vollig verschieden galten.

Sei nun daran erinnert, dal sich die zuletzt gegebene und
fiir das Weitere maﬁwebhche Definition der Zahlen P, einer
Mannigfaitigkeit ¥ in fo]gende Fassung kleiden liefi: '
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Man mache die (oben mit III bezeichnete; Anuvaline, dud
zwischen den Zellen eines Schema £ von T7 keine anderen Homo-
logien bestehen, als die ans dem Poincaréschen Relatiomen-
system von 2 gewonnenen und die aus diesen rechnerisek ableit~
baren. Unter dieser Apnahme bestimme man eir Systemn von
Grebilden, das ans der Gesamtheit I’ alier ans den Zellen von 3
zusammengesetzien zwelseltigen geschlossenen m-dimensionalen
Gebilde so ausgewiihlt ist, dal zwischen den Gebilden des Systems
keine Homologie, zwischen jedem (Gebilde aus ' und den Gebilden
des Systems aber eine Homologie besteht. Die von der speziellen
Wahl des Systems unabbingige Anzahl der Gebilde eines solehen
Systems, um 1 vermehrt, werde als dic der Mannigfaltigkeit ¥
zugehirige Zahl F, bezeichnet.

Wirtlich mit dieser Definition von P, tibereinstimmend, nur
unter Weglassung des Wortes _zweiseitig?. werde nun die der
Mannigfaltigkeit ¥V zugehorige Zahl ¢, definiert. Es ergibt sich
sofort das Bestehen der Ungleichung:

On = By

Die gegebene Dlefivition von ¢, bedarf nur inscferne eimer
Erginzung, als die Existenz eines Systerns geschlossener (ebilde
von den geforderten Eigenschaften zu erweisen ist. Dali fiir zwel
solche Systeme die Anzahl der Giebilde die gleiche sein mulbl, st
dann klar. Der erforderliche Nachweis soll im folgenden Para-
graphen anf einem Wege erbracht werden, der gleichzeitig eine
Bestimmung der Differenz {, — F, durch bereits bekannte topo-
logisehe Invarianten, nimlick die von Poincaré enfdeckten Tor-
sionszahlen, liefert.

IV

5 10.

Die Poinearéschen Torsionszahlen. Bestimmung von Q.

Es seien in der Bezeichnungsweise der §§ 5, 6 =, die Kocffi-
zienten des Poincaréschen Relationensystems eines Schema einer
Mannigfaltigheit und of; wy,...w; die von Null verschiedenen
Elementartsiler der ans den Zahlen =z, gebildeten Matrix. Is sollen
dann diejenigen unter den Zablen o, , die >>1 sind, als Torsions-
zahlen (m— 1) Ordnung ') der Mannigfaitigkeit bezeichnet swerden.

Yy Bel Poinearé: ,Coefficients de torsion®, {Compl. 2, p. 301} Wenn
. . h + . - —1 =1 [
man die mit e, W}, Ty, By, bezeichueten Grifien mit g s @y Va1 Pm—1

bezeichnen weollte, wiirde dies mit der hier eingefiihrien Zihlung der Ordnung
der Torsicnszahlen (in meiner oben zitierten Note in den Wiener Ber. wurden
die Torsionszahlen (e — 1jter Ordnung des Textes Torsionszahlen mter Qrdnung
genannt) in besserem Einklang stehen, was jedoch unterlassen wwurde, nm von der
Bezeichnungsweise in den grundlegenden Arbeiten Poincarés nicht sbzmweichen,
Diese Ziblung der Ordrung der Torsionszahlen stebt aber einerseits in Ui}ar-
einstimmong mit dem Resultat des § 14, daB durch die Fundamentalgruppe einer
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Wenn man, wie in § 8, das Poincarésche Relationensystem fiir
ein Schema X und ein aus T durch eine elementare Unterteilung
hervorgegangenes Schema 3' vergleicht, so erkennt man, daf die
aus dem Schema I abgelciteten Torsionszahlen wit den aus ' ab.
geleiteten tbereinstimmen, und die Torsionszahlen also tatsichlich
topologische Invarianten der Schemata sind.?) Es wird sich zeigen,
dafi man bei Kenntnis von P, und der Poincaréschen Torsions-
zablen (m — 1) Ordnung auch @, zu berechnen im stande ist.

Um ein System geschlossener m-dimensionaler Gebilde mit
den bei der Definition von €, -besprochenen Eigenschaften zu ge-
winnen, werde auf das Poincarésche Relationensystem eines Schema X
nnd seine im § 6 besproehene reduzierte Form (6) zurlickgegriffen.
Aus derselben geht hervor, dafi ein Gebilde

it s
e Ny th
E b a; —'2 Ry,
) i==1 .

f=1
aur dann geschlossen sein kann, wenn die Zahlen

ko', k, o, . k| wﬂ:

Mannigfaltigkeit V' — uwnd diese Gruppe bewmieht sich ja auf die geschlossenen
¢indimensionalen Mannigfaltigksiten in 77 — gowohl Py als die Torsions-
zahlen ,erster Ordoung® bestimmt sind und findet anderseits ihve. Begriindung
darin, daf die Matrix der Zaklen e? 3 keine Elementarteiler > 1 hat (siehe
Poincard, Compl. 2, p. 807). Es berubt dies anf folgender Eigemschaft der
Matrix: Falls in der ftcn Zeile nicht alle Zahlen a}j Null sind, so sind nur zwel
Zablen von Noll verschieden und von diesen ist die eine gleich --1, die andere
gleich — 1. Sel etwa sr,-=-11 und s}, = — 1. Mankaon d=1, A=, Lome 3
annehmen, da dies durech Umordnungen der Reihenfulge der Zeilon und Kolornen
stets erreicht werden kanm. Werden nun dis Elemente der ersten Kolonno zn
den entsprechenden der zweiten Kolonoe addiert und hieranf dle erste Zeile mit
-—E}I multipliziert zur iten Zeile addiert, (i =2, 5,...), so erhilt man eine Matrix
der Grestalt

LO, O ...
(20) 0y Cixy Lazy- -

09 CEJ.: f—ﬂﬂz‘ ..
wobei die Matriz aus den Zshlen I, 1 die eine Zeile und eine Kolonne weniger
hat als die urspriingliche Matrix, wie man leicht sieht, wisder die oben genannio
Eigenschaft der Matrix der s}j besitzt. Da aber die Matriz (20} dle gleichen
Elementarteiler hat wie die- Matrix G.er,ag S 80 arkennt man dureh Induktion, daf
Elementarieiler > 1 nieht auftreton kimnen. (Das eingeschiagens Schlnfverfahren
zeigt auch, dafi y; = g, — 0 ish, was in der Anm. 5 des § 6 verwendet wurde.)

?) Siche Poincaré, Compl. 2. Beim Heranziehen des reziproken Schema
und der Relation (16) gelangt man zu dem Satze (Poivcard, a. a. O.): Flr
cine aweiseitige geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit stimmen die Torsions-
zahlen mter Qrdnung wait denen (n — m — 1) Ordpung itberein. :
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dureh zwei teilbar sind. Selen nun 5 von den Zuhlen o, etwa
x,

" o o gerade, die ilbrigen ungerad is
o 12 O @B 5 gen ungerade, 0 miissen
kyykgy .. K, _, durch zwei teilbar sein, wenn das betrachtete Ge-

bilde geschiassen sein soll, und dieses muf also nack dem Modul 2
einem (ehilde der Form

S

£t o e 1

kongruent sein. Diese notwendige Bedingung ist ersichtlich auch
hinreiehend.

Man sieht also zunichst, daf sich alle geschlossenen #-dimen-
sionalen Giebilde linear aws den =z -+ -5, geschlossenen Ge-
bilden

(21) I

ME T P‘.-I! —:'" 1? T

L £
| b gy e b,
zusammensetzen lassen, wenn man von additiven durch zwel feil-
baren ILinearformen, die ja zu geometrisch micht verschiedenen
Grebilden fithren, absieht. Die Gebilde (21) aber sind nicht nur
simtlich geometrisch von einander verschieden, sondern es kann
anch wegen der linearen Unabhiingigkeit dieser Formen der a
keines dieser Glebilde nach dem Modul 2 einer linearen Kombine-
tion der tibrigen kongruent sein. Von den Gebilden (21} sind die
letzten o —7,_ zw.eiseitig, die ersten f, einseitig. s

Es havdelt sich nnn am die Homoclogien zwischen den Ge-
bilden (21), und zwar, da die Annabme III zn Grunde zu legen
ist, um die ans dem Poincaréschen Relationensystem abgeleiteten.
Diese Homologien lassen sich, wie bereits im § 6 bemerkt, als
Homologien zwischen den . zweiseitigen geschlossenen Gebilden
b b: darstellen,?) und Zwar erhilt man %, ., ur}abhiingige
Homologien. aus denen sich alle tbrigen rechneriseh ableiten lassen.
Es ergibt sich hieraus, analog wie im § 6 bei der entsprechenden
far zweiseitige geschlossene Gebilde angestellten Betrachtung, dafl
man ein System von f—« —v -+ &, —7v, ., durch keine Homo-
logie verbundenen, aus den Zellen des Sehema zusammengesetzien,
geschlossenen m-dimensionalen Gebilden aufstellen kann, derart,
dag jedes andere solche Gebilde zusammen mit diesen ¢ Gebilden

S} Wenn also g7', g ... geschlossene m-dimensionale Gebilde sind, unter denen

auch einseitige vorhanden sind, und es bestehi zwischen iknen die Homologie
Shgl 0,

so 1&6t sich die anf der linken Selte stehende Linearform der Zellen a:." stefs als

eipe liveare Komhination gesignet gewihlter zweiseitiger geschlossener Gebilde
darstellen. Am obigen Beigpisle der Mannigfaltigheit 75 st dies fir die Homo-

logie a? — &% ~o0 sofert zu bestitigen.
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einer Homologie geniigt, In dem Nachweise der KExistenz eines
solchen Svstems ist die erforderliche Ergiinzang zur Definition von
Q. gelelstet und gleichzeitig die Formel

Qm: ﬁ—f_ 1 - am“_- lm ™ lwa+lT'm+1 :'Pm+ t?'Ji‘n‘-

gefunden.
[ﬂm die Angzahl der geraden Zahlen unter den Zahlen

2
i ¥

@, @y, ... 0., ist nun nichts anderes als die Anzahl der geraden
Torsmncmhleﬁ (m—1)er Ordnung der Mannigfaltigkeit 111‘1{1 wir
haben den Satz:*)

Die Differenz @ —P_ist gleich der Anzahl der
geraden Torsionszahlen (—1j* Ordnung.

Was die Bestimmung der Zahl § anlangt, so sei_ bemerkt,
dal dieselbe nicht notwendig die Bestimmung der Elementarteiler
W, e w?  erfordert. Sei ndmlich das Poincarésche  Rela-

PN
tionensystem irgendwie in eine Gestalt von der Form

Te= T, ((=1,2...7,) >0

™m___ N
B0 (==, 1,1
-1 —1 L .
gebracht, unter 5 bm,. 8 bezw A * linear ho-
mogene Formen del a bezw t?& * von der Leterminante 1 verstan-

..m.

den, dann ist & auch ‘die Anzabl der geraden unter den Zahlen 7
HEs beruht dies auf dem leicht einzusehenden Satze, dalf die Anzahl
der durch irgend eine Primzahl p (also speziell auch dureh 2)
teilbaren Llementarteiler der Matrix

H)
@, 0, 0...

1
0, %, O...
G, 0, < ..

.........

e

gleich ist der Anzahl der durch p teilbaren Zahlen <, .

IV. Die Fundamentalgruppe.

§ 11.
Die Poincaréschen Zahlen einer diskreten Gruppe.
Es mogen in diesem Paragraphen einige der Gruppentheorie
angehorige Betrachtungen eingeschaltet werden, da uns im folgenden

gewlsse den zusammenhano*enden Manmafaltlgl{elten zugehirige
diskrete Gruppen beschﬁftigen werden. Dabel ist zu bemerken,

*) Siehe § 1 der oben zitierten Note in den Wien, Ber. {1906},
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daf} die Elemente dieser Gruppen nicht Operationen von bestimmier
Bedeutung sind, daf} vielmehr pur die Gesetze fiir die Zusammen-
setzung dreser Elemente in Betracht kommen, und wir es alse mit
dem allgemeinen Gruppenbegriff zu tun haben.

Diese Zusammensetzungsgesetze der zu betrachtenden Grappen
und damit nach der genannten Auffassung diese Gruppen selbst.
sollen in der folgenden bekannten Weise gegeben sein, Zuniichst
sei eine Anzahl!) von Elementen (Operationen) s, 5,,.,.8, der Grappe

gegehen, die die erzeugenden Operationen der Gruppe heifien sollen.?)
Man erhalt dann die Gesamtheit der Elemente der Grappe durch

Zusammensetzung aus den Operaticnen g, 8,,...5, und den in-
1

- R — —1
versen Operationen s , s, ,...s, . Jedes Element der Gruppe

LBt sich somit in die (Jestalt setzen

o RS i P _fh

29 SRR A A /P

wo die o, 2,... ganze Zahlen (positiv, negativ oder Null) bedeuten,
und jedes Symbol (22) stellt ein bestimmtes Element der Gruzppe
dar, Hingegen wird im allgemeinen ein Element der Gruppe suf
verschiedene Arten in der Form (22) darstellbar sein. Aufier durch
die Angabe der erzengenden Operationen soll die Gruppe ndmlich
noch definiert sein durch gewisse zwischen denselben bestehende
,definierende Relationen®

(23) Fo(s,8,...5)=1 (=1,2....m),

deren linke Seiten F,(s,,S,,...s,) Ausdricke von der Form (22)
sind und welche besagen, dafl die Ausdricke F|({s;,s,,-..3,),
F,(8)y 84y v ee8) o< F (8,8, ...5,) samtlich Symbole fiir die iden-
tische Operation 1 der Gruppe vorstellen und dabB itherhaupt zwei
Ausdriicke, die sich mnter Zuhilfenahme der Relationen (23) als
gleich erweisen lassen, Symbole fiir ein und dasselbe Element
der Gruppe sein sollen. In dieser Weise Ist also dureh Angabe
der erzengenden Operationen und der definierenden Relationen eine
Gruppe vollstdndig bestimmt.

Man bemerkt sofort, daf es vorkommen kann, daf durch
zwei verschiedene Systerne von erzeugenden Operationen und defi-
nierenden Relationen, Gruppen definiert werden, die einander iso-
morph?) sind und also im Sinne des allgemeinen Gruppenbegriffes
eine und dieselbe Gruppe reprisentieren. Doch ist weder das
allzemeine Problem gelist, die Gesamtheit all der verschiedenen
Erzeugungsweisen, welche eine und dieselbe Gruppe definieren,

1y Wir beschriaken uns auf Gruppen, dic 2us einer endlichen Anzahi
erzeugender Operationen zusammensetzbar sind.

%) Die identische Grupps kann men durch das Fehlen sowohl von erzen-
genden Operationen als auch von den spilter besprochenen definierenden Relationen

definiert denken,
2 Unter ,isomorph® st hier stets Lholoedriseh isomorph® zm varstehen.
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theoretisch zu fiberblicken, noch auch nur ein Miitel gefunden,t)
um im speziellen Falle zu entscheiden, ob zwel durch verschiedene
Systeme erzeugender Operationen und definierender Relationen ge-
gebene Gruppen identisch, d. h. also izomorph sind. Eine not-
wendige Bedingung aber dafiir, dali zwel in verschiedener Weisc
erzeugte Gruppen isomorph selen, wird im folgenden heigebracht
werden. Sie besteht in der Gleichheit der aus den Systemen de-
finierender Relationen abzuleitenden Poincaréschen Zahlen
der beiden Gruppen. Doch mige, che die Definition dieser Zahlen
gegeben werden soll, der Beziehung zwischen zwei definierenden
Relationensystemen, welche isomorphe Gruppen bestimmen, gedacht
werden. '

Es werde zunichst eine Bemerkung iiber die Relationen ein-
geschaltet, die ans einem gegebenen System von Relationen

(24) A=1, dy=1,...4,=1

gefolgert werden kimnen. Unter A, 4,,... 4, sind dabei aus den
arzeugenden Operationen nach Art des Ausdruckes (22) zusammen-
gesetzte Potenzprodukte zu verstehen. Aus jeder der Relationen (24)
folgt dann diejenige, die man erhilt, indem man den inversen Aus-
druck der linken Seite bildet und der identischen Operation gleich-
setzt. Man erhilt so die Relationen?)

(25) AT =1,47 =1,... A7 =1,

Bedeutet weiters L irgend einen Ausdruck derselben Art wie die
Ausdriicke A, 4;,.... so erbdlt man, wenn man cine der Rela-
tionen (24) etwa 4, = 1 herausgreift, eine Folgerelation, indem man

L4, L=1

bildet. Eine andere Art, aus (24) eine Iolgerelation zu bilden, be-
stebt darim, irgend zwel Relationen aug (24) (die jedoch nicht not-
wendig verschieden sein miissen) herauszugreifen, etwa A, =1
und 4, =1, und aus thnen dis Relation

4 4, =1

abzuleiten, Setzt man voraus, dafi das Relationensystem (24) so
beschaffen ist, dal es die Relationen (25) bereits enthilt, so kann
man sagen: Dureh sukzessive Anwendung der beiden zunletzt an-
gegebenen Bildungsarten von Folgerelationen lafit sich jede Relation,
die aus (24) gefolgert werden kann, gewinnen, wenz man jedesmal,

* Im Talle endlicher Gruppen lift sich diese Entscheidung selbsiver-
stindlich immer herbeifithren. Doch fehlt €5 an einem Kriteriam, welches im
Falle einer vorgelegten nach der besprochenen Frzengungswelse definierton Gruppe
jederzeift zu entscheiden gestattet, ob die Gruppe endlich sel oder nicht.

%) Der inverse Ausdrack A;_l von A; ist dadurch definiert, da8 identisch

A, _4‘“_”1: L sein mulb,
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wenn man eine Folgerelation gebildet hut, dieselbe dem Relationen-
systern als neue Relation beifiigt und die nichste Fulgerclation
aus dem so erweiterten Relationensvstem ableitet. Man kann dies
auch in folgender Weise zusammentassen:

Enthilt das Relationensystem (24) die inversen Relationen (25),
so stellt sich jede Folgerelation aus demselben in der Form

L o4 L, 4, L, ... 4, Lr+1 =1

dar, wenn %, 4,, .. .7, irgend welche Zahlen aus der Rethe 1.2,. ..}
und Ly, Ly, ... L, ., aus den erzeugenden Operationen znsammen-
gesetzte Ausdriicke der Form (22} sind, die die Gleichung

L,L,...L

r+1 — 1
identiseh befriedigen.

Zar Betrachtung von Relationensysteren, weiche dieselbe
Gruppe definieren, tbergehend, filhren wir zaniichst zwei spezielle
Fille an.
~ Im ersten Falle selen s,,s,....s, die erzeugenden Opera-
tionen und

(26) - By ens) =1, . F (5,...8)=1

die definiercnden Relationen des einen Systems, withrend das zweite
System dieselben erzeugenden Operationen, aher anfier den Rela-
tionen (26) noch eine weitere definierende Relation

Fm+1(31,32, a8 )=1

enthalte, die eine Folgerelation der Relationen (26) sel. Dal die
beiden Relatiopensysteme dieselbe Giruppe definieren, ist evident.
Der Ubergang vom ersten zum zweiten System soll eine Erwei-
terung erster Art des definierenden Relationensystems genannt
werden, der Ubergang vom zweiten gzum ersten Byastem, also das
Weglassen einer Folgerelation, eine Reduktion erster Art
Im zweiten Falle seien wieder £, 5,....¢ die erzeugenden
Operationen und die Relationen (26) die definierenden Helationen
des einen Systems. Hingegen habe das zweite System die Elemente
8,58,y - - §,,t zu erzengenden Operationen und die definierenden
Relationen seien aufler den Relationen (26) noch eine Relation von
der Form -
(27) : A =1,

wo A einen aus den Elementen s,s,,...5, nach Art von (22)

zusammengesetzten Ausdrock bedeutet. Da sich das zweite System
vom ersten par dadoreh unjerscheidei, dall die im ersten 3ystem
hereits varhandene Operation ¢z== A4 als neue erzengende Operation
eingefiihrt ist, so ist auch bier klar, daf durch die beiden Rela-
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tionensysteme dieselbe Gruppe definiert wird. In diesem Falle
werde der Ubergang vom ersten zum zweiten System, also die
Finfihrang einer tiberzihligen erzengenden Operation eine Erwei-
terung zweiter Art genannt. Wird anderseits in einem Rela-
tionensystem, in welchem eine der erzeugenden Operationen ¢ nur
in einer einzigen der definierenden Relationen, und in dieser nur
so wie in der Relation (27) vorkommt, sowchl die erzengende
Operation ¢, als auch diese Relation weggelassen, so heifle einc
soleche Ahiinderung des Relationensystems eine Reduktion
zweiter Art.

Es werde nun der allgemeine Fall zweier dieselbe Gruppe
definierender Relationensysteme®) betrachtet. Die erzeugenden Ope-
rationen des einen Systems seien s, s,,...S, und

(28) Fois,,8,...8)=1 (i=1,2,...m)

die definierenden Relationen. Fiir das zweite System selen £, £s,...00
die erzengenden Operationen,

(29) Gty ty-o t)=1 (G=12,...p)

die definierenden Relationen. Da wir annehmen, daf die beiden
Systeme dieselbe Gruppe definieren, so mufl jede Operation 7, als

Operation der durch das erste System definierten Gruppe ausdriickbar
seln darch die Operationen s,,s,,...5,. Ksmiissen also Belationen

i, =28, (s,8,-..8) (h=1,2,...v)
oder

(30) 870, =1 (h=1,2,...%)

bestehen. Ferner miissen zwischen den Operationen S (s, s,, ... 8.}
der durch das erste System definierten Gruppe dieselben Relationen
bestehen, wie zwischen den Operationen #,. Es miissen also die
Relationen

(B1) G, (S, (5,80 ---8) &6y -v8 ). 8, (5,...8)) =1

(J=1,2,...p

Folgerelationen der Relationen (28) sein. In gleicher Welse miissen
umgekehrt » Relationen

(82) T 7' s =1 (k=12 ...n)

iz I

%) Es ist nattirlich nicht ausgeschlossen, dall dia durch zwel Relationen-
systeme definierten Gruppen in mehr als siner Weise Isomorph aufeinander be-
sogen werden kinnen. Wenn wir sagen, die beiden Relafionensysteme definieren
dieselbe Grappe, so nehmen wir dabei an, die Operationen der heiden Gruppen
seien in einer bestimimten fiir die weitere Betrachtung festzuhaltenden Weise iso-
morph aunfeinander bezogen und dadorch gewissermefen identifiziert.
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bhestehen unter 7, — 7, (¢,%,s...4} ans den Operationen ¢, .1,
zusammengesetzte Operationen verstanden, and dic Relationen
(38) Fy (T, (stsy -t Tyt ity T, )= 1

nNir e
2, .. W

miissen Folgerelationen der Relationen (29) scin. Diese Bemer-
kungen gestatten einen schritiweisen Ubergang vom ersten zum
zweiten lelationensystem aufzustellen, dessen einzelne Schritte in
Erweiterungen oder Reduktionen von einer der beiden besprochenen
Arten hestehen, Zuniichst mige nZmlich das erste System der
Reihe nach jene v Erweiterungen erster Art erfahren, die in der
Hinzufiigung 3e einer der Relationen (31} bestehen, hieranf die »
in der Hinzunahme der neuen erzengenden Operationen #, und der

Relationen (80) bestehenden Erweiterungen zweiter Art. Die Re-
lationen (29) sind oftenbar Folgerelationen des so erweiterten Re-
lationensystems. Nach Beifiigung auch dieser Relationen erhiilt
man ein aus allen Relationen (28), (31 (30), (2%) bestehendes
Relationensystems X, zwischen den erzengenden Operationen
5,84y .. -8, t3ts, ... £ . Die Relationen (32), (33) sind ersichtiich
Folgerelationen des Systems XK,. Durch Hinzunahme derselben
werde £, zum Relationensystem K erweitert. In gleicher Weie
lafit sich aber durch Erweiterungen der ersten und zweiten Art
das Relaticnensystem B aus dem System der definierenden Rela-
tionen (29) zwischen den erzeugenden Operationen f,,¢,....7 ge-
winneo, indem man zunichst durch Hinzanahme der Folgerelationen
(33) nach der ersten Art erweitert, dann nach der zweiten Art
durch Einfihrang der neuen erzeugenden Operationen s, 5,,... 8,

mit Hilfe der Relationen (32), hieranf durch DBeifiignng der aus
den bisherigen Relationen folgenden Relationen (28 das aus den
Relationen (29). (33), (32}, (28) zwischer den erzeugenden Opera-
tionen $,,8,,...8, t,t,, ...t bestehende Relationensystem K, ge-
winnt und dieses durch Hinzunahme der Folgerelationen {30) und
(81) von R, zum System B erweitert. JMan kann demzufolge.
nachdem man durch eine Reihe von Frwelterungen vom ersten
System der Relationen (28) zwischen den erzeugenden Operationen
8, 8a - - 8, zim Relationensystem & gelangt ist, vou diesem dureh
eine Reihe von Reduktionen der ersten und zweiten Art znm System
der Relationen {29) zwischen den erzeugenden Operationen ¢,7,,...¢,

kommen. Die Eigenschaft zweler definierender Relationensysteme
dieselbe Gruppe zu bestimmen, ist daher gleichbedentend mit der
Mbuglichkeit, durch eine Reihe von Erweiterungen und Reduktionen
der ersten und zweiten Art von dem einen Relationensystem aus-
gehend, 2u dem anderen zu gelangen.

Nachdem dies voramsgeschickt, mugen gewisse Zahlen de-
finiert werden, die sich zu jedem definierenden Relationensystem
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bestimmen lassen. Selen s, 8, «..8§, die erzeugenden Opera-
tionen und (28)die definierenden Relationen einer Gruppe. Dabei sei

r ¢ ar "

]
T H ", [ ) 2,
— il i3 = <L 2

F (8,8, .-8,)==87187.,.87878%". ..

und es werde

}‘ij:x;j+xi}+"'

gesetzt, Diejenigen Elementarteiler der ans den Zahlen k;; gebil-
deten Matrix, welche >> 1 sind, mégen mit =, %,, ... =, bezeichnet
werden, und wir werden nachweisen, dap diese Zahlen fir zwei
dieselbe Gruppe definierende Relationensysteme gleich ausfallen.)
Fiir diese fiir eine Gruppe charakteristischen Zahlen m, %, ... = ,
die sich also ebenso fir die nicht-kommutativen wie fiir die Abelschen
Gruppen®) definieren lassen, stellen die Poincaréschen Torsions-
zahlen?) einer Mannigfaltigheit, die fiir die gleichfalls von Poincaré
eingefihrte Fundamentalgruppe der betreffenden Mannigfaltigkeit
die Rolle der Zahlen =, spielen,'®) ein wichtiges auf Gruppen von
grofier Allgemeinheit besiigliches Beispiel dar. Es mdgen deshalb
die Zahlen =, =,,...x, als die Poincaréschen Zahlen der

betrachteten Gruppe bezeichnet werden.

Dal die Poincaréschen Zzhlen einer Gruppe tatsiichlich von
der Wahl des die Gruppe definierenden Relationensystems unab-
hiingig sind, wird auf Grund der frilheren Bemerkungen erwiesen
sein, wenn gezeigt ist, daf sich diess Zablen bei einer Erweiterung
erster oder zweiter Art des Relationensystems (und dann patirlich
anch bei einer Reduktion von einer der beiden Arten) nicht #ndern.
Um dies fiir eine Erweiterung erster Art einzusehen, sei folgendes
bemerks. Die Zahlen A, kaon man dadurch gewonnen denken,

) Es kann natlirlich vorkomwmen, daf 'keine Elementarteiler > 1 vor-
handen sind. In diesem Falls lehré der besprochens Nachwels, daf die Eigen-
schaft, keine Elementarteiler >> 1 der Matrix der )\” zu liefern, in gleicher
Weise allen dieselba Gruppe definjerenden Relationensystemsn zukommt.

¢ Fiir die endlichen Abelschen (kommutativen) Gruppen fallen diese Zahlen
im Wesen mit den Invarianten derselben, die die Abelsche Grappe bekanptlich
vollstindig charakterisiercn, zusammen, Stellf man niamlich eive solche Gruppe
durch eine Basis so dar, daB von den Gradzablen v, v,,...v, der erzeugenden
Operationen jede die vorhergehenden teilt, so werden die Zahlen v, {vgl. Fro-
beniusund Stickelberger, Crelles J. 86, 8. 238) oder aber die Zahlen, die man
durch Zerlegung jeder der Zahlen v, in zu einander teilerfremde Primzahlpotenzen

erhalt (vgl. H. Waber, Algebra, 2. Aufl,, Bd. 2, § 12), die Invarianten der Abel-
schen Gruoppe genannt. Man findet non g=20¢ und ®; =v,.
% and zwar die Torsionszahblen erster Ordnung.

10y Biehe § 14.
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daf man die betrachtete Gruppe als eine kommutative ansielit, anf
Grund der supponierten Vertauschbarkeii der Operationen die
linken Seiten der Eelationen (28) in die Form s*s*. . . & setzt,
und den Exponenten von s, in der i** derart modifizierten Relation

bestimmt. FKine Krweiterung erster Art besteht nun in dem Hinzu-
fiigent emer'Folgerelation des ursprii'nglichen Systems F,__ {5,...8,) 1,
wobei zwei Arten von Holgerelationen zu unterscheiden sind. Die
erste Art besteht in der Bildung der inversen Relation zu einer

der aurspriinglichen Relationen, etwa der Relation F;, =1. Es ist
klar, dafl in diesem Falle

hgr, ;™ —Hy; U=12...n)
wird, und die von Null verschiedenen Elementarteiler der aus den?,

gebildeten Matrix dieselben bleiben. Die zweite Art von Folge-
relationen hat die Form

LF LF, .. FL_ =1

wobei identiseh L L, ... L, =1 ist. Man kann also die Aus-
driieke L, L,,... L_, , vollig auller Betracht lassen, da man, wie
bemerkt, bei Bildung der Zablen ), so verfahren kann, als wiiren
alle Operationen vertauschbar. Bedeutet nun %, die Anzabl der-
jenigen unter den Ausdriicken F,F, .. B, welche gleick F),

li-r’
sind, so ist offenbar
l"‘“f'l'j:hl }"U_{—kﬂ }‘ﬂj"%_ _{_kmlm;j (j=1.2,...n)

woraus wieder die Gleichheit der Poincaréschen Zahlen fir das
urspriingliche und das erweiterte System sofort ersichtlich ist.

Hat man es schiiefilich mit einer Erweiternng zweiter Art
zu tunm, so tritt zu dem urspriinglichen System eine neue erzeugende
Qperation ¢ und eine Relation

St==1,

wo & nur die Operationen s,,s,, ...s, enthilt. Die Matrix der &;;

wird also sowoh! um eine neue dieser Relation entsprechende (m~-1)*
Zeile als wm eine mene der Operation f entsprechende (n—1)*
Kolonne erweitert. Diese Kolonne enthalt in der ersten bis m*"
Zeile lanter Nullen, in der (i - 1)*¢ Zeile die Zahl . ., =1
Daraus folgt, dab zu den Flementarteilern der urspriinglichen Matrix
der },; ein neuer, der gleich 1 ist, hingutritt, Die Poincaréschen
Ziahlen bleiben also auch in diesem Falle dieselben. Damit ist die
Behauptung erwiesen. Man karnn ihr die Form geben:

Eine notwendige Bedingung dafir, daf zwei
Gruppen holoedrisch isomorph sind, besteht in der
Gleichheit ihrer Poincaréschen Zabhlen.
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Es sei noch anf eine weitere Zahl hingewiesen, die fir iso-
morphe Gruppen denselben Wert hat, mit anderen Worten eine
Zahl, die von der speziellen Wall des definierenden Relationen-
svstems eimer und derselben Gruppe unabhinglg ist. Es ist das
ein Resultat, das ohne weiteres aus den Betrachtungen Poinearéds
iiher die Fundamentalgruppen dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten?)
abgelesen werden kann. Dedeutet ndmlich » die Anzahl der er-
zengenden Operationen einer Gruppe und » den Rang der oben
definierten Matrix der Zahlen k,, (anders ansgedriickt erhilt man

also », wenn man fiir die Zusammensetzung der Operationen der
Gruppe das kommutative Gesetz als giltig ansieht und unter dieser
Annahme die Anzahl der unabhiingigen unter den definierenden
Relationen bestimmt), so hat die Zahl { —»n —+ fiir Relationen-
systeme, welche dieselbe Gruppe definieren, denselben Wert, wie
man wieder aus der Betrachtung der Erweiterungen erster und
swelter Art unschwer erkennt. Ist die betrachtete Gruppe die
Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit ¥V, so ist die Zahl £,
um 1 vermehrt, nichts anderes als die Bettische Zakl P, von V.,
Damit zwei Gruppen isomorph seien, ist also aunch notwendig,
dal auber den Zahlen =, x,... = die Zahl { fiir beide Gruppen
den gleichen Wert hat.*?) Dafi diese Bedingungen nicht hinreichen,
ist leicht aus Beispielen zu schen. Man nehms etwa die dnrch
die Operation s und die definierende Relation s¥==1 -erzeugte
zyklische Gruppe zweiter Ordrung und die Gruppe mit den er-
zeugenden Operationen £, # und den definierenden Relationen

<1

Fe=1, Wit = 1, =1, )

die offenbar niehts anderes ist, als die Permutationsgruppe wvon
dre: Elementen, wenn man

t=(1,2), »w==(1,2,3)

setzt. Beide Gruppen haben eine Poinearésche Zahl = =2 und
die gleiche Zahl {=={. Ein anderes Beispiel liefert die durch die
Relationen

—2 1

stsTt=1, ¢ (s =1

11y Man beaclte eine Bemerkung in An. sit, § 13, p. 85,

12} Man #berzengt sich leicht, daf oz stets Gruppen gibt, fir welche die
Zahlen =, 7, ... %, und C beliobip vorgegsbene Werte haben. Z. B. liefert die
Groppe mit den erzeugenden Operationen sy, 55, ... Sgr Piabase ety und den de-
finierenden Relationem s> =1, 57" =1,...57e =1 offenbar die gewinschion
Werte. Fir allo endlichen Gruppen ist £ =0, also m = n.

1%) Die (uoendliehe) Gruppe, die blof die definierendsn Relationen # =1,
Wi =1 hat, wiirde fiir das betrachtete Beispiel ersichtlich dasselbe
leisten.
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zwisehen den crzemponden Operationen « / delinieris Girnpae T
weleche £ =10 und keine Polncaréseben Zablen hat. !t Dus oleiche
zilt von der offenbar mit | nicht isomorphen 1% identizchen Gruppe,

§ 12,
Einfithrung der Fundamentalgruppe.

Die bisher besprochenen topeolosischen Invarianten wmehr-
dimensionaler Munnigfaitigkeiten waren ganze Zahlen wler, wie
die Tersionszahlen, Nysteme ganzer Zalien, Ks zoll nun eine
topologiselie Invariante von anderer Art betrachtet werden, nimiich
die von Poincaré eingefibrte Fondamentalgruppe.t) Wenn diese
Gruppe als eine den zusammenbiingenden Munnigfaltigheiten zu-

oy

kommende topologische Invariante bezeichnet wird, so ist duranter
zu versichen, dal} sich jeder zusmmmenhiingenden Manmiginitipleit
cine Gruppe zaordnen lifit, deren Bna, 4. b, die Zusmnmen-
setzungsregeln ihrer Operationen, eine der Manniglaltizkeif und
allen thr homiomorphen Mannigfaltizkeiten elzentivuiicke Eigen-
schaft darstellt. Doeh werden wir uus. entsprechend dem hei den
anderen topologischen Invarianten hisher eingehaltenen Vorgang.
daranf beschrinken, eine an das Schema einer Mannizfuitigkeit
anschliefende Definition ibrer Frndamentalgruppe und den Nack-
weis der Invarianz derselben beim Lhergang za hwmdomorphen
Sehematen zn geben. So werden wir such den Zusummenhang der
Fundamentelgruppe mit den ant der Mannigfaltigheit ausgebreitet
cedachten mehrdeutigen, jedoch unverzweigten Funktionen®j nur
anmerkungsweise streifen. .

BEs mige in diesem Paragraphen das Verfahren Poincarés
zur Bestimmung der Fundamentalgruppe aums einem Schema der
Mannigfaltigheit wiedergegeben werden.®) Nehmen wir etwa den
Fall eines zweidimensionalen Schema. Sei dann M der Mittelpunlkt
des darch einen Kreis repriisentierten Flichenstickes a; des S:hema.
Es werde dann in jedem Paar zugeordneter Polygonseiten wuf einer
der Seiten ein Prunkt N, anf der anderen der entsprechende Dankt XY
markiert. &' und N7 stellen also einen einzigen auf der durch die
beiden Polygonseiten repriisentiertcn Kante legenden Punkt N der

14} Bs iot des die Fundamentalgrappe Jener von Poincaré apgegebenen
geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaiirkert, welehe genan ehenso wic die
sphirische dreidimensionnle Mannigfahtizlkeis Pr—= Py —1 und keine Torsions-
zohlen hat, obne mit dieser Mannigfaltigheit homdomorph zu sein. (Compl. O,
pag. 1049.)

3% VYon Poineare a. 2. &, p. 110 dadureh bewlessn, dall die Hinzunnhme
der Relation s—1¢s—1¢{—1 nuf die Jkosaedergruppe: §—1¢s—Ti—=1, & =1,
#3 =1 fghrt.

) An, 8it. § 12, 18.

%) 2. 2. O. pag, 60, 61.

#) Mit geringfagigen Abinderungen, Wir lassen 2. B. die Beschrinkung
suf Schemata, die =us einer einzigen s-dimensionalen Zelle bestohen (unter n die
Dimensionszahl des Schema verstanden), fallen.

-

Monateh. . Mathematik u, Physikr. XIX, Jubrg, o
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Mannigfaltigkeit dar. In jedem Polygon des Schema ziehen wir
nun von M alle Radienvektoren nach den Punkten N' bezw. N,
die auf Seiten dieses Polygons liegen. Je zwel Radienvektoren
nach entsprechenden Punkten N’ und N'', M D N und MY N7 (es
kann natiirlich anch j = ¢ sein), denken wir uns nun zu einer
von M® nach MY tihrenden Linie M @ N + N M D zusammen-
gefaPt. Die Richtung jeder einzelnen Linie kann dabel beliebig
gewihlt werden, ist aber, einmal gewihlt, weiterhin stets zu be-
achten. Die so konstruierten mit einer Richtung versehenen Linien
sollen mit S,, S,, S, ... bezeichnet und die die Punkte M"Y ver-
bindenden ,fundamentalen Wegstiicke“ genannt werden.

Man ziehe ferner alle jeme gescblossenen Zyklen einander
zugeordneter Polygonecken in Betracht, welche nieht etwa ver-
mége besonderer Verfiigung von der Mannigfaltigkeit auszu-
nehmende Punkte darstellen. Sei 4 eine durch einen solchen
Zyklus reprisentierte Feke des Schema. Der Punkt A sei p-facher
Kantenendpunkt.%) Zieht man um A ene Xkleine geschlossene
Linie L, so zerfillt diese durch die Schnittpunkte mit den
p Kanten in u Segmente. Auf jedem dieser Segmente nehme man
einen Punkt an, der die Bezeichnung M_E_‘J erhalten soll, wenn das
Segment im Flichenstiick a, gelegen ist. (Es ist also nicht aus
geschlossen, daB dasselbe Zeichen Mﬁ’ mehreren Punlten zuerteils
wird) Man betrachte ferner eine der p in 4 endenden Kaunten
%, ks,. ..k, desSchema, etwa £;, und ibren Schnittpunkt N, | mit L,.%)
Dem Punkt N, | gehtren dann zwet einander entsprechende Punkite
anf den beiden die Kante %, bildenden einander zugeordreten
Polygonseiten zw, und diese beiden Punkte mogen mit N:u und

Ir . . .
N, | bezeichnet werden. Von den belden genannten Polygonseiten

trigt nun, wie oben besprochen, die eine einen mit N, die andere
einen mit N" bezeichneten Punkt und die Bezeichnung der Punkte

N;J,.N:J mdge so gewiihlt sein, dall die Punkte N_L , ind N " auf

der einen, die Punkte N: , und N" auf der andern der beiden

Seiten liegen. Man fasse nun je zwel Segmenthilften Mf N:g , tnd

I FF h LY - =
MP N ., die zu demselben Punkte N, , fihren, zu einer einzigen
Linie Y N, + N, MY zosammen und lege ihr, in der ent-

sprechenden Richtung genommen, die gleiche Bezeichnung S, bey,

£ Wenn hicfir bisweilon kurzweg gesagt werden wird: in A stoben
¢ Kanten zusammen, so ist zo beachten, dali es Kanten geben kapn, die von A
nach A fithren. Eine solche Kante tragt zur Zahl p zwei Einheiten bei, so daj
u genau genommen die Zahl der Kantenendpunkte, nicht der Kanten ist, disin
A zusammenstolen.
% Die durch die Punkte N, ; in eine Anzehl Strecken zerlegte Linie L,

s W Ao Al 3t i Fessammiawmela TTemmahimmswnnnnd efalidolreit®
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wie der ihr entsprechenden Linie M N —— N M. Bei cinem
in eimem bestimmten Sinne durchgefithrien Durchlanfen von L
werden dann der Reihe nach verschiedene Iinien §, etwa Sf
S .- Sj_” durchlanfen, und ¢s werde =, = - 1 oder — 1 gesetzt,
je machdem 5; hiebel In positiver oder in negativer Richtung
durchlanfen wird. Es werde dann die Relation angeschrieben:¥)

(34) S; 8. Sk=1.

Fiir diese Relation ist offenbar dic zyklische Anordnung der
S, wesentlich, die Wahl des &S, , mit dem begonnen wird, un-
wesentlich., Jeder der in Betracht gezogenen geschlossenen Zyklen
zugeordneter Polygonecken liefert eine solehe Relation zwischen den
fondamentalen Wegstiicken.

Betrachten wir als Beispiel die cin Bild der projektiven
Ebene darstellende zweidimensionale Mannigfaltigkeit 7, (es 1st
dag die durch g=1,7, =r;==0 gemill § 8 charakterisierte
Flache), die dureh ein Schema definiert ist, das aus einem emzigen
Polygon mit zwel Seiten, die einander nach der zweiten Art zu-
geordnet sind, besteht. Man erhilt em einziges Wegstiick
S, =MV N —+ N MY ond die um die einzige Ecke des Schema
gezogene Linie L, besteht aus zwel Segmenten, auf deren jedem
ein mit Mj} bezeichneter Punkt liegt, und liefert die Relation §e=1.

Auf Grund der nun folgenden Ausfihrungen ergibt sich hieraus,
als Fundamentalgruppe von T, die zyklische Gruppe 2. Ordnung.

Im allgemeinen Falle eines n-dimensionalen Schema erfolgt
die Bestimmung der fundamentalen Wegstiicke und der zwischen

¢) Die Fundamentalgruppe erwiicbst aus der Voxstellang acf der Mannig-
faltigkeif ausgebreiteter mehrdeutiger, jedoch unverzweigter Fanktionen. Ist
¥i's y,(;\’, ... die Gesamtheit der Werte einer solchen Funktion y im Punkt A9,

y(f), g;tff), . .. die entsprechende Gesamtheit im Ponkte M"Y, so kann das einem
Wegstilck von M@ nach MU entsprechende §, anfgefabt werden als die Sob-
gtitotion ce

(yl T yg P '.
yi{") IfE."?, e )
wenn anf dem betrachteten Wegstiick dic Tunktionswerte yf}, ! ;‘“’, .+. der Reibe
nach in dis Funkticnswerte yE-‘, ylf, ... tbergehep. Die geschlossene Linie L,
am A kirmen wir uus mun so deformiert und immer weiter ansgedelnt denken,
bis sie schlieflich statt aus den Segmenten Mf} N__ri y T N‘:' n M ) ans den ent-
sprechenden Wegstlicken M @ N L N MY rusammengesetst erscheint. Dis so
deformierte Linie L, stelit cinen geschloszenen Weg um A4 dar, der aus den
fundamentalen Wegstitcken zusammengesefst ist, und die Relation (34) besagt
darn nichts anderes, als dal auf diessm Wege jeder Funktionswert unverindert

wiederkehrt, wie dies ja fiir eine mnverzweigte Funktion y der Fall sein mnS.
=
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ihnen Dbestehenden Relationen ganz analog. Tz Inmern  jeder
n-dimensionalen Zelle wird ein Punkt MY angenommen, ferper
in jeder zur Berandung cimer #-dimeusionalen Zelle gehtrenden
(# = 1}- dimensionalen Zelle, falls derselben eine andere (n-—1}-
dimensionale Randzelle einer #n-dimensionalen Zelle zugeordnet ist,
ein Punkt N’ markiert, und in der zugeordmeten Randzelle der
entsprechende Punkt ¥”. Die Linien M A7 - N'" M" stellen dann
die fundamentalen Wegstiicke S, vor. Die (3 — 2)-dimensionalen
Randzellen der m-dimensionalen Zellen des Schema ordnen sich
in Zvklen. Es werden dann alle jene geschlossenen Zyklen (n — 2)-
dimensionaler Randzellen betrachtet, die nicht etwa durch besondere
Festsetzung von der Mannigfaltigheit auszunehmende (- 2)-
dimengionale Raumstiicke vorstellen. Sei 4 eine (n — 2)-dimensionale
Zelle des Schema, die durch einen der betrachteten Zyklen vorgestellt
wird. FEine 4 umkreisende geschlossene Linle I, schueidet danm
jede der an 4 anstolenden (n— I1)-dimensionalen Zellen des
Schema in einem Punkt und durch diese Schuittpunkte gerfillt L
in eine Anzahl von Segmenten. In vollstindig apaloger Weise wie
heim zweidimensionalen Schema ergeben sich nun aus der Be-
trachtung der Linien L, die Relationen (34) zwischen den 8,

Um von dem System der fundamentalen Wegstiicke S, und
den Relationen (34) gwischen densclben zur Fundamentalgruppe
zu gelangen, werde einer der Punkie M, M®, .. . etwa MY aus.
gezeichnet, Br mige als Grundpunkt bezeichnet werden. Ist dann
MY von AU verschieden, so kann man, da das Schema zusammen-
hingend voransgesetzt wurde, (ibrigens im allgemeinen anf mannig-
fache Weise) eine Folge von fundamentalen Wegstiicken

) i g aier] A ol (e e - . Kr}
S o= MM, 8 =M MY, L S = e
1 = =
(Da‘e - :l[— 1}
so wihlen, daf sie zusammen einen Weg von M nach M dar-
stellen. Aun einer bestimmten derart gewiiblien Iolge, die als cin

LHilfsweg" bezeichnet werden mag, scll fir das Woeitere fest-
gehalten nnd fir dieselbe die Bezeichnung

3 4 da T
S 8. .8 =T,
cingefithrt werden. Unter U7 werde die identische Operation ver-

[LER .
standen, JIst nun §, irgend ein vom Punkt W% zum Punkt M*
fihrendes fundamentales Wegstiick, so werde

- —1 .
(38) S,=U s T, \
gesetzt, so dafl s, einen geschlossenen Weg von M nach M vor-
stellt. Die Wege 5, sollen die geschlossenen Fundamentalwege®

heiflen.

“t ¥Yon Poincaré (An, 8it. § 18, p. 64) ,contonrs fermds fondamentanx®
ganannt.
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Es werde nun dic Gesunthor W oadler juner [helationesn
zwischen den s betruchtet, die mun aus den lldatdonen 54 und
(59), in welche letzteren die [, darch die &, ausgedriickt zu
denken sind, durch Eiimination der &, erhazlten kann. Aus der
Gesamtheit M Lkt sich, wie sich im folgenden von selbst heraus-
stellen wird, eine cndliche Apzahi vor Relationen 20 auswahlen,
daf alle tbrigen Relationen wvon W Folgerelationen dieser end-
lichen Anzahl von Relationen sind, deren Gesamtheit ¥ heifien
mige. Diec durch das Relationensystem 5 zwischen den erzeugen-
den Opcrationen s, definierte Gruppe soll als Fendamental-
gruppe der Manniginltigheit bezeichnet werden.™) Ven der Aws-
wahl des Systems 3§ aus dem Relationensystem X it diese Grappe
ersichtlich unabhiingig,

§ 13.

Beweis, dafl die Fundamentalgruppe eine topologische
Invariante ist.

Es werde im folgenden ein Nachweis dafilr gegeben, dal die
Fundamentalgroppe tatsiichlich eine topologische Invariante ist!)
wobel wir uns jedoch so, wie bel den bisher besprochenen in-
varianten, auch hier darauf beschriinken, die Tundameutalgruppe
als topologische Invariante der Schemata nuchzuweisen. YWas wir
zu zeigen haben, ist, dafi die Fundamentalgruppe cinerseits fiir ein
bestimmtes Schema von der Wahl des Grundpunktes und der
vors Grundpunkt ausgebenden . Hilfswege® U, unabhiingig ist,
anderseits aber fir zwel homdomorphe Schemata iibereinstimmt.
Hiezu denken wir uns zunichst, wenn ein Schema vorgelegt ist,
zut jeder miglichen Art, den Grundpunkt und die Hilfswege U |

zu wiblen, die zugehirige Gruppe auf Grund des oben angegebenen
Verfahrens der Herleitung der Fundamentalgruppe bestinmmt. Die
verschiedenen (d. h. einander nich¢ jsomorphen) unter den =o
erhiiltiichen Gruppen collen als die zu dem hetreffenden Schema
gehirigen Gruppen bezeichnet werden. Wir werden nun bewelsen,
daB wenn T und T zwei Schemata sind, deren eines. ', durch

%) Wihlt man die Hilfswege [T  derart, duh sich ang der Gesamtheit
aller sle zusamreensetzenden S?,h keine geschlossenen Wege bilden Ilassen, so
kann man als definierendes Relaiionensystem % der Fundamentslgrappe elofach
die Relationen

& T Ed
#t 8t .. g8=1
RN Ap,

nehmen, die gich ergeben, wenn man die aus {35) folgenden Ansdriicke fiir die S;
in dia Relationen (84) einfiihri.

% In der Darstellung Poincards geht dies aus der Bedeutuog der Fands-
mentalgrappe fir die in der Manpigfaltigheit ansgebreiteten unverzweigten
Funktionen hervar.
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eine elementare Unterteilung ans dem anderen, 2, abgeleitet ist,
zn jeder Art. in dem einen der beiden Schemata Grundpankt und
Hilfswege festzulegen, sich eine entsprechende Wahl fiir das andere
Schema so treffen libt, dal die hiedurch definierten zu X und '
gehirigen Gruppen isomorph sind. Daraus folgt, dab fiir irgend
zwei homtomorphe Schemata die Gesamtheit der zugehdrigen
Gruppen zusammenfillt. Bs ist nun leicht zu sehen, dad jedes
zusammenhingende #-dimensionale Schema einem n-dimensionalen
Fundamentalpolyeder, d. h. einem Schema mit nur einer
einzigen »-dimensionalen Zelle, homgomorph ist. Ein zusammen-
hingendes Schema mit mehr als einer s-dimensionalen Zelle muf}

admlich definitionsgemill zu jeder n-dimensionalen Zelle ai min-
destens eine weitere mit ihr direkt znsammenhingende Zelle «; auf-
weisen, d. . eine Zelle 4}, so dal unter den sie berandenden
{n— 1)-dimensionalen Zellen sich mindestens eine findef, die ciner
(n— 1)-dimensionalen Randzelle von ; zugeordnet ist. Diese beiden
einander zugeordneten Randzellen von ¢; und ! stellen eine (n— 13-
dimensionale Zelle @; ' des Schema dar. Man kann dann durch
ginen zu einer elementaren Unterteilang inversen Prozel; ldngs @t
die Zellen @], @] zu einer einzigen Zelle verschmelzen und erhalt

50 ein meues Schema, aus dem das urspriingliche durch eine ele-
mentare Unterteilung gewonnen werden kann. Setzt man dieses
Verfahren fort, so gelangt man schlieBlich zu einem dem urspring-
licken Schema homtomorphen Fundamentalpolyeder. Da nuv  bei
einem Fundamentalpolyeder weder eine willkiirliche Wahl des
Grandpunktes moglich ist, noeh Hilfswege aufireten, so gehtrt dem-
selben nur eine einzige Gruppe zu, namlich die durch die Rela-
tionen {34) zwischen den erzeugenden Operationen s, = 8, definierte
Gruppe. Dann kann aber auch fiir jedes dem Fundamentalpolyeder
hompomorphe Schema die Gresamthert der zugehdrigen Gruppen nur
aus dieser einen Gruppe bestehen und die Unabhingigkeit der Fanda-
mentalgruppe sowohl von der speziellen Wahl ihrer Herstellungs-
art ans einem Schema, als von der Auswahl eines Schema aus
einer Klasse einander homdomorpher Schemata ist damit erwiesen.
Daneben ergibt sich bieraus auwch, daf fiir jede Bestimmungsaut
der Gruppe, die cben genamnte (resamtheit %? von Relaticnen so
beschaffen 1st, dab sie aus den Folgerelationen eines endlichen
Systems 3§ von Relationen besteht.

Gehen wir non an den Bewels dafiir, dafl sich fir zwel Schemata
2 und 2', wo ¥ durch sine elementare Unterteilung aus X hervor-
geht, zu jeder dem einen Schema zugehrigen Gruppe elne iso-
morphe Gruppe, die dem anderen Schema zugehtrt, finden 148t.

Dabei mogen die fundamentalen Wegsticke von X mit S

die von 2’ mit 5, bezeichnet werden. Aus eimern Schema ergeben
sich die Relationen (34) zwischen den fundamentalen Wegstiicken.
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Diese zwischen den fundamentalen Wegstiicken 8. von I Destehen-
den Relationen sollen die Relationen R, die entsp.rechenden Rela-
tionen fiir das Schema I die Relattonen B’ genannt werden.
Hilfswege fiir das eine Schema sollen mit {7, solche des anderen
mit " bezeichnet werden und entsprechend migen mit £, bezw. s/
die fundamentalen geschlossenen Wege der beiden Schemata be-
zeichnet werden. Die Relationen (35}, dareh die dicse Wege ein-
gefiibrt werden, sollen fiir das eine Schema », fiir das andere ¢’
heifien.

Durch die elementare Untertellung, die £ in 3" iberfuhrt,
werde dic l~dimensionale Zelle ¢! von T vermittels ciner neuen
(I — 1)-dimensionalen Zelic ai_l in zwei Zellen a: , ai zerlegt, Die
Fille =1, 2, ... n—1 lassen sich dunn sofort eriedigen. In
allen Fiillen {<<n—-2 indert sich niimlich bei der Unterteilung
die Gresamtheit der (»-— 1)-dimensionalen Zellen des Schema nicht
und die diesen Zellen zugeordneten Wegstiieke 5, und 5] in den
beiden Schematen entsprechen einander vollstindig. Da die Rela-
tionen (34) zwischen den fundamentalen Wegstiicken auf die ein-
zelnen (n— 2)-dimensionalen Zellen des Schema, sofern dieselben
irn Tonern der Mannigfaltigkeit gelegen sind, sich beziehen, diese
aber in allen Fiilen /< — 2 durch die Unterteilung nicht modi-
fiziert werden, so erhilt man in diesen Fillen die Relationen R’
aus den Relationen B, indem man in diesen jedes S, durch das
entsprechende S, ersetzt. Im Falle I==n—2 gehen die Rela-
tionen R’ aus den Relationen E einfach dadurch hervor, dafi jeder
Relation R, die sich auf eine andere (n — 2)-dimensionale Zelle als
a” " bezieht, eine Relation R’ entspricht, die aus der Relation E
durch Frsetzen eines jeden S, durch das entsprechende S; entsteht,
daB aber an Stelle jener Relation B zwischen den S, die sich
auf o bezieht (eine solche Relation ist natlirlich nar vorhanden,
wenn @' keine zur Berandung der Mannigfaltighkeit gebiorende
Zelle ist) zwel ganz gleichlautende Relationen [ zwischen den
entsprechenden 8] stehen. Die Wahl des Grandpunktes und der
Hilfswege kann in den betrachteten Fallen ! <#—2in den heiden
Schematen ganz gleichartig ausgefilhrt werden, so dafi fir eine
derart getrofiene Wab} die Relationen » und #' auseinander einfach
durch Vertauschen der &, s, mit den S, s/ hervorgehen. In den
Fillen ! <n-—2 ist damit die Behauptung erwiesen wnd kawm
schwieriger ist der nun zu besprechende Fall {=n — 1.

Selen 8, 8, §, die den Zellen &7, afl_l, @' entspre-
chenden fundamentalen Wegstiicke. Jedem Wegstiick S, (A+p)
entspricht dann ein Wegstiick S; und jedem S8 (h==py, py) €in

Wegstiick 8, und das System der Relationen E' unterscheidet sich
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von dem der Relationan R anfler durch das Hinzutreten einer
Relation

8 8T =1,

M e

die der newen Zelle &'~ " ihre Entstehung verdanks, nur dadurch,
dad tberall dort, wo in einer Relation R das Wegstick §, steht,
in einer entsprechenden Relation B’ eines der Wegstiicke S, S/
steht, wihrend alle dbrigen 8, durch die ihnen entsprechenden S5,
ersetzt sind. Sel nun etwa fiir das Schema X' ein Systemr von
Hilfswegen U7 vorgelegt, aus dem die Relationen ' sich ergeben,
so sollen die entsprechenden Hilfswege U so gezogen werden, dal
man jedes in dem Ausdrucke fiir I auftretende S oder S,

durch S, jedes andere S, durch das entsprechende I, ersetzt. Man

erkennt dann, dal jeder Relation » eine Relation r entspricht, die
aus der ersteren durch Ersetzen von 8, s/ (k=Fn;, py) dwrch 8,

s, von & oder 8/, s/ oder s) durch S bezw. s, entsteht. Den
. 21 . =2 -1 . oL 20, - . , .
heiden Relationen »' fir 5/ und s/ entspricht dabei die gleiche
'l =n !

Relation » fiir 5. Da offenbar die Relation

—1
g =1

LT

bestebt, ist die Isomorphie der so definierten Gruppen sofort

einzusehen. Wire umgekehrt ein System von Hilfswegen U von X
5

vorgelegt, so hiitte man die enisprechenden BHilfswege U' von 3
einfach dadurch zu hilden, dafi man jedes in ibmen auftretende S
nach Belieben durch das eine oder andere Wegstick S, oder S;:,\
ersetzt. '

Es bleibt nun noch der Fall I=wn zu erledigen. DBei dem
Schema 3 tritt dann ein Punkt M'? mebr anf, als bhel dem
Schema ¥, da.an Stelle des einen Punktes MY’ die beiden
Punkte M, M"Y vorhanden sind. Das Schema X' enthillt ein
die Punkte ™, M verbindendes fundamentales Wegstitek S,
das die {n — 1)-dimensionale Zelle a::'_l durchsetzt und fiiv das etwa
die Richtung von M"Y nach M" die positive sei. Abgesehen von
S’ lufit sich jedem fundamentalen Wegstiick S; ein Wegstiick S,
i leieht ersichtlicher Weise zuordnen, Diese einander entsprechen-
den Wegstiicke &, und S m¥gen in verschiedene Kategorien ein-
geteilt werden. Hine erste Kategorie von Wegstticken S; umfalit
diejenigen, die von MY ansgehen und in M endigen. Dieso
Wegstticke sollen durch den oberen Index o, also mit JS‘;“”’
bezeichnet werden. Die ihnen entsprechenden Wegstticke S, werden
mit 8" bezeichnet. Diese Wegstiicke 8™ konnen folgenderma@en
charakterisiert werden. Die die Berandung von ¢« bildende (n — 1)-
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dimensionale sphiirische Mannigfaltigkeit wird darch die -2 -

. . LI L . o Gg—1 . 1 )
dimensionale Hanan,anm,gfaltlgk;s_lt von ¢ in zwel Elementar-
alle— 11

mannigaltigheiten £°77, E] zerlegt. Betrachtet man nan jene
Zellen ¢! 7" des Schema, die aus der Zuordnung zweier in En
selegener (n — 1)-dimensionaler Reundzelien von @” entstanden sind,
so sind die ihnen entsprechenden fundamentalen "v"‘i’{egstiicke nichts
anderes als die _S;_“‘", Diecjenigen Wegstiicke, die '™ mit einem
von M und M™ verschiedenen Punkt M* verbinden und fir die
die Richtung von M'™ nach M'™ als positive gewihlt sei, mizen
mit %4 bezeichnet werden. Analog seien b‘;-“*'l die M7 mit M,
und ;S;‘""'r die M mit einem Punkt M (i==#. r,) verbindenden
Wegstiicke, die letzteren in der Richtung von M "' nach M posi-
tiv genommen. Ferner selen S, die aufler § etwa vorhandenen
A mis U™ verbindenden und von M'™ nach M positiv ge-
nommenen Wegsticke, SV die Wegstticke, die zwel von M S
und M verschiedens Punkte verbinden. Die den eben erklirten
Wegsticken von 2’ entsprechenden Wegsticke von X suilen
mit 7, S, S, 87, S bezeichnet werden.

s moge noeh gesefzt werden :

fey 1" il vr clay) co—E _ aprined
S =T g8 T =T

P T
WY i) ool A
Sﬂ. - T/: 1 Sﬁ 'Sf'. - g’; ?
(8)" ___ s} gl )
S). - Tj ? Sa ‘SFL - TF. *

Wir konnen dann sagen, daf man die Relationen RB' aus
den Relationen R einfach dadureh erhilt, dab man jedes in einer
Relation R stehende Wegstiick S, unter ¢ einen der Indices =,
Gy, Gy Zuy 7, O verstanden, durch den Ausdruck I} ersetst. Tat
umgekehrt das System der Relationen E' zwischen den Weg-
stiicken S, 8, 0 8L 87, 8% & vorgelegt, so mub
sich jede Relation I, wie man leicht sieht, als eine Relation
zwischen den Ausdriicken T:“ schreiben lassen, d. bh. wenn man
jedes S durvch das entsprechende T} und 8] ausdriickt, so mull
S’ aus der Relation hinausfallen. Die Belationen R ergeben sich
dann aus den Relationen R, indem man in diesen fir die T N
die 817 substituiert.

Es handelt sich noch darum, einer vorgelegten Wahl von
Grundpunkt und Hilfswegen fir eines der BSehemata 3, X' eine
geeignete Wahl dieser Bestimmungsstiicke fiir das andexe Schema
zuzuweisen. Seien etwa der Grundpunkt M ¥ und die Hilfswege Ly
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fir &' vorgelegt, so migen der Gruadpunkt 1 und die Wege U,

fiir 2 folcrendermaﬁen bestimmt werden. Falls ¢’ von »; und 7

verschleden ist, also die Zelle von =, in deren Innerem M%” 11301:
aus einer ganz gleichbeschaffenen durch die Unterteilung nicht
modifizierten Zelle von £ harvorgegangen ist, so mige in dieser
Zelle von X der GrundpnnhtJ{g) angenomuwen, also g = ¢’ gesetzt
werden. Ist anderseits MY ciner der Punlkte M(“ M™, und wic
kinnen dann die Bezeichnungsweise so Grew::z,l]]fs &enken, dab
MOT= " sl so werde Mm M gegetzt. Ist nun MY von
MY and M@ ver:chleden, so werde aus dem Hilfswege U, .
der sich, wie leicht zu sehen, als ein blofi die T'” enthaltender
Ausdruck anschreiben lifit, der Hllﬂ,web U, . creb]]den indem
jedes T durch das entspleehende 87 ersetzt wird. Durch das
gleiche Verfahren werde U, , aus U, ’ ., abgeleitet. Hingegen ent-

r

spricht dem Hilfsweg U7, der auch’ mit V' bezeichnet werden
soll, kein Hilfsweg des Schema Z.

Sind umgekehrt Grundpunkt ¥ und Hilfswege U, | von =
vorgelegt, 80 mige, wenp g == ist, der Grundpunks M{”von E' gleich

M&”? und wenn M = W™ ist, M(g’___ st gesetzt werden. Die

H]If::wege U, ; (5 ry, ) und U migen gehﬂdet werden, indem
man in T, bez. U, . jedes 8 Tarch i‘(“ ersetzt. Der HllfsweO*'
U, werde gleich “sinem behebwen W'e{1 7' von MY’ nach M(“"

BTy
angenommen, ?)

Unsere Festsetzuncen sind so beschaffen, dafl die Ermittlung
von Grundpunkt und Hilfswegen fir das abgblmtete Schema aus
dem Grundpunkte und den Hilfswegen des urspriinglichen Schema,
und umgekehrt sich ganz gleichartig gestaltet, fir welches von den
beiden Schematen man auch diess Bestmmumgastucke als vorge-
geben anzusehen hat. Der Vergleich der Relationen » und #' kann
also durchgefithrt werden, ohne dafi diese beiden Fille hiebei aus-

einandergehalten zu werden brauchen.
Da ansgenommen fiir 8 fir alle Wegstiicke 8, und 5, von 2
und 2’ ein pasrweises Entapreehen stattfindet, so gllt d.ilS ﬁlelchf‘
auch fiar die geschlossenenr Wege s, und s, den Weg

can

(36) s,=U, 8, 7t
?) Die Art der Einfiihrung der dusdriicke Tj‘q), bei denen ja M (rdyng p)
nicht die gleiche Holle spmien ist schon T Hinblicke anf diese Festsatzung erfolgi.
% Man kann z B. 7= U é getzenr, Um aber filr de beiden Fille,
dafl einmal fiir ¥, das anderemal fur l’ Grondpunkt und Hilfswegs vorgegeben
sind, die weitere Bstrachtang der Relsiionen » ured » nicht gesondert dureh-
fithren zu miissen, soll ¥ nicht weiter spezialisiert warden.
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ansgenommen. Betrachten wir jene Relationen » und +, dureh die
. .. T Y ’ . by el - -
einander ents{prﬂechende Wege s,, s ecingefilhet werden. Sei bei-
7 : Izt : T . 1307 iy ..
spielsweise 5. ein Weg von M nach MY tis ey, oy und S
der entsprechende Weg won M™ nach JI'-"', dann sind die &'
AL . . 4
und sﬁ“' bestimmenden Relstionen :
I!'lrr:-:'l__- - [y presd
st=U 8

A , gy

/.

P g S
A e A

Wil‘d nim
U= e =
S e g0 S — flg-;':l
:.a'l" = #;’3 .o 8 —

gesetzt, so kann man die betrachteten Relationen auch in der
(restalt sehreiben:

=1

- S i'fr':'r — 1
g P

g, 87

;'Jr;','._l . - I |:|rl=:': ¢l
L= U

-
M

und man erkennt, daf man die zweite dieser Relationen aus der
evsten erhdlt, indem man s durch #*' und jedes S.” durch 7}
ersetzt. Granz allgemein erhilt man die Relationer +, indem man
‘auf die Relationen » die Operation Il des Ersetzens der S°)s)’
durck die T, £ anwendet und den so erhaltenen Relationen noch
dic Relation (36) beifigt. Sind umgekebrt die Relationen »' ge-
geben, so lkann man dieselben in solcher Form geschrieben denken.
daf), abgesehen von (36) jede anders Relation »' auf der linken
Seite ein £ and rechts einen solchen Ausdruck in den S, und S,
der sich als ein Ausdruck in den Tf darstellen 1iBt, stehen har,
Aus einer solchen Relation # fiir ein ¢ erbilt man dann die ent-
sprechende Relation » durch die Operation 117",
Zusammenfassend kimnen wir sagen: Die Gesamtheit p’ der
Relationen B’ und # erhilt man aus der Geszamtheit ; der Rela-
tionen R und #, indem man acf jede Lelation p die Operation I
anwendet und der so erhaltenen %lelationen die Relation (36) bei-
fisst. Der zu leistende Nachweis, daff die dem Relationensystem p'
des Schema X' zugehorige Gruppe [' mit der dem Relationen-
system p von Z zugehorigen Gruppe [ isomorph ist, ist nun un-
schwer zu erbringen. Die erzeugenden Operationen von I' sind die
Elemente s, und [ ist dadureh charakterisiert, daf zwischen diesen
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Elementen alle jene und nur solche Relationen hestehen sollen, die
aus den Relationen p (dureh Elimination der S,) abgeleitet werden

konnen. Die analoge Bedeutung haben die Relatlonenp fir die
Gruppe [", deren erzengende Opelatmnezl s und die s; 7 sind, Wiy
kinnen a,bel offenbar und wollen s und " die £ als erzeugende
Operationen von [” ansehen. Es ist nun unschwer elnzusehen) daf s
durch die t@ ausgedriickt werden kamn. Die in dem Ausdrucke
fir & auf der rechten Seite von (38} auftretenden Wegstiicke &
stellen nimlich einen geschlossenen von J“” ausgehenden und nacl
MY? zuriickkehrenden Weg dar, und dieser Ausdruck mufl sich
daher mit Hiife der 707 darstellen lassen, so dali man schreiben
kann

s, =4, T, ...7T, .

{i.v

Dabei sind dic T, selbst Wege zwischen zwei Puniten MY von ¥
{und zwar so, da8 keiner dieser Punkte der Punkt MV ist),
derart, daf der Endpunkt jedes T = mit dem Anfangspunkte
von T, iibereinstimmt und der Anfangspunkt von I, sowohl als
der Endpunkt von T der Punkt MY ist. Info]oedesmpn ergeben

die Formeln
W) . U B 'Ir'
25- - Uﬂ’:i t?- CQ’L

unter MY, M* Anfangs- und Endpunks von Tf) verstanden, die
Gleichung
(37) 8; = t.ul t‘uz e tn‘. *

Ay

Die Gresamtheit 9’ der zwischen den if‘,_ﬂ und s, bestehenden
Relationen, unter denen sich anch (37) findet, ist daher gleichwertig
mit der Gesamtheit ' jener Relationen, die man erhé‘tlt wenn man
in jeder von (37) verschiedenen Relatlon s, dureh 2 ¢, ...¢ er-
setzt. R’ besteht dann aus der Relation (u() und i iibrigen ans
lauter Relationen, die nur die t;J enthalten, woraus folgt, dafl man
s. als erzeugende Operation von [” fortlassen kann. [ erscheint
sonach durch die Elemente & erzeugt, und durch alle jene Rela-
tionen zwischen den t‘} chaiaktermert die aus den Relationen p
ableitbar sind. hunmehr ist aber oﬂ'enbar, daff jeder zwischen den
erzeugenden Operationen s\’ von I bestehenden Relation eine gleich-
gebaute Relation zwischen den entsprechenden Operationen t{)
von [” entsprmht und umgekehrt. Sei nimlich eine Relation zwi-
schen den s, ) gegeben, dle sich als Folgerelation der Relationen p

in die Gestalt
L, AELL_J A?.:LB . A;,Lr+1 —_




—-

Ther e f+.-palug’-3t:h(-n Tovarioiies ot

setzen lassen mub, unter
A==1, A,=1..
das System der Relationen p und ilwer inversen Relationen nmd

unter L, Ly, ... Auvsdricke in den 8 und ¢, verstanden, die der
Bedingung

identisch gentigen. Dann werde mit A}, L. der Ausdruck Lezeichnet,
der aus 4, bezw. L. durch Anwenduny der Operation II entsteht
und die Relativnen

B

A =1 4 =1. .

sind dann zusammen wit (87) und der zn (%{) inversen Reiation
offenbar nichts anderes ais die Relationen p" und ilwe inversen
lielationen. Die Relation

LA LA L. AL, =

stellt nun offenbar eine I'olgerelation der Relationen p dur. die
nur die £ enthilt und ans der gegebenen Relation durch die Ope-
ration I1 gewonnen wird. Ist anderseits eine Folperelation der Re-
lationen ¢ gegeben, die nur die /" eathilt, so kann man offenbar
annebmen, sie sei ohne Zuziehunz von (87) abgeleitet und lasse
sich also in die Gestalt

LA LA AL, =1

setzen, unter L) Ausdricke in den ¢, T verstanden. Die Opera-
tion 117" fibrt dann zur entsprechenden Folgerelation der Rela-
tionen p. Die Isomorphie von [' und " ist damit erwiesen.

Der Nachweis, dafl die F'undamentalgrappe eine fupologisehe
Invariante der Schemata sei, ist somit erbracht.

5 14

Bestimmung von I% und den Torsionszahlen erster Ordnung
aus der Fundamentaigruppe.

Betrachtet man das eingangs auseinandergesetzie Vertahren
zur Bestimmung der Bundamentaloluppe fir den speziellen Fall
einer geschlﬁsqenen Mannigfaltigkeit, so erkennt man, dal dasselbe
mit der Bildung des remproLEH Sehems in eiper emfachen Pezie-
hung steht. Jedes fundamentale Wegstiick 8,, das die irn Innern

der Zellen a7, a; gelegenen Yunkte M w M(" mitemandel verbindet
und dabei uber einen auf einer Zelle ) ' gelegenen Punkt N fithrt,
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7

vl

b - " 3 7 - (' - .
kann namlich als die die Ecken MY =4a?, M"Y = a; des rezipro-
ken Schema verbindende Kante «) angesehen werden. Ist dann
S 85 8r==1

ia o

Ay

die aus der Betrachtung der (n — 2)-dimensionalen Zelle 4 =g’ ™*

folgende Relation, so kaon man dies anch so ausdriicken: Wemn
a; die der Zelle o’ " im reziproken Schema entsprechende La-
melle ist, so beschreibt mau bei einem Umlanf vm @ der Reihe
nach die durch die S, dargestellten Kanten des resiproken Schems,
jede mit der durch e, angegebenen Richtung versehen. Man erhslt
also die Fundamentalgruppe einer geschlossenen Mannigfaltigkeit,
indem man das zum vorgelegten Schema 2 reziproke Schema I
bildet, in diesem aus den geschlossenen Umldufen nm die Lamellen
die Relationen (34) zwischen den mit S, bezeichreten Kanten ab-
leitet, hierauf von einer als Grundpunkt genommenen Ecke von ¥
zu den dbrigen Ecken aus den Kanten zusarsmengesetzte Hilfswege
bildet, welche in der aunseinandergesetzten Weise zu den als er
geagende Operationen der Fundamentalgruppe dienenden geschlos-
senen Fundamentalwegen s, und den definierenden Relationen zwi-
schen denselben verhelfen. Da aber die Fundamentalgruppen
hompomorpher Schemata isomorph sind, so kann man offenbar das -
besehriebene Verfabren statt am reziproken Schema 2 bereits am
urspriinglichen Schema X ausfithren. Ks ist das ein Verfahren-
das besonders, wenn es sich um die tatsiichliche Bestimmung der
Fundamentalgruppe ans einem vorgelegten Schema einer Maonig-
faltigkeit handelt, mit Vorteil anzuwenden ist.

Wendet man dieses Verfahren auf das Beispiel des Schema g
der sphiirischen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit an, so hat man |
hier zwel von der Eeke ! pach der Ecke @, laufende Kanten §, 5
und das Umlavfen jeder der beiden Lamellen liefert die gleiche
Relation S, 8, '==1. Wird nun als Hilfsweg vom Grundpunkte 4
nach o) der Weg U, =S, genommen, so erhilt man die geschlos-
senen Fundamentalwege s =5, S, " und s,=1 und somit die de-
Snierenden Relationen s =—s,=1 und als Fundamentalgruppe die
identische Gruppe. — Fiir das erste (als 2 bezeichnete) im § 9
betrachtete Schema der projektiven dreidimensionalen Mannigfalug-
keit 7} erhalt man die Relation S =1 fir die eine Kante 5, = o4
und da das Schema nur eine Ecke hat, so ist S, =g, die eine
erzeugende Operation der Fundamentalgruppe, die also die zyklische
Gruppe zweiter Ordnung ist.

Man tberzeugt sich tibrigens, dafi das hier angewendete Ver-
fabren auch fiir berandete Mannigfaltigkeiten mit nur eigentlichen
Randmannigfaltigkeiten anwendbar bleibt. Betrachtet man z. B.
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als Schema eines Krewringes ein Hechteck ABCL, 1y dem die
Seiten 4D, BC einander zugeordnet sind: A== B::af Ve D=a,
AB=8,, D =158, AD=BC=28, (,,=8. =258,
8y =8, 8, S'_l, &, == 1, so erhiilt man die Relation 5§, S, Sﬂz =1
uod cLsLhel tur die Fundamental"ruppe die Relationen g8 &, 8 T==],
8, = 1. durch die die zyklische Gruppe unendlich hohel Urdnuno-
definiert ist.

Das eben besprochene Verfahren gestattet nun in der cin-
fachsten Weise zu erkennen, daf} aus der Fandamentalgroppe einer
geschlossenen Mannigfaltigkeit, sowohl die Bettische Zah! P, als
auch die Torsionszahlen erster Ordnung sich bestimmen lassen.

Hiezu denken wir uns ein solches Schema der Mannigsaltig-
keit zu Grunde gelegt, fiir welches die Zah! a, der Ecken trlemh
ist. Ein solches Schema lifit sich stets finden, da man nur von
einem Fundamentalpolyeder zu dem ihm reziproken Schema iiber-
zugehen brancht. Fir ein solches Schema fallen nur die gesehlos-
senen Fundamentalwege mit den [undamentalen Wegstilcken S,
zusammen, die durch die Kanten des Schema reprisenticrt werden,
Die ans der Betrachtung der Lamellen abgeleiteten Ilelationen
gtellen dann bereits das definierende Relationensystem zwischen
‘den die Fundamentalgrappe erzeugenden Elementen S, dar. Sei

nun S, der durch die Kante a; reprisentierte Fundamentalweg und
SN ki oy oo
S 18 e BRSNS =1

die aus dem Umlaufen der Lamelle a; abgelesene definierende Re-
lation. Dann ist offenbar . —r-ﬂ . ——... nichts anderes als der
Koeffizient ¢, des Poincaréschen Relatzonensystems fir das be-

trachtete Schema. Da «, die Zahl der erzeugenden Operaticnen
der Fundamenﬂlnruppe v, der Tang der auns den Z'lhlt.l]

i._ F” -[—-L" ... gebildeten Matrix ist, so ist die in § 11 mit J
bezemhnete charakteristische Zahl der Fl:mdamentaloruppe gleich

#, —; == P, — 1. Es ist namlich zu beriicksichtigen, dal far das
betrachtete Schema ¢, =2, — F,=0 ist.

Die Bettische Zahl F ist also gleich der um 1
vermehrten Zahl  der Fundamentalgruppe.?)

Es ergibt sich aber anch aus der Bedeutung der Matrix
der E.? ; fiir das betrachtete definierende Relationensystem der Fur-
damentalgruppe der Satz:

Die Torsionszahlen erster Ordnung einer zusam-
menhingenden Mannigfaltigkeit sind die Poincare-
schen Zahlen ihrer Fundamentalgruppe.

} Vgl Poincar#é, An, Sit. p. 65.



50 Heinrich Tietze.

Eine Ausfibrung der Beweise fur diese Sitze filr den I'all
berandeter Munnigfaltizkeiten mit bloh eigentlichen Randmannig-
faltigkeiten mag unterbleiben. Fir Monnigfaltigkeiten wmit un-
eigentlichen Randmannigfaltigheiten (also solchen von niedrigerer
als der (m— 1) Dimension), fiir die bisher eine Definition der
Bettischen Zahlen sowolil als der Torsiomszahlen nieht gegeben
wurde, muigen die ansgesprochenen Sitze als Definition dieser
Zszhlen angesehen werden.

Fiir die geschlossenen n-dimensionalen Maunnigfaltigkeiten
stallen nun die Bettischen Zahlen und die Torsicnszahlen aufler der
Fundamentalgruppe die einzigen bekannten topologischen Invarianten
vor. Die Zabl ¥ und die Zahlen Q. des § 3 sind ja von diesen
Zahlen nicht unabhinegig. Die eben ansgesprochenen Sitze zeigen
nun, dafl wegen«P, = P, fir zweiseitige geschlossene drei-
dimensionale Mannigfaltigkeiten auns der Fundamen-
talgruppe allein alle #hrigen bekannten topologi-
schen Invarianten sich ableiten lassen.

Da es anderseits, wie Poincaré?) gezeigt hat, Marnigfaltig-
Lkeiten gibt, welche gleiche Bettische Zahlen und Torsionszahlen,
aber verschiedene Fundamentalgruppen aufweisen, so dient die
Angabe der Fundamentalgruppe mehr zur Chatakterisierung einer
zweiseitizen geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit als
die aller iibrigen bis jetzt hekannten topologischen Invarianten
zasammengenommen, Kine Einschrdnkung ist bei dieser Aussage
allerdings zu machen, Wihrend sich nimlich die Gleiehheit von
zwei Zahlenreihen stets feststellen lifit, ist (vgl. § 11) die Krage,
ob zwel Gruppen isomorph seien, nicht allgemein igsbar. Sonach
ist im Gegensatze zu den anderen topologischen Invarianten die
Fundamentalgruppe ains solche, deren Ubereinstimmung oder Nicht-
iibereinstimmung {iiv zwel Mannigfaltigkeiten nichi auf alle Fille
entschieden werden kann.

V. Sitze und Probleme iiber Developpabilitit und
Transformationen.

§ 16
Developpable Mannigfaltigkeiten.

Wiahrend die bisherigen Ausfithrungen hauptsichlich die
Schemata mehrdimensionaler Manuigfaltigkeiten zum Gegenstand
hatten, und also der kombinatorischen Analysis situs zuzuziihlen
sind, werden in diesem Abschnitte vorwiegend nicht auf Schemata,
sondern auf Punktmannigfaltigkeiten beziigliche Begriffe crortert
werden. Doch wird eine ins Hinzelne durchgefilhrte Begrindung
der mitgsteilten Siitze oder eine genaune Abgrenzung der allgemeinsten
Puanktmengen, fiir welche diese Sitze noch gelten, nicht gegeben

# Compl. 5.



Uber die topologischen Invarianten ete. 81

werden und bel den besprochenen Beispielen vielfach unter Be-
rufung anf die Anschauung vorgegangen werden. Man mag sonach
in den Ausfijhrungen dieses Abschnittes V nur einen Hinweis auf
noeh 10 mancher Hinsicht der Erledigung bediirftige Fragen der
Analysis situs erblicken.

Eme Mannigfaltigkeit W heile auf eine Mannigfaltigkeit ¥
developpabel, wenn W von gleicker Dimension wie ¥ nad
eirem Teil der Mannigfaltigheit 17 oder der Mannigfaltigkeit ¥
selbst homiomorph ist. Developpabel schleehthin heiffien die auf
eine sphilrische Mannigfaltigkeit developpablen Manigfaltigkeiten 1)
Eine aut ¥V developpable Mannigfaltickeit W soll auch als eine
Tellmannigfaltiglceit von V7 bezeichnet werden und als eiue echte
Tellmannigialtigkeit, wenn es einen Teil von ¥ gibt, der mit W
homfomorph ist. Whhlt man aus der Gesamtheit der Teilmannig-
faltigkeiten von ¥V ein vollstindiges System von einander nicht homio-
morphen Mannigfaltigkeiten ans, so moge dieses System mit A ()
bezeichnet werden. Mit 4% (V) werde das in gleicher Weise fur
die echten Teilmannigfaltigkeiten von ¥ gebildete System bezeichnet.
Offenbar kann A (F)=2A* (V) sein (z. B. fir eine Kreisfliche
oder fiir die Fliche zwischen zwei Kreisen), natiirlich nur fiir be-
randete Mannigfaltizkeiten, Bezeichnet S, die sphiirische s-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit, so werde mit A, die Menge A(S,) aller
developpablen, mit 43 die Menge A*(S,) aller berandeten develop-
pablen n-dimensionalen Bannigfaltigkeiten bezeichnet. Es gilt die
Gleichung A (E,) = A* (E,) =A% (§,), unter X, die n-dimensionale
Elementarmannigfaltigkeit verstanden, woraus folgt, dab, wenn V
cine Mannigfaltigkeit von » Dimensionen ist, AY n A (¥) und A* (¥)
enthalten ist.

Zwei Mannigfaltigkeiten U, 77 sollen nebengeordoer heifien,
wenn A% ({7) = A* (V) ist. Hingegen soll U der Mannigfaliigkeit ¥
untergeordnet, }” der Mannigfaltigkeit [/ iibergeordnet heifien, wenn
A% (U} eine echte Teilmenge von A*(77) ist. Wenn U7 1" Mannig-
faltigkeiten von gleicher Dimension sind und die gemeinsamen
Elemente der Mengen A¥ (U), A*{F) eine echte Teilmenge sowohl
von A% (U} als von A*(V) bilden, so migen U, V etwa nentral
genannt werden. Die eingefilhrten Anordnungsheziehungen des
Neben-, Uber- oder Untergeordnetseins erfilllen die bekannten Ge-
setze elnfacher Anordnungen. So sind z. B. zwel Mannigfultig-
keiten, die einer dritten nebengeordnet sind, auch einander neben-
geordnet, so dall man die Mannigfaltickeiter in Systeme einander
nebengeordneter zusammenfassen kann. Ein solches System hilden
z. B. alle 1n A, enthaltenen Manmgfaltigkeiten. Jede auf eine
Mannigfaltizkeit V7 developpable Mannigfaltigkeit ist ¥ entweder
unter- oder nebengeordnet. Kin Beispiel zueinander nentraler Mannig-
faltigkeiten bilden die projektive Ebene 7, und die zweiseitige
geschlossene Fliche vom Geschlecht p =1. Es ist nicht unwahr-

1) Digse Bezeichnung riihrt von Poincard her (Compl, 3, § 3, p. 20).

~
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scheinlich, daf es im Falle von drei Dimensionen bereits unter
den zweiseitizen Mannigfaltigkeiten zu einander neutrale Mannig-
faltigkeiten gibt. _ o

Wenn die Mannigfaltigkeit U der Mannigfaltigkeit V™ iiber-
geordnet, bezw. untergordnet, bezw. zu ihr netitral 1st, so mbge auch
das System der zu U nebengeordusten Mannigfaltigkeiten dem
System der zu ¥ nebengeordneten Mannigfaltigkeiten tibergeordret,
bezw. untergeordnet, bezw. za ihm neutral heifen. Fin System §
von einander nebengeordneten Mannigfaltigleiten heilie einem anderen
System 7' w-stofig tbergeordnet, wenn sich {u—1) aber nicht
mehr Systeme nebengeordneter Mannigfaltigkeiten S, 8, ... 8.
finden lassen, so daf S; dem System Siy., S dem S5 und S,
dem 7' tbergeordnet ist. Wenn das System 8§ dem System A,
p-stofig iibergeordnet ist, so heifle p. die Stufe des Systems § and
jeder demselben angehsrenden Mannigfaltigheit. Als Betspiel mogen
die zweiseitigen Flichen vom Geschlechte p (mit p die Fliche nicht
zerstiickenden Riickkehrschnitten) betrachtet werden. Alle Fléchen
von gleichem Geschlechte bilden ein System nebengecrdneter Mannig-
faltigkeiten, das System der Flichen vom Geschlechte p--g ist
dem Systern der Fisichen vom Greschlechte p g-stufig ithergeordnet,
und die Stofe einer Fliche ist gleich ihrem Geschlechte,

In den besprochenen Anordnungsverhiltnissen (z. B. der Stufe)
haben wir topologische Invarianten vor uns, die wir freilich im
Falle von mehr als zwel Dimensionen noch keineswegs beherrschen.
Wir haben nicht einmal eine Ubersicht iiber die (Gresamtheit der
Marnigfaltigkeiten des Systems Ag, also tiber die developpablen
dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten, selbst dann nicht, wenn wir
uns auf einfache Fille beschrinken. Greifer wir etwe die von
einer einzigen Fliche vom Geschlechte 1 berandeten developpablen
Mannigfaltigkeiten heraus. Das einfachste Beispiel einer sclchen
Mannigfaltigkeit stellt der vop einer Torusfliche berandete Teil
des W, vor. Die Fundamentalgruppe dieser Mannigfaltigkeit st die
aus emer Operation, fiir die keine definierende Relation be-
steht, erzeugte zyklische Gruppe unendlich hoher Ordnung. FEine
dieser Mannigfaltighelt homgomorphe erhilt

ol F man, wenn man auns einer Kugel eimen
PTIN zylindrischen Kanal ansbohrt. Wiirde man

-
o

statt dessen einen verknoteten Kanal wie
in Fig. 3 aus der Kugel aunsbohren, so
wire die Fundamentalgruppe der so entstan-
denen Mannigfaltigkelt ans zwel erzeugen-
den Operationen mit der Relation sts==1{s¢
aufgebaut, so daf diese Mapnigfaltigkeit mit
Fig. 3. der erstgenannten nicht homsomorph sein

kann,?) Wiirde man den ausgebobrten

Kanal in komplizierterer Weice verknotet annehroen, so erhielte
mar wieder andere Mannigfaltigkeiten. Die auf diese Weise er-

# Vel, meine Note in den Wr. Ber.,, Poakt 3.

T
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haltenen Mannigfaltiglkeiten kann man sich auch dadurch entstanden
denken, daB moan in der sphirischen dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit eine geschlcssene Linie L, die irgendwie verknotet sein
kann, zieht, lings dieser Linie eine kleine Kugel wandern laGt
und den von der Kugel tberstrichenen Ranm von der sphirischen
Mannigfaltigkeit fortnimmt. Ob zwei derart entstandene Mannig-
faltigkeiten nur dann homiomorph sein kénnen, wenn die Linie I
die bei der Herstellung der einen Mannigfaltigkeit verwendet wurde,
mit der zur anderen Mannigfaltigkeit gehorenden Linie I, oder mit
deren Spiegelbild  gleichartiz verknotet® ist (so daff die Linien
ineinander oder die eine in das Spiegelbild der anderen deformiert
werden ktnnen}, ist nicht untersucht worden. Ja, es ist mir nicht
einmal ein Beweis dafir bekannt, daf jede von eciner einzigen
Fliche p =1 berandete developpable dreidimensionale Mannigfaltig-
lzeit einer auf die genannte Art entstandenen Mannigfaltigkeit ho-
momorph ist, dafi also durch die so herstellbaren Mannigfaltickeiten
die Gesamtheit aller wvon einer Flicke p =1 berandeten Mannig-
faltigkeiten erschipft ist.

Seil an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafi fir die zwel-
dimensionalen developpablen Mannigfaltickeiten eine Eigenschaft
charakteristiseh ist, die bel griflerer Dimensionszahl auch bei an-
deren als developpablen Mannigfaltickeiten aunftreten kann., Offenbar
zerfillt nimlich eine developpable n-dimensionale Mannigfaltigkeit
durch jede im Innern derselben konstrmierte (» — 1)-dimensionale
geschlossene Schnittraannigfaltighelt, Umgekehrt ist jede zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit, die durch jede geschlossene
Sehnittlinie zerfsillt, auch developpabel. Diese Umkehrung ist bereits
fiir # = 3 nicht richtiz, wie das von Poincaré (Compl. 5, § 6)
mitgeteilte Beispiel einer gesehlossenen dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit ¥ zeigt, deren Bettische Zahl P, =1 ist, so dal es keine
die Mannigfaltigkeit nicht zerstiickende geschlossene Schnitifiiche
geben kann. V 1st aber offenbar nicht developpabel, da 7 geschlossen,
aber von der sphirischen Mannigfaltiglkeit versehieden lst.

Es migen hier noch einige Bemerkungen iiber -dimensionale
Mannigfaltigheiten, welche keine anderen als uneigentliche
Randmannigfaltigkeiten®) besitzen, heigefigt werden, Yine solehe
Mannigfaltigkeit ¥ ist durch ein n~-dimensionales Schema definiert,
in welchem durch besondere Verfligungen die Punkie gewisser
m-dimensionaler Zellen (m =0, 1, ...#—2) von der Manmgfaltig-
keit ausgeschlossen werden. Sieht man von diesen Verffigongen
ab, so hat man das Schema einer geschlossenen Mannigfaltigkeit ¥~
vor sich, anf die W developpabel ist. Es mogen nun fir den
Fall # =35 einige Siitze entwickelt werden, welche zeigen, daB es
unter den suf eine und dieselbe geschlossene Manmigfaltigkeit ¥

3) Siebe § 2, Anm. 4. Der Ausdruck Randmannigialtigkeit wird in diesem
Abschnitt auf aus Randpunkten bestehende ,Komplexe® (also keine Mannigfaltig-
keiten im Sinne des Abschnittes I) ausgedehnt,

p*
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developpablen, nur uneigentliche Randmannigfaltiglkeifen besitzen-
den Mannigfaltigkeiten solehe gibt, die homgomorph sind, obwohl
sie anscheinend von ganz verschiedenem Charakter und dureh nicht
homtomorphe Schemata definiert sind.

Nehmen wir etwa an, das Schema der Mannigfaltigkeit W sei
aus dem der geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit ¥
dadurch erhiltlich, dafl eine Anzahl von Kanten des Schema von ¥,
jedoch keine isolierten (d. h. nicht anf von V ausgeschlossenen Kanten
liegenden) Ecken, von der Mannigfaltigkeit aunsgeschieden werden,
Die (Gesamtheit dieser Kanten bildet einen sogenannten eindimen-
sionalen Komplex K und wir wollen voraussetzen, derselbe sei zu-
sammenhingend, d. h. man konne von jeder Kante ¢ des Kom-
plexes zn jeder anderen Kante des Komplexes, die mit ¢ keinen
Endpunkt gemein hat, tiber Kanten des Komplexes gelangen. Eine
Fcke des Schema ¥ heiffe ein freier Endpunkt des Komplexes K|
wenn in ihm eine und naur eine Kante des Komplexes und diese
Kante nur mit einem ihrer Endpunlkte, endet. Mit V(&) werde
diejenige berandete Mannnigfaltigleit bezeichnet, die aus 7 dureh
Ausscheiden des eindimensionalenr Komplexes K entsteht. Man kann
nun den Satz beweisen:

Ist K ein zusammenhé4ngender eindimensionaler
Komplex, so ist die dreidimensionale Mannigfaltip-
keit V(K) einer Mannigfaltigkeit V(L) homtomorph,
fiir welehe L entweder keine freien Endpunkte hat
oder aus einer einzigen Kante besteht.

Ist nimlich % eine Kante von K mit einem freien Endpunkt 4,
wihrend der andere Endpunkt B noch an anderen Kanten von A
liegt, 50 lege man um A als Mittelpunkt eine kleine Kngel wund
lasse diese Kugel sich so in ¥ bewegen, daff ihr Mittelpunkt die
Kante &= 4 B beschreibt, wihrend gleichzeitiz ihr HKadius bei
Annéiherung an B stetig gegen Null abnimmt. Das wvon der
variablen Kugel tiberstrichene Stiick von ¥ stellt dann einen die
Kante  umschlieflenden, einfach zusammenhingenden Raum R vor,
in dessen Innern 4, auf dessen Rand B liegt. Die hewegliche
Kugel sei in jeder ihrer Lagen so klein gewihlt, dab B mit KX
aufler den Punkten wvon 4 keine anderen Punkte gemein hat.
Unter B, werde die Mannigfaltigkeit verstanden, die man erhalt,
wenn man aus der Gresamtheit der Punkte von [, zu denen auch
die Randpunkte zu ziblen sind, die Punkte von % (einsehlieflich
der Punkte 4, B) ausscheidet. Mit R, werde die Gtesamtheit aller
Punkte von B mit Ausschlufl von B, mit 8 die Gesamtheit aller
Randpunkte von K mit Ausschlufi von B bezeichnet,

- Es lassen sich nun B, und F, eineindeutig und stetig so auf-
einander abbilden, daB dabei jeder Punkt von S sich selbst ent-

spricht. Um dies einznsehen, denke man sich R in die durch die
Ungleichungen

Py g 220
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definierte Punktmannigfaltickeit ¥ so deformiert, daf dabei die
Punkte 4, B und die Kante & in die Punkte .4'= (0, v, 1),
B'==(0, 0, 0) und die Strecke .4'S8' iibergehen. Mit M, M,, N
migen die Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden, in die dabet R
R,, S iibergehen. Nun vermitteln die Formeln

zl’
_l_ 2:

12

r
</

T ¥ o.
wo g ="V - y% == arc tg“;— 18t und p, p, 2 bezw. ¢, 9', 2’ auf

e ! —
E=0, F= 9> 2

- M,, bezw., M, sieh beziehende Koordinafen sind, eine eineindeutige
stetice Abbildung ¢ von M, auf M,, bhei der die Punkte von N
sich selbst entsprechen, und daber leistet ufu—? die gewtinschte
Abbildung von R, anf R,, unter # die Transformation von B
in M verstanden. Die Moglichkeit dieser Abbildung zeigt aber,
dafl V(K) mit V' (X,) homGomorph ist, wenn K, jenen Komplex
bedeutet, der ans K durch Weglassung der Kante L entsteht.
Durch {ortgesetzte Anwendung derartiger Abbildungen kann man
aber alle Kanten des Komplexes, deren einer Endpunkt ein freier
Endpunkt ist, wegschaffen.?)

Eine andere Abbildung, die gleichfalls zeigt, daf verschieden-
artige Komplexe K. L auf homfomorphe Mannigialtigkeiten V7 (K),
V(L) fithren, erhiilt man folgendermalen. Man greife eine Kante
b= A B eines Komplexes K herans, die etwa so beschatfen sei,
daft sowobl in 4 als in B noch mindestens zwei andere Kanten
von K epdigen. Man fiihre nun eine kleine hewegliche Kugel so,
daB ihr Mittelpuukt % beschreibt und ibr Radius bei Anniherung
an .4 sowohl wie an B auf Null herabsinkt. Den von der Kugel
beschriebenen Raum R denken wir uns nun abgebildet anf den durck

pt=aftyt<l, —l=z541,

definierten zylindrischen Raum M, und zwar derart, dab dabei der
Kante i das M angehtrende Stiick der z-Achse entspricht. R, heille
die Gesamtheit der Punkte von R mit Aussehlu von &, M, die

Gresamtheit der Punkte vou M, fiir die p > 0. Man setze ';._arct.gg-
Die durch die Formein
p=0p, ¥'=1p, ¥ =pe
geleistete Abbildung der Punkte von M, auf die Menge der Punkte
D<isl, Sy

4 Piihrt das angewendete Verfahren achlieflich auf (L), wo L sus elner
einzigen Kunte % mit zwei freien Endpunkten hbesteht, so gelangt man derch
nochmalize Anwendung der beschriebenen Abhildung auf eine Mannigfaltigheit
V(B), die aus V durch Weglassung eines cipzigen Punktes B entsteht.
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zeigt nun die Moglichkeit ¥ (K) anf eine Mannigfaltigkeit ¥ (L)
eineindeutig stetiy abzubilden, die durch einen Komplex L erzeugt
wird, der aus K dadurch entsteht, daf man % immer kiirzer und
kiirzer werden lafit, bis 4 und B zusammenfallen. — Durch Ab-
hildungen vonr inversem Charakter kann man zeigen, daf, wenn K
eine Ecke ¢ enthilt, in der #(=4) Kanten k...~ endigen,
V{K) einer Mannigtaitigkeit ¥ (K') homtomorph ist, wobei K’
aus K dadurch entsteht, dafl ¢ dareb zwei durch eine neue Kaate %
verbundene Ecken ¢,, ¢, ersetzt ist, derart, dal %, ks, ... %, &
in e, und kspy, ... &, & in & ondigen. Man erhilt so den Satz:

Jede dreidimensionale Mannigfaltigkeit V(A)
ist einer Mannigfaltickeit V(L) homGomorph, derart,
dall in jeder Ecke von L héchstens drei Kanten
endigen.’)

So sind z. B. die beiden Mannigfaltiskeiten V' (K) und V (L)
homtomorph, die man erbilt, wenn man fir V die dreidimensionale
sphirische Mannigfaltigkeit S, wihlt, die man sich durch den
Enklidischen Ranm reprisentiert denken kane, wenn man den-
selben durch einen unendlich fernen Punki zu einer geschlossenen
Mannigfaltigheit erganzt, fir £ zwel in einer Hbene a von §
liegende einander berihrende Kreise und fur I die Gesamtheit
der Punkte zweier auseinanderliegender Kreise C, £ von a und
der Verbindungsstrecke eines Punktes von ¢ mit einem Punkt
von (. Man kann alle diejenigen in einer Mannigfaltigkeit V'
gelegenen eindimensionalen Komplexe K in eine Klasse zusammen-
fassen, die zu untereinander homsomorphen Mannigtaltigkeiten V(K
fohren. Wiahit man fir V die sphirische Mannigfaltigkeit S;, so
kann man speziell nach jenen geschlossenen Linien in &, fragen,
die mit einer vorgelegten geschlossenen Idnie in dieselbe Klasse
gehoren. Nennt man (wie oben} zwei Linien des 8; ,gleichartig
verknotet”, wenn sich der S; so in sich deformieren lifit (iiber
den Begriff der Deformation in sich siehe § 16), daff dabei die
eine Linje in die andere dbergefithrt wird,®) so ist klar, daB S, (L)
und S, (L,) homsomorph sind, wenn L, mit L, oder dem Spiegel-
bild von L, gleichartig verknotet ist, und das gleiche gilt, wenn
Ly, Ly zwel Systeme geschlossener Linien sind, deren eines mit
dem anderen oder mit dessen Splegelbild gleichartiy wverschlungen
ist. Hs entstebt die Frage, ob numgekehrt, wenn zwei in S, gelegene

By Bowoll bei diesem als bet dem oben ausgesprochenen Baize sind die
Schemata der beiden Mannigfaltigheiten im allgemeinan nicht hemdomorph,
Daraus ergibt sich, dal, wenn uneigeniliche Randmannigfaltigheiten anfireten,
der Satz ven der Hombormorphie der Sehemata homdomorpher Mannigfaltigkeiten
nicht mehr giltig ist (sishe § 2, Anm. 9} Fiir eigentliche Randmannigfaltipkeiten
liegt die Sacke deswegen anders, well fiir diese festgesetzt wurde (§ 2, Anm. 4),
dal ihre Punkte der berandeten Mannigfaltiplkeit zuzuzd@ihlen sind.

® In pleicher Weise werde fiir zwel Systeme geschlossensr Idnien und
{iberhaupt fir zwei eindimensionale Komplexe der Begriff pgleichartiz verschlun-
gen® definiert.
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geschlossene Linien Ly, Ly (bezw. Systeme geschiossener Linien)
in dieselbe Klasse gehoren, dann stets L, mit L, oder dem Spiegcl-
bhild von I, gleichartiy verknotet (bezw. verschiungen ist.”)

Sei noch bemerkt, dal jede dreidimensionale™) Mannigfaltig-
keit W mit nur uneigentlichen Randmannigfaltigkeiten — dieselbe
mige aus der geschiossenen Mannigfaltigkeit ¥ durch Ausschiiefen
gewisser Eeken und XKanten entstanden sein — hombomorph ist
mit einer gleichfalls anf ¥ developpablen Mannigfaltigkeit (' mit
eigentlichen Randmannigfaltigkeiten, wobei jedoch die Randpunkte
von {7 nicht zu U zn zdblen sind.”)

Zei nimlich A eine ausgeschlossene isolierfe Ecke. Dann lege
man um 4 als Mittelpunkt eine kleine Kugel mit dem Radius 2o,
Sind », @, § Polarkoordinaten mit dem Punkt A als Ursprung,
so wird durch die Transformation

o=, 3 =1, T':‘B-?‘-i-—p
die Gesamtheit der Punkte (0 <7 » < 2p eineindeutiy swetig auf die
Giesamtheit der Punkte » <7+ <X 2s abgebildet. Der Randpunkt A
ist also durch die Randfliche »=1¢ ersetzt. Handelt es sich ander-
seits darum, eine durch einen eindimensionalen Komplex K vor-
gestellte uneigentliche Randmannigfaltigkeit durch eine cigentliche
Randmannigfaltigkeit zn ersetzen, so migen zuniichst die Punkte,
in denen Kanten endigen, ins Auge gefalt werden. Um jeden
solchen Puokt B werde eine kleine Kugel vom Radius 25 gelegt
und angenommen, was jo durch eine Deformation erreicht werden
kann, die in B endenden Kanten verliefen inunerhalb dieser Kugel
geradlinig,. Wenden wir dann auf die Punkte 0 < r < 2p wieder
die ohen angeschriebene Transformation an, so wird jeder Kanten-
endpunkt B dureh eine Kugel vom Radius p ersetzt, deren Punkte
von der Mannigfaltigkeit ausgeschlossen sind. Jede einzelne Kante £
von K verbindet jetzt zwei Punkte P, ¢, deren jeder auf einer
dieser Kugeln @ liegt. Die so gewonnene, mit 11~ homoomorphe
Mannigfaltighkeit heife W,. Laft man nun eine kleine Kugel sich
so hewegen, daB ihr Mittelpunkt die Kante & beschreibt, so bestehi
der von der Kugel iiberstrichene Raum von W, sus einem zylindri-

7 In meiner bereits zitierfen Note habe ich diese Frage bejahend beant-
wortet, mich dabei aber suf den {wie die Ausliibrangsn des Textes zeixen)
irrtiimlieh als giltig ongenommenen Saiz gestiitzt, dal ans der Homdomorphis
von S (K3 und 8 (L), unter K, I irgendswelche eindimensionale Kompless ver-
standen, stets geschlossen werden Linne, K sei mit I oder mit dem Spiegelbild
von L gleichartiy verschlungen

%) Das gleiche gilt, wie man sich leieht iiberzengt, fur zweidimensionsale
Mannigfaltickeiten mit isolierten Eandpunkien,

 Vol. Anm. 4 u. 5 des § 2. Obwohl also alle uneigentlichen Rand-
mannigfaltigkeiten durch eigentliche ersetzt werden konnen, ist es trotedem niitz-
lick, die umsigentlich berandeten Mannigfaltigkeiten besonders in Betracht zu
nehmen, da sis z. B. bei der in § 15 besprochenen Darstellungsform eins Rolle

spielen,
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schen Stiick, von dem die Punkte der Linie # ausgeschlossen sind,
und laft sich also eineindeutig stetig auf die durch

0 <RBr=g2lyt<d, —1<<z<<1

definierte Mannigfaltigkeit M abbilden, Wird ¢ = arc tg y/r gesetzt,
und die durch

L
2

gelieferte Abbildung von M auf die Mannigfaltickeit 1 <78’ <2,
1< 2 <41 betrachtet, so wird ersichtlich,. daf die Rand-
kante k= P @ von W, ersetzt werden kann durch eine zylindrische
Randfliche, deren Punkte nicht zur Mammigfaltigkeit zu rechnen
sind. Die Kugeln ¢ zusammen mit diesen zylindrischen Flichen-
stiicken liefern so viele gesehlossene Randfiichen, als zusammen-
hingende eindimensionale Komplexe von W ansgeschieden waren.

Sei schlieflich noch angefiihrt, daff man den Developpahilitits-
heeriff erweitern kann, indem man eine Mannigfaltigkewt W, die
einem Teil von ¥V homSomorph ist, auch dann anf ¥ developpabel
nennt, wenn W von niedrigerer Dimension als ¥ ist. Man kann
noch weitergehen und beliebige auf eine w-dimensionale Mannig-
faltigkeit V oder aber auf irgend eine Punktmenge ,developpable®
Punktmengen in Betracht ziehen. So kann man z. B., wenn irgend
eine Punktmenge P vorgegeben ist, nach der kleinsten Dimensions-
zabl # einer Elementarmannigfaltigkeit E, fragen, auf die P
developpabel ist.1%) '

t

R:1, ¢ =0, &=z

B =

§ 106.

Transformationen und Deformationen von Mannigfaltigkeiten
in sich, )

Line umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung einer
Mannigfaltigkeit ¥ auf sich selbst werde als eine Transformation
der Mannigfaltigkeit in sich bezeichnet. Seien £, 4" zwel Trans-
formationen von ¥ in sich, P ein Punkt von ¥ und £/, P die
Punkte, in welche P durch ¢, bezw. ¢ transformiert wird, Wir
wollen dann sagen, die beiden Transformationen ¢, ' seien wm
weniger als & voneinander entfernt, wenn fiir jeden Punkt P von ¥
die beiden Bildpunkte FP', P voneinander um weniger als ¢ ent-
fernt sind.?) Zwei Transformationen #,, ¢, von V in sich sollen

1%y In diesen Fragenkreis lafit sich auch die in § 2, Anm, 13 aufgeworfens
Frage oinordnen. :

1y Auf die im Folgenden besprochenen Beziehungen zwischen den Trans-
formationen einer Mannigfaltigkeit in sich und den Isomorphien der Fundamental-
gruppe haha ich bereits in meiner oben zitierten Note hingewiesen.

*y Es wurde bereits in § 1 darauf hingewiesen, dafl fiir den Begriff der
Mannigfaltigkeiten wod ihrer stetigen Abbildungen, auf dem die Analysis situs
der Punkimannigfaltigkeiten beruht, die eingefithrte Definition der Entfernung
zweiler Punkte malgebend ist. '
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gleichartig heillen. wenn sich eine Folge von Transformationen ¢ ¢}
angeben [ifit, so dal zu jedem Werte des Parameters «, der den
Ungleichungen 0 <a <1 genlgt, eine Transformation f () gehirt,
wenn dabei #(0j—=1+{, und (1) =={, ist, und wenn ¢ {a) stetig von «
abhingt. Hieranter ist zn verstehen, dafl fiir jedes u, {0 <a, < 1)

zu jedem &> {0 ein ¢ sich so finden Lir, dab fir o —a, <3
die Transformationen f(#,) und 7(2) wm weniger als ¢ voneinander
entfernt sind. Die mit der identischen Transformation gleichartigen
Transformationen sollen Deformationen von V in sich heiffen.

Erliutern wir diese Definitionen, die sich #brigens von
Maonigfaltigkeiten auf beliebige Punktmengen iibertragen lassen™,
kurz an dem DBeispiel der zweiseitigen geschlossenen zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit vom Geschlecht 1, die wir uns durch
eine Ringfliche versinnlicht denken. Die Anschaoung liefert uns
hier chne weiteres sinen Uberblick iiber den Sschverhalt, Bedeutet
@ einen Meridiankreis, y einen Breitenkreis der Ringflicke, jede
dieser geschlossenen Linien in einer bestimmten Richtung genommen,
und w_, o die Perioden, die ein auf der Fliche ausgebreitetes
elliptisches Integral erster Gattung lings des Weges x, bezw. y
erfibrt, so wird durch jede Deformation der Fliche in sich z in
einen sich nicht durchsetzenden Weg ', y in einen ebensolchen
Weg o' transformiert, derart dab die Perioden des Integrals lings
z' and y' wieder gleich o, und o, sind. Hingegen werden die
Perioden w_,, o  lings jener Wege ', 3, in welche z, g dureh
eine beliebige Transformation der Fliche in sich tibergefiihrt werden,
darch Gleichungen der Form

"L

— I
W, =20 5

(38} 7 Y

_ [~
®,=7.0, oo

dargestellt sein, wobel «, 5 v, 5 ganze Zahlen sind, fiir welche
ad—2y gleich 4~ 1 oder —1 ist. Umgekehrt wird es zu jedem
Quadrupel ganzer Zahlen a, 2,7, 3 von der Determinante 4 1 oder
— 1 auch Transformationen der Fliche in sich geben, fiir welche
die Perioden v_, w, durch (38) gegeben sind, und alle Trans-

formationen mit tibereinstimmenden Werten der Zahlen =z, 2,1, ¢
sind gleiehartige. Krteilt man der Fliche in bestimmter Weise,
etwa mittelst einer Indikatrix, einen Sinn, so wird dieser Sinn
bei einer Transformation der Fliche in sich erhalten bleiben oder
in den entgegengesetzten verwandelt werden, je machdem fir die
Transformation 23— &y gleich 1 oder gleich — 1 ist. Dhe
Gruppe T* aller jener Transformationen der Fliche in sieh, bei
denen der Sinn der Fliche erhalten bleibt, bildet eine ansgezeichnete
Untergruppe vom Index 2 der Gruppe T der siimtlichen Trans-

%) Die fiir die kontinuierlichen Mannigfaltigheiten in der genamnien Note
megebene Definition der Deformationen deckt sich offenbar filr dieselben mis der
im Text gegehenon Definition.
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b

formationen der Fliche in sich. Die Gruppe D aller Deformationen
in sich ist eine ausgezeichnete Untergruppe von I sowohl wie
von 7%, und die komplementire Gruppe T/D ist der Gruppe 4
der ganzzabligen bindren linearhomogenen Substitutionen der Deter-
minante + 1 oder — 1, die Gruppe I%/D der Gruppe B der
ganzzahligen bindiren linearhomogenen Substitutionen der Deter-
minante - 1 holoedriseh isomorph. Ziehen wir nun die Funda-
mentalgruppe £ der betrachteten zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit beran, die sich aums zwei erzeugenden Operationen s, {, die
durch die Relation sts~ ¢t '=1 verbunden sind, aufbauen il
and sich also als die ans zwei erzeugenden Operationen gebildete
kommutative Gruppe darstellt, so repiiisentiert 4 offenbar auch
die Groppe aller Isomorphien von F in sich (wenn wir wieder,
auf den Standpunkt des allgemeinen Oruppenbegriffes uns stellend,
holoedrisch isomorphe Gruppen als nicht verschieden erkliren).
Qo wie in dem vorliegenden Beispiel, so gelten zwischen den
hetrachteten Gruppen ganz allgemein analoge Bezishungen. Die
Gruppe D aller Deformationen” einer Mannigfaltigkeit ¥ in sich
ist in der Gruppe aller Transformationen von V' in sich ausge-
zeichnet enthalten und ebenso, wenn die Mannigfaltigheit zwel-
seitig ist, in der Gruppe T* aller den Sinn der Mannigfaltiglkeit
nicht #ndernden Transformationen in sich. Ist die Mannigfaltighkeit

zusammenhiingend, so sind dic komplementiren Gruppen G:-E:
an o %0

G* :% mit den Gruppen % bezw. i identisch, wenn unter

Do, To 7% die Gruppe aller jener Deformationen bezw. Trans-
formationen, bezw. den Sinn erhaltenden Transformationen der
Mannigfaltiokeit in sich verstanden wird, bei denen ein helielig
ausgewiblter Invenpunkt M, der Mammigfaltighkeit test bleibt. Nun
komnen wir als FElemente der Fundamentalgruppe F von V7 ein
System von nicht ineinander tberfithrbaren von M, ausgehenden
nnd pack M, zuriickkebrenden Wegen @, 4, ... wiblen und den
Charakter von F durch die Gesetze der Zusammensetzung dieser
Wege*) bestimmt anseben.

Teder Transformation aus 7% entspricht nun eine Permutation
der Wege a, die so beschaffen ist, daf Relationen zwischen den
Wegen auch zwischen den permutierten Wegen bestehen bleiben.
Den Transformationen entsprechen also Isomorphien von J7 in sich.
Allen gleichartigen Transformationen entspricht dieselbe, allen

Deformationen die identische Permutation, und daher entspricht
, : Te : :
anch jeder Operation von G=__D_Uz_ﬁ- eine QOperation aus der

9 Zwei Wege nacheinander ausgefiihrt stellen offenbar wieder einen
oeschlossenen Weg dar. Eine Relation «; & = &; zwischen dsn geschlossenen

Weren bedeutet dann uichis anderes, aly das Bestehen der entspracbenden Relation
zwischen den den Wegen @, a,. 2, sugehirigen Substitutionen der Werte einer

belishigen in V unverzweigten Funkiion (siehe § 12, Anm. 6).
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Gruppe J aller Isomorphien von ¥ in sich, Sind nun <, <, +”
Operationen aus T, die der Relation =i == " geniigen, so besteht
offenbar aueh zwischen den zugeordneten lsomorphien j, .. j°
von F in sich die Relation jj =j'" Das (lleiche gilt, wenn unter
7, 7, @' Operationen von & verstanden werden, Somit ist fr,
und anzlog G*, einer Untergruppe H bezw. H® von J isomorph,
und zwar im allgemeinen meriedriseh. Es kann nidmlich mehreren.
etwa ¢ Operationen von ¢ dieselbe Operation von J catsprechen.
Betrachten wir noch das Beispiel der durch einen Kreisring repri-
sentierten zweldimensionalen Mannigfaltigheit, fir welches & gleich
der Vierergruppe, G* gleich der zyklischen Gruppe 2. Ordnung,
F gleich der zyklischen Gruppe wnendlich hoker Ordnung und
daher .J gleich der eyklischen Gruppe 2. Ordnung ist. Man erhalt
H= H#*==J und somit p=2, wilrend &* mit H* Lloloedrisch
isomorph 1st. s sel bemerkt, dall in belden betrachteten Bei-
spjelen H mit J zusammenfalle.

Die Gruppen @, %, H, H* stellen offenbar topologische
Invarianten dar, éber die wir freilich derzeit noch tn sehr geringem
Mafe verfiiwen. Wurde bereits beziiglich der Fundamentalernppe
bemerkt, dafi derselben in gewissem Sinne nicht diescihe Bedeutuny
znkomimt, wie den vorber besprochenen topologischen Inmvarianten,
so lange eine Methode, allgemein die Gleichheit oder Verschieden-
heit von zwei Gruppen festzustellen, nicht bekannt ist, so kann
doch stets, wenn die Mannigfaltigkeit durch ein Schemsa gegeben
ist, ihre Fundamentalgruppe wenigstens 1n elner bestimmien
speziellen Darstellungsform durch erzeugende Operationen und
definierende Relationen ermittelt werden. Von den Gruppen G,
7% K. H* aber kann anch dies nickt mehr behauptet werden.
Das (Gleiche gilt tbrigens bereits von der Gruppe J, deren Be-
stimmung ans F freilich eine rein gruppentheoretsche Aufgabe ist.

Wenn es sich darum handelt, die gesannten Gruppen fiir
eine vorgelegte Mannigfaltigkeit zu bestimmer, so kinnen wir uns
die Aufgabe stellen, diese Bestimmung aus dem Schema der
Mannigfaltivkeit durchzufithren. Mar wird sich demeutsprechend
damit befassen, fir die Schemata Begriffe zu definleren, die die
Transformationen nnd Deformationen der Mannigfaltigkeis in sich
abbilden.?) Es sind dann fiir die so defnierten Begriffe kombina-
torischer Natur die zn den besprochenen Gruppen analogen Gruppen
aufzustellen und Beweise ftir die oben genannten auf diese Gruppen
beziiglichen Sitze za erbringen. Gleicherweise werden auch Sitze
zu erweisen sein, wie der weiter unten verwendete Satz: Eine

3 U die Art, in der dies geschehen kanp, zn charakierisieren, mag hin-
geviesen werden cinerseits aof die Untersuehungen vom C. Jordan (Recherches
sur les polyidres, Crelles J., Bd, 66} fiber den Begriff des ,aspect” elnes Polyeders,
nud die Frage, ob verschiedene Aspekte eines und desselben Polyeders sinander
#bhnlich sein kiinuen, anderseits daranf, wie in dem bereits genannten Enzyklopii&_e-
urtikel Dehn-Heegaard (JILAB3, Grundlagen 7) aof eine ganz auf den B&gmﬁ'
des Schems basterte Art, Deformatiopen eingefilhrt werden, die jnnerhatb einer
Mannigfaltigkeit ¥ wit Figuren, dle in ¥ liegen, vollzogan werden.
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einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit gestattet keine anderen
den Sinn der Mannigfaltigkeit erhaltenden Transformationen in
sich als Deformationen in sich, und anfier diesen Uberhaupt keine
anderen Transformationen in sich als Deformationen zusammen-
gesetzi mit einer Spiegelung. Dabei gt als Spiegelung der ge-
schlogsenen n-dimensionalen bezw. der berandeten (- 1)-dimen-
sionalen einfach zusammenhingenden Mannigfaltighkeit

g 2 2 2
$1+mﬂ+"'+xn_{—xvl+l_-1 bE'-ZW-éI
die Transformation
! r ——— r —_— + —_—
ml"_xﬂ By == &gy v e x, 7= T mn-{«I— wn+1

anzusehen.

Die oben genannten Sitze tiber die Bezichungen der genannten
Transformationsgrappen unter sich und zu den Isomorphien der
Fundamentalgruppe in sich bediirfen aber nicht blof beziiglich
ihrer Einfigung und Entwicklung in die auf den Begriff des
Schema gegriindete kombinatorische Analysis situs, sondern auch
soch in anderer Hinsicht einer Ergiinzung. Es sind ja nicht nur
die bei den betrachieten Beispielen vorliegenden Verhiltnisse unter
Berufung auf die Anschanung auseinandergesetzt worden, sondern
es bediirfen auch die allcemeinen Sitze einer schiirferen Prizisierung
und Begrindung, namentlich was die Feststellung der alloemeinsten
Voraussetzungen betrifft, die man Punktmengen auferlegen muf,
damit fir die Transformationen und Deformationen dieser Punikt-
mengen in sich die genannten Siitze noch hestehen bleiben. Lafit
sich ja doeh die Definition der Transformation und Deformation
in sich gepau o wie die der Homdomorphie ebensogut wie auf
kontinuiertiche auch anf beliebige Punktmengen anwenden.

Die oben angestellten Betrachtungen ither dic Transformationen
einer Mannigfaltigkeit V7 in sich lassen sich noch in gewissem
Sinne erweitern. Nimmt man namlick an, ¥ sei berandet und es
selen W,, W, ... die Randmannigfaltigkeiten wvon V. Durch
eine Tramsformation von ¥ in sick werden dann die Mannigfaltig-
keiten W; permutiert werden. Fir die Deformationen von ¥V in
sich wird diese Permutation die identische sein und man kamn
also von der Permutation der W., die dureh eine bestimmte
Operation von & hervorgerufen wird, sprechen. Die den einzelnen
Operationen von (& derart zugeordneten Permutationen der W.
bilden eine zu G mehrstufig isomorphe Gruppe F, die im allge-
weinen Intransitiv ist. Die Systeme der Intransitivitit dieser
Permutationsgruppe werden von jenen Systemen von Randmannig-
faltigkeiten gebildet, die dareh Transformationen ven ¥ in sich
ineinander {ibergefilbrt werden Xkionnen. Wir wollen weiterhin
annehmen, alle W, seien eigentliche Randmannigfaitigkeiten und
die Punkte der W seien sopach, zufolge der seinerzeit gersachten
Festsetzung der Mannigfaltigheit ¥ znzuzgblen, Diejenigen Mannig-
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faltigkeiten W, die einem der hesprochenen Systeme angehiiven,
miissen sonach notwendig untereinander homiomorph sein.')

Greift man eine bestimmte Mannigfaitickeit M7 heraus, so
bilden diejenigen Operationen von T bezw. G, bel welchen ¥ in
sich selbst transformiert wird, eine Untergruppe 1% von T bezw.
eine Untergruppe &:; von . Jeder in 7} enthaltenen Transfor-
mation von ¥ in sich entspricht eine Transformation von M
in sich, und ebenso entspricht jeder Operstion aus & eine
Operation jener Gruappe I, die fiir die Transformationen der
Mannigfaltighkeit T in sich dieselbe Rolle spielt, wie die
Gruppe ¢ fiir die Transformationen von T7 in sieh. Im all-
cemeinen werden diejenigen Operationen von [, welche Opera-
ticnen von (7; entsprechen, die Gruppe ['; nicht erschiipfen, sondern
eine Untergruppe [ der Groppe T bilden. [} ist zu G {meriedrisch)
isomorph. Wenn W, W einem und demselben der oben genannten
Systeme ineinander transformierbarer Randmannigfaltigkeiten ange-
horen, so sind G; und @y gleichberechtigte Untergruppen von &
und es sind nicht nur die Gruppen [, I'; (was eine bloBe Folge
der Homdomorphie von W; und W7 ist), sondern auch die Gruppen
T;, T holoedrisch isomorph.

Ist V zweiseitiy und beschrinkt man sich auf Transforma-
tionen von ¥ in sieh, die den Sinn erhalten, so gelangt man zur
Betrachtung der Gruppe P* jener Permutationen der ¥, die durch
Operationen von T hervorgerufen werden, zur Gruppe I, &f jener

Operationen aus 1~ bezw. G*, bel denen W, in sich selbst iiber-
geht und zur zugehirigen Untergruppe [ der Gruppe I7] aller den
Sinn von W; erhaltenden Operationen ans [}.

Ein einfaches Beispiel mige einige der besprochenen allge-
meinen Begriffe und Sitze erlamtern. Fiir 7 werde der von einer
Torusfliche eingeschlossene dreidimensionale Ranm gewiihit. Die
einzige Randmannigfaltigkeit H ist also die bereits oben betrachtete
Ringtliiche und I, demnach der Gruppe der ganzzahligen linearen
Substitutionen

& =ar—_Ly,

™y - r -
&g == v =+ 1)

Yy =vw--oy

) Diese Bedingung ist jedock nicht hinreichend. Man betrzchie hiesu dic
in § 13 besprochene durch Fig, 8 dargestellte Mannigfaltigheit nnd schreide ans
derzelhen nouh an irgend elner Stelle ein kleines von ciner Torusfiiche berandetes
Raumastiick ana, Die so entstandene Manpigfaltigheit 7 ist von zwei Flichen
Wy, W, vom Geschlecht p==1 berandet. lhre Fundamentalgruppe baazt sich
auns drei erzengenden Operationen s, f, # auf, zwischer depen die Rslation
sts=~tst besteht. FEs gibt zwei peschlossene Wegs anf W3, aus denen alle

anderen sich zoeammensetzen laszen, denen die Operationen ¢ und f&&™*sf der
Fundamentalgrnppe entsprechen, und zwel ebensolche Wege auf I¥F,, denen dic
Operationen 1 und 2 enisprechen. Maa sieht, dal es keine geschlosssnen Riick-
kebrachnitie anf W, gibi, denen diez ideniische Operation enispricht, und dali
also W) und W3 nicht durch eine Transformation von ¥ in sich inejnander
transformiert werden kSouen.
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holoedriseh isomorph. Um aber I, zu bestimmen, so beachte man,

dab von allen geschlossenen Wegen w==ax -8y (« 3 relativ prim)
nur die Wege w== -+ und w=—2z der Homologle

wov(Q (bezigl. V)

geniigen, wenn wieder unter z ein Meridiankreis, voter i ein Breiten-
kreis der Ringfliche, jeder in einem bestimmten Sinne genommen.
verstanden wird. Daraus folgt aber, daB eine Operation von T

den Meridiankrels # nur in -+ & oder — x transformieren kann,
und sich also in der Gestalt

£ =cx
¥ =vx 1Yy,
wo sowohl e als 4 einer der Zahlen -1, -— 1 gleich ist, muf} dar-

stellen lassen. Anderseits ist leicht zu sehen, daf jede Substitution
dieser CGrestalt tatsichlick eine Operation von [, darstellt und I”} also

der aus diesen Substitutionen gebildeten Gruppe holoedriseh iso-
morph ist. Bedeatet namlich p den Abstand eines Raumpunktes
von der Mittellinie des Ringes, ¢ den anf den Breitenkreisen, # den
auf den Meridiankreisen gemessenen Winkel (gecgraphische Linge
und Breite), so dafl auf den Meridiankreisen ¢, aunf den Breiten-
Ereisen ¥ konstant ist, so gehért zu der durch die Gleichungen

(39)

f'=1p 9= Y=t —g-g

dargestellten Transformation von ¥ in sich7) die durch die Substi-
tution (39) reprisentierte Transformation von ).

Es mag hier eine Bemerkung eingeschaltet werden, die sich
auf den kombinatorischen Aufbau der Analysis situs bezieht. Er-
innern wir uns daran, dal bei der im § 4 gegebenen Darstellung
die Elemente, aus denen die (n--1)-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten aufgebaut wurdem, also die (n - 1)-dimensionalen Ziellen,
reliefert wurden durch die einfach zusammenhingenden ge-
schlossenen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Die geometrische
Vorstellung, die diesem schrittweisen Herstollen der Mannigfaltigkeiten
von immer mehr Dimensionen zu Grande liegt, besteht darin, daf
die durch die einfach znsammenhingende gesehlossene n-dimensionale

Mannigfaltigkeit
a:rf -+ mi—-]——l—:z:i_l_l —1
berandete (n -+ 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit

mi+m:++xi+1gl

als (n - 1)-dimensionale Zelle verwendet wird. Die Bildung der
(n -k 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten kann also erst vollzogen

") Man findet dieselbe {ibrigems schon hei Heegaard, Diss, p. 56.
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werden, wenn fir die sn-dimensionalen Mannigfaltickeiten dor
Begrift _einfach znsammenbingend® wund sonach die Begrifte der
yolementaren Untertellungen® und der _Hombomorphie® bereits
eingefithrt sind. Man kann sieh fragen, ob es nicht miglich wiire,
die zweiseitige geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit F'™
ohne die Beschrinkung des einfachen Zusammenhanges als Element
fiir den Aufbau der (n -} 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten aunf-

znfassen, indem man sick der Vorstellung bedient, 77 sel im
Raum $,., von # -~ 1 rechiwinkligen Koordinaten x,, Zs. . . . &5
gelegen, und berande einen Teil dieses Raumes und dieser Teil
Z“TY werde dann als (# - 1)-dimensionale Zelle verwendet. Aber
abgesehen davon, daf es fraglich erscheint, ob jede zweiseitige
geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit sich wmkehrbar stetig
und eindentig anf eine Punktmannigfaliigkeit X* des Ranmes der
Koordinaten &,, Z,...%:«; abbilden lilit*) (also chne Singunla-
rititen wnd Selbstdurchdringungen, fir welche ja eine Stirung der
amkehrbaren Iindeutigkeit eintrite), abgesehen davon, dal es

wesentlich verschieden gebaute Mannigfaltigkeiten 3™ geben kann,
die ein eindentices und wumkehrbar stetices Abbild derselben

Mannigfaltigkeit V™ darstellen, derart, daf die von diesen Mannig-

faltigkeiten X berandeten Teile des M., einander nicht homio-
morph sind,?) so daB es also nbtiz wire, durch besondere Fest-

setzungen eine dieser X herauszugreifen, so zeigt das eben be-
sprochene Beispiel, daf auch dann ein branchbares (n —- 1}-dimen-
sionales Element noch nicht genfigend festgelegt ist, infolge des

Umstandes, daB X eindeutize umkehrbar stetige Transfor-
mationen in sich gestatten kann, denen keine Transformation von

2" ¥V in sich entspricht. An dem Beispiel ist das sofort zu sehen.
Man gehe daranf aus, die zweiseitige geschlossene Fliche als drei-
dimensionale Zelle einzufithren, und habe festgesetzt, die Fliche
p=1 sei durch eine Torusfiiche X' repriisentiert zz denken,
deren Inneres die Zelle vorstellen soll. Ist nun £, + ein Pasr wnab-
biingiger geschlossener Wege auf der Fliche, aus denmen sich alle
anderen zusammensetzen lassen, so kinnen wir die Fliche auf X™
einmal so beziehen, dafi & dem Meridiankreis z, 7 dem Breiten-
kreis 3 entspricht, das andere Mal so, dafl 5 einer Linie 2’ ==z -3y,
v einer Linie ==y -2y entspricht {@ad—727y= =1} Wir
hoben damit zwei verschiedene Deutungen der Fliche p—1 als
Fliche X®, und das Inmere von X als dreidimensionale Zelle

— (3]

aufgefalit, heifle bei der einen Deuntung Z,, bei der anderen
=, Nun ist die Fliiche p=1 in Polygone zerlegt zu denken,
die einander oder den Polygonen anderer Randfliichen von Zellen

) Yir = 2 Ist diese Abbildung allerdings, wie bekannt, stets miglich,

Beziiglich n>> 2 vgl. die in § 2, Anm. 18, aufgeworfene Frage.
¥ Vgl in § 16 das dureh Fig. 3 erlanterte Seispiel.
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zugeordnet sind. Die durch solehe paarweise Zuordoungen der
Randflichen der Zellen definierte dreidimensionale Mannigfaltigkeit
wird nun offenbar im allgemeinen verschieden ausfallen, wenn man

einmal den Raumteil E\”, das andere Mal den Raumteil EJ,
als Zelle nimmt, nnd nur dann mit Bestimmtheit nicht verschieden,
wenn die Substitution

@ =oax1By

y=rvz-12%y
die Form (39) hat. Es sind sonach noeh weitere Festsetzungen
notig, wenn die Fliche p=—1 als dreidimensionale Zelle brauchbar
werden soll, etwa die, dall ein bestimmter Rickkehrschnitt den

Meridiankreis # von X hilden soll. Dem Gesagten zufolge ergibt
sich, daf, wenn es sich um die Einfihrung von Elementen fiir
die " Zusammensetzung (#n - 1)- dimensionaler Mannigfaltigkeiten
handelt, die Beschrinkung auf die einfach zusammenhingenden
geschlossenen wn-dimensionalen Mannigfaltigkeiten weitans das natiir-
lichste ist. Hier treten ja die Schwierigkeiten der besprochenen
Art nicht auf, da alle von einfach zusammenhingenden nr-dimen-

sionalen Mannigfaltigkeiten X berandeten Teile Z® des R, ..,

einander homdomorph sind und jeder Transformation ¢ von x®
. - . . 1) . -
in sich eine Transformation von £” %% in sich zugeordnet werden

kann, die auf der Randmannigfaltigkeit X ®) die Transformation
bewirlt.1?)

Die betrachteten Gruppen P, P, &, &}, T',, 7 stellen tepo-
logische Invarianten berandeter Mannigfaltighkeiten dar, denen inso-
fern eine gewisse Bedentung zukommt, als es Mammigfaltigkeiten
zu geben scheint, die in allen bisher untersuchten topologischen
Invarianten (Zusammenhangszahlen, Torsionszahlen, Fundamental-
gruppe, Zahl und topologischer Charakter der Randmannigfaltig-
keiten), nicht aber in allen von den eben angeftthrten Invarianten

ilbereinstimmen. Bsirachten wir stwall)
die dreidimensionale Mannigfaltiglkeit V7,
| <_/ die wan erhilt, wenn man aus der sphi-
rischen dreidimensionalen Mannigfaltie-
keit zwel geschlossene Linien L, L
L, L, (siehe Fig. 4) ausscheidet, die mitein-
Fig. £. ander picht verschlungen sind und deren

19y Diese Sitze erscheinen allerdings der Anschanung eptnommen und man
kann sich dis Aufgabe stellen, sie allgemein im Gebiete der Punktmannigfaltig-
keiten sirenge mnachzuweisen oder aber auch (vgl. Anm. 5) im Gebiste der kom-
binatorischen Amnalysis situs, wenn die Mannigfaltigkeiten durch Schemsata, so wie
dies im Abschnitt I anseinandergesetat wurde, reprisentiert werden.

1) In den folgenden Beispiclen werden nur die Gruppen P, P# betrachtet,
da nuor diese Gruppen fiir uneigentlich berandete Mannigfaltigkeiten (giehe § 2,
Anm. 4} — und die Beispiele bezichen sick auf solche Mannigfaltigkeiten —
definiert sind.
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jede einen einfachen Knoten hildet, jedoch so, dali der eine Knoten
das Spiegelbild des anderen vorstelit. Die Linie I, kann alse ohne
Selbstdurchdrirgung in der sphiirischen Manrigfaltigkeit nicht in 1,
tibergefiihrt werden.??) Die Fundamentalgruppe von F, erhilt man1?)
aus vier erzengenden Operationen s, 8, &y, §,, Wenn man zwischen
denselben die Relationen s, s, 5, =&, », 8., § 8, 8, ==s3, 5, 8, annimmt,
woraus P, =3 und keine Torsionszahlen sich ergeben. Die gleiche
Fundamentalgruppe erhilt man fir die Mannigfaltigkeit V,, die
man bekommt, wenn man ans der sphirischen dreidimensionalen
Mannigfaltickeit zwei unverschlungene geschlossene Linien A, A,
ausscheidet, deren jede einen einfacher Knoten bildet, doch so,
daf} beide Knoten 1n gleichem Sinne efwa beide so wie L) ge-
wunden sind. Die Ravndmannigfaltigkeiten von F, und ¥, sind
in gleicher Anzahl vorhanden und sind einander homiomorph.
¥, und V, selbst sind aber nicht homiomorph.’*) Die Permuta-
tionsgruppe P besteht fir beide Mannigfaltickeiten aus der Per-
mutationsgrappe von zwel Klementen, den beiden Randlinien
L;, L, bezw. A, A,. Hingegen ist fir V, die Gruppe P*=F,
da es den Sinn erhaltende Transformation von F, in sich gibt
bet denen A, und A, vertauscht werden, wihrend jede den Sinn
erhaltende Transformation von ¥, in sich jede der Linien L., L,
in sich selbst iiberfiihrt, so dal FP* sich fir 7, auf die identische
Qruppe reduziert. — s werde noch das Beispiel zweler Mannig-
faltigkeiten V,, V, betrachtet, die auws der sphéirischen dreidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit dorch Ausscheidung dreier unversehlun-
gener geschlossener Linien Ay, Ay, Ay bezw. K, K,; K, entstehen.
Jede dieser Linien bilde einen einfachen Knoten, doch migen die
Linien A, Ay, A, K, K, so gewnnden sein, wie die J.nie L, der
Tig. 4, hingegen K, so, wie die Linie L, dieser Figur. Die
Gruppe P der Mannigfaltigkeit ¥, besteht cffenbar ans der Gruppe
simtlicher Permutationer von drei Elementen A, A5, A,. Hingegen
enthiilt die Gruppe P von ¥, aufer der identischen Permutation

Kl:- KE:' Ks) )
KE‘I Ki: Kﬁr

1) Anch dies ist eime der Anschauung oder, wenn der Ansdruek gestattet
ist, der topologischen Erfabrung entnommesnc Tatsache, fiir die mir ein sirenger
Beweis nicht bekannt ist.

1% Vgl die Bestimmung der Fundamenialgruppe von ¥, in § 18.

4} Man kounte das als anschaulich einleuchtend anschen. Oder gber man
geht von der Vorstellong aus, dad es, wenn ¥; und ¥; hombomorph wiiren, auch
golehe einsindentige stetige Bezichungen von F, anf ¥y geben miilte, aus denen
sich eine eineindeutige stetige Beziehung der Randpunktz von ¥, auf die Rand-
punkte von Vg ableiten laBt, die sich also zu einer eineindeuiigen stetigen Be-
siehung der gauzen sphiirischen Mannigfaltigkeit anf sich selbst erginzen lassen.
D2 nun zufolge des oben gemsmnten Satzes die sphiirische Maunigfaltigkelt keine
andsren Traneformationen in sich gestattet als Deformationen odsr Deformationen
zuspmmcogesetzt mit einer Spiegelung, so miilie das System der Lipien L, L
mit A;, As oder dem Spiegelbild von Ay, s gleichartig verschlungen sein, d. h.
sich in dieses System oder sein Spiegelbild deformieren lassen, was offenbar aus-
geschlossen st

nar die Permutation (

Monsteh. fiar Mathamatilr n, Phyeik, XIX. Jabrg, 1
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VI. Spezielle Arten, geschlossene mehrdimensionale Mannig.
faltigkeiten darzustellen.

§ 17.

Die geschlossene Mannigfaltigkeit wird 1. durch Zuordnung von
Randmannigfaltigkeiten, 2. durch doppelte Uberdeckung einer
,Orundform® erhalten.

Tn diesem Abschnitte sollen die Verallgemeinerungen bekannter
Arvten, geschlossene zweidimensionale Mannigfaltigheiten darzu.
stellen, anf mehr (insbesondere drei) Dimensicnen hetrachtet werden.
Dabei wird sich zeigen, dafi gewisse dieser Darstellungsformen,
durch die jede geschlossene zweidimensionale Mannigfaltigheit
reprisentiert werden kanp, in ibrer Verallgemeinerung auf mehr
Dimepsionen nicht jede geschlossene Mannigfaltigkeit darzustellen
fihig sind (daB also die Moglichkeit einer solchen Darstellung
eine spezielle topologische Eigenschaft emer Mannigfaltigkeit vor-
stellt), oder aber daf die Eindeutigleit der Darstellung verloren geht.

Die erste der za besprechenden Darstellungzarten zweidimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten?) geht von einer ,Grundform®, d. i. von
einer developpablen Fliche mit » Randlinien aus, die man sich
etwa als » Kreise vorstellen moge. Verfiigt man in bestimmter
Weise ither den Sinn der developpablen. Flsche, so ist dadurch
fiir jeden der » Kreise ein positiver Durchlanfungssinn festgelegt
Durch paarweise Zuordnungen zwischen den auf den Kreisen
liegenden Randpunkien der Grundform, wobei zwei emander zu-
geordnete Punkte als ein Punkt der zu definierenden Mannigfaltig-
keit anzusehen sind,?) mége nun die Definition einer geschlossenen
Fliche erfolgen.

Dabei kommen Zuordnungen drelerlel Art in Betracht:

1. Die Punkte eines Kreises K, werden auf die Punkte eines
anderen Kreises eineindeutig und stetig so bezogen, dafll dem
positiven Sinn von XK, der negative Sion von K, entsprieht.

2. Die Punkte zweler Kreise K, K, werden eineindeutig
und stetig so aunfeinander bezogen, dafi dem positiven Sinn von K|
der positive Sinn von K, entspricht.

8. Die Punkte eines Kreises X werden diametral auf sich
selbst bezogen. Betrachtet man dann zwei einander zugeordnete
Bogen von K, so entspricht dem positiven Sinn des einen der
positive Sinn des anderen Bogens. :

Die Gesamtheit der » Kreise verteile man in s Paare, die
nach der ersten oder zweiten Art einander zngsordnet sind und ¢
nach der dritten Art sich selbst zugeordnete Kreise. Die entstehende

1) Vgl hieriber Dyck, Math. Anm, 32,
%y Wie dies anfzufassen ist, ergibt sich sofort aus dem an analoger Stells
in Abschnitt I iiber die Zuordnungen von Randelementen Gesagte.
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weschiossene Mannigfaltighkeit %) 1st offenbar nur daun zweiseitig,
wenn nur Zuordnungen erster Art vorkommen. Jede zweldimen-
sionale Mannigfaltigheit 1st der besprochenen Durstellung fihig.
Diese ist fiir die zweiseitigen Fliichen und nur fiir diese uwnd die
einseitice Fliche mit der Invariante ¢=1 (siche § %} eindeutiy
{(namlich abgesehen von topologisch unwesentlichen Abiinderungen
der Grundform).?*)

Die Verallgemeinerung der besprochenen Darstellungsart anf
den Fall von mehr Dimenstonen liegt aut der Hand. Ban geht
von einer developpablen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die von
einer Anzahl von (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten beran-
det ist, aus und legt durch Wahl cines bestimmten Sinnes der
developpablen Mannigfaltighkeit auch fir die einzelnen Randmuannig-
taltigkeiten einen bestimmten Sion fest. Iiir die Randmannig-
faltigkeiten werden dann Zuwordnungen von folgenden drei Arten
festgesetzt:

1. Ziwei Randmannigfaltigheiten £, B, werden so punktweise
eineindeutiz stetig aufeinander bezogen, dafl dem positiven Sion
von R,, der negative von A, entspricht oder

2 so, dall dem positiven Sinn von R, der positive Ninn
vonr [, entspricht.

3. Die Punkte einer Randmanpnpigfaliigkeit ¥ werden paar-
weise eineindeutig stetig auf eipander bezogen, derart, dal dem

ositiven Sinn eines Stiickes ven £ der positive oder negative Sian
ges zugeordneten Stiickes entspricht, je nachdem » gerade oder
ungerade ist. Hieher gehort beispielsweise die Zuordnung diametral
gegentiberlisgender Punkte der Mannigfaltighkeit
R A

Einander zugeordnete Punkte sind als ein Puonkt der zm
definierenden Mannigfaltigkeit anzusehen. Die so entstebende
a-dimensionale Mannigfaltigkeit ist dann und nar dann zwelseitig,
wenn im Falle eines geraden » nur Zuordnungen erster Art, im
Falle eines ungeraden » nur Zuordnungen erster und dritter Art
auffreten.

Als Beispiele mogen die aus der Kugel dureh Zuordnung
der diametral gegeniiberliegenden Punkte ihrer Oberfliiche ent-
stehende zweiseltize dreidimensionale Maunigfaltigkeit T (siehe
$ 9) und die aus dem Raum zwizchen zwel konzentrisehen Kugel-
flichen durch paarweise Zuordnung der auf gleichem Radiusvektor
liecenden Punlkte entstehende gleichfalls zweiseitige Mannigfaltig-
keit U7 (ein Schema fiir I ist weiter unten angegeben) angetihrt
werden. Fin weiteres Beispiel lefert die folgendermaflen durch emn
Schema mit zwel Zellen definierte dreidimensionale zwelseitige

) Nattirlich erhalt man auch berandete Fiichen dureh den gleichen Her-
stellungsprozef, wenn man nicht fur alle Kreize Z_Suordnungen festlegt, und
zwar ist jede berandete Fiiiche dieser Darstellung fahig.

4) Eine Darstellung disser Verhiilinisse gibt Dyck a. a. O, 8. 480,

7*
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Mannigfaltigkeit. Die zwei Zellen mogen als zwel Zylinder im
Raum der Koordinaten z, g, 2, bezw. 2, ', &' durch

z? - y* <1, +1>2>=—1 bezw,
Pyt 1z ]

gegeben sein, deren QOberfichen durch die Peripherien der Grund-
fsichen und die Leitlinie =1, y =0 bezw. ¢'=1, ¥'=0 in je
drei Polygone eingeteilt seien. Die beiden Mantelfidchen seien
einander nach den Formeln

= ¥y =y, :—:':—-—2,

je eine Grundfiiche des einen Zylinders einer des anderen durch
die Formeln

= Y =y, & =2

zugeordnet. Die so definferte Mannigfaltigkeit 4Bt sich, wie leicht
zu sehen, in der besprochenen Art darstellen, einmal als Raum
zwischen zwei konzentrischen Kugelflichen, wobei anf jeder Kugel-
fiiche die diametral gegeniiberliegenden Punkte aufeinander bezogen
sind, dann aber auch als Raum, der von einer Torusfliche begrenzs
ist, deren Punkte einander paarweise nach den Formeln

o =2r-—1p, f}':f}—]—r:

zugeordnet sind,®) unter o, § wie in § 16 geographische Linge
nund Breite auf der Torusfliche verstanden. Die Darstellungsart ist
also fir zweiseitice Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen nichs
mehr eindeutig.

Bereits fiir =23 tritt aber auch der Fall ein, dafl nicht
alle gesehlossenen Mannigfaltigkeiten der besprochenen Darstellung
fihig sind. D nimlich die beiden vermige einer Zuordnung
erster oder zweiter Art einander entsprechenden Randflichen R,,
E, oder die durch dic Paare von Punkten der auf sich selbst
bezogenen Tliche B reprisentierte (tesamtheit von Punkten der
Mannigfaitickeit eine (zwei- oder einseitige) geschlossene nicht zer-
stickende Fliche in der Mannigfaltigkeit darstellen, so muf fiir
dieselbe die Zahl P, oder doch die Zahl @, grifier als 1 sein. Ks
gibt aber zweiseitige geschlossene dreidimensionale Mannigfaltig-
keiten, fur die, ohne dald sie der sphéirischen Mannigfaltigkeit homio-
morph wiren, P,=— ¢, =1 ist. Beispiele hiefiir bleten die im § 20

Yy Die Gesamtheit der Punkie der Mannigfaltigkeit, deren jeder durch
zwei Punkte der Torusfliche repriizentiert ist, bildet eine geschlossene ainseitige
Fliche mit der Invariante ¢=—=2 (slebe § 8). Allgemein bilden die ans der Zu-
ordnung dritter Art einer Fliache vom Geschlecht p auf sich selbst enistebenden
Puanlkie eine in der dreidimensionalen Manniglaltipkeit liegende einseitige ge-
schlossens Flache mit der Tovariante ¢ =p -1, wis man aus der Betrachtneg
der Zahl N (sieche § 8), dis fiir dis Flache vom Geschlecht p gleich dem deppelten
der fiir die einseitige Flache gebildeten Zahl N sein mub, entnimmt,
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betrachteten Mannigfaltigkeiten |2m ~~ 1, ] mit der zvilischen
Gruppe von der Ordnung 2m -1 als Fundamentalgrappe.

Die zweite Art, geschlossene mehrdimensionale Mannigfaitig-
keiten darzustellen, die besprochen werden soll, bezieht sich anf
zweiseitige Mannigfaltigkeiten. Fiir den I'all von zwei Dimensionen
mag an die bekannte Normalform der zweiseitigen gescllossenen
Flichen, an die Iliche mit p Henkeln erinnert werden. Projiziert
man nan etwa die Torusfliche, die Normalform der Fliche vom
Greschlecht 1, auf eine geeignet gelegte Ebene, so erhilt man als
Projektion die Flicke eines Kreisringes, dessen berandende Kreise K,
und K, heillen mdgen, wobei jedem Punkte zwischen den beiden
Kreisen zwel Punkte der Torusfliche, den Punkten von K, und K,
ein Punkt der Torusfliche entspricht. Wenn wir uns also den Kreis-
ring als aus zwei Blittern bestehend denken, die lings K| und K,
rusammenbiingen, so haben wir damit eine Darstellungsart der
geschlossenen Fliche vom Geschlecht 1. Dabei ist noch Folgendes
beziiglich des Sinnes der Manmigfaltizkeit zu beachten. Wihlt man
fiir die Fliiche des Kreisringes zwischen K, und K, eine Indikatrix,
alzso elnen Sinn, so wird dieger Sinn im einen Blatt mit einem
bestimmt gewihlten Sinn der Torusfliche ibereinstimmen, im
andern Blatt aber mit dem entgegengesetzien Sinn. Will man also
cinen bestimmten Sinn der geschlossenen Fliche beim Ubergang
iiber K, oder K, von einem Blatt ins andere beibehalten, so ist
der in der Ebene des Kreisringes bestimmte Sinn dabei nmzukehren.
(fanz analog wie im Falle p=1 représentiert allgemein eine
developpable Fliche mit p— 1 Randlinien, doppelt ttberdecki und
mit Zusammenhang der beiden Bliiter lings der Randlinien gedacht,
die zweiseitige geschlossene Fliche vom Geschlecht p. Man erhalt
die Verallgemeinerung dieser Darstellungsart zweiseitiger ge-
schlossener Mannigfaltigkeiten auf mehr Dimensionen, indem man
eine von einmer Anzahl (n—1)-dimensioraler Mannigfaltigkeiten
berandete developpable n-dimensionale Mannigfaltigkeit doppelt
itberdeckt denkt und die beiden Blitter als lings der Rand-
mannigfaltickeiten zusammenhiingend ansieht.¥)

Wihrend aber im Falle zweler Dimensionen die besprochene
Darstellungsart fir eine bestimmte zweiseitige Fliche nur auf eine
Art méglich ist, ist diese Darstellung bereits fiir drei Dimensionen
nicht mehr eindeutig. Dies zeigt belspielsweise die folgendermafien
definierte Mannigfaltigkeit {. Das Schema derselben bestehe agus
siner einzigen Zelle, die man sich als Zylinder

2yl Rlzez—1

vorstellen moge, dessen Mantelfliche durch die Schuitilinien mit
der Ebene y =0 in zwei rechteckartige Stilcke geteilt sei; diese
selen einander durch die Formeln

¢ Man kaun diese Darstellungsart natiirlich verallgsmeinern, indem wman
statt zweier 2m Blaiter nimmt, und an jeder Remdmannigfaltigkeit die Blafter
in Paare miteinander zusammenbingender verteilt.
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x’:x, ff’:_'_?f; z':z,
die beiden Grundfiichen einander durch die Formeln
x'::};‘: y':y, a’:-—-—-—z

zugeordnet. Betrachter man nun einmal den von einer Torusfliche
eingeschlossener Raum D', das andere Mal den Raum D" zwischen
zwel konzentrischen Kugeln, und denkt sich jede der developpablen
Mannigfaltigkeiten 0, D" doppelt iiberdeckt und zwischen den
zwel Blittern lings der Randflichen Zusammenhang hergestellt, so
erhilt man, wie leicht zu sehen, auf diese Weise zwel Darstellungen
fir dieselbe Mannigfaltigkeit U. Man erkennt tiberhaupt, wenn man
die durch p, ¢ charakterisierten Darstellungsformen betrachtet, die
man erhilt, wenn man im dreidimensionalen Raum eine Normalform
einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht p, also eine Fliche mit
p Henkeln nimmt, aus dem won derselben eingeschlossenen Raum
g Kugeln ausschneidet und die iibrig bleibende developpable dreidimen-
sionale Mannigfaltigkeit doppelt tiberdeckt und die beiden Blitter
lings der ¢ -1 Randflichen zusammenhingend denkt, dah dann zwei
soleche Darstellungsformen stets dieselbe zwelseitige geschlossens
dreidimensionale Mapnigfaltigkeit reprisentieren, wenn p-g¢ fiir
beide den gleichen Wert hat.?)

Es scheint ferner, dafj auch diese Darsteilungsform fiir n > 3
emne spezielle 1st und dafl keineswegs alle zweiseitigen geschlossenen
Manrzigfaltigkeiten derselben fihig sind. Es ist niimlich nieht un-
wahrscheinlich, daff nicht nur alle developpablen, sondern auch
alle derart durch doppelte Uberdeckung developpabler Mannig-
faltigkeiten cntstehenden geschlossenen Mannigfaltigkeiten keine
Torsionszahlen besitzen. Doch ist mir hiefiir, auch was die develop-
pablen Mannigfaltizgkeiten anlangt, ein Bewels nicht bekannt.

& 18.
Riemannsche Riume.?)

Eine dritte Darstellungsform mehrdimensionaler Mammigfaltig-
keiten stellt die Verallgemeinerung der Riemannschen Flichen dar.
Wir beschriinken uns darauf, die Veralleemeinerung auf den Fall
von drel Dimensionen zu besprechen.

Zur Riemsnnschen Flache kann man gelangen, indem man
von einer Kugelfliche ausgeht, aus der # Punkte a4, @, . . . @,
ausgestochen sind, so da man eine von % Punkten?) berandete
Flache ® erhiilt. Zieht man von einem Punkte O der Fliche nach
den Punkten a; einander und sich selbst nicht durchsetzende Linien

"} Die betrachteten Manunigfaltigkeiten sind identisch wmit dem durch die
Riemannschen Rinme von Eks, 2, 3 in Heegaards Diss. § 14 dargestellten.

'} Vgl. Appell, Math. Ann, 30, Sommerfeld, Proc. Lond. Math, Soe. 28
und die §§ 138, 14 der Dissertation von Heegaard.

Y die also uneiesntlichs Randmannicfaltiolreitan woratallan  wol & @
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Ga, Oy, ... Ot so kann man dem Uberseliveiten jeder dieser
Linien Oa; in einem bestimmien duarch einen positiven Umlanf
um O gegebenen Sinn eine Operation s; zuordnen. Uberschreitet
man alle Linien In positivemn Sinn, so entspricht dies einem ge-
schlossenen Umlauf wm ¢}, und da der Pankt O auf der Fliche &
in keiner Weise eine besonderc Stellung einnimmt, so soll die
diesem Umlaunl zugeordnete Operation g 3, . . . 54, ebenso wie jede
Operation die einem keine Linie Og, iiherschreitenden geschlosse-
nen Weg entspricht, der identischen Operation gleichgesetzt werden.
Es werde also die Relation
(40) § % .. -8=1
angesetzt. Diese Festsetznngen entsprechen offenbar der Vorstellung
einer beliehigen auf der Fliche @ ausgebreiteten unverzweigten
Funktion, wenn unter den s Substifutionen der Funktionszweige
bei geschlossenen Wegen verstanden weorden. In der Tat stellt
die dureh &, 8, .. .8, zwischen denen (40) besteht, erzeugte
Gruppe, die Fondamentalgruppe von @ vor.

Handelt es sich nun darum, die Fliche ® endlichblittrig,
etwa m-blitirig, zu iberdecken, devart dal die entstchende s-blitt-

rige Fliche nur an den Stellen a,, ¢,, . . . @, Verzweiguogspunkte
hat, so braucht man pur fir s, &, .. .S je eine Permutation
der mr Ziffern 1, 2, . . . m, durch die die Blirter bezeichnet werden

mogen, zu nehmen, derart daf diese Permutationen die Relation (40)
erfiilllen, Ist dann die durch die Permutationen s, 8, . . . $a €rI-
zeugte Gruppe transitiv, so erhilt man eine znsammenhingende
m-blittrige Riemannsche Fliche iber der Kugelfiiche.?}

Analog moge eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ¥ be-
trachtet werden, die aus der sphirischen dreidimensjonalen Mannig-
faltigkeit, die man sich dorch den durch einen unendlich fernen
Punkt vervollstandigten 3, reprisentiert denke, durch Anusscheiden
einer Anzahl geschlossener Linien @, &, e, . . . entsteht.) Man
lege die Fliche F, die von der Gesamtheit der Radienvektoren
von einem Punkt O von I nach den Punkten dieser Linien
gebildet wird. Daneben beirachte man die Projektion der Linien
2,%,. .. von 0 aus auf eine O nicht enthaltende Ebene £. Die
so erhaltenen Kurven in E werden sich und einander an gewissen
Stellen N, N, .. . durchkreuzen. Es werde angenommen, dal
durch eine solche Kreuzungsstelle X; nur zwei ond nieht mehr
Kurvenzweige hindurchgehen. In der Richtung O N liegen dann

%) Dab man die gleiche Methode anwenden kann, um auf apderen Flachen
als der Kugelfldehe mehrblatirize anggebreifete Fldchen zu erhalten, ist bekaznnt.

4 Das im folgenden dargestellte Verfahren, die Konstruktion der Kegel-
fiiche I als Verzweigungsschnitifitche zu beniitzen, und die Bedingungen fir
das Zusammenfiigen der Blitter aus den Linien van O zo den scheinbaran Doppel-
punkien des Systems der Liniem &, 4,... zu bestimmen, ist mir dorch Herrn
Wirtinger hekarnt geworden, der dmsselbe entwickelr und bei den weiter maten
gitierten Untersuchungen verwendet hat. Das gleiche Verfahren findet sich in der
Beschrankung aaf Verzweigungen erster Ordnung bereits bel Heeganrd a a. O,
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swei von den die Fliche F bildenden Radienvektoren, die nach
zwei Punkten 4;, B; des Systems der Linien @, 4, . . . gehen
mogen, wobei die Entfernung O A; <7 0 B sel. Lings O 4; durch-
setzt sich dann die Tliche F selbst. Durch die Punkte 4; zer-
fallen die Linien a, b, . . . (oder einzelne von ihmen) m Stiicke
und die Stiicke der Linie @ mogen mit a,, a,, . . ., die der Linie %
mit &, by, . . - W S w. bezeichnet werden. Der Sinn der Stticke
einer Linie werde entsprechend einem bestimmt gewihlten Sinn
der Linie positiv genommen. Jedem der Stiicke a;, b;y ¢ . . .
entspricht ein Stiek der Fliche F, das von den Radienvektoren
nach den Punkten dieses Stiickes gebildet wird. Ist 4» das nega-
tive, A; das positive Ende eines Linienstickes &, so werde der
Umlauf O A4z 4; O um das zugeordnete Flichenstiick als positiv
angenommen. Dem 50 bestimmten Sinn der Flichensticke ent-
sprechend kann bei denselben eine positive und eine negative Seite
unterschieden werden. Dem Durchsetzen eines der Flichensticke
der Fliche F von der negativen zur positiven Seite werde eine
Operation zugeordnet, die wir mit demselben Buehstaben bezeichnen
wollen, wie das dem Flidchenstiick zugeordnete Linienstiick. Stoflen !
nun im Punkte 4; die beiden Linienstiicke 4, = 4, 4. und 1, —=.4; 4;
zusammen, wibrend der Punkt B: auf dem Linlenstiick » liegt, so
werde zwischen den Operationen u,, #,, v die Relation angesetzt:
(41) pu v w =1 bezw. v u, vy, =1,

je nachdem w, auf der positiven oder negativen Seite des zu v ge-
horigen Flichenstiickes endigt. Man erhilt dieselbe, wenn man
einen kleinen den Radinsvektor O 4; umsechlieBenden Weg betrachtet
und festsetzt, daf einerm solchen Wege die identische Operaticon
entsprechen soll. Die dureh die eingefiihrten Operationen und die
Relationen (41) zwischen denselben definierte Gruppe stellt offenbar
die Fundamentalgruppe von ¥ dar.%)

Eine mehrblittrige Uberdeckung der sphirischen Mannig-
faltigkeit, die nur in den Linien g, &, ¢, ... Verzweigungslinien auf-
weist, erhilt man nun analog dem Falle zweier Dimensionen, indem
man fiir die Operationen «;, 4;, ¢;, . .. Permutationen von m Blit-
tern derart wihlt, dafl die Relationen (41) erfiillt sind.®) |

Ob analog, wie jede zweiseitige geschlossene Fliche einer
durch eine Riemannsche Fliche reprisentierten zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit hom@omorph ist, auch jede zweiseitige geschlossene
dreidimensionale Mannigfaltigkeit einem ,Riemannschen Raum® der
beschriebenen Art homéomorph sei, ist nicht bekannt. Jedenfalls
lifit (analog dem Falle zweler Dimensionen) sine und dieselbe

%) Der Bau der Relationen (41) zeigt, da8 die betrachteten Mannigfaltig-
keiten W lkeine Torsionszahlen haben. Es erpgibt sich dies durch die gleichen
Uberlegungen, die in & 10, Anm. 1, angestellt wurden.

By MNatiiwliah Ilraman wenan ccladon mtedi asd Jan webBolualoe ased mfearse hao
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Mannigfaltigkeit versehiedene Darstellungen als Riemannscher Ramn
zu, wie sich an gewissen von den im folgenden angefiihrien Beispieien
Riemannscher Rinme zeigt.

Zur Herstellung eines solchen Beispiels gehe man von der
Mannigfaltigkeit T, aus, die aus der sphirischen Mannigfaltigheit
durch Ausscheiden einer verknoteten Linie L, (vgl. Fig. 4) ent-
steht. I, zerfullt in drei Stiicke s, ¢, 1, und 2wischen den ent-
sprechenden Operationen bestehen die Relationen

— —1 .
st e, tut aws, usuy =t,

deren letzte eine Folge der ersten beiden ist. Libt man die Gber-
zahlige erzengende Operation u fort, so erbilt man zwischen den
erzeugenden Operationen ¢, ¢ der Fundamerntalgreppe vorn ¥, die
definterende Relation

gts=—1st.

Einen dreibkittrigen lings L, verzweigten Riemannschen Raum
erhils map, wenn man fir s, ¢, # die Permutationen wilhlt:

s==(2,8), t=(1,8), uw=(1,2).

Man erhilt so eine von Wirtingar?) bei Gelegenheit der Unter-
suchung der durch die Cardaniseche Formel reprisentierten alge-
braischen Funlktion von zwei komplexen Verinderlichen betrachtete
Mannigfaltigkeit.s) Bemerkenswert Jst, dall dieser Riemannsche
Raum dreiblitirig, jedoch lings L, nur von der ersten Ordnung
verzweigt ist.

Finen zweibléttrigen lings I, verzweigten Riemannschen Ranm
B, erhilt man, wenn man

s=t=u=(1,2)
setzt.Y)

Es mége nun von der Mannigfaltigkeit ¥, ausgegangen werden,
die aus der sphiirischen Mannigfaltigkeit dureh Ausscheidung von
zwei unverknoteten Linien e, b entstebt, die einfach verschlungen
sind, wie z. B. die Kreise z2—-y2==1, z=0 wnd &* — 2z {-2*==(,
4 =0. Zwischen den Operationen @, & besteht die Relation

aba b = 1,

so daf die Fundamentalgruppe von ¥, die kommutative Gruppe
sus zwel erzeugenden Operationen ist. Wiiklt man eine dreiblitinge
Uberdeckung von ¥, und

a=>5=(1,23)

") Erste Sitzung d. Math, Ges. in Wien vom %2 Janner 1904 und Jabres-
vers. 4. Deuatsch. Math. Ver., Meran, Sept. 1903 (siche Jahresber. 14, S 517}).

) Der gleiche Riemannsche Raum wurde vorber schon von Haegaard
{a. & O., p. 84, Eks. 4} betrachtet und als einfach zusammenhéingend erkannt.

% Heegasard a. a. 0., p. 84, Eks, &
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so moge der entstehende Riemannsche Raum mit R, bezeichnet
werden. Man kann dann zeigen, dal R, und £, Darstellungen
derselben dreidimensionalen Mannigfaltigkeit sind, und zwar der
im § 20 mit [3, 1] bezeichneten.

VII. Finige Ergéinzungen.

§ 19,

Uber einen Satz aus den Grundlagen der kombinatorischen
Analysis situs.

Far die kombinatorisch aufgefafite!) Analysis sitns bildet die
Einteilung der Schemata in Klassen einander homiomorpher das
Fundament. Homsomorph wurden zwei Schemata genannt, die ein
gemeingames abgeleitetes Schema besitzen (siche § 2). Die ge-
nannte Klasseneinteilung der Schemata wurde dann auf den Satz
gegriindet, dafh zwei Schemata, die einem dritten hombomorph sind,
auch untereinander homoomorph sind. So selbstverstindlich dieser
Satz erscheint, so erweist es sich doch als notwendig, einen Beweis
fir denselben heizubringen und ein solcher scll im folgenden fiir
den Fall von zwei Dimensionen ausgefiihrt werden. Was die Stel-
lung des besprochenen Satzes in einem systematischen Aufban der
Analysis situs anlangt, so mag ubrigens bemerkt werden, dal figr
einen solchen Aufbau dieser Satz entbehrlich 1st. Man kaun ja
zwei Schemata, die ein gemeinsames abgeleitetes Schema besitzen,
als homdomorph im engeren Sinne ansehen, als homiomorph im
weiteren Sinne zwei Schemata bezeichnen, zwischen welche sich
Schematz so einschieben lassen, dafi in der entstehenden Folge
jedes Schema mit dem vorhergehenden homoomorph im engeren
Sinne ist und als homdomorph schlechthin zwei Schemata, die es
entweder im engeren oder weiteren Sinne sind. Man erhilt so
ohne Heranziehen eines Hilfssatzes eine Kinteilung der Schemata
in Klassen einander homgomorpher, wobei wieder jene und nur jene
Figenschaften der Schemata topologisch invariant, d.h. fidr homgo-
morphe Schemata iibereinstimmend sind, die bei elementaren Unter-
teilungen erhalten bletben.

Der Satz, der uns beschaftigt, ist offenbar erwliesen, wenn es
der folgende spezielle Fall des Satzes ist: Zwel Schemata ¢, E,
die aus demselben Schema P dwreh Unterteilung abgeleitet sind,
sind homSomorph. Dieser Satz wieder ist erledigf, wenn er es
fiir den besonderen Fall ist, dafll eines der Schemata ¢, R durch
eine elementare Unterteilung ans P hervorgegangen ist. Sei
also etwa @ durch eine elementare Unterteilung aus P abgeleitet
und P, P, ng_, Y £ (:P11 = R) eine Folge von Schematen, derart,
b D v IR N rl [ ]

[ P P SV JURERY o BN IS U,
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durch eine elementare Unterteilung abgeleitet ist. s handelt sich
darum, zu jedem JF; ein aus ibm abweleltetes Schema €@, zu finden.
das aneh aus ) ableitbar ist. ¢}, ist dann ein cemeinsames abge-
leitetes Schema von € und K.

Nun mige zundchst fir den Fall, dab sowohl It als ¢ durch
elementare Unterteilung aus P hervorgehen, ein gemeinsames ab-
geleitetes Schema S angegeben werden. ¥iir den Fall zweier Dimen-
sionen sind nun zwei Arten elementarer Unterteilungen zv unter-
scheiden: dic Tellung einer Kante in zwei Kanten und die Teilong
eines Flichenstiickes in zwel Flichensticke. Idiese beiden Arten
migen als Unterteilung erster bezw. zweiter Ordnung bezeichnet
werden und die bei derselben in zwel Teile geteilte Kante bezw,
das in zwel Teile geteilte Flichenstick mage das Element des
Schema, auf das sich die Unterteil ang hezieht, genannt werden.
Wenn sich nun zwei elementare Lnterteﬂunﬁen desselben Schema P,
sei es dall sie von gleicher, sei es von verschiedener Ordnung sind,
auf verschiedene Elemente von P beziehen, so ist es ohne weiteres
klar, daB die beiden Schemata ¢, R, die aus £ dureh diese Unter-
teilungen entstehen, ein gemeinsames abgeleitetes Schema § besitzen,
das sowohl ags ) als aus B durch eine elementare Unterteilung
gewonnen werden kann. Bezichen sich anderseits die heiden cle-
mentaren Unterteilungen, durch die ¢ und K aus P hervorgehen.
auf dasselbe Element von P und sind beide Unterteilungen wvon
erster Ordnung, so sind ¢ und R identisch und es mige S—= Q@ =—2~F
gesetzt werden. Jst schlieflich jede der Untellungen von zweiter
Ordoung und beziehen sich beide auf dasselbe Flichenstiick a? so
migen anf dem Umfange des Fifchenstiickes, das man sich als
einen Kreis denken moge, die Endpunkte Ag. By, bezw, An, By,
" der beiden neuen Kanten ¢y, cp markiert Werden welehe die Zer—
legung des Flichenstiickes bei der Unterteilung © bezw. R be-
witken. Falls nun beim Durchlanfen des Kreisumfanges auf den
Punkt 4, einer der Punkte 4., B; und hieranf der Punkt B,
folgt, so bilde man ein aus ¢ abgeleitetes Schema S durch drei
aufeinander folgende elementare Unteltellungen indem man ¢, durch
cine neue Ecke € in zwei Kanten zerlegt und hierauf die beiden
Flichensticke, in welche ¢® dureh Zichen von £y zerfiel, durch
Kanten, welehe (0 mit Ay beaw. By verbinden, weiter zerlegt. Das
Schema § lifit sich in apaloger Weise aus B ableiten und ist also
ein gemeinsames abgeleitetes Schema von ¢ und E. Falls das
PuuLtepaar Ay, Bg mit dem Punktepaar Az, Br zusammenfillt,
¢ also gleich B ist, werde §=—= @ — R genommen. In allen iibngen
Fallen von Untettelllmgen zweiter Ordnung, die sich auf dasseibe
Flichenstiick beziehen, 180t sich ein Schema & angeben, das durch
eine clementare Untertellung‘ sowohl aus @), als aus B ableitbar
ist. Damit ist in allen Fillen zweler elementarer Unterteilungen
desselben Schema P, durch welche aus P die Schemata ¢, B ent-
stehen, ein Verfahren angegeben, durch eine endliche Anzahl
(Nall, eine oder drei) elementarer Unterteilungen einmal aus ¢
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das andere Mal ans B ein gemeinsames abgeleitetes Schema §
herzustellen.

Ist in einer Reihe Schemata T, 7", T, ... T™ das Schema
T aus T~ Jurch eine elementare Untertellung entstanden, durch
die ein Element ¢, _, von Y=Y Qureh ein neu eingefithrtes Ele-
ment & (von einer um 1 niedrigeren Dimension als e_:) in zwei
Elemente ¢, und ¢; zerlegt wird ( =1,2,... m) und bezieht sich
keine der folgenden TUnterteilungen aunf eines der Elemente
2., ¢, ¢,%) so mige die Folge der Unterteilungen, durch die T
aus 7, T aus T ... 7™ gus T hervorgeht, eine Folge un-
abhingiger elementarer Unterteilungen des Schema T’ genannt werden.
Offenbar ist, wenn ¢, B zwei aus demselben Schema durch eine
elementare Unterteilung abgeleitete Schemata sind, die Folge der
elementaren Unterteilungen, durch die nach dem obigen Verfahren

aus X ein gemeinsames abgeleitetes Schema S hergestellt wird, eine
Folge unabhingiger elementarer Unterteilungen von £.

Nehmen wir nun an, es sei eine Folge von Schemaien
(4:2) -Pi-, Pil; -Pfﬂ} . e Pi, @m: — 1 R, L (-P!, m:':Qf)

efanden, deren jedes einem anderen nachfolgende aus dem ihm
vorhergehenden durch eine elementare Unterteilung gewonnen wird,
und die Folge dieser elementaren Unterteilungen sei eine unab-
hingige, wobel das letzte Schema der Folge, {);, ein aus ¢ abge-
leitetes Schema ist, so kann leicht gezeigt werden, dal sich
eine Folge

-P:'+1; -Pz'—{-z, 14 Pi-[-I,z, SR P£+1, w1 —1) -R—[—l,m;+1
(l')i+1,mi-+1 = Q.-:+1)

mit ganz den gleichen Eigenschaften wie die Folge (42) finden
laBt. Da nun fir 4=1 eine Folge mwit den genannten Kigen-
schaften durch das eben beschriebene Verfahren geliefert wird, das
eln gemeinsames abgeleitetes Schema S==¢), der bheiden durch
elementare Unterteilung ans P gewonnenen Schemata ¢ und P
finden lebrt, so ist dann der gewiinschte Nachweis durch vollstin-
dige Induktion erbracht. Was nun die Auffindung der Folge (43)
anlangt, so kann angenommen werden, es sei F;yi==F;;, da man
anderntalls nur #2; 1 = #; — 1, P, 11,x == P 41 zu nehmen brancht.
Es werde jenes Element e des Schema P betrachtet, auf das sich
dic elementare Unterteilung bezieht, die von P: zu F,4; fihrt.
Bezieht sich dann keine der elementaren Unterteilungen, die von
F: zu @; fuhrt, auf das Element ¢, so werde fiir F;y; 1 jenes
Schema genommen, das sich sowohl aus P;, als aus Py, je durch
eine elementare Unterteilung erhalten 140t (und auf Grund der

(45)
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gemachten Annahmen gibt es ein solches Schema) und  allgemein
fiir Pip1x jenes Schema, das sich sowohl aus Fiy, als aus Pl+¢ .-
je durch eine elementare Unterteilung gewmnen laBt, Dic kolrre
del:‘ Schemam P"T"l"’ .LD;_'_:[ 1s Pa,,]_.:[_o, . RTI,!‘H - 1 P;..:...;{’ Wi if!t
dann die gesuchte Folge (43). |

Bezieht sich hingegen eine der Unterteilungen, die wvon A
zu ¢ fibrt, etwa diejenige durch die P ;4. aus F;; entsteht, auf
das Element ¢, dann werde fiir k<7 als FPiirx jenes Schema
genommen, das sich sowoh! aus Pigrz—1, als aus P, 5 durch eine
elementare Unterteilung ableiten Yift. Die Schemata P, 41 und
Fip1,; entstehen dann ans P ; je darch eine elementare Unter-
teilung und diese beiden Unterteilungen beziehen sich beide auf
das Element ¢ von F;;. Nebmen wir etwa an, ¢ sel ein Flichen-
stick und die beiden Unterteilungen, nmn die es sich handelt, seien
so beschaffen, dal die Lndpunktpaare der neuen Kanten einander
trennen. Die Unterteilung, durch die P:,yy aus P;. entsteht,
bestehe in der Zerlecung von e durch die neue Kante 7 in die
Flachenstiicke ¢, ¢”, “die Unterteilung, durch die P, aus F;, und
sonach auch P,T1 » aus P hervorgeht, in der Zerletrung von ¢

durch die Kante 2 in die Flichenstiicke e, ¢/. Auf Grund des

oben auseinandergesetzten Verfahrens beatlmmt sich dann ein ge-
meinsames abge]eitetes Schema S von P .y vnd Posqy, das, da
der Fall angenommen wird, dafi 7 und 7, sich kreuzen, aus jedem
dieser Schemata durch drei elementsre Unterteilungen gewonnen
wird. Die drei auf F;;;, angewendeten elementaren Unterteilun-
gen beziehen sich der Reihe nach auf die Elemente ¢, ¢}, ] und

die dabei nacheinander entstehenden Schernata migen mit £ioq a1,
FPitynye, Pirq st+s bezeichnet werden, wobet Fip:a21,=215 ist.
Die drei aul Pi 41 angewandten Unterte;lungen bezichen sich auf
¢, ¢, ¢' und migen der Reihe nach auf die Schemata

Foouza vy Poasye Bogaxs

filhren. Die elementaren Unterteilungen, durch die aus F; der Reihe
nach R—;, Fio,.. . P entstehen, migen sich anf die Elemente
Sy Ju. .. fu, diejenigen, dureh die aus P, der Reihe nach
P,,h_g_z, i hegy -+ P, entstehen, auf die Elemente ga-ra, fats.. - -
In; Deziehen. Nach Voraussetzuno' sind die Elemente f3, gx alle
untereinander und von ¢ verschieden. Man bestimme nun jenes
Schema, das durch eine elementare Unterteilung sowohl aus Fiur2
als aus Py )11 gewonnen werden kann, vnd nenne es Fi, 521, hier-
auf das gemeinsame abgeleitete Schema P 1eq von P,;“u , nnd
Pinrire, und jenes von Fijrns und P,,_H r43, Wobel jedesmal
jenes gemeinsame abgeleitete Schersa zn nehmen ist, das ans jedem
der beiden vorgelecrtcn Schemata dureh eine einzige elementare
Unterteilung  erhsltlich ist. Das zuvletzt erhaltene gemeinsame ab-
geleitete Schema von Frqe: und Lty ;45 Denne man Fipy aga
Die elementaren Unterteilungen, durch dic Pjuts: 2us Puyagys,
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Pirgee als Poagre, Fipings aUs Pig1,ns her?orgehen? heziehen
sich alle auf das Element g, . Die Untorteilungen, durch die
P{,h+g,1’ Pg,h+352, P;_’_l,};_]_.; ans ,ij Bode entste:hen,_ beziehen sich
der Reihe nach anf &, ¢/, ¢'. Ist nun allgemein eme Folge von
Sehematen Pf.-’?"'f’"}‘:slﬂ R': ?1-]-57]2 Pi-—]-.l,.?l—]—k-[-ﬁ ge:fUBiieﬂ} dle Alls B:h—:—k
der Reihe pach durch Unterteilungen, die sich auf z, ¢, ¢" be-
zichen, entstehen, wobei Pij1s4.4+2 abgeleitetes Schema von By,
ist, so moge man durch Anwendung derjenigen auf ¢, LR bgzﬁgh‘.
chen elementaren Unterteilung, dureh die Fippzti aus Ly,
entsteht, auf die Schemata dieser Folge, die Schemata P g,
P nrsr, 2 Re+1,;-1_£_;_.+3 erhaltep, die aus Py gt eré_ler durch
auf 7, ¢, ¢’ bezighche Unterteilungen hervorgehen. Die so ge-
wonnene Folge der Schemata P 1 a3 FPigy,nsy Fiii pts, ... endet
mit einem Schema Prpi m, b3, das abgeleitetes Schema von F
ist, und die Folge der Schemata

Pz-;-n -P£+1,1, ‘e R’—l—l.m.—ﬁ—%

die durch eine Reihe aufeinanderfolgender elementarsr Unter-
teilungen entsteht, endet somit mit einem aus ¢ ableitharen

Schema. Die aufeinanderfolgenden elementaren Unterteilungen sind
unabhiingige, da sie sich auf die voneinander verschiedenen Elemente
SosFp oo T €€y Gnpr, Gy - Yo YOD 1{.+1 beziehen. Die
angeschriebene Folge ist also die gesuchte Folge (43). Wir haben
hiemit den Kall besprochen, daf das Element ¢ ein Flichensttick
ist, und die Kanten ¢, 2; einander kreuzen. In allen tbrigen Fallen
erledigt sich die Bestimmung der Folge (43) noch einfacher.

Der Beweis des besprochenen Satzes ist dumit fiir den Fall
von zwei Dimensionen geleistet, -

g 20.
Ein Beispiel.

Fs soll ein Beispiel betrachtet werden (das tibrigens nicht eine
sinzige Mannigfaltigkeit, sondern eine ganze Folge von Mannigfaltig-
keiten nmfaBt), welches einen in gewisser Hinsicht moglichst eln-
fachen Typus von zweiseitigen geschlossenen dreidimensionalen
Mannigfaltigkeiten darstellt.

Das Schema der betrachteten Mannigfaltigkeiten besteht aus
einer einzigen dreidimensionalen Zelle a2, ist also ein Fundamental-
polyeder, und da die Mannigfaltigkeit geschlossen sein soll, so ist
diese Zelle von einer geraden Anzahl vor Randpolygonen begrenzt.
Den einfachsten Fall erhilt man also, wenn man die Oberfiziche der
als Kugel vorgestellten Zelle ¢® durch einen Hauptkreis (Aquator)
der in ¢ gleiche Teile ygetellt sei, in zweil Polygone zerlegt an-
mimmt, Die Bedingung, dal dis Mannigfaltigheit zweiseltig sein
soll, liflt noch ! verschiedene Moglichkeiten, die beiden Polygone
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einander nach erster Art zuzuordnen, offen. Diese Zucrdnungen
der beiden Halbkugelflichen sind aunsdriickbar durch die Formein

, 2k
¢ =g

wenn mit @, 3 geographische Linge und Breite eines Punktes der
oberen Halbkugel (#>>0), mit ¢, #" diese Koordinaten {iir den
dem Punkte (9, §) zugeordneten Punkt der unteren Halbkngel
bezeichnet werden. Durch die beiden Zahlen ! und X ist aber die
Zuordnung vollstindig charakterisiert. Das hiedurch definierte
Schema mige mit (/, 1) bezeichnet werden. Die Schemata (/) ()
stellen alle die durch das Schema (I, () definierte sphirische
Mannigfaltighkeit dar. Uberbaupt gilt ganz allgemein fir den Fali,
dafy I, L einen gemeinsamen Teller haben, also etwa [ =k,
==L}, ist, daB die durch das Schema {/, 1) definierte Mannig-
faltickeit von der darch das Schema (/;, },) definierten nicht ver-
schieden ist, Fiir jeden Wert von [ brauchen sonach fir » nmur
diec = (1) zu [ teilerfremden Zahlen ans der Reihe %, 2,...01—1
in Betracht gezogen werden. '

Seien also { & teilerfremd. Die I Kanten der Polvgonemnteilung
des Schema (4, 1) bilden dann einen einzigen geschlossenen Zyvklus,
die ! Teilpunkie am Aquator ein einziges System zugecrdneter
Ecken der Polygoneinteilung. Die Umgebungsmannigfaltigkeit der
dureh dieses System reprisentierten lcke des Schema ist, wie
man sich sofort iiberzeugt, die sphirische zweidimensionale Mannig-
faltigkeit, die in § 3 auizgesteﬂte Bedingung also erfiillt. Es ist fir
das Schema wy ==, —=a, =g, =1, und wenn mii &% a* &’ a°
die Zelle, die Lamelle, die Kante und die Ecke des Schema be-
zeichnet werden, so lautet das Poincarésche Relationensystem

a?=0; a*=lal; al=0.

Die durch das betrachtete Schema definierte Mannigfaltighkeit,
die mit [{, ] bezeichnet werden mige?), hat also die Betuischen
Zahlen P=p—1
und, wenn [>> 1 ist, eine Torsionszabl gleieh I Als Fundamental-
grnppe erhils man die zyklische Gruppe von der Ordnung i.%)

¥e==—1B b=0,1,2...1—1

1) Bei Verwendung disses Zeichens wird stets die Voranssetzung : zu !
teilorfrernd mnd 0 <7k <7 gemacht, Hei hier {sowie begiiglich der Uberlegungen
d. §92) an die in Heegaards Diss. hetrachteten .Diagramme+ erinnert. Das
Diggramm (p. 57} eives Ringes mit der Anheftungsknrve ‘m3t i) liefert eine
mit [z, #'] homtomorphe Mannigfaltighelt ("= 2, mod. ).

© %) Bs kann demnach hiehstens -wertige nnverzweigt anf der Mannigfaltig-
keit ausgebreitets Funktionen geben. Wenn man dementsprechend iiber der
Manbigfaltigkeit [-blitiriy eine Mannigfaliizkeit ausbreitet, so dab die {-waortigen
Facktionen anf derselben eindevtig werden, 5o entstehthiedoreh eine der sphilrischen
homisemorphe Mangigfaltigheit. Allgemein erhilli man bei y-facher Uberdeckung von

[, 3] eine der Mannigfaltigkeit H—, —;—1 homoomorphe Mannigfaltigheii, unter r

dex Test von A nach 7, unter ¢ den grofiter gemeinsamen Teiler von 7 und »
verstanden. — Man bemerke, dal wir hier endliche von der identischen Gruppe
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Einer miindlichen Mittellung von Herrrg W 1 rtinger verdanke
ich eine einfache Darstellung der Mannigfaltigkeit [, ] durch einen
verzweigt iiber der sphirischen Mannigfaltigkeit mehrblittrig ans-
gebreiteten. Ranm, also eine Darstellung als nRiemannschen Raum®
(§ 18). Um zu derselben zu gelangen, nehme man die beiden
Pole N, 8 der die Zelle a® reprisentierenden Kugel und die
! Tellungspunkte My, M,,... M,y auf dem Aquator und ziehe
jeden der von N iiber einen Punkt M, naqh_ S fﬁhrend‘en Halb-
kreise (Meridiane). Durch jeden dieser Meridiane und die Kugel-

achse NS lege man eine Halbkreisfliche, wodurch die Zelle at

in [ Stiicke zerfillt, die der Reihe nach ag: af s s af_l heiflen mogen.

Jedes dieser Stiucke af kann in ein Tetraeder deformiert werden.

Die bei dieser Deformation aus den Punkten M; M, N, 8 hervor-
gehenden Fcken des Tetraeders mogen in dieser Rethenfolge mit
A:, B;, Ci, D; bezeichnet werden. Um ein Schema der Mannig-
faltigkeit [I, ] zu erhalten, hat man zwischen den Oberflichen-

dreiecken der Zellen o) folgende Zuordnungen zu treffen: Dem

Dreieck B;C:D; werde das Dreieck 4;11 Ciy: Diy1, dem Dreieck
A:B; C; das Dreieck Aiy; Biry Dy, zugeordnet. Man beachte
nun, daf man ein Schema der im § 18 betrachteten Mannigfaltig-
keit ¥, erhilt, wenn man in einem Tetraeder ABCD das Dreieck
BCD dem Dreieck ACD, das Dreieck ABC dem Dreieck 4BD
zuordnet und die Linien ¢ = 4B und 6 = CD von der Mannig-
faltigkeit ausschlieft. (Jede der Tetraederkanten AB, CD stellt
offenbar fiir sich einen .geschlossenen Zyklus zugeordneter Kanten
der Polygoneinteilung® dar.) Wird nun die Mannigfaltigkeit W,
mit { Blattern 0, 1, 2,...1—1 iiberdeckt, derart, dal einem Um-
lauf um & die zyklische Permutation {0, 1, 2, ...7{—1}, einem Um-
lauf um ¢ die Permutation (0, A, 24, ... A ({—1)) entsprichi, so
wird man ein Schema der so entstehenden Mannigfaltigkert offenbar
erhalten, wenn man jedes Blatt durch ein Tetraeder 4. B; C;D; re-
prasentiert und dem Dreieck B; C;D; das Dreleck 4;.; Cry Digq,
dem Dreleck A4; B, C; das Dreieck .AH_}_ B;_I_;_ .Di_{_;_ zuordnet. Damit
erhilt man aber genau das obige Schema von [/, 2] und diese
Mannigfaltigkeit laft sich also als [-bliftriger lings zweler ver-
schlungener Linien verzwelgter Raum darstellen.?)

verschiedene Fundamentalgruppen vor uns haben, withrend alle zwelseitigen zwei-
dimensionalen Mapnigfaltigkeiten mit Ausnabme der einfach zusammenhiin-
genden Mannigfaltigkeiten, deren Fundamentalgruppe sich anf die Identitit rednziert,
unendliche Fundamentalgruppen besitzen (siehe Poincaré, An. sit. § 14), Die
Frage, ob es aulier der sphirischen noch andere geschlossene dreidimensionale
Mannigfaltigkeiten gibf, deren Fundamentalgruppe die identische Gruppe ist
{Poincare, Compl, 5, p. 110}, ist unentschieden, .

®) Der in der vorigen Anmerkung besprochenen I-blattrigen Uberdeckung
von (I, L] entspricht eine {*-blittrige langs der geschloseenen Linien o und b ver-
zweigte Uberdeckung der sphitrischen Mannigfaltigkeit S5, die man erhitlt, wenn
man die 12 Ristter &5 2\ (12 —0 1 @ I— 1% Aavart snrammanhiinean lHAt
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g 21.
Nach anderer Art als bei Poincaré definierte Bettische Zahlen,

An das vorstehende Beispiel der Mannigfaltigkeiten [/, 2] moge
pun eine kurze Besprechung der verschiedenen Definitionsarten
der Bettischen Zahlen angeschlossen werden, aus der hervorgeht,
daB diese Definitionen mit alleiniger Aunsnahme derjenigen Poin-
carés, die sich sonach als die einfachste und natnrgemifleste er-
weist, eines ergiinzenden Zusatzes bediirfen, um korrekt zu sein.

Es werde zunichst an die Poinecarésche Definition erinnert
und angenomimen, es seicn die in den §§ 6, 7 besprochenen, der-
selben anhaftenden Schwierigkeiten, etwa durch geeipnete Abiinde-
rungen der Definitionen der Homologie oder dergleichen, beseitigt,
Diese Definition der Bettischen Zahl I, einer Mannigfaltigkeit }7
stiitzt sich auf ein System von zweiseitigen geschlossenen m-dimen-
sionalen, in 7 gelegenen Mannigfaltigheiten W™, W™, .. W™
zwischen denen keine Homologie

N -1 G gL
(44) By WO g, T LB T 0

besteht, withrend jede andere zweiseitige geschlossene m-dimensionale
Mannigfaltigkeit W) die in 7 legt, mit W™, ... W™ dureh eine
Homologie verbunden sein soll. Die Existenz soleher Systeme an-
genommen, mufl die Anzahl ¢ der Mannigfaltigkeiten fiir alle der-

artigen Systeme die gleiche sein. Denn ware ™, VIV, ¥

ein zweites System von gleicher Beschaffenheit und etwa #' <
so wire jede Mannigfaltigkeit W:f'mj mit einer geeigneten positiven

ganzen Zahl %, multipliziert, einer Linearform der T':f’“"j homolog

und diese ¢ Linearformen konnten micht linear unabhiingig sein.
Eine lineare Relation zwischen denselben ergiibe aber eine Homo-
logie zwischen den 7 W i‘-m:’, also zwischen den W entgegen der
Voraussetzung.

Andere Arten als diejenige Poinearés die Bettischen
Zahlen P, von 77 zu definieren, ziehen ihnlich beschaifene Systeme
von {zweiseitigen geschlossenen) s-dimensionalen in V7 gelegenen
Mannigfaltigkeiten heran.!) Doch ist fiir diese die Unabhiingigkeit

{4, k- 1} beaw. in das Blais |/ -1, k=) gelangt. Die derart I*Lluttrig uber 3,
ansgebreitete Mannigfaltighelt ist mit S selbst homdomorph, — Man kann jedes
Blatt {z', L} darch eine Zelle von der Form eines Tetrasders darstellen und so ein
Sehema von S, erhalten, das von I Tetraedern, zwischen deren Oberflichen-
dreiecken Znordnungen bestehen, gebildet wird. Man gelangt so zu einer Einteilung
der ephirischen dreidimensionalen Mannigfaltizkeit in ¥ tetraederartige Gebiete.

1) P, wird dabei jedesmal alz die um 1 vermehrts Anzahl der Mannigfaltig-
keiten eimes solchen Systems definiert. Dsbei ist stets anech der Fail, dall das
Bystemn keine einzige Mannigfaltigheit enthilt, wo dapn P, =1 zu setzen ist,
iz Betracht zn nehmen.

Monatsh. filr Mathematik u. Physik, XIX, Jahrg, 8
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der Anzahl der Mannigfaltigkeiten des Systems von der speziellen
Wahl des Systems keineswegs vorhanden und dies ist der Punkt,
auf den hier unter Verwendung des obigen Beispieles hingewiesen
werden soll.

Betrachten wir zunsichst den der Definition der Bettischen
Zahlen gewidmeten Abschnitt in dem Puche von Picard und
Qimart: Théorie des fonctions algébriques de deux variables
indépendantes.?) Den Uberlegungen, die angestellt werden, um
fiir die dabei in Betracht kommenden Systeme die Unabhingigkeit
der Anzahl der in ihmen enthaltenen Mannigfaltigkeiten von der
speziellen Wahl des Systems nachzuweisen, liegt im wesentlichen
die obige Definition Poinearés zu Grunde. Hingegen stimmt die
gegobene Fassung der Definition nicht vollig mit derjenigen
Poinearés tberein, sondern stiitzt sich auf Systeme von in ¥
gelegenen zweiseitigen geschlossenen Mannigfaltigkeiten Wf’“’r
Wém]; . WF(mJ:, derart, dal

A) zwischen den Mannigfaltigkeiten Wi(m) keine Homologie

der Form (44) besteht und
B) jede andere zweiseitige geschlossene m-dimensionale Mannig-

faltigkeit W™, die in V" liegt, einer Homologie

meﬁkww

i=1

geniigt, wobei die Koeffizienten 4 ganze Zahlen bedeuten. ?)

Fs ist aber zu bemerken, dal} solche Systeme keineswegs in
jeder Mannpigfaltigkeit 7~ vorhanden sind. Es gibt z. B. ke
solches System, wenn man fiir V irgend eine der Mannigfaltig-
keiten [[,'A] ({>>1) nimmt, da mnicht jede in derselben liegende
Linie W der Homologie W™ ~ 0, wohl aber stets der Homologis
W™ «o0 geniigt. Es mogen demnach Systeme von in ¥V ge
legenen Mannigfaltigkeiten wo, WL W™ in Betracht ge
nommen werden, die auBer der Bedingung B noch (an Stelle von 4)
der Bedingung 4" geniigen, dab keine der Mannigfaitigkeiten W

sich durch die tibrigen in der Form
WP W™ (j=1,2,...i—1 i1 ...9

darstellen liafit, wo die %; ganze Zahlen bedeuten.

Um zu zeigen, dah man hisweilen in derselben Mannigfaltig-
keit zwei derartige Systeme, fir welche die Anzahl ¢ verschieden
ist, geben kann, werde die Mannigfaltigkeit {6, 1] und der durch



Uher die topologischen Invarianten ete. 115

die Kante a! des Schema (6, 1) repriisentierte geschlossene Weg
betrachtet. FEs ist 62~ 0 und fiir jede geschlossene Linie / in
[6, 1] besteht eine Homeologie { ~ ka'. Jedes der in Klammern

eingeschlossenen Systeme (uf), (i, L), (£, &), (i) stellt dann ein
System geschlossener Linien, das die Bedingungen A', B erfillt,
dar, wenn uater [, eine geschlossene Linie verstanden wird, die
der Homologie I; ~ ka! geniigt und etwa eine aus %4 in der Nithe

von ¢! verlaufenden Teilen zasammengesetzte Linieist. Es gibt sonach
in {6, 1] sowohl aus einer, als anch aus zwei gesehlossenen Linien
bestehende Systeme von der geforderten Beschaffenheit. Soll also
auf derartige Systeme eine Definition der Bettischen Zahlen
gegrimdet werden, so muf P, definiers werden, als die um 1 ver-
mehrte Anzah! der Mannigfaltigkeiten derjenigen unter den Systemen
dieser Beschaffenheit, welehe moglichst wenig Mannigfal-
tigkeiten enthalten;?) und dieser Zusatz ist, wie gezeigt
wurde, wesentlich.

Der gleiche Zusatz erweist sich bei einer anderen, der nrspriing-
lichen Auffassung der Bettischen Zahlen entsprechenden Defini-
tion derselben ) als notlg. Dieselbe stiitzt sich anf Systeme in 17
celegener zwelseitiger geschlossener m-dimensionaler glannigfalﬁg-

keiten W, W™, ... W, von der Art, dab diese Mannigfaltig-

keiten {oder einzelne von ihnen) keine in ¥ gelegene zweiseitige
{(m -}~ 1)-dimensionale Mannigfaltigheit beranden, daf aber die

Manuigfaltigkeiten W' (oder einige von ihnen) mit jeder anderen

zweiseitizen geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltigkeit W =
eine in ¥ gelegene zweiseitige (m —- 1}-dimensionale Mannigfaltig-
keit beranden. Diese dem System W™, ... W, auferlegten Be-

1 t
dingungen sprechen sich priziser mit Hilfe des Homologiebegriffes
so aus: Es besteht keine Howologie der Form

m)y m) | \ IR T ra VNS F ra ) B It el
W LW WS WL W W

wohl aber fir jedes W™ eine Homologie
W(m) U I.'-F}'E:-'*) __!_ ]}V;E:"‘J +. . .__:_ IFJE:U . W,Tff;m] _ Irl\;r;f:ﬂl) —_ = W{m‘J

Ed'
unter 4, iy ...ir iy Juy --Je und ebenso mmter Xy, Ky, ... K
l, Iy ...l, durchaus verschiedene Zahlen der Reibe 1, 2, .1
verstanden., DaB es in einer und derselben Mannigfaltigkeit der-

) Man kinnte natiirlich, statt einer derart defiierten Zahl P, auch alle
jene Zahlen als topologische Invarianten einfiihren, welche, um 1 vermindert,
mipliche Anznhlen derartiger Sysieme ng}, W._[{-””, ... gind. Fs enisteht die
Prage, ob die so definierten Zahlen, sus der nach Poincaréscher Art definierten
Zoh! P, und den Poineardschen Torsionszahlen, oder wenigstens ans der

Fuandsmentalgroppe bestimmbar sind. o
5) Giche die Arbeit Bettis und das Fragment von Riemann, dio in § 6,

Anm. 1 zifiert wurden,
g



116 . Heinrich Tietzs.

artige Systeme mej mit verschiedenem ¢ geben kann, zeigt das
Beispiel der Mannigfaltigkeit {8, 1], fur welche jedes der Systeme
(o, I, L), (al, L), (4 1, 1) die geforderten Eigenschaften besitzt,
anter a! die durch die Kante des Schema (8, 1) reprisentierte
geschlossene Linie und unter I; wie oben eine der Homologie
I, ~kat gentigende geschlossene Linie verstanden. Awuch hier

sind also die Bettischen Zahlen erst fixiert durch den Zusatz, daf}
die Systeme der geforderten Beschaffenheit moglichst wenig
Mannigfaltizkeiten enthalten sollen.

§ 22,
In den bisher untersuchten topologischen Invarianten iiberein-
stimmende Mannigfaltigkeiten.

Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, dal die Mannig-
faltigkeiten {I, 2] des § 20 fir das Grundproblem der Analysis situs,
die Aufstellung notwendiger und hinreichender Bedingungen fiir die
Hormdomorphie zweier Mannigfaltigheiten ein gewisses Interesse zu
bieten scheinen. Bei diesem Problem erscheint es als letztes Ziel,
ein System aus einer vorgelegten Mannigfaltigkelt stets bestimm-
barer topologischer Invarianten wvon soleher Art zu finden, dab
aus der Ubereinstimmung aller Invarianten dieses Systems fiir zwei |
Mannigfaltigkeiten auf die Homomorphie dieser Mannigfaltigkeiten !
goschlossen werden kann. Nun stimmen zwei Mannigfaltigkeiten
7, #] mit gleichem Wert von [ in der Fundamentalgruppe und
sonach in allen topologischen Invarianten, iiber die wir zur Zeit
verfiigen, iiberein. Es entsteht die Frage, ob zwel Mannigfaltig-
keiten [{, ] mit gleichem Wert von / stets homgomorph sind. _

Hine erste Bemerkung ist sofort zu machen, dal mn#mlich
[2, #] und [}, I — ] hombomorphe Mannigfaltigkeiten sind, da maa °
offenbar durch Spiegelung der Zelle a® des Schema (f, &) genau
die mit den richtigen Zuordnungsvorschriften verschene Zelle a®
des Schema (I, —2) erhilt. Fur =2, in welchem TFalle man in
[2, 1] den in § 9 betrachieten projektiven Raum 7, vor sich hat,
1st diese Bemerkung trivial. Fir />>2 erhilt man der gemachten
Bemerkung zufolge nur 4 ¢ () vorkiufig als verschieden anzusehende
Mannigfaltigkeiten. =25 ist sonach der kleinste Wert von ¢/, fiir
welchen man zwel Mannigfaltigkeiten, [5, 1] und [H, 2], erhalt,
deren Homtomorphie zweifelhaft ist. |

Man kann die Frage, ob [, 1} und {5, 2] homdomorphe
Mannigfaltigkeiten sind, folgendermalien fassen.?) Man betrachte in

8 Man kennt kein Verfahren zar Entscheidung sclcher, anch anschanlich
schwierlg zu erledigender Fragen, So ist z B. die HombBororphie des Schems: .
[Tetraeder ABCD mit der Zuordnunger BCD = ACD = o], ABC = DAB= aﬂ
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5. 1] das ans den Punkten der Lamelle «® hestehende gromnetrisehe
Gebilde. Man erbilt dasselbe aus einem Finfuck M, M, M, M, M,
indem man die Seiten M, M, M, M. ... M, M, in der ange-
schriebenen Richtung eipander zuordnet. Man erhiilt so einen
Jzweidimensionalen Komplex,® der dadurch eharakterisiort iat, dulb
der Rand des Flichenstiickes flinfmal eine geschiossene Linie
besehreibt. Es handels sich noch wun die Lage dieses zweidimen-~
sionaler Komplexes in der Mannigfaltigkeit [b, 15 Der besseren
Ubersicht wegen ziehe man die durch die Punkte My, M. ... M,
oehenden Meridianhalbkreise, durch die «@® in tunf lireiecke
NM M =SM M, NM M,= SM, M, ete. zerlegt wird, die
der Reithe nach d, d,, d,, dy, ¢, heillen mogen. Zwei Seiten
eines solehen Dreieckes fithren vom Punkte N =8 nach ", die
dritte Seite wird von der von eV nach «® fithrenden Kante a!
gebildet. Sel A ein Punkt anf a'. In der Nihe von A lege man
dann in der Mannigfaltigkeit {5, 1] eine kleine, die Kante «! ein-
mal umschliefende geschlossene Linie L. Diese Linie wird der Reile
nach die Dreiecke d; durchsetzen, und zwar in der gleichen
reihenfolge 4, 4,, d,, d,, d,. in der diese Dreiccke am den
Punkt N =5 herum anemander gelagert sind.

Wenn nun [5, 1] und [B, 2] homvomorph sind, so mufi es
moglich sein, In [d, 2] einen zweidimensionalen Komplex zu legen,
der 1. dem durch a? in [B, 1] vorgesteliten Komplex homtomorph
ist, also auch aus einem [lichenstick bestcht, dessen Rand fiinf-
mal linge einer geschlossenen Linie verliduft, 2. in gleicher Weise
in [, 2] gelagert ist, wie der betrachtete Komplex in [3, 1}, und
8. eine Zerschneidung von [5, 2] in einen einfach zusammen-
hingenden Raum bewirkt. Die Bedingung 1. wird offenbar von
dem durch @? vorgestellten Komplex in [, 2] erfiillt, nieht aber
dic Bedingung 2. Fibrt man namlick in [6, 2] analog wie in [5, 1]
die Zerlegung von «? in fiinf Dreiecke aus, die man wieder in
der Reihenfolge, in der sie um N= 8§ folgen, mit dy, 4., dy, . ¢,
bezeichnet, so werden bei Beschreiben einer die Kante ¢ einmal
umsehiiefenden Linte I diese Dreiecks in der Reilienfolge 4. d,.
d,, d,, o, durchsetzi. Es konute also pur ein von a* verschiedener
in {H, 21 gelegener zweldimensionaler Komplex die Bedingungen
1. 2. 3. erfiillen,

Wir gehen auf diese Frage micht weiter ein und sehen nur,
dafl es gewisse Amnordnungsverhiltnisse sind, die fiir dieselbe
wesentlich sind. Bereits die Fundamentalgruppe unterscheidet sich
von den iibrigen topologischen Ilnvarianten (Bettischen Zablen,
Torsionszahlen) dadureh, daB sie gewisse Anordnungsverhilinisse
in hoherem MaBe wiederspiegelt. Erhilt man doch aus der Fun-
damentalgruppe diese anderen topologischen Invarianten durch ein
Verfahren, bei dem man die Operationen der Fundamentalgruppe
sumtlich als vertanschbar ansehen kanu (vgh §§ 11, 14). Die eben
angestelite Betrachtung der Mannigfaltigkeiten [5, 1] und [5, 2].
die beide die zyklische Gruppe 5. Ordnung zuar Fundamentalgrappe
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haben, zeigt, dall gewisse Anordnungsverhitltnisse der Schemata
auch 1 der Bundamenta,lgruppe nicht zum Aunsdruek kommen.
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