
PLTBLICAT IOS S 

D'ORSAY 
82-05 

CAMILLE JORDAN E T  L E S  FONDEMENTS DE L'ANALYSE 

( ~ o n i p a r a i s o n  de la lère édition (1 882-1 887) et de la 2ème (1 893) de son 
cours  d 'Analyse de  1 Ecole ~o ly techn ique)  

~ é l è n e  GIS PERS-CHAMBAZ 

Université de Paris-Sud 

Département de Ma thé mat iqiie 



ORSAY 
no d'ordre : 3 194 

UNIVERSITE DE PARIS-SUD 

CENTRE D'ORSAY 

T H E S E  
présentée 

Pour obtenir 

TlTRE 3 O  CYCLE ............................................ Le d e  DOCTEUR .......................................... 

SPECTALTTE : MATHEMATIQUES 

PAR 

Mme Hélène GISPERT-CHAMBAZ 
,"... ................. ........................ ,............... .. ........................... ......................................... 

SUJET : Camille Jordan e t  les fondements de 1 ' analyse. 

(comparaison de la 1 ère édition (1 882- 1887) e t  de  la 2ème (1 893) de son 
cour s  d'Analyse de 1 'Ecole ~oly technique) .  

..................................................................................................... soutenue le ....................... 2.1 ..... a~~i . i i . . .  I,9.82 devant la Commission d'examen 

MM. , ............. . . - .  ............ Président 

DUGAC Pierre ....................................................................................... 

LAUDENBACH François  .......................................................... ,. ............ , ...................................... 

TATON René ................................................................................................. 



TABLE DES MATIERES 

Introduction ................................................... ..4 

.............................. Tableau chronologique récapitulatif 8 

Principaux travaux sur les fondements avant 1895 ..............*.. 9 

Première partie : Principaux travaux sur Zes fondements de Z'ana- 
Lyse au moment de la  parution de la  premiere édit ion du t ra i t a  
de Jordan . 
1.1. Une source. la correspondance inédite de Darboux ......... 11 
1.2. Les constructions de réels ............................... 13 

1.3. Théorèmes sur les suites infinies de réels ............. *.14 
1.4, Les ensembles. ...e.....e.O.e....................e.....*... 15 

............................................. 1.5 . Fonctions... 17 

1.5.1. Sur les fonctions continues ............................ 17 
1.5.2. Continuité pour les fonctions de plusieurs variables.,.l8 ................................ 1.5.3. Fonctions discontinues* 19 
1.5.4. Sur la dérivabilité des fonctions.. ..........*......... 20 
1.5.5. Sur l'intégrabilité des fonctions de variable réelle ... 22 
1.6. Sur les séries .........*..............................*.. 23 

1.7 . Conclusion ...............*.......*....................... 24 

.................................. Notes sur la première partie 25 

Deuxième partie : La mise sur pied des fondements en France 
de 1870 à 1882. 

2.1. Les traités : un moyen de connaissance ........*......*... 29 

2.2. L'Italie et l'Allemagne . ................................ .. 30 
2.3. Les fondements dans le tome 1 de Jordan de 1882.. ........ 35 
2.3.1. Buts et limites de notre étude* ......*..........*.... *.35 
2.3.2. La table des matières ...............................*.. 37 
2.3.3. L'introduction ....*..................*......*.......... 38 
2.3.4. Les irrationnels ....*.....................*..*.......... 39 
2.3.5. Za continuité .. .........*..*.*...*......**......... 4 0  .................................. 2.3.6. La notion de dérivée -41 



2.3.7. La formule fondamentale du calcul.. .................. +.44 
2.3.8. ~érivées partielles. différentielles .a.............*... 47 
2.3.9. Formule de Taylor. développement en série de Taylor .... 50 ............................................ 2.3.10. Les séries 53 
2.3.11. Intégration et théorie des fonctions ............*..... 55 
2.3.12. Conclusion.. ........a................................ -56 

2.4. Les fondements dans les autres traités d'analyse ......... 58 

2.4.1. Les introductions . ..................a............... ... 59 ................................ 2.4.2. Les tables des matières 59 
2.4.3. Les irrationnels ....................................... 6 1  
2.4.4. La continuité.. .........o.............................. 6 1  ................................... 2.4.5. La notion de dérivée 63 
2.4.6. Le théorème des accroissements finis. .................. 66 
2.4.7. Dérivées partaelles. différentielles .................. *67 

2.5. Les fondements en France à travers la correspondance 
de Darboux .........O...0...... ee...*...e...4.....e.......o.oe.67 

Notes sur la deuxième partfe ..........................a..e.. ..71 

Troisihe partie : CmZZZe J o d m  e t  llEcoZe PoZyteehnique . 
3.1. Jordan. un grand algébriste ............o............e... -75 

3.3 . L'Ecole Polytechnique .................................... 79 

3.4. L'"enseignement élémentairen. un alibi ? . La préface 
de La éditionaaoef3b3.....3J ......................... 81 

........................ 3.5. La préface de la deuxième édition 84 

Quatrième partie : Une premzàre &tape .  en Bance. dans Za 
pmse en compte des nouveaux fondements de Z 'anaZyse . 

4.1. Une situation nouvelle à partir de 1885 .................. 87 

.......................... 4.2. La préface au traité de Tannery 89 

.......................... 4.3. Le supplément au tome de 1887.. 9 0  

4.3.1. Les irrationnels dans les tomes de 1887 et 1893 ........ 92 
4.3.2. Les paragraphes sur les limites ........................ 95 
4.3.3. Fonctions ............t.........e......,........œ....... 96 . Le théorème de la borne supérieure pour les 

fonctions lbmitées ..................................... 98 . Fonctions intégrables .................................. 99 
Propriétés des fonctions continues sur un intervalle .. 101 ................................. . Continuité uniforme ..IO4 



4.3.4. Les derniers paragraphes .......................... 106 

4.4. Limites et continuité chez d'autres auteurs ............. 107 

Cinquième partie : L 'Gtape d&cisZve : Ze tome de 1893 . 
5.1. Une édition de référence ............e......e..e....,. .Ill 

5.2. Un nouveau plan .............o............................ 113 

............................. 5.3. Les énoncés sur les 1imi.ées 114 

5.4. Les énoncés sur les ensembles ..................o........ 115 
5.4.1. premières définitions ................o.......*...... ..Il5 
5.4.2. Existence de points frontières ........................ 117 
5.4-3. connexité.. . . . . . . o o . e e . e D . . . . e I > * . . O t . . . . e e . . . . . . . . .  ...lIS 
5.4.4. Ensembles mesurables - étendue des ensembles .......... 120 
5.4.5 . Des manques dans -L'exposé de la théorie des ensembles.122 

............................................... .5. 5. Fonctions 124 

........... 5.5.1. Fonctions bornées . fonctions intégrables ..124 
................................... 5.5.2. Fonctions contlnues 125 

5.5.3. Fonctions à variation bornée ..................... 0.*aa128 
5.6. Dérivées et différentielles.* ......e..e..e............. 128 

5.6.1. Dérivée d'une fonction d'une seule variable ........... 128 
5.6.2. Dérivées partielles - différentielles totales ......... 130 
5.6.3. Dérivée et différentielle d'ordre supérieur ........... 132 
5.7. Les autres paragraphes ..............................*. ..133 

5.7.1. Lignes continues ..................................*... 133 
.5.7. 2. séries de fonctions .................................... 134 
5.8. Conclusion ...........o.....e*....e...................... 134 

Conclusion ..................................................... 136 

Annexe : lettres inédites de Gaston Darboux à Jacques Houël .... 143 



INTRODUCTION 

A partir des années 1860, se développe en Allemagne un mouve- 
ment de refonte des principes de l'analyse, de mise sur pied de ses 
fondements, à la faveur duquel sont élaborées les ~remières notions 
de topologie. 

Ce mouvement qui ne concerne au départ que peu de mathémati- 
ciens et reste très marginal par rapport à toute l'activité mathéma- 
tique, va provoquer à la fin du siècle la naissance de la théorie 
des fonctions et de l'analyse moderne. 

L'étude de ce mouvement, de l'apport de chacun des mathérna- 
ticiens qui y participèrent, a été réalisée par P. Dugac dans sa 
thèse, Sur l e s  fondements de l 'analyse  de Cauchy à m i r e .  

Nous nous proposons dans ce travail d'aborder cette étude sous 
un angle différent. Nous avons voulu rendre compte de l'influence de 
ce mouvement dans le monde mathématique et de son évolution entre 
les années 1870 et 1890 en France. 

Nous avons pu ainsi dégager trois moments différents dans 
l'histoire des fondements de l'analyse en France : 

- TJre première période, jusque vers le début des annees 1880 
où, mis à part Darboux, personne ne s'intéresse réellement à tous 
ces nouveaux résultats trouvés essentiellement 2 l'étranger; les 
limites mêmes du mouvement de mise sur pied des fondements à cette 
époque expliquent en partie les résistances auxquelles il se heurte; 
"Il y ava i t  des remarques ingénieuses,  des r6suZtats i s o l é s ,  des 
conceptions profondes, maZs auss i  obscures que profondes" (Lebesgue, 
[ 4 l ] ,  X X I I I ) .  

- D'autre part, dans une France qui ne s'intéressait pas aux 
recherches sur les séries trigonométriques, recherches qui furent à 
l'origine de beaucoup de ces travaux, le grand défaut de ces résul- 
tats fut d'être sans emploi dans les autres secteurs de l'activité 
mathématique. Cela change en France à partir de 1884-1885 quand 
Poincaré, le premier, utilise dans un de ses mémoires un résultat de 
la théorie des ensembles de Cantor, dont les travaux ont été publiés 
en français à partir de 1883. 

- Enfin, dans les années 1890, a lieu un changement radical. La 
France tient alors la première place dans la poursuite de ce mouve- 
ment avec l'édification de la théorie des fonctions d'une variable 
réelle dont Borel, Baire et Lebesgue furent les fondateurs, bien que 
les résistances ne disparaissent que très lentement. Cette période 
nouvelle, la troisième, débute avec la parution de la deuxième &di- 
tion du Cours d'Analyse de I'EcoZe PoZytechn5qua de Camille Jordan 
qui "doi t  Ztre considé& corne l e  prem-ier art-isan de c e t t e  renais- 
sance du réel" (Lebesgue, [ 4 1 ] ,  XXIII); l e  f a i t  dans son cours, 
( (où) ) i l  comence 2 ' éd i fZcat ion  d'une théor ie  des variables 
r&ZZesU(idem). Remarquons que l'essentiel des travaux sur les 



fondements qui provoquèrent l'apparition de cette troisième période 
fut ~ublié dès les années 1870. 

Nous avons procédé à cette étude, à travers l'histoire du Cours 
d'Analyse de Camille Jordan qui résume de façon intéressante ces 
trois moments que nous venons de caractériser; nous la résumerons en 
trois dates : 

- 1882 : parution du premier tome CaZcuZ dffférentiei! du Cours 
dfAnaZyse de Z 'EcoZe Potytechnique de Camille Jordan; le deuxième 
tome consacré au CaZcuZ Intégrd, parait en 1883. Dans ce cours 
remarquable qui rend compte de façon claire et exhaustive des 
derniers développements de l'analyse classique à cette époque, 
Camille Jordan ignore complètement les travaux de la dernière décen- 
nie sur les fondements. 

- 1887 : parution du troisième tome ~ntégration des équations 
différentieZZes et EZérnents de caZcuZ des variations comportant une '. 
Note sur quelques points de Za théorie des fonctions. Jordan com- 
plète son exposé de 1882, en particulier sur l'étude des fonctions 
de variable réelle, introduisant alors les travaux sur les fonde- 
ments. 

- 1893 : parution de la deuxième édition. Dans cette &dition, 
particulièrement remarquée et louée, qui fut le livre dans lequel la 
plupart des grands mathématiciens du début du XXe siècle apprirent 
l'analyse, "Zes principes sont exposés de Za façon Za plus soZide et 
sous une f o m e  pi, bien souvent, sernbZe devoir être définitive". 
(Jules Tannery, [59], 249) 

Nous nous sommes attachée dans ce travail à mesurer, grâce à une 
analyse détaillée du contenu des différents tomes sur les questions 
qui nous concernent ici, l'ampleur de la différence entre les tomes 
de 1882 et de 1893, ainsi que l'évolution profonde de 1887 à 1893. 

Nous avons ainsi cherché à mettre en évidence les deux choses 
suivantes : 

- l'état réel de la pénétration des nouvelles idées sur les 
fondements vers les années 1880, à partir du contenu du tome de 
1882. 

- l'importance du rôle de Camille Jordan qui réussit à sur- 
monter le premier, dans les cent premières pages de son cours d'ana- 
lyse, les limites auxquelles se heurtait la mise sur pied des fonde- 
ments, et réalise la synthèse nécessaire de toutes ces idées nouvel- 
les, en élaborant ainsi une théorie naissante. 

Afin d'en avoir llappr&iation la plus précise, nous avons 
étudié, parallèlement aux tomes de 1882 et de 1887, plusieurs trai- 
tés d'analyse des années 1870-1880 parus en France, en Allemagne et 
en Italie. 



Cela nous a permis de mettre à jour une adéquation entre l'état 
d'avancement de la mise sur pied des fondements dans les différents 
pays, à différentes périodes, et le contenu des traités, et nous a 
confirmé dans le choix que nous avons fait pour mener cette étude. 

Ainsi, c'est en Italie où la situation est la plus avancée 
- avec la création autour de Dini d'une puissante école d'analyse 
qui publie de nombreux résultats à partir de 1881 - que paraît en 
1878 le premier cours consacré aux fondements ( [ 151 ) . 

En Allemagne, par contre, où malgré la présence de Weierstrass 
et de ses éléves dont Cantor, il n'y a rien d'équivalent à cette 
école italienne, un tel traité fait défaut. Ainsi, bien que l'impul- 
sion décisive soit venue d'Allemagne, ce n'est qu'en 1885 que parait 
le traité de Stoltz, premier traité général d'analyse qui prenne en 
compte les idées nouvelles sur les fondements publié en Allemagne. 

Jusqu'en 1886, date de la parution de l'Introduction à Za 
Theorie des fonctions d'une variabZa de J. Tannery, les traités 
français ignorent de façon plus ou moins absolue les travaux sur les 
fondements et les premières notions de topologie. Cela ne change 
qu'une fois que les mathématiciens françaas s'emparent, dans leurs 
propres travaux, de ces résultats. 

1. Il apparait ainsi que la parution de nouveaux traités" d'ana- 
lyse est étroitement liée à l'état de réflexion sur les fondements. 
Elle nous semble significative d'un état de maturité sur ces 
questions que tous les pays ne connaissent pas au même moment. 

Ainsi, nous montrerons que l'exposé remarquable de Jordan de 
1893 est la cristallisation d'un long processus caractéristique dans 
une certaine mesure de la réalité franqaise : tout d'abord, au début 
des annees 1880, des tatonnements sur ces notions des fondements 
- que d'autres, 2 l'étranger, mais nous le verrons, aussi en France, 
maltrisaient mieux que lui - puis un long mûrissement qui s'expri- 
ment tout à la fois dans les faiblesses du tome de 1882 et dans les 
améliorations et les limites de la Note de 1887. 

Il nous faudra également préciser le rôle que joua l'itinéraire 
personnel de Jordan dans l'élaboration de ce traité, ainsi que celui 
de 1'Ecole "t,Lytechnique qui ne saurait être négligeable. 

NOUS av:\ns enfin, au cours de nos recherches, été amenés à 
étudier la correspondance pour l'essentiel inédite de G. Darboux 
 conserve^ R I : Y  Archives de l'Académie des Sciences. Il nous est 
apparu riue ces quelques 426 lettres écrites entre 1870 et 1883 au 
mathématï n i  rr; bordelais J. Houël, tradiicteur de Lobatchevski et de 
Riemann, ?résentaient un intérêt considérable et donnaient des 616- 
ments inédits sur l'histoire des fondements en France et la part 
qu'y prit Darboux. 
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Principaux travaux cités sur les fondements : 
points de repère 

O. BONNET : 
-1869 : parution du Cours de caZcuZ différentie2 et intégrai! de 

Serret ([51]) dans lequel se trouve la démonstration du théorème des 
accroissements finis. 

G .  CANTOR : 
-1872 : premiers eléments de la théorie des ensembles ([4]) 
-1884 : parution en français, dans les Acta. Mathematica, de 

certains de ses articles sur les ensembles de points ([6]) 

G. DARBOUX : 
-1872 : premier de ses articles sur les fondements ([9]) 
-1875 : mémoire sur les fonctions discontinues ([IO]) 
-1877 : addition au mémoire sur les fonctions discontinues 

([Ill > 
U- DINI : 

-1872 : il enseigne à 1'~niversité de Pise un cours dans lequel 
il prend en compte les nouveaux travaux sur les fondements 

-1878 : parution de son traité ([15]), premier cours moderne 
sur la théorie des fonctions d'une variable réelle 

J. HOUEL : 
-1878 : parution de son Cours de caleu2 infinitésima2 ([27]) 

C .  JORDAN : 
-1882 : parution du premier tome de la première édition du 

Cours dtanaZyse de ZtEcoZe Polytechnique ([31]) 
-1887 : parution du troisiéme voiu;;ie de cette idition, com- 

portant une Note sur quelques points de Za théorie d a  fonctions 
( i33I) 

-1893 : parution du premier volume de la deuxième édition 
"entièrement revue et corrigée" ( [ 3 5 ] )  

G. PEANO : 
-1884 : remarques  rél liminaires au traité de Genocchi ([45]), 

constituées de critiques de nombreux cours de calcul infinitésimal 
parus les années précédentes 

-1886 : il expose une théorie de la mesure dans les Appli- 
cations géométriques du caZcuZ inf ini tésimal ( [46 ] ) 

A .  POINCARE : 
-1884 : mémoire sur les groupes kleinéens ([49]) dans lequel il 

utilise des résultats de Cantor sur la théorie des ensembles 

B .  RIEMANN : 
-1854 : mémoire d'habilitation à l'université de Gottingen 

([50]), paru en 1868 en Allemagne et en 1873 en France 





1. PRINCIPAUX TRAVAUX SUR LES FONDEMENTS DE L'ANALYSE AU MOMENT DE 
LA PARUTION DE LA PREMIERE EDITION DU TRAITE DE JORDAN. 

Nous nous proposons de montrer dans ce premier chapitre, que 
l'essentiel des travaux sur les fondements, dont Jordan se servira 
pour son exposé des principes de l'analyse dans le tome de 1893 de 
son traité, est antérieur à 1882, année de la parution du premier 
tome de la première édition du traité. 

Nous dresserons pour cela un tableau rapide des résultats dans 
ce domaine, au tout début des années 1880. Nous nous aiderons de la 
thèse de P. Dugac, Sur les fondements de Z 'anaZyse de Cauchy à Baire 
([18]) et de la correspondance de Gaston Darboux. 

1.1. Une source : la correspondance inédite de G. Darboux 

Il s'agit de 426 lettres &crites par Gaston Darboux entre 1870 
et 1883 à Jules ~ouël@; professeur 21 la Faculté de Bordeaux, traduc- 
teur de Lobatchevski et de Riemann et collaborateur le plus direct 
de Darboux à la direction du BulZetin des Se.iences ~athématiques, 
bulletin fondé par Darbsux en 1870, 

Nous n'utiliiserons ici qu'une petite partie de cette corres- 
pondance, ne retenant que les lettres qui abordent des questions 
relatives aux fondements du calcul infinitesimal. 

Lzs si noïnbrêuszs lettres de Darboilri sont en cffst cansacrécs à 
de multiples sujets, mathématiques, historiques, mais aussi poli- 
t iques@2 

A l'aide de ces lettres qui constituent de véritables archives 
du BuZZetin des Sciences ~athhatiques, nous pouvons suivre pas à 
pas 1' élaboration et la réalisation des nemiéros du Bu2 Zetin pendant 
plus de dix ans. On y trouve ainsi des échos de la vie mathématique 
à Paris et à l'étranger; nous en donnerons ici certains extraits qui 
nous ont semblé apporter des éléments intéressants sur l'histoire 
des fondements dans les années 1872-1875. 

Mais cette correspondance est également étroitement mêlée à 
l'activité directement mathématique des deux hommes. 

Darboux y commente et défend les articles qu'il écrit pendant 
cette période, tout particulièrement les articles sur les fondements 
et les principes du calcul différentiel : Sur un théorème relatif à 
la continuité des fonctions en 1872 ( [ 9 ] ) ,  ~emoire sur les fonctions 
discontinues en 1875 ( [IO]), Addition au memoire sur les fonctions 
discontinues en 1879 ([ll]). 



Houël et Darboux s'affrontent aussi longuement à propos de 
quelques démonstrations fondamentales d'analyse; Houël qui publiera 
un cours de calcul differentiel et intégral en 1878, soumet à 
Darboux les épreuves de son livre. 

Darboux traite ainsi de la continuité d'une fonction de deux 
variables et de la nécessité de démontrer qu'une fonction continue 
atteint sous certaines conditions ses valeurs extrema, de l'exis- 
tence de fonctions continues sans dérivées; à partir d'une discus- 
sion sur le rôle et la démonstration du théorème des accroissements 
finis, il revient sur la limite des infiniment petits à deux 
variables. 

Darboux a ainsi l'occasion de revenir longuement sur les fonde- 
ments de l'analyses Ces discussions acharnées sur les fondements 
reprennent inlassablement, avec les mêmes arguments tout au long des 
années de correspondance, jusquqen 1882. Elles ont, par rapport aux 
trois articles cités précédemment, un caractère spécifique tout à 
fait remarquable; Darboux y affirme en effet sa conception des prin- 
cipes du calcul infinitésimal et expose la façon dont il recons- 
truirait sur des bases solides et rigoureuses le calcul diffé- 
rentiel. 

Cet aspect non plus seulement critique -mis constructif de sa 
démarche, excessivement rare à son époque, ne se retrouve pas sous 
une forme aussi accusée dans l'oeuvre majeure de Darboux sur ces 
questions, à savoir le mémoire de 1875. 

Tout au long de cette correspondance, utilisant de très 
nombreux exemples de fonctions "bizarî.es", "saugrenuesrf (Houël) , 
Darboux affirme la nécessité d'être rigoureux dans les énoncés et 
les démonstrations de propositions qu'on ne peut, en aucun cas, 
coilsid&rer c û m  acqriises; if le fai",sqqu ddar?s les Vernières 
lettres conservées aux Archives, ce qui n'est pas un des moindres 
intérêts de cette correspondance. 

En effet, après 1875, Darboux ne poursuivit pas ses travaux 
dans cette direction et, comme 1'écrPt Lebesgue, "52 rn f < t  pas 
d'autre incursion dans l e  domaine d e s  fonctions non analytiquesf' 
([39], 1 4 ) .  Les lettres sur les fondements des dernières annees 
prennent donc une importance toute particulière. 

Nous intégrerons les éléments de notre étude sur cette correç- 
pondance de la façon suivante : 

Dans la première partie, nous donnerons des éléments inédits 
sur les recherches de Gaston Darboux sur les fondements, montrant 
que l'importance de Darboux dans ce domaine est généralement sous- 
estimée. 

Nous aurons recours à ces lettres à deux reprises dans notre 
deuxième partie, donnant d'une part les témoignages de Darboux sur 
le "climat mathématique" de son temps, d'autre part les critiques 
très précises sur le traité de ~ouël(3. 



Enfin, nous donnerons dans la troisième partie quelques 
extraits de la correspondance concernant 1'Ecole Polytechnique et 
les conceptions de Darboux sur l'enseignement de l'analyse infinité- 
simale. 

1.2. Les constructions des réels 

Entre 1860 et 1870, plusieurs théories des nombres réels furent 
élaborées par divers mathématiciens. 

~éray et Cantor arrivèrent, dans leur travail de recherche et 
indépendamment l'un de l'autre, à une définition correcte des 
nombres irrationnels et de l'ensemble des réels en établissant une 
relation d'équivalence à l'aide des suites de Cauchy et en passant 
au quotient. 

La publication de ~éray ([18], 80) qui date de 1869 fut la 
première. En 1872, Heine expose la théorie des nombres irrationnels 
de Cantor que celui-ci publiera lui-même plus tard (1251). 

Dedekind et Weierstrass élaborèrent, en vue de leur enseigne- 
ment, deux thgories di f férentes; Dedekind publia la sienne (procédé 
des coupures) en 1872 ( [ 1 4 ] ) .  La même année E. Kossak donne, d%ap& 
des notes prises au Cours de Weierstrass du semestre d'hiver 
1865-1866 sur la Théorie générale des fonctions anaZytiques, une 
définition des irrationnels grâce à une relation d'équivalence 
(I181, 58). 

Signalons enfin que Bolzano tenta de construire, dans les an- 
nées 1830, une théorie des nombres réels dans un traité resté inédit 
jusqu'en 1952 ( [ l 8 j ,  11). 

Dans de nombreuses questions d'analyse, le probf ème de l'exis- 
tence et de la construction des nombres réels se trouvait implicite- 
ment posé. 

Par exemple, en énonçant dans son Cours d'Analyse de 1821 
(171, 2, t.3) le critère de Cauchy dont il considère la condition 
suffisante évidente, Cauchy établit les principes d'une étude rigou- 
reuse de la convergence de séries et du calcul, sinon de l'exis- 
tence, des limites de suite 4. 

Mais il était nécessaire de définir les nombres irrationnels 
pour pouvoir démontrer la condition suffisante du critère. 

L'exigence d'une telle définition était ressentie de plus en 
plus consciemment au cours de la deuxième moitié du XIXe siècl&) 



D'autre part, comme le signale P. Dugac dans [18], page 57, le 
livre de Briot et Bouquet, Sur la théorie des fonctions doublement 
périodiques, paru en 1859, "contient plusieurs théorèmes incomplets 
((qui)) faisaient appel à des propriét6.s non expl ic i tées  des sous- 
ensembles des points de l a  droite e t  du plan, ce qui devait amener 
l e s  mathématiciens de façon tout  à f a i t  naturelle à l a  notion de 
point d ' accumulation, à l a  propriété de Bolzano-Weierstrass e t  à une 
conception rigoureuse des nombres irrationnels ( . . . ) Il é t a i t  
nécessaire de c l a r i f i e r  e t  de redéf in ir  un certain nombre de notions 
fondamentaZes. ûr toutes ces questions qui portent sur quelques unes 
des notions parmi l e s  plus essent iel  l e s  de Z 'analyse nouvel l e ,  ren- 
voyaient en dernier ressort  à l a  structure de l a  droi te  réel le  e t  à 
c e l l e  de ses sous-ensembles, On avait  en f a i t  besoin en analyse, 
outre d'une &f in i t i on  claire e t  maniable de l a  l imite ,  d 'ou t i l s  
plus f ins  te2 que l e  point d'accumulation e t  des précisions sur l a  
borne supérieure e t  l a  borne inférieure e t  toutes  ces notions exi- 
geaient finalement que l'ensemble des nombres rée l s  fu t  d é f i n i  
rigoureusement". 

Cette définition claire et maniable de la limite se forgera 
parallèlement à la construction des irrationnels qui permettra de 
débarrasser la notion de limite de toute contradiction et de démon- 
trer rigoureusement l'existence de limites de suites ou de 
fonctions. 

L'artisan principal de ce travail fut Weierstrass qui dès 1861 
exprima la notion de limite à l'aide d'inégalités, de ê et de i'? 

1.3. Théorème sur l.es suites infinies de réels 

Dans un mémoire de 1817 sur le theorème des valeurs intermé- 
diaires, Bolzano avait déjà formulé et démontré de façon remar- 
quable, malgré des lacunes dues essentiellement à l'inexistence de 
construction rigoureuse des irrationnels, les théorèmes fondamentaux 
de l'analyse dont il est question ici, dont celui sur la borne supé- 
rieure d'un ensemble majoré de réels. Il utilisera par ailleurs, 
dans un indédit publié en 1930, le théorème dit de Bolzano- 
Weierstrass (un ensemble borné infini de réels admet au moins un 
point d'accumulation). 

Cependant, ce mémoire resta longtemps ignoré et son influence 
ne se fit sentir qu'à partir des années 1865 à travers les cours 
enseignés par Weierstrass à l'Université de ~erlin@! 

C'est d'ailleurs Weierstrass qui élaborera dans ses cours les 
démonstrations rigoureuses de ces théorèmes sur les réels, qui ne 
furent tout d'abord connues qu'à travers des rédactions presque 
toutes inédites de ses cours successifs ' 82 



En fait, d'après [18], c'est dans le cours de 1874 que l'on 
trouve dans le chapitre Sur Zes séries entieres l a  démonstration 
rigoureuse du théorème sur la borne supérieure d'un ensemble majoré 
de réels (démonstration inspirée de Bolzano), ainsi que celle sur 
l'existence d'au moins un point d'accumulation pour un ensemble 
borné infini de réels, qui comporte explicitement un renvoi au 
mémoire de 1817 de Bolzano (ce théorème était déjà formulé dans le 
cours de 1865-1866, mais avec une démonstration lacunaire). 

La notion de point d'accumulation d'"un système de points9' 
qu'il appela "point l imite" fut également introduite par Cantor en 
1872 dans son mémoire Extension d'un théorème de l a  théorie des 
séries trigonom6triques à la suite de Weierstrasse 

C'est dans le livre de Dini, Fondements pour l a  théorie des 
fonctions de variabZes réeZZes, publié en 1 8 7 8 ,  que paraissent pour 
la première fois les démonstrations de ces théor&.ues clefs de l'ana- 
lyse. Ce traité reprend les cours que Dini enseigna à Pise en 1871- 
1872, cours conçus en partie à partir des Notes sur Zes méthodes que 
suivaient Weierstrass e t  l e s  rnckthématic.?&ms allemande, ses ézéves, 
dans Zeurs démon~trations, que lui envoya H. A -  Schwarz en 1870. On 
retrouve ainsi les démonstrations de 1'existence de la borne supé- 
rieure d'un ensemble majoré et sa caractérisation, de la convergence 
des suites monotones (toute? s u i t e  croissante (resp. décroissante) 
majorée (resp. minoree) admet une lbmite), de 1'existence de la 
limite commune de deux suites adjacentes, du théorème de Bolzano- 
Weierstrass (de toute suite infinie de réels on peut extraire une 
sous-suite convergente). 

1.4. Les ensembles 

Ce sont à nouveau les noms de Weierstrass et de Cantor que nous 
retrouvons à l'origine des notions premières de topologie générale. 

L'idée de base de l'oeuvre de Weierstrass, en ce qui concerne 
l'analyse, est l'utilisation de séries entières pour representer les 
f onction&?!, qui implique 1' idée de prolongement analytique, qui fut 
à l'origine du développement de la théorie des ensembles et de la 
topologie générale. 

Dans le cours de 1861, Weierstrass introduit un certain nombre 
de notions "topologiques". Il définit le voisinage (Nachbarschaft) 
d'un point x0 comme l'ensemble de tous les x "pour lesquels Za 
dif férence z-xo en valeur absolue ne dépasse pas une valeur 
déterminée" et travaille sur des intervalles "fermés bornés" (il 
montre que l'image continue d'un intervalle fermé et borné est un 
intervalle fermé et borne) ([18], 51). 



Mais c'est dans le cours de 1874 que l'on trouve les défi- 
nitions actuelles d'un ensemble borné, puis celle d'un ouvert borné 
O à l'aide de la notion de voisinage d'un point a, défini alors 
comme un disque ouvert de centre a. Weierstrass définit également un 
point extérieur à O la frontière de O et introduit la notion de 
connexité ([18], 6 5 $Q). 

Quant à Cantor, son nom est universellement attaché à la 
théorie des ensembles qu'il élabore à partir de ses recherches sur 
les séries trigonométriques et publie dans une série de &moires, 
principalement dans les Mathematische Annalen et les Acta Mathe- 
matica. 

Dans le premier de ces &moires en 1872 ( [ 4 ] ) ,  Cantor introduit 
la notion d b n  ensemble de points et donne la définition du voisi- 
nage d'un point de l a  droite (tout intervalle qui contient ce point 
dans son intérieur), puis celle d'un point l imite  (point draccumu- 
Zation) et d'ensemble de a eme espéce (ensemble dérivé d'ordre ) , 
toutes sauf la dernière inspirées de Weierstrass. 

P. Dugac souligne l'importance de ce texte qui "ouvre l '&e de 
Z 'étude des sous-asembles d P m  ensemble don&, munis de cer-tuZnes 
prop~iétés,  &tude qui comit l i~a~ en prtieuZZer a m  notions ctés  
dPensembZe de mesu~e nulle e t  d f m s a m b % e  maigre"'. 

Dans une série d'articles, publiés de 1879 à 1884 dans les 
Mathematische AnnaZen, et traduits (voir à ce sujet [17]) en 
français dans les Acta Hzthematica en 1883 et 1884 donc après la 
parution du premier tome du traité de Jordan, Cantor donne un exposé 
de sa théorie des sous-ensembles infinis de R. Nous ne retiendrons 
ici que les quelques définitions quf figureront dans la deuxième 
édition du traité de Jordan, celles d'un ensemble part;out dense, 
d' un on8omhle pn.~fa5&~ d 'un ensernbZo b.im enehaGG; de point isolé. 
et d'un ensemble nulle part dense, d'un ensemble fermé, d'un 
ensemble dense en lui-même (Hankel, en 1870, avait introduit pour la 
droite les notions d'ensemble partout dense et d'ensemble non 
dense). 

Par ailleurs, Cantor publie en 1877 le théorème affirmant qu'il 
existe une bijection entre R et 9. 

Mais ce fut Dedekind qui, "à l'occasion d'une pubZication envi- 
sagée des leçons de DirichZet sur la théorie du potentiel, inci té  Ù 
se poser des questions sur Zes problèmes de topologie, fu t  l e  
premier ma-thématicien de son temps à l e  faire dans des ternes dont 
i Z  n'y a rien à retrancher même en 1974" ([17bis], 109). 11 le fera 
malheureusement dans un article inédit situé aux environs de 1871 et 
qui ne parartra que dans ses oeuvres rniathémaéiques (1141, tome2, 
3 5 3 ) .  



Dans cet article sont définis les ouverts (ensemble P de points 
p, p' ... tel que pour tout point p on a une longueur 5 telle que 
tous les points dont la distance à p est plus petite que 6, appar- 
tiennent à 1 'ensemble P) , les points i n t é r i e u ~ s ,  les bouZes 
ouvertes, les points extérieurs,  les points frontières. D' après 
Dugac ( [17bis] ) , "il *udra attendre Zongtemps avant de trouuer, 
dans l a  l i t t éra ture  mthématique, un -osé aussi systématique de 
topologie générale ". 

1.5. Les fonctions 

La volonté d'expliciter en toute rigueur les fondements des 
mathématiques qui est une des causes des travaux sur les nombres 
réels que nous venons de mentionner se retrouve dans les recherches 
sur la théorie des fonctions qui furent d'ailleurs souvent, à cette 
&poque, à 1' origine de notions topologiques (cf Weierstrass et 
Cantor). 

Le cadre général des recherches sur les fonctions en cette 
deuxième moitié du XIXe siècle reste toujours l'étude de la possibi- 
liée de représenter une fonction quelconque par une série conver- 
gente, &tude que nous nbborderonç  pas ici, notre but étant seule- 
ment de faire le point sur les notions de base de Pa th6orie des 
fonctions de variables r&elles traithes dans les premiers chapitres 
du traité de Jordan, à savoir celles concernant les fonctions conti- 
nues, les fonctions intégrables, les dérivées. Déjà celles -ci 
étaient loin d'stre conrplétement clarifiées au début des années 
1870, comme le montrent les lettres de Darbow à HouZl dans 
lesquelles, à maintes reprises, il développe lVid&e suivante, expri- 
mée dans la préface de son mémoire de 1875 sur les fonctions diçcon- 
t inc lse  :' 'du ~ Z s q u e  rZ'ê&m *op ZÜTZLJ~ j'ai tenu auan* &oui, ôans y 
réussir peu* être,  à ê t re  rigoureux. Bien des points, qu'on rega- 
da i t  à bon droEt comme évidents ( (  doivent ê tre  soumis à m e  
cri t ique ~~Zgoureuse . . . Par ezempZe on v e m  qu ' il ez i s te  des 
fonct<ons continues qui ne sont n i  croissantes n i  décroissantes dans 
aucun intervalle ,  qu'il y a des fonctions discontinues qui ne peu- 
vent varier d k e  valeur à m e  autre sans passer par toutes Zes 
valeurs intermédiai~es.  OPL conçoit qu'en préseme de p~uposi t ions  
aussi singul.éZres on éprouve l e  besoin d'apporter l a  plus grande 
rigueur dans l e s  déductions e t  de n'acùnettre que l e s  propositions 
l e s  mieux démontr&esr'. 

1.5.1. Sur les fonctions continues 

La première définition moderne à l'aide d'inégalités de la 
continuite fut donnée par Bolzano en 1817 dans son mémoire sur le 
théorème des valeurs intermédiaires, mémoire qui, cornnie nous l'avons 
déjà mentionné, ne fut redécouvert que vers 1865. 



La définition qui servira de référence jusque vers les années 
soixante sera celle de Cauchy, parue dans son cours d'analyse en mil 1821, moins précise que celle de Bolzano . 

C'est dans le cours de Weierstrass de 1861 qu'on trouve la 
première définition "epsilonienne" de la continuité d'une fonction 
d'une variable, définition que '8% retrouve chez Ossian Bonnet en 1871 ([18]) sous une forme voisine . 

Dans ce même cours de 1861, Weierstrass démontre qu'une 
fonction continue sur un intervalle fermé borné atteint ses bornes 
supérieure et inférieure puis énonce le théorème des valeurs inter- 
médiaires, mais sa démonstration, ainsi que les démonstrations 
précédentes de Bolzano (1817) et de Cauchy (1821)(~, est lacunaire. 
Elle repose en effet sur l'existence de la borne supérieure d'un 
ensemble majoré, existence non encore démontrée. C'est en 1874 qu'il 
donnera une démonstration exacte de ce théorème (se référant expli- 
citement à celle de BoIzano) , démonstration qu'il posséde proba- 
blement autour de 1868. 

Weierstrass démontre également dans le cours de 1861 que 
l'image continue d'un intervalle fermé borné est un intervalle fermé 
borné. 

Ce n'est pas Weierstrass qui attirera l'attention sur une autre 
de ces fausses évidences à propos des fonctions continues, à savoir 
leur monotonie, mais Darboux, dans son mémoire de 1875 où il montre 
l'existence de "fonctions continues ui ne sont n i  croissantes n i  
décroissantes dans aucun intervaZZe n (44 

En 1872, E. Heine dégage la notion de continuité uniforme dans 
1251 et démontre rigoureusement pour la première fois qu'une 
fonction continue sus un Intervalle fermé et borné est uniformément 
continue sur cet intervalle. Cette propriété, ainsi que la notion de 
continuité uniforme, fut utilisée par d'autres mathématiciens aupa- 
ravant dont canto&%). 

1.5.2. Continuité pour les fonctions de pfusieurs variables 

Les énoncés à ce propos, ou plus précisément leur absence ou 
les erreurs qu'ils renferment, sont une indication supplémentaire de 
la difficulté qu'il y avait alors à saisir le fond de la notion de 
continuité. Cauchy avait tenté de démontrer en 1821 (il avait déjà 
le mérite de se poser la question) un théorème affirmant que si une 
fonction de deux variables est continue par rapport à x et par rap- 
port à y, alors elle est continue par rapport à (x, y). 

Le premier contre-exemple sera publié par Thomae en 1870 
dans 1601 et sera suivi d'un deuxième trouvé par Schwarz 
en 1872 ( [52 ] ) t43 .  



Cette même année, dans une lettre du 26 avril 2 Houël, Darboux 
expose avec une parfaite maîtrise la différence entre la continuité 
séparément par rapport à chacune des variables et la continuité par 
rapport à deux variables. 11 reviendra sur cette question en donnant 
des contre-exemples pendant plus de cinq ans, ce qui montre la 
difficulté qu'il avait à convaincre ~ouël@3. 

Ces contre-exemples inédits, ainsi que les deux autres furent 
ignorés en France. Il en sera ainsi jusqu'en 1896 date à laquelle 
Baire redécouvrira cette différence de nature des deux continuités 
et en fera le point de départ de ses recherches. 

Il semble qu'en 1861 Weierstrass ait donné une définition tout 
à fait correcte (à l'aide de voisinages) de la continuité d'une 
fonction de deux variables ([18], 114). Dans son cours de 1874 il 
démontre qu'une fonction continue sur un ensemble fermé borné 
atteint ses bornes supérieure et inférieure et définit la notion de 
point d'accumulation pour et cn. 

La démonstration de ce théorème pour le cas particulier de deux 
variables avait été faite par Darboux en 1872 dans un article où il 
définissait la continuité d'une fonction de deux variables ([9])A@. 

1.5.3. Fonctions discontfnues 

C'est Riemann dans [50], mémoire présenté pour sa thèse d'habi- 
litation à l'université de Gottingen en 1854 mais publié seulement 
en 1867 par Dedekind et traduit en français en 1873 par Darboux et 
Houël (voir les lettres de Darbow des 24 et 30 mars 1873), qui 
relança l'étude des fonctions discontinues@9). Définissant l'oscil- 
lation d'une fonction dans un intervalle, il élargit la notion 
d'intégrale à des fonctions non continues ayant une infinité dénom- 
brable de discontinuités et intégrable, exemple qui sera suivi par 
d'autres dont ceux de Hankel en 1870 qui donne les premières défini- 
tions et fait l'étude des fonctions ayant une infinité de discon- 
tinuités dans tout intervalle de R ([18], 116) et ceux de Darboux en 
1875 dans son mémoire sur les fonctions discontinues. 

Là encore Bolzano fut en avance sur beaucoup de ses contem- 
porains et des mathématiciens qui 11-15 succédèrent. Vers 1835, il 
intitule la première partie de son livre, La théorie des fonctions, 
Fonctions continues et discontinues (llvre ~ublié seulement en 
l93O), alors que jusqutà la deuxième édition du traité de Jordan 
(1893) la presque totalité des manuels de calcul infinitésimal 
(calcul intégral et différentiel) ne signale pas l'intégrale de 
Riemann et ignore les fonctions non continues. 

Mais le livre de Dini de 1878 est une exception. II reprend et 
perfectionne en effet, dans un chapitre qui leur est consacré, les 
définitions et l'étude des fonctions discontinues. 



Darboux quant à lui, utilise à plusieurs reprises dans sa 
correspondance des fonctions discontinues à titre de contre- 
exemples, considérant, par exemple, les fonctions définies de deux 
façons différentes sur les rationnels et les irrationnels (lettre du 
2 1  mai 1 8 7 4 ) .  

1 .5 .4 .  Sur la dérivabilité des fonctions 

Les résultats sur la dérivabilité exposés ici peuvent 
s'organiser autour de trois questions : l'existence des dérivées et 
la construction de fonctions continues mais non dérivables, la 
démonstration du théorème des accroissements finis, les dérivées de 
fonctions de plusieurs variables. 

Traitant du calcul différentiel, Bourbaki écrit : 

"Avec l e s  ouvrages de Cauchy on se retrouve enf in sur un 
terrain sol ide.(( .  . .)) La notion de l imite,  f ixée une f o i s  pour 
toutes, e s t  prise pour point de départ; ce l les  de fonction continue 
(au sens moderne) e t  de dérivée s'en déduisent imédiatement, ainsi  
que Zeurs principales propriétés éIémentaires; e t  Z1existence de la  
dérivée, au l i eu  d 'être un ar t i c l e  de foi, devient m e  question à 
étudier par l e s  moyens ordinaires de Ztanalysetl, 

Et, excepté une nouvelle fois Bolzano qui construisit un 
exemple non publié de fonction continue n'ayant de dérivée ni finie 
ni infinie de signe déterminé en aucun point@ les mathématiciens 
des années suivantes ne se préoccupèrent que des calculs de dérivées 
ou de différentielles et non de leur existence, critique que formu- 
lait encore Peano en 1884 à l'égard de la majorité des traités de 
calcul infinitésimal pbliés ( [ 4 5 ] ,  1, 4 7 ) .  

Darboux, également, reprend cette critique de façon implicite à 
plusieurs reprises dans ses réponses à ~ouël(a), et insiste sur les 
difficultés qu'il rencontrerait s'il cherchait, toutes les fois 
qu' il calculait une dérivée, à en démontrer 1' existence. 

La question de l'inéluctabilité de l'existence de la dérivée 
d'une fonction continue fut définitivement tranchée par Weierstrass 
qui produisit en 1872 un exemple de fonction continue et qui n'est 
dérivable en aucun point de R, exemple qui ne fut publié qu'en 1875 
et qui apparait dans le cours de 1874 ,  

Dans ce même cours Weierstrass indique que Riemann aurait donné 
un exemple de fonction continue qui n'était dérivable qu'en certains 
points de R ou en aucun point de R, lors de ses cours à Gottingen 
dans les années 1860 (1181 ,  66). Mais c'est surtout à partir de la 
publication en 1868 de [50] que l'influence de Riemann se fit 
sentir, comme en témoigne Darboux dans l'introduction de son mémoire 
de 1875 : 



"Jusqu'à l 'apparikion du mémoire de Riemann sur l e s  sér ies  
trigonométriques aucun doute w s ' é t a i t  éZevé sur Z'existence de l a  
dérivée des fonctions continues. ( . . ) ) Ce seuZ fa2.t qu ' Z Z  e x i s t e  
des fonctions discontinues susceptibZes d1int&grati ,on s u f f i t  à 
prouver, comme on l e  verra, qutiZ y a des fonctions continues 
n'ayant pas de dérivée, e t  c e t t e  conséquence des travaux de Riemann 
n'a pas tardé à ê t r e  admise par Zes géomètres allemands". 

Darboux lui même, à la suite de la lecture du mémoire de 
Riemann et dès avant 1875, construisit plusieurs de ces fonctions. 
Dans la lettre du 24 mars 1873 il annonce qu'il en a communiqué 
plusieurs à la société Mathématique de France, exemples dont 
malheureusement on e retrouve pas de trace dans le BuZZetin de la b! soc ié té  MathZrnatique 

La deuxième question importante à propos de la dérivabilité est 
celle du rôle et de- la démonstration du théorème des accroissements 
finis. 

Tout d'abord, une démonstration rigoureuse de ce théorème 
nécessitait un recours aux résultats les plus nouveaux des 
fondements de 1' analy 

Abandonnant le théorème des valeurs intermédiaires, jusqu'alors 
nécessaire à l'obtention de la formule finale et utilisant le 
théoréme de Rolle, O.Bonnet donne la première démonstration qui ne 
suppose pas la continuité de la dérivée. Elle est publiée dans le 
cours de Serret de 1868. Elle a cependant un inconvénient, celui 
d'utiliser l'hypothèse fausse de la monotonie d'une fonction 
continue. 

En 1874, Darboux "arrange" la démonstration de Bonnet en 
utilisant le ieme sur ie maximum. Il n'utilise plus en effet 
l'hypothèse de monotonie mais il admet, tout en disant qu'on peut la 
démontrer (ce qu'il ne fait pas, cf la lettre du 16 avril 1874), 
l'existence de la borne supérieure d'une fonction continu&@ll! 

C'est en 1878, dans le livre de Dini, que l'on trouve la 
première démonstration entièrement exacte de ce théorème, toutes les 
étapes intermédiaires étant démontrées avec rigueur. 

Dini signale qu'il a pris les éléments de sa démonstration dans 
les cours que donne Weierstrass. Cependant, on ne trouve pas de 
démonstration entièrement satisfaisante de ce théorème dans les 
notes de cours des étudiants de Weierstrass, celui-ci utilisant 
encore dans son cours de 1874 l'hypothèse de continuité de la 
dérivée. 

En 1870 Schwarz donne la première d6monstration correcte de la 
~ro~riété suivante : une fonction réelle, dérivable, dont la dérivée 
est toujours nulle, est constante. Il la démontre grAce au théorème 
des accroissements finis dont c'est une conséquence (4 



C'est un des premiers exemples d'utilisation de la formule des 
accroissements finis dans les démonstrations des propriétés les plus 
élémentaires du calcul différentiel. Or, elle seule permet de 
"donner la  seuZe exposition rigoureuse e t  simpZe du caZcuZ diffé- 
rent ie l"  (Darboux, lettre d u  2 mai 1874). 

Darboux reviendra fréquemment dans ses lettres ( 9  sur le rôle 
fondamental de ce "théorème ((celui des accroissements finis)) 
dominant l e  caZcuZ infinitésimaZ" (Darboux, lettre du 25  avril). 

En ce qui concerne les résultats sur les fonctions de plusieurs 
variables nous retrouvons les mêmes problèmes que ceux que nous 
avons soulignés à propos de la continuité : la difficulté à con- 
cevoir la nécessité d'une démonstration. 

Dans le cours de 1861 Weierstrass démontre que 
f t fZylx ,y)  = fr 'yxfx,y) lorsque la fonction réelle f des variables r 
et y, ainsi que ses dérivées partielles et secondes sont 
continues. Schwarz généralisa ce théorème en 1873 en supposant la 
seule continuité de f ',, de f et de frtîti. 

Les lettres de Darboux témoignent dPautre part des difficultés 
qu'il pouvait y avoir à définir les d&rtvées partielles des 
fonctions de deux variables, ainsi que les dérivées de fonctions 
implicites, etc, toutes propriétés et définitions qui nécessitaient 
l'utilisation de la formule des accroissements finis. 

1-5.5. Sur l'intégrabilité des fonctions de variables réelles 

En 1873 Darbow découvre le mémoire de Riemann de 1854 ([50]) 
et écrit 2 U o u ë 1  P ' ~ c ~ i ; ! 2 z  7m beau morceau e t  qui ne sera p s  
apprécié. Mais i Z  y a tme perle que tout  t e  monde y découvrira Je  
Z respère. C 'es t  la dé f in i t i on  de Z'intégrale définie" (lettre du 
30 mars 1873). 

Alors que Cauchy "n'applique son procédé qufà des fonctions a 
priom intéressantes, Les fonctions con&inues, Riemann regarde à qui 
sPappZique Ze procédé de dé f in i t i on  e t  considère tout donc y compris 
Zes intégraZes de fonctions discontinues" (H. Lebesgue, 1381, 241 ) . 

C'est Darboux en 1875 qui démontrera dans 1101 la condition 
nécessaire et suffisante pour que l'intégrale d'une fonction bornée 
existe, condition énoncée par Riemann. 

L'existence de l'intégrale restait en effet à démontrer rigou- 
reusement, même dans le cas d'une fonction continue. 

Dans sa démonstration en 1823, Cauchy supposait implicitement 
la continuité uniforme de la fonction sur un intervalle pour prouver 
l'existence d'une limite des sommes dites de Riemann lorsque le pas 
tend vers 0, continuité uniforme qui ne sera démontrée rigoureu- 
sement qu'en 1872 par Heine. 



1.6. Sur les séries 

Cauchy tout d'abord dans son cours de 1821, puis Abel à partir 
de 1825 posèrent, les premiers, les principes d'une étude rigoureuse 
du comportement des séries, s'élevant l'un comme l'autre à plusieurs 
occasions contre l'habitude de travailler sur des sommes de séries 
dont on ne montrait pas la convergence ou qui étaient divergentes(2q? 

Si des progrès furent faits alors dans l'étude de la conver- 
gence des séries numériques, il n'en fut pas de même pour celle des 
séries de fonctions dont l'étude était beaucoup plus délicate et 
nécessitait la maîtrise, par exemple, de la convergence uniforme qui 
ne fut acquise que plus tard. 

11 faut cependant là encore noter le mérite e Cauchy qui sut, (4 par exemple, corriger une de ses propres erreurs sur la continuité 
de la somme d'une série de fonctions continues simplement conver- 
gente au de Abel qui, sans la résoudre, posait la question de la 
démonstration de la dérivée de la somme d'une série de fonctions 
dérivables. 

Dans son cours de 1861, Weierstrass reprend ces questions et 
donne la première démonstration connue du théorème sur la dérivation 
terme à terme d'une série convergente de fonctions. 

En 1869, Heine publie la démonstration du théorème sur l'inté- 
gration terme à terme des séries, théorème que Weierstrass 
enseignait depuis des années dans ses cours. 

Le chapitre 5 du &moire de Darboux sur les fonctions discon- 
tinues, consacré aux séries, est une synthèse de tous les résultats 
sur les séries de fonctions convergentes et absolument 
convergentes 29; 

Cette synthèse de 1875, où figurent de nombreux contre- 
exemples, montre que Darboux dominait ces questions, ceci étant loin 
d'être partagé par tous à cette époque. 

Si Dini dans son cours de 1878 donne des résultats rigoureux et 
démontre que si la somme d'une série de fonctions continues sur un 
intervalle et positives à partir d'un certain rang est continue, 
alors la série est uniformément convergente, d'autres mathématiciens 
et parmi les plus grands, traitent des séries avec moins de bonheur, 
comme le fait remarquer Darboux dans une lettre à Houël de 1875 
(voir la lettre du 23 décembre 1875). 



1.7. Conclusion 

Il apparait ainsi, la suite de ce rapide inventaire, que 
l'essentiel des propositions concernant la structure de la droite 
des réels, les propriétgs des fonctions continues ou intégrables, 
les premiers éléments de la théorle des ensembles que Jordan expose 
dans le tome de 1893 ont déjà été démontrés en 1882 lorsque sort le 
premier tome de la première édition de son traité, principalement en 
Allemagne et en Italie. 

C'est pendant les années 1870 que l'exigence d'une plus grande 
rigueur dans l'énoncé et la démonstration des propriétés élémen- 
taires du calcul infinitésimal aboutit à la remise en cause des 
principes sur lesquels reposait l'analyse. Elle se traduit par une 
accumulation de résultats visant à poser les prlncipes de l'analyse 
sur des bases plus solides. 

Cependant, s'il est vrai que c'est alors que sont élaborées les 
premières notions de topologie générale ou les premiers éléments de 
la théorie des fonctions, il nous faut souligner le caractére épars 
et marginal de tous ces résultats pendant cette décennie. 

S'il stagit ici de la naissance de Pa topologie générale, de la 
théorie des fonctions à leurs tout débuts, personne ne voyait encore 
ni leur globalité, ni leur coherence, ni Peur utilité; 1à sera le 
mérite de Jordan avec la deuxième édition du traité qui en présen- 
tera un exposé unique. 

Ainsi, parlant des travaux sur les fonctions de variables 
réelles dans 1'introdusitisw à sa notice sur ses travaux scienti- 
fiques de 1922 ([39], 101), Lebesgue constatait : 

"Jusqu'à ces derniers temps, l a  pZupart des t ravam sur l e s  
fonctions réel  les ,  c e m  concemant Zes sér ies  trigonomZtriques 
exceptés, se réduisaient à des remarques, parfois t r è s  élégantes, 
mais sans Zien, ne formant nul corps de doctrines, e t  n'ayant servi  
pratiquement à r ienM.  

Dans une autre introduction à la notice, celle-là inédite 
([40], 891, Lebesgue écrit encore : 

"L'étude générale des fonctions, si e l l e  apparaissait comme 
for t  intéressante au point de vue philosophique après l e s  ouvrages 
de Dtni e t  de Tannery, par exemple, semblait sans portée mzthé- 
matique véritabZe. ( ( . . . ) ) Les travaux qu 'on publiait  sur l e s  
fonctions de variabZes rée l les  avaient Ze plus souvent pour but de 
montrer, par des exemples, Z ' impossibizité d'énoncer sans 
r e s t r i c t i on  t e l l e  ou teZZe proposition. On const i tuai t  a ins i  une 
sorte de musée de monstruosités plus propre à détourner Ze mathéma- 
t i c i e n  de ce genre d'étude qu'à Z ' y  intéresser".  



Notes sur la première partie 

1. L'Académie possède d'autre part 31 lettres de Houël à 
Darboux conservées à la bibliothéque de l'Institut (cf 2, note 19). 

2. ~érnoin de la Commune de Paris, de la ~épublique des 
Versaillais, Darboux fait part à Houël de son opinion sur les évé- 
nements polttiques de cette période. La politique de Paul Bert, 
alors Ministre de l'Instruction Publique, ses réformes des pro- 
grammes de licence en ~aculté des Sciences sont, entre autres, 
longuement critiquées et discutées. 

3. Nous verrons que ces critiques peuvent le plus souvent 
s'appliquer au tome de 1882 du cours de Jordan. 

4. Signalons également que Cauchy fut le premier à utiliser 
systématiquement la notation un pour les éléments d'une suite, les 
mathématiciens du XVIIIe siècle ayant abondamment travaillé sur les 
suites sans disposer de cette notation. Quant au critère dit de 
Cauchy, il fut énoncé déjà clairement par Bolzano en 1817, donc 
avant Cauchy. 

5. Ainsi dans son mémoire sur les nombres irrationnels C.  Meray 
indique que "deux principesrr &taient à cette époque le fondement 
essentiel de toutes les parties mathematiques où intervient la no- 
tion de limite. Le premier était qu'une suite croissante majorée 
(resp. décroissante minorée) tend vers une limite. Le second prin- 
cipe était que toute suite de Cauchy tend vers une limite. 

"Jusqu 'à p ~ é s e n t  rr, écrit-il, "on a regardé ces propositions 
corne des miomes", mais cette façon de faire n'évitait pas "Ea né- 
cess i t é  ci' introduire dans Zes raisonnements Za conception assez 
obscure de zomhre incnnanm~kcrabZe" (cité par P. Dugac dans 
[181, page 22 1- 

6. Cauchy en 1821 utilise une définition de la limite en des 
termes voisins de ceux que donnera Weierstrass (171, 2, t.3, 5 9 ) -  

7. Dans une lettre du 17 janvier 1876, Darboux écrit à Houël : 
"Qu 'es t-ce que ce BoZzam dont vous me parZez à propos d 'm th6orème 
sur Za continuité des fonctions ? " D'autre part P. Dugac indique 
que Cantor ne connut ce mémoire qu'en 1870, mémoire signalé par 
Schwarz qui en possédait un exemplaire, "dernier exempzaire qu'avait 
Z 'édi teur".  

8. Au sujet des rédactions inédites des cours de Weierstrass, 
signalons entre autre les rédactions suivantes étudiées par P. Dugac 
dans 1163 et 1181 : 

- le cours du semestre d'été 1861, intitulé CaZcuZ d i f f é -  
rentieZ, rédigé par Schwarz, alors éléve de Weierstrass; ce cours a 
une importance particuli&re, car ce sont entre autres des notes de 
ce cours que Schwarz communiqua à différents mathématiciens, dont 
Heine et Dini qui prit ainsi connaissance, vers 1871, des idées de 
Weierstrass. 



- le cours du semestre d'hiver de 1865-1866 qui était intitulé 
Théorie générate des fonctions analytiques. 

- le cours du semestre d'été de 1874, intitulé Introduction à 
la  théorie des fonctions analytiques dont il existe une rédaction 
manuscrite d'un éléve de Weierstrass, G -  Hettner. 

- le cours du semestre d'Pt6 de 1878, intitulé comme le précé- 
dent, dont il existe deux rédactions, avec des différences 
sensibles, l'une ayant été publiée en 1881 par S. Pincherle 
(Weierstrass se plaignit de cette rédaction). 

Notons que le dernier cours de Weierstrass date de 1886 et que 
le premier manuel d'enseignement s'inspirant des idées de 
Weierstrass fut celui de Stoltz paru en 1885. 

9. Ce principe de Ica représentation des fonctions avait été 
développé par Lagrange. 11 est intéressant de faire le parallèle 
entre la façon dont Weierstrass d'une part et ~éray d'autre part le 
développent, ce dernier se caractérisant par une grande étroitesse 
C[181, 85). 

10. - a est extérieur à O s'il existe un voisinage de a qui. ne 
rencontre pas O. 

- a appartient à la frontière de O si dans tout voisinage 
de a il y a des points qui n'appartiennent pas à 0. 

11. La définition de Bolzano d'une fonction continue en un 
point est : "SZ  x e s t  une t e l l e  valeur quetconque, l a  di f férence 
f (x-d.) - f ( x )  peut ê t r e  rendue plus pet i te  que toute  gmndeur 
donnée, si 2 'on peut toujours prendre b~ aussi pe t i t  que I 'on 
voudraff. 

Celle de Cauchy est dq autre part : "La fonction f sera continue 
au point x s i  Za valeur numérique i .  valeur absolue)) de l a  
d i f férence  ff xtw! 1 - f  (z) déeroit indéfiniment avec ce l l e  d e 4  ". 

12- Riemann, dans un cours publié, utilise déjà les E pour la 
définition de la continuité et insiste, dans un inédit découvert 
après sa mort en 1866, sur l'importance de l'écriture de cette défi- 
nition à l'aide d'inégalités. 

13. Dans son mémoire de 1875, Darboux se réfère à la démons- 
tration de Cauchy de ce théorème. 

14. L'exemple qu'il donne d'une fonction est la somme 
te'% avec gg, absolument f l x )  de la série f (xl = z a n ( s i n  nz 

convergente ([10], 106). 

15. En effet si la définition de la continuité uniforme est de 
Heine, la démonstration de 12.51 est sinon de Cantor, du moins très 
directement inspirée de celle de ce dernier, qui à ce sujet ne se 
référe pas à Heine mais à Cantor. 

Notons également que dans ses cours sur l'intégrale définie, en 
particulier celui de 1854, Dirichlet énonçait d@jà un théorème sur 
la continuité uniforme d'une fonction continue sur un intervalle, et 
cela dans une formulation d'une modernité surprenante. 



16. Il s'agit des contre-exemples suivants : 
Thomae : f(x, y)=sin (4  Arctg(x/y)) au voisinage de (O, 0 )  

et f(x,O) = ff0,O) = 0. 
2 Schwarz : f(î, y) = 2 ~ y / l 2 + ~  I avec f(0, O) = O. 

17. Il construit son premier contre-exemple dans la lettre du 
30 Décembre 1873. 

Il s'agit de la fonction 
f (x ,y)  = ~/y4.exp(-~/y4~ ; f(0,yl = O; f ( O , O i  = O 

Si elle est continue sur toute droite en s'approchant de l'ori- 
gine, ce n'est plus vrai lorsqu'elle s'en approche sur la parabole 
z=kay2  où elle demeure constante. 

Nous renvoyons en ce qui concerne la continuité pour une 
fonction de deux variables aux lettres des 26 avril 1872, 
30 décembre 1873, 19 janvier 1874, 27 novembre 1875, 11 juillet 
1877, 

18.  "Suivant l'exemple de M. Bonnet pour l e s  fonctions d'une 
seule varZable, nous définirons l a  continuité point par point, pour 
a i n s i  dire,  de l a  manière suivante : 

Une fonction z=f(x,  y) e s t  d i t e  continue pour m système ( = ç o 3 p ~ I  
des valeurs de varZables, représenté par tm point M, quand on peut 
assigner autour du po.int M une courbe, quelque petzte qu'el le  so i t ,  
* e l l e  que, pour tous l e s  poznts m' (z9 y )  c o q r i s  à Z'intérieur de 
ce t t e  courbe, on a i t  l a  dif férence f fx ,  y)- f (zo, y* plus pet i te  en 
vaZeur absoZue que 6, b étant  pris aussi  p e t i t  qu'on l e  veut". 

19. Dans son mémoire de 1829 "Sur l a  convergence des s&<es 
trigonométriques qui seruent à représenter une fonction arbi traire 
enkre des l imi tes  données", Dirichlet examine Pe cas où le nombre de 
discontfnuités, ainsi que le nombre des maxima et minima de Pa 
fonction est infini. 11 y donne le premier exemple d'une fonction 
définie sur R et te112 qüe toüt point de E soit Un point de discon- 
tinuité de la fonction ([18], 37) : f(x)=O si x est rationnel, 
flx)=I si x est irrationnel- 

2 0 -  L'exemple de Bolzano se trouve dans la Théorie des 
fonctions édrit vers 1835, mais, rappelons le, publié seulement en 
1930, dans la deuxième partie : fonctions dérivées. 

21. Voir les lettres des 18 et 24 janvier 1875, ainsi que la 
lettre du 31 'anvier de la même année à propos de l'existence de la 
dérivée de rZ)-sCn(I/z) à l'origine. 

22. Nous trouvons dans la correspondance une série de lettres à 
propos du débat qui s' élève avec le mathématicien belge Gilbert sur 
l'existence de fonctions continues sans dérivées et la validité des 
travaux de Hankel ( 1 2 4  bis]); dans la lettre du 18 février 1873 
Darboux expose à Houël une des erreurs de la démonstration dans 
laquelle Gilbert concluait à la nécessité de l'existence de la dé- 
rivée pour toute fonction continue ([23]).Voir également les lettres 
des 24 et 30 mars, 12 avril, 16 juin et 3 juillet 1873, ainsi qu'une 
lettre non datée du second semestre 1873. 



23. Voir à propos de la démonstration de ce théorème le cours 
enseigné par P. Dugac en 1979 à 1'~niversité de Paris VI ( [ 1 9 ] ) .  

2 4 .  Darboux en donne une démonstration pour des fonctions de 
deux variables, dans laquelle il admet "l 'existence d'un point 
l imite à l ' in tér ieur  de tous l e s  contours successifs de plus en plus 
petits, intérieurs chacun à tous ceux qui le  précèdent" ( [ 9 ] ) .  

25. La démonstration est donnée pour la première fois dans une 
lettre de Schwarz à Cantor du 20 février 1870 ( [ 1 8 ] ,  49).  

26. Voir les lettres des années 1874 et 1875. 

27. Abel, dans une lettre du 16 janvier 1825 écrit, parlant des 
séries divergent es : "Je sui6 deoenu prodigieusement a t t en t i f  à tout 
cela; car s i  l 'an excepte l e s  cas de la plus extrême simplicité, par 
exemple : l e s  séries trigommétriques, i l  n l y  a presque pas, dans 
toutes les  mathématiques, une seule série in f in ie  dont la somne es t  
déteminée d'une mmière rigoureuse : en d'autres termes, ce qu'il  y 
a de plus important dans les  mathématiques es t  sans fondement". 

28. Ce n'est qu'en 1853 que Cauchy corrigea son erreur, alors 
que dans la lettre de 1825 déjà citée, publiée dès 1839, Abel criti- 
quait cette proposition en fournissant un contre exemple et 
a joutait : "On f a i t  tout espéce d'opérations sur l e s  séries 
inf inies ,  comme s i  e l l e s  étaient finies; m i s  est-ce permis ? Jamais 
de la vie1'. 

29. Nous ne nous occuperons pas ici du problème important des 
séries de Fourier d'une fonction, bien qu'elles aient eu un rôle de 
premier plan au cours du dix-neuvième siecle. Nous n'avons pas fait 
rentrer dans notre comparaison des dif f &rentes éditions du traité de 
Jordan l e s  chapi t res  correspondant c e t t e  notion. 



2 .  LA MISE SUR PIED DES FONDEMENTS EN FRANCE DE 1870 A 1882. 

2.1. les traités : un moyen de connaissance 

Le recensement des travaux sur les fondements de l'analyse de 
1870 à 1880 que nous venons d'effectuer nous montre que, mis à part 
Gaston Darboux et Ossian Bonnet, aucun mathématicien français ne 
participa à cette production de nouveaux résultats. Plus encore, à 
la suite de son mémoire de 1875 ([lo]), Darboux "fut quelque peu 
bZ- de s'être laissé atZer à étudier de pareiZZes questions" 
(Lebesgue, 1391, 14). 

Ce mouvement des années 1870 à propos des fondements est en fait 
étranger aux recherches mathématiques qui se déroulent en France. On 
ne s'y intéresse pas aux séries trigonométriques qui sont à I'ori- 
gine de beaucoup de ces travaux. Le ton désabusé de certaines des 
lettres de Darboux à propos de l'accueil qui risque d'être fait, par 
exemple au mémoire de Riemann 1501, en est une preuve, 

De même, "Darbotc=r: racontait ( ) ) que ce M&mo<re ( (celui de 
1875)) avait été froidement accueiZZi par ptusieurs de ce= qui 
habitueZlement s'intéressaient à ses travaux. fis Ifavaient dissuadé 
de labourer plus Iongtemps te champ stérile des fonctions qui n'ont 
pas de dérivées" (E. Picard, [47], 17)~) 

Nous confirmerons le peu d'intérêt en France pour Ces questions 
des fondements, dans l'étude que nous allons faire dans cette par- 
tie, de différents traités d'analyse parus en France entre 1870 et 
1882 et particulièrement du premier tome du Cours drAnatyse de EfE- 
cvZe PoZytechnique de C. Jordan. 

Par contre, la parution en Italie dès 1878 du premier traité 
d'analyse qui présente, dans le cas de la droite reelle, les résul- 
tats de la théorie des ensembles et des fonctions ayant une infinité 
de points de discontinuité, témoigne d'une situation tout à fait 
différente, 

Enfin, l'absence en Allemagne fisqu'en 1885 de tout manuel 
s'inspirant des idées de Weierstrass malgré l'importance du nombre 
des résultats trouvés par des mathématiciens allemands, traduit une 
troisième réalité. 

Ainsi, dans ces trois pays, le mouvement de mise sur pied des 
fondements entre 1870 et 1882 se développe de trois façons diffé- 
rentes; sa prise en compte dans les traités d'analyçe apparaît à 
trois moments différents. 

Avant d'étudier plus son histoire en France, 
nous donnerons quelques éléments sur les situations en Italie et en 
Allemagne. Un point de vue plus global nous permettra ainsi de mieux 
saisir l'originalité de la situation franqaise, mais surtout de 



mieux juger de la valeur des traités d'analyse comme "révélateur" de 
l'état du mouvement dans chaque pays. 

Nous attachant plus précisément à la situation en France, nous 
pourrons discuter, à la suite de l'étude du tome de 1882 et des 
autres cours d'analyse parus en France de la distance inévitable 
entre la réalité du mouvement et l'image que nous en donnent les 
traités. 

2.2. L'Italie et l'Allemagne 

Depuis 1859, Weierstrass ensef gnait à 1'~niversité de Berlin un 
cours dans lequel il s'attachait à étudier les fondements de l'ana- 
lyse (cf 1.3) . Mais Weierstrass n'ayant jamais publié ses cours, ce 
n'est qu'à partir de 1870, avec la parution en Allemagne de mémoires 
de certains de ses éléves comme Schwarz, Thomae et Heine, que ses 
idées commencèrent à être connues et que l'on put découvrir comme 
l'écrit Dini dans l'introduction à son cours [15], que "des hommes 
déjà habiles dans la science, e t  estirnés à juste t i t r e ,  avaient 
souZeoé des  doutes encore plus grands" et visaient "à poser l e s  
principes de l'analyse sur des bases plus solùies". 

D'autre part en 1868 Dedekind publia le &moire de Riemann "Sur 
la possibilité de représenter une fonction par une série trigono- 
métrique" [50], et en 1872 Cantor écrit son premier article dans 
lequel il définit entre autre la notion d'ensemble dérivé et de 
point d'accumulation ( [ 4 ] )  (cf 1 . 4 )  . 

Si ces divers travaux n'ont que peu de répercussions en France 
il n'en est pas de même en Italie où U. Dini y trouve des réponses à 
ses propres préoccupations. 

. L'Italie 
Comme il s'en explique dans l'introduction à son cours que nous 

venons de citer, Dini ressent dès les années 1865-1866 des doutes 
quant à la rigueur des énoncés et des démonstrations concernant les 
principes fondamentaux de l'analyse. "Mais débutant dans Za vie 
scientif iquerr et comme "personne n'avait  soulevé publiquement de 
t e l s  doutes" il en tire la conclusion "qu'iZ6 n'existent que dans 
son esprBt ". 

Il doit attendre 1870-1871 pour trouver, dans les mémoires de 
Schwarz notamment, un écho à ses propres doutes. Cependant, ne se 
satisfaisant pas de ce qu'il ne trouvait dans les mémoires que "peu 
d'aperçu sur Les doutes mentionnés, tandis qu'on y fa i sa i t  entendre 
que certains de ces doutes pouvaient ê tre  Zevés, ((et que)) aucun ne 
montrait cornent cela pouvait être fai t" ,  Dini écrit à Schwarz. 
Celui-ci lui envoie alors ses notes du cours de Weierstrass de 1861 
et les démonstrations qu'il n'avait pas encore publiées. 



Enseignant alors à l'Université de Pise, Dini introduit immédia- 
tement ces nouvelles théories dans son cours de l'année 1871-1872 et 
conçoit son livre dont la publication sera retardée jusqu'en 1878. 
La rapidité avec laquelle Dini s'empare de ces nouvelles idées et 
les diffuse en Italie prouve l'importance qu'il accorde à la mise 
sur pied des fondements, aux notions et théories qui en sont issues. 

Dans son cours et dans son livre, Dini revient sur la théorie 
des ensembles et les notions présentes dans l'article de Cantor de 
1872 ( [ 4 ] ) ,  sur les fonctions admettant une infinité de disconti- 
nuités, sur l'existence de la dérivée, etc. 

L'examen de la Table des matigres permet de mieux saisir l'im- 
portance et la nouveauté de ce cours qui réalise une première çyn- 
thèse des résultats obtenus sur les ensembles de réels et sur les 
fonctions d'une variable réelle- Dini reprend également, pour les 
"rendre pleinement rigoureux", les résultats de Hankel sur le prin- 
cipe de condensation des singularités, r%sultats provoqués par le 
mémoire de Riemann [50]CZ), 

Il nous semble qu'il est important de relever que, contrairement 
à Weierstrass, Dini publia son cours d'analyse* La parution de ce 
cours correspond à une étape diffgrente du mouvement de mise sur 
pied des fondements en Italie. Autour de Dini, qui jusque à était 
isolé, se crée une puissante école italienne dPanalyse qui commence 
à publier de nombreux travaux sur la théorie des fonctions vers 
1880. Alors qu'au même moment en Allemagne, malgré les travaux de 
certains mathématiciens dont Cantor, Pe mouvement semble s'es- 
souffler et les idées de Weierstrass ne se diffusent que très len- 
tement 

Dans son intervention au Congrès International des Mathéma- 
A ~ ~ c i s n s  -. d e  19G8, Les m$h&mairiques efi 1i;aZie d~îzs  Za de-mGme z o i t i &  
du XIXe s i èc l e ,  Volterra affirme ( [ 6 2 ] ,  61-62) : 

"Ce fut Dini qui in t roduis i t  e t  d i f fusa  Z'amour pour cereaines 
recherches avec son Zivre e t  plus encore avec I f e f f i c a c i t é  e t  Z'ori- 
g i n d i t é  de s a  enseignement. Qui a subi l e  charme de ses Ieçons, 
dans ZesqueZZes tant  de pensées obscures devenaient par enchantemept 
fac i les  e t  ctaires,  ressentira pour Za v ie  entière une vive sym- 
pathie envers Zes mêmes recherches. Weierstrass e t  Riemann, partant 
des idées qui s 'é ta ient  pe t i t  à pe t i t  in f iZ t rées  dans ZfanaZyse, ont 
commencé, en en étant Zes in i t ia teurs ,  Georges Cantor étonna tout  Ze 
monde avec ses révétations inattendues, Du Bois Raymond a pénétré 
beaucoup de problèmes obscurs e t  Ltzrboux a découvert tant  de beZZes 
propositions originaZes. C ' e s t  Dini, coordonnant ces doctrines en- 
sembZe, l e s  enrichissant de nouveZZes vér i tés ,  qui eut l e  courage de 
l e s  introdufre en ItaZ i e ,  dans l  n ni ver si té au cornencement même des 
études de Z 'analyse in f in i tés imale  e t  comme fondement de ce2 les-ci .  
Entreprise hardie de ses jeunes ann&es,grÛce à ZaqueZle son ensei- 
gnement acquit une coloration nouvetle tandis que l e s  anciennes 
théories devenaient corne v i v f f i é e s  par m souff le  de fraTcheur e t  
de jeunesse. 



At t i rée  par ces études, une 2coZe de mthématiciens se f o m  en 
I t a l i e ,  qui consacra l a  force de leur taZent au déveZoppemmt de 
c e t t e  doctrine e t  apportèrent d'importants r5suZtats. 

Ces études prirent a ins i  chez nous une double direct ion : Z.'une 
conduite par Ascoli, ArzeZa e t  d'autres, vers des recherches con- 
crètes  sur l e s  séries,  le6 l im i t e s  e t  Za théorie des fonctions; 
l ' au t re ,  avec Peano e t  ZtécoZe q u ' i l  a animée, en donnant une base 
toujours plus soZide a m  fondements e t  en approfondissant Za cri-  
t ique des postulats, va de jour en jour vers des régions toujours 
pZus abstrai tes ,  acquérant un caractère pZus ou moins ph<lo- 
saphique. '' 

Nous évoquerons enfin un cours d'analyse, rédigé en partie par 
Peano, qui parut en Italie en 1884 et qui permet de mieux saisir 
l'état de la réflexion sur les fondements en Italie mais aussi en 
France et pour une moindre part en Allemagne. 

Il s'agit du traité d'Ange10 Genocchi, CaZcoZo d5f ferenziale  e 
principi i  d i  caZcoZo integrale, pubZicato con agg2unte da2 Dr G5u- 
seppe Peano. En fait, le traité est en grande partie l'oeuvre de 
Peano qui publia le cours oral par Genocchi à llUniversit& 
de Turin ainsi que le montrent des lettres et documents inedits de 
Genocchi ([45], 1, 47)- 

Peano, dans une longue introduction, recense différentes erreurs 
ou inexactitudes contenues dans un certain nombre de traités à pro- 
pos de définitions ou de démonstrations concernant les fondements de 
l'analyse.11 critique entre autre quatre traités français d'analyse 
parus entre 1857 et 1882 dont le tome 1 du cours d'analyse de 
Jordan. 

Nous reviendrons dans la qüatrlème pârtie sür 1s contenü du 
cours et des nombreuses notes que Peano y ajouta; mais fl nous 
semble intéressant de noter ici, que cette étude critique des trai- 
tés d'analyse utilisés en Europe entre les années 1870 et 1882, 
étude consacrée spécifiquement aux paragraphes traitant de questions 
relevant des fondements, est faite en Italie et dès 1884. 

Nous nous servirons de cette analyse dé: Peano pour notre étude 
du tome de 1882 du traité de Jordan et des autres traités; nous 
reviendrons alors, en détail, sur cette introduction de Peano. Nous 
ne donnerons ici que la liste des différents ouvrages critiqués par 
Peano et la liste de ceux auxquels il se réfère- Cela permet d'avoir 
une bibliographie relativement complète des traités d'analyse édités 
ou réédités en Europe en 1870 et 1884~~. 

. L'Allemagne. 
Tout a donc commencé en Allemagne où la plupart des travaux sur 

les fondements est publiée avant 1875 (cf 1). 

Le mémoire de Heine de 1872 ( [ 2 5 ] )  rédigé à partir des notes de 
cours de Weierstrass est le premier exemple d'une démarche qui vise 



explicitement à remettre en cause les anciennes bases de l'analyse 
et à proposer, ici dans le cadre du théorème des valeurs inter- 
médiaires, une nouvelle mfse sur pied de fondements pleinement ri- 
goureux. 

Cependant, il semble que le mouvement soit freiné par la non 
publication des cours de Weierstrass dont les idées, en Allemagne 
même, ne se diffusent pas vite. Dans une lettre de 1879 qu'il 
adresse à Hermite, Mittag Leffler souligne les limites auxquelles se 
heurte le mouvement de refonte des fondements ([16], 154) : 

Je trouve que Monsieur Weierstrass a parfaitement raison quand 
i Z  d ise  ((sic)) que mon mémoire s o i t  trop Zong e t  Zes caZcuZs trop 
dévezoppés. Mais à côté des avantages énormes q u ' i l  y a d ' ê t r e  
L'élève de Monsieur Weierstrass, i Z  y a aussi  de p e t i t s  incon- 
venients que vous ne pouvez pas peut-être sa i s i r .  ( ) Les 
AZlemands eux-memes ne sont pas en général assez au courant des 
idées  de Monsieur Weierstrass pour pouvoir sa i s i r  sans d i f f i c u l t é  
une exposit ion qui s o i t  f a i t e  s-brictement d'après Ze modèZe 
czassique qui a donné Ze grand géomgtre. ( ( . Tout Ze ma2 v ien t  
de ça que Monsieur Weierstrass n'a pas pubLi6 ses cours. C 'es t  vrai  
que Za méthode de Weierstrass e s t  enseignée maintenant dans plu- 
sieurs univers i tés  aztemandes, mais tou t  Ze monde n 'es t  pas pourtant 
Z'éléve de Weierstrass ou Z'éZéve de quelqu'un de ses éZévesn 

Mittag Leffler n'est pas le seul à regretter l'absence d'un tel 
traité d'analyse en Allemagne. ~orsqu'avait paru le livre de Dini de 
1878, Cantor avait écrit à Dedekind dans une lettre du 18 janvier 
1880 ([17bisf, 233) , il faudrait "Ze traduire e t  Z9adapter", car 
"justement chez nous un ouvrage comme ce lu i  de DZni e s t  nécessaire, 
e t  je Ze sans presque à chque  Zeçon que je donne à xeû auditeurs. rt 

11 faudra en fait attendre 1885 pour que sorte en Allemagne le 
traité de Stoltz, premier traité général d'analyse s'inspirant des 
idées de Weierstrass. 

Quoique des recherches se poursuivent, notamment sur l'inva- 
riance de la dimension, ou la théorie des ensembles de Cantor, il 
n'existe rien de comparable vers 1880 à l'école italienne d'analyse. 

Dans une lettre du 10 janvier 1883, Mittag Leffler écrit à 
Cantor "que s i  Za partie phiZosophique de son oeuvre fera t r è s  
grande sensation en AZZemagne, i Z  n'en sera pas de même de Za partie 
mathémat?que. Car en dehors de Weiers-t-rass, i Z  semble que ce soSt 
sedemen-t: Schottky qui a i t  "de l a  compréhension pour votre travai  2'' 
(Cl71, 1 3 ) .  



c'est cependant en Allemagne que paraissent en 1878-1879, dif- 
férents articles à propos du non homéomorphisme de T?n sur R?2, qui 
peuvent être considérés comme un des premiers exemples d'articles de 
topologie générale ( [ 2 4 ] ) .  11s furent provo qui?^ par un article de 
1878 de Cantor qui établissait l'existence d'une correspondance 
bijective entre les points de la droite et ceux du plan ( [4 bis]). 

Dès la parution de cet article plusieurs mathématiciens dont 
Luroth ( [ 4 2 ] ) ,  Thomae ([61]), Netto ([43]) et Cantor (151) lui-même, 
s'attaquèrent au problème de l'invariance de la dimension cherchant 
à montrer l'impossibilité d'un hom&omorphisme entre l?' et R"1 pour n 
différent de m ,  souvent pour des cas particuliers. 

Ils cherchèrent en raisonnant par l'absurde à mettre en défaut 
soit la bijectivité, soit la continuité de l'application. Aucune de 
ces démonstrations n'est satisfaisante. Certaines sont fausses, mais 
beaucoup ont le défaut de considérer comme acquis et d'utiliser des 
propriétés non démontrées des applications et des espaces. Ce sont 
ces recherches poursuivies par Schsenf lies,  réc ch et , Baire, Brouwer 
et Lebesgue, qui ont contribué de façon décisive à la naissance de 
la topologie (voir [ 2 4 ]  et [28]). 

Ces articles de 1878-1879, dans lesquels les mathénaatfcfens 
utilisèrent des définPtions de topologie et de thgorie des en- 
sembles, sont un des premiers exemples de la pénétration des nou- 
velles définitions et des raisonnements topologiques dans les revues 
mathématiques. On sort enfin de l'Université de Berlfn. 

A la suite de l'envoi d'une des démonstrations de Cantor sur le 
non homéomorphisrne, Dedekind esquisse un souhait à propos du déve- 
loppement de la topologie ou plutôt de la théorie des multiplicit&s 
en Allemagne à cette &poque ( [ 8 ] ,  2251, dans une lettre à Cantor du 
19 janvier 1879 : 

"Pour une pubZication, je t iendrai pour souhaitabire que ôoient 
exactement dé f in i s  t e s  noms O expressions techniques de Za t h é m i e  
des muZtipZicités ( ( . ) ) I Z  serait  t r è s  méritoire de développer ab 
ovo toute ce t te  théorie d e s  domaines sans faire appel à Ziintui t ion 
géométrique e t  qutiZ faudrait ators dé f in i r  d'une façon net te  e t  
précise t e  concept d'me Zigne joignant continwnent Ze point a au 
point b à t ' in tér ieur  du domaine". 

Dedekind ajoute à propos des définitions que donne Netto 
qu 'elles "contiennent un bon germe ma.is semblent susceptibles d ' ê t r e  
simpZZfiées e t  en même t e m p ~  comptétées." 

Cependant ces sont encore fragiles. Tous les auteurs 
insistent sur la nécessité d'éclaircir, de préciser, les notions de 
f rentière, de point in tér ieur ,  de voisinage, et proposent leurs 
propres définitions. Ils manient par contre avec moins de soin 
celles de vari&&, domaine, courbe, connexi+6 qui ne sont jamais 
énoncées rigoureusement. 



Enfin ils signalent les difficultés qu'il y a à travailler avec 
des fonctions de R~ dans RT", la continuité même présentant de nom- 
breux obstacles. Nous verrons que les premiers énoncés sur ces fonc- 
tions seront donnés dans la deuxième édition du traité de Jordan. 

2.3. les fondements dans le tome 1 de Jordan de 1882 

En 1882 commence la parution de la première édition du Cours 
d 'AnaZyse de l ' EcoZe Polytechnique de Camille Jordan. Le premier 
tome, CaZcuZ dkfférentieZ, sort en 1882, le second CaZcuZ intégral 
en l88S4). 

Dans ces deux tomes remarquables, Jordan présente de façon 
claire et exhaustive les derniers développements de l'analyse clas- 
sique à cette époque, mais ignore complètement les travaux de la 
dernière décennie sur les fondements. 

2.3.1. Buts et limites de notre étude 

Il nous semble nécessaire de préciser ici les buts et les li- 
mites de la recherche scrupuleuse de tous les manques, inexactitudes 
ou erreurs dans les paragraphes consacrés aux principes du calcul 
différentiel (chapitre 1 : dérkvées et différentieZZes; chapitre 3 : 
déveZoppements en série) que nous allons mener dans les pages sui- 
vantes. 

Nous montrerons, avec le constat que nous allons dresser au 
sujet du cours de Jordan puis des autres cours d'analyse parus en 
France, que Jordan ne tient absolument pas compte de la somme des 
travaux sur les fondements réalisés avant 1882, et qu'il est en cela 
représentatif des auteurs français de traités d'analyse entre 1870 
et 1886, date de la parution du cours de Jules Tannery. 

D'autre part, en comparant avec le tome de 1893 de la deuxième 
édition, nous montrerons le changement radical que Jordan opère en 
dix ans. 

Nous pensons apporter ainsi un élément intéressant et signifi- 
catif sur l'état réel de la pénétration des nouvelles idées sur les 
fondements vers 1880 en France. 

Nous tenons cependant à signaler certaines des difficultés et 
des limites de cette recherche. 

Tout d'abord il est indispensable de redire que nous n'abordons 
ici que les fondements de l'analyse et que nos conclusions ne sau- 
raient s'étendre à l'ensemble de l'analyse classique de cette épo- 
que. 



D'autre part, il nous a fallu veiller constamment à ce que notre 
recherche des traces du mouvement de mise sur pied des fondements ne 
se transforme pas en une recherche esthétique de la rigueur ou du 
formalisme; cela fausserait alors toute étude historique sur les 
mathématiques en oubliant l'essentiel, c'est-à-dire les mathéma- 
tiques en train de se faire. 

Dans la préface qu'il écrivit à son Introduction à Za théorie 
des fonctions d ' m e  variable &el le  parue en 1 8 8 6 ,  Tannery signale 
ce danger ( [ 5 6 ] ,  VII) : 

"On peut raisonner for t  bien e t  f o r t  longtemps sans avancer d ' u n  
pas, t a  rigueur n'empêche pas un raisonnement d f & - r e  i n u t i l e  ((...)) 
S 'imagine-t-on, par eemple,  Zes inventeurs du calcul d i f l r e n t i e i !  
e t  intégrai! s'acharnant, avan-é d 'a l l er  plus loin,  sur l e s  notions de 
dérivée e t  d' intégrale dé f in ie  ? Ne valait-ZZ pas nriem montrer l a  
fécondité de ces notions, dont Z 'importance j u s t i f i e  l e  soin qu'on a 
mis à l e s  écZaicir ? 

Cette révis ion même, qu 'on  a fa i te  de notre temps, Z 'aurait-on 
entrepmse, sans l e s  questions que l 9é&ude des fonctions e t  particu- 
Zièrement des sér ies  trigonométr<ques a posées d f m e  naanière iné- 
v i table  ?"  

Mais cet écueil étant repéré, 19 naus faut souligner que ce 
mouvement de mise sur pied des fondements, 8 %  profondément lié à une 
recherche de la rigueur a ét& à l'origine de notions fondamentales 
et incontournables comme Ia construction des irrationnels, l'exis- 
tence de la borne supérieure, la convergence uniforme, outils indis- 
pensables à un moment pour faire de l'analyse, 

Ainsi, la juste démonstration de ces théorèmes sur les principes 
de l'analyse ne perrt phs Stx-e ccnsidérée comme gratuite et üni- 
quement formelle lorsqu'elle fait apparaztre, ainsi que nous l'avons 
vu dans la ~remière partie, de nouveaux outils mathématiques utf- 
lisables et nécessaires, à partir d'un moment, aux progrès de l0ana- 
lyse. 

La question délicate est alors de reconnaitre le moment oèi l'ef- 
ficacité de chacun de ces outils est prouvée puis reconnue, donc le 
moment à partir duquel leur absence, dans un exposé, devient une 
réelle faiblesse. 

C'est ce probleme que soulève Darboux dans une lettre du 19 jan- 
vier 1874 dans laquelle il donne son opinion sur les exigences que 
doit satisfaire, "aujourd'hui" un traité de calcul infinitésimal : 

?'Pour ce qui concerne la  question générale de l'enseignement d u  
CaZcuZ Dif férent iel ,  vo ic i  ce p e  je soutiens. II y a eu une époque 
où l e s  géomètres grisés par l a  découverte du Calcul ~ i f f é r e n t i e z  e t  
Intégral ont f a i t  des appZications, sont a l l é s  en avant sans se 
préoccuper de l a  rigueur en admettant un tas  de choses plus ou moins 
bien l imit6es.  Cette époque es t  passée depuis Za pubzication de 
l'Analyse AZgébrique. On a l e  droi t  actuezlement de demander à un 



t r a i t é  de CaZcul InfinitésimaZ d ' ê t r e  ou d'essayer d ' ê t r e  dans Z'ex- 
posit ion de Za théorie,  je ne d i s  pas dans Zes applications,  auss i  
rigoureux que tout  t r a i t é  de géométrie. (Je  parle d e  l a  géomètrie 
des anciens car eeZZe de modernes e s t  du point de vue de Za rigueur 
un mie mue insensé) .  Voilà mon opinion." 

Nous relèverons donc dans le tome de 1882, puis dans les autres 
traités, les différents manques quant aux fondements, laissant pour 
une part à Peano et à Darboux le soin de souligner l'importance de 
ceux-ci, en citant certains passages de la préface au livre de 
Genocchi et de la correspondance de Darboux. 

Nous indiquerons, en conclusion certains des "gros" manques de 
ces traités; rappelons cependant qu'en France, les preuves de l'uti- 
lité de toutes ces notions furent données et reconnues surtout à 
partir de 1885. 

Signalons enfin que tous ces traités posent la question du con- 
tenu d'un enseignement élémentaire, c'est-à-dire pour des étudiants 
sortant de Mathématiques ~u~érieures. Nous y reviendrons dans la 
partie suivante, dans laquelle nous étudierons la préface que Jordan 
a écrite à la première édition de son cours dans le tome de 1882. 

2.3.2. La table des matières 

La lecture seule des tables des matières des différents traités 
étudiés dans cette partie permet déjà de dégager des caratères com- 
muns qui s'opposent, par exemple, à ceux des tables des matières des 
traités de Dini, Peano, Tannery et de Jordan (1893). 

La principale rafçon de cette différence est i?introduction des 
nouveaux fondements de l'analyse dans ces derniers traités. 

Pour ceux- ci en effet, les premiers paragraphes d'un traité 
d'analyse sont consacrés à la construction des nombres irrationnels 
et à l'étude de R, à l'existence de la borne supérieure, aux théo- 
rèmes sur les limites et les suites de réels. 

Pour les premiers, les principes du calcul infinitésimal se 
réduisent aux théorèmes fondamentaux sur les infiniment petits. 

Ainsi, dans le tome de 1882, Jordan consacre une partie impor- 
tante de l'introduction à la définition, au rôle, aux propriétés des 
infiniment petits. Dans le tome de 1893, les théorèmes sur les infi- 
niment petits sont présentés à l'intérieur du paragraphe sur les 
limites, dans le premier chapitre, après la construction des nombres 
irrationnels et les énoncés sur les limites. 

Une autre différence est la place réservée à la notion de conti- 
nuité et plus généralement à l'étude d'une fonction. 



Avant les travaux sur les fondements de l'analyse, il n'y avait 
aucune nécessité de traiter de la continuité, dans la mesure où 
toutes les fonctions considérées étaient continues et où elles 
étaient toutes définies sur de bons ensembles, à savoir des com- 
pacts- D'autre part il n'apparait pas nécessaire de démontrer un 
certain nombre de propriétés des fonctions continues considérées 
comme évidentes. 

Ainsi dans les premiers traités cités - parus cependant entre 
les années 1870 et 1880, et pour le tome de Jordan, après 1882, donc 
après l'ensemble des résultats cités dans la première partie - la 
continuité est peu ou pas étudiée. 

A aucun moment, par exemple, dans la table des matières du livre 
d'Hermite ne figurent les mots continuité ou dérivGe. Si ces mots 
sont présents dans la table des matières du tome de 1882 de Jordan, 
on n'y trouve par contre mentlonfbé aucune des propriétés des fonc- 
tions. 

Dans le livre lui-même, par aflleurs, on ne trouve : 

- ni la définition de Pa limite bien qu'elle soit évidement 
utilisée 

- ni la constructisn des réels - aucun énoncé sur les ensembles ou les notions premières de 
topologie (ouvert, voisinage, etc) - aucune des propriétés des fonctions continues qui soient dé- 
montrées. Elles ne sont parfois mentionnées qu'au détour d'une dé- 
monstration, comme le théorème des valeurs intermédiaires. 

2.3.3, L'introduction 

11 semble ainsi que toute théorie des fonctions soit superflue, 
l'analyse se réduisant alors au "calcul" différentiel et intégral 
dont les auteurs expliquent les buts dans leur introduction. Ainsi 
Jordan explique dans 1311, page 7 que : 

"Ce nouveau CaZcuZ . se divise en deux branches dis- 
t inc tes  : l e  CaZcuZ dif fgrentiei!  e t  l e  CaZcuZ intégral.  

Le Calcul di f fgrent iez  résout l e  problème suivant : connaissant 
Les reZations qui Zient plusieurs quantités variables, trouver 
ceZZes qui exkstent entre Zeurs variations infiniment pet i tes .  

Le Calcul intégra2 pose Zu question suivante : des relations qui 
ZZent Zes varfutions, déduire ceZZes qui ex is ten t  entre l e s  va- 
rcabzes. 

Dans Zes applications de Z'AnaZyse a m  phénomènes naturels, ces 
d e m  probzèmes pourraient se fomuZer ainsi  : 

1" Des e f f e t s  etant mesurés, rmon-ber à Zeurs causes. 
2" Les causes étant connues, caZcuZer Zeurs e f f e t s " .  



Il nous semble cependant que leurs vues étaient plus audacieuses 
qu'il n'y paraît; ainsi lorsqulHermite écrit dans l'introduction à 
son Cours écrit : 

"Le Calcul d i f férent iez  e t  Ze CaZcul intégral étendent indéfi-  
niment Zeur domaine en fournissant l 'origine e t  posant Za base de 
l 'é tude d'un nombre i n f i n i  de fonctions nouvelZes.Ainsi Z'on com- 
prend que Lagrange a i t  donné à l'un de ses Ouvrages, qui es t  préci- 
sément consacré à une exposition des principes du Calcul d i f fé-  
rentiel  e t  du CaZcuZ intégral, l e  t i t r e  de Leçons sur Ze Calcul des 
fonctions " . 

Cela est repris rapidement par Jordan qui signale : 

"C'sst à Newton e t  à Leibnitz que revient La gloire d'en ((les 
infiniment petits) ) avoir fomné un corps de doctrine systématique, 
qui porte l e  nom de "CaZcuZ infinités.imaZ9' ou " ~ h é o r i e  des 
fonctions". 

Dans son introduction, Jordan amène l'idée de limite et de quan- 
tité infiniment petite ou grande à l'aide du problème des tangentes 
et de celui des quadratures. 

Le recours à l'intuition géométrique, que l'on retrouve dans les 
autres traités étudiés dans cette partie, n%st plus utilisé dans le 
tome de 1893 du traité de Jordan. 

2.3.4. Les irrationnels 

La première des critiques faites par Peano dans 1451 a trait aux 
"n~mbres incomensu~ablzs" qui ne sont pas déf iniç dans ds nombreux 
traités et dont, "comme i Z  e s t  facile de s 'en apercevoir", l'exis- 
tence est en fait supposée dans certaines démonstrations. Peano cite 
alors une démonstration de Serret ( 2511 , 1, n096) et une démons- 
tration de Jordan (2311, 102) "qui contiennent toutes d e m  dans un 
évidemment Ze concept de nombre incommensurabZeV. 

Cette remarque vigilante de Peano s'applique ici, dans les deux 
cas à un point particulièrement sensible dont nous avons déjà sou- 
ligné l'importance, la démonstration du critère de Cauchy pour la 
convergence d'une série (cf 1.2). 

Remarquons en outre, que le critère de Cauchy n'est ni nommé, ni 
mentionné, en tant que proposition chez Jordan (Il le sera dès 
1887). 



2.3.5. La continuité 

Dans le chapitre 1 du Calcul différentiel, dérivées e t  d i f f é -  
r e n t i e l l e s ,  Jordan, après avoir défini la notion de fonction (il la 
définit de la façon la plus générale qui soit, n'amenant des res- 
trictions que dans le tome de 1887 ([33], 556)), passe en revue les 
différentes sortes de fonctions, entières, algébriques, fraction- 
naires, transcendantes, puis définit la continuité ([31], 11) pour 
les fonctions d'une et deux variables, définition exacte si ce n'est 
l'absence de valeur absolue : 

"ûn d i t  qu'une fonction y=f(x)  e s t  continue pour t a  valeur x=a 
si, queZque pet i te  que s o i t  Za quantité E ,  on peut toujours déter- 
miner une seconde quantité 9 t e l z e  que Z'on a i t  

ffa+h) - f ( a )  < & 
pour toutes  Zes valeurs de h comprises entre - 7 e t  + q w .  

Mais là s'arrête toute étude spécifique des fonctions continues. 
Aucune des propriétés mentionnées corne trop souvent évidentes par 
Darboux dans [IO] ne sont démontréesa 

Ainsi le théorème des valeurs intermédiaires n'est pas démontré 
mais présenté en remarque : 

'9?emarque.- S i  f' ( X I  e s t  m e  fonction continue de a à m h ,  eZZe 
passera par degrés insens i les  de son r n m i m m  M à son minimum m". 

Cette remarque est faite "en passant" à l'occasion de la démons- 
tration du théorème des accroissements finisa 

L'existence d'un maximum ou d'un minimum pour les fonctions 
continues sur un intervalle fer& bor& n'est pas mentionnée mais 
utilisée (voir par exemple 1311, page 23 et 1321, page 56). 

Notons également qu'à la page 52 du deuxième tome de la première 
édition ( [32] ) , dans le chapitre ~ n t é g r a l e s  dé f in ies ,  nous trouvons 
la définition avec valeur absolue d'une fonction continue, et la 
définition d' une Ponction uniformément continue. En bas de page, une 
note indique qu' "un peut é tab l i r  que toute fonction contir,ue e s t  
itécessairement unifonnément continue; mzis nous renverrons au tome 3 
pour t a  démonstration de c e t t e  proposition" : 

"So i t  f ( x l  m e  fonction de x, continue de z=a à x=b. On pourra, 
par déf in i t ion ,  pour toute  valeur de x comprise dans ce t  in terva l le  
e t  quetque pet i te  que s o i t  Za quantité E ,  déterminer une autre quan- 
t i t é  7, t e l l e  que Z'on a i t ,  pour toute  vaZeur de h qui ne surpasse 
pas 7 en valeur absotue, t a  re la t ion  

mod L f f x + h )  - f ( x ) l <  € . 
On dira que l a  fonction e s t  uniform&nent continue dans ce t  in- 

t e rva l le ,  s i  l 'on  peut assigner à r) m e  vaZeur indépendante de x, e t  
qui sa t i s fasse  à Za condition précédente dans tout  2 ' in tervaZle  
considéré". 



Il est donc évident que Jordan envisage dans sa note la conti- 
nuité sur un intervalle; seulement il ne précise pas la nature de 
l'intervalle. Notons que dès 1872 Heine avait précisé si les inter- 
valles qu'il considérait étaient fermés ou non ([25], 184). Jordan 
se servira de cette propriété de continuité uniforme pour pouvoir 
faire des passages à la limite sous le signe intégrale. 

Signalons enfin que toutes les fonctions envisagées par Jordan 
sont bien entendu continues. 11 ne donne d'ailleurs aucun contre- 
exemple de fonction discontinue ne serait-ce qu'en un point parti- 
culier. La seule mention qu'il fasse de ces fonctions est la phrase 
suivante ([31], 12) : 

" 1 2  e s t  c la i r  qu'une fonction peZconque e s t  discontinue pour 
Zes systZmes de valeurs des variables qui l a  rendent i n f i n i e  ou 
indéterminée". 

Continuité pour les fonctions de plusieurs variables 

Jordan en donne la définition pour deux variables, mais n'ajoute 
aucun commentaire, Nous avons déjà signalé que les exemples de 
Darboux, Thomae et Schwarz de fonctions de deux variables continues 
seulement séparément par rapport aux variables nPétaient pas connus 
en France (cf 1.5.2.). 

Ainsi, quoique sa définition soit correcte, Jordan commettra des 
erreurs dans la recherche de la limite d'une fonction continue de 
deux variables lors de la démonstration du théorème des accrois- 
sements finis. Il supposera qu'il revient au même de chercher la 
limite par rapport à chacune des variables, l'autre étant supposée 
constants oti de chercher la 1lziiite Iorsqrz'il y a variation simul- 
tanée des deux variables ( [31] , 21)(~2 

2.3.6. La notion de dérivée 

. La définition de la dérivée 
C'est la définition classique, à l'aide de la limite du rapport 

de l'accroissement = f (z+bx)  - f ( x )  sur l'accroissement de la 
variable Ax lorsque x tend vers 0 ,  que donne Jordan. 

Remarquons cependant, que cette limite est appelée la dérivée de 
Y et non la dérivée de y au point x, même si Jordan ajoute 
(C511, 12) : 

' ' 2  e s t  cZair que ce t t e  l imi te  depend en g2néraZ de Za valeur 
i n i t i a l e  donnée à x. Ce sera donc m e  fonction de x ( ( . . . ) ) .n peut 
arriver que ny/Ax tende vers OU ne tende vers aucune l imi te  f ixe .  
Dans ce cas f '  ( x )  serai t  i n f i n i e  ou indéterminée" ( [31], 1 2 ) .  



Nous insistons sur ce point pour deux raisons. La première est 
que la définition exacte de l a  dérivée au point x, sera  donnée clai- 
rement dans l a  deuxième édition (page 61), la seconde est que cette 
question a été débattue par Weierstrass dans son cours de 1874 : 

Définissant d'abord la dérivée de f au point x comme l a  limite 
du quotient 

f(x+h) - f(x) 
h 

lorsque h tend vers 0 ,  il  réc ci se ([l8], 66) : 

*'En i l lus t rant  jadis Z1existence de cet te  Z-Mnite en un point 
donné, pour des fonctions connues, on supposait égatement que c e t t e  
propriété é t a i t  vraie pour l e s  autres points où Za fonction é t a i t  
déf in ie  e t  que la  fonction dérivée obtenue avait l e s  mêmes p r o -  
priétés que l a  fonction considérée. Ce qui avait  donné l ieu  à des 
tentat ives  pour démontrer qu ' tme fonction continue, eauf en des 
points isoZés, é t a i t  partout dérivabte". 

Aussi la conclusion de Weierstrass, après avoir donné l'exemple 
d'une fonction continue sur R qui n'est dérivable en aucun point de 
R, est de donner une nouvelle définition de la dérivée : 

" f  e s t  dérivabte au point x s ' z l  a i s t e  un nombre c t e l  que l ' o n  
a i t  

ffx+h) = f ( x )  + c.h + h-h 
où hl tend vers z é m  avec h, c 'est-à-dire que $ =olhl, c étant indé- 
pendant de h e t  f ( x l  + c.h étant une fonction aEfine de h". 

Weierstrass démontre alors l'unicité de cette application et 
conclut : 

"Là dedans se trouve l a  véritable notion de dérivée", 

Jordan envisage dans sa définition le cas où la limite du 
rapport peut ne pas exister. Mais, évoquant le cas des fonctions 
continues, il écrit : 

" 1 2  e s t  c la i r  qu'une fonction es t  continue aux points où sa 
dérivée es t  f i n i e  e t  d&erminée ( ( . . . ) . ûn a longtemps a h i s ,  sans 
preuve suffisante, que réciproquement, s i  l a  fonction es t  continue, 
sa dérivée y' sera f in ie  e t  déteminée, sauf pour certaines valeurs 
i so lées  données à Za v a r i d l e .  

Cette assertion e s t  trop absolue. Ort a donné récemment des exem- 
pZes de fonctions continues dont l a  dérivée e s t  toujours indéter- 
minée. M i s  ces fonctions anomales ne seront pas abordées dans ce 
cours. Nous nous bornerons à étudier Zes fonctions continues qui 
sat is font  au postuZatum ci-dessus. = les  of frent  dé jà  un champ for t  
vaste, car, parmi Zes fonctions en nombre i n f i n i  qureZles em- 
brassent, se trouvent, a ins i  que nous altons Ze voir, toutes ceZZes 
qui sont connues par Zes éléments des ~athématiques". 



Ainsi, Jordan ne donnera pas d'exemple de fonction continue sans 
dérivée. Par contre, dans le tome de 1887, il donnera l'exemple de 
Weierstrass. 

. Existence de la dérivée 

Darboux soulève indirectement cette question dans deux lettres 
de 1875, dans lesquelles il attire l'attention de Houël sur le cas 
de l'existence de la dérivée de la fonction 3 f ? . s i n ( l / x )  au point 
-0, existence qu'il affirmait en appliquant directement la défi- 
nition, à savoir la limite du rapport au point O. 

Cette existence était contestée par Houël, et le restera (voir 
[27], page 120, où il affirme que la dérivée de 2 - s i n ( l / x l  est 
indéterminée pour d), l'application des formules de dérivation des 
fonctions composées l'amenant dans ce cas à une indétermination. 

Peano reprendra très explicitement cette question de l'existence 
([45], 5 5 ) ,  critiquant plusieurs auteurs à propos de leur manque de 
considération pour les conditions d'existence des dérivées- 

Critiquant le procédé "de plusieurs  auteurs, meme modernesrf, qui 
tirent l'expression de la dérivée d'une succession d'équations, sans 
se soucier des conditions d'existence de la dérfvée, il insiste sur 
le fait que, dans ses propres raisonnements, il démontre en même 
temps qu'il la détermine, l'existence de la dérivée. 

.. 11 remarque très pertinemment, que ces auteurs démontrent seu- 
Zement que, si e l l e  eziste, Za dér ivée  es t  b ien égaZe à ce  qu'on a 
trouvé " .  

Peano mentionne ensuite certains paragraphes de Serret et de 
Jordan que nous allons étudier, et entre autres le paragraphe 38 de 
Sturm. Les paragraphes relevés par Peano chez Jordan sont les para- 
graphes 13 et 23 : ~ é r i v é e  d'une fonc&ion inverse  et Dérivée d e s  
fonct ions  composées, dont il se sert pour c a l c u l e r  la dérivée d'une 
fonction implicite. 

Dans ces paragraphes, sans qu' aucune hypothèse ne soit ~récisée 
quant à la dérivabilité des fonctions en question, Jordan, appli- 
quant des formules, construit une équation dont il déduit, non 
l'existence, mais la forme de la dérivée. 

Dans le paragraphe 12, ~ é r i v é e  d'une fonct ion de fonction, que 
Peano ne mentionne pas, on retrouve un défaut analogue, la formule 

y '  = F r f f f z ) ) - f ' ( x )  
où y=F(x ) ,  est donnée sans aucune hypothèse sur la dérivabilité de F 
ou f en quelque point que ce soit- 

La lecture d'un des paragraphes de la page 64 de la deuxième 
édition de 1893 (le paragraphe sur la dérivée d'une fonction de 
fonction contient les mêmes faiblesses que le n012 du tome de 1882 



où Jordan précise : "Si Z'une de ces fonctions a une dérivée connue, 
on aum. immédiatement la dérivée de Z'autre", éclaire les faiblesses 
des paragraphes cités par Peano. 

Nous montrerons lors de l'étude des autres traités de cette 
période que Darboux, à l'occasion de la critique du traité de Houel, 
revient avec insistance sur cette question de l'existence de la 
dérivée dans plusieurs lettres de janvier 1875, 

2 . 3 . 7 .  La formule fondamentale du calcul 
(ou le théorème des accroissements finis) 

C'est sous ce nom que Peano désigne le théorème des accrois- 
sements finis dont nous avons rapidement retracé l'histoire au XIXe 
siècle et dont nous avons signalé le rôle important qu'il joue dans 
une exposition du calcul différentiel., lors de la première partie de 
ce travail. 

Toutes les démonstrations quf en furent données jusqu'en 1884 
dans les manuels, mis à part celle de Dini, sont lacunaires ou 
exigent des hypothèses superflues sur la dérivée. 

Avant d'étudier les critiques de Peano, ainsi que celles ex- 
primées dix ans plus tôt pax Darboux, nous allons rappeler très 
sommairement le plan de la démonstration correcte de ce théorème des 
accroissements finis, qui est en fait une conséquence du théorème de 
Rolle, 

Théorème de RoZZe : 
Soit f, réelle continue sur [a, bl, dérivable sur Ja,  bc avec 

ffal=f(h)=O. 11 exfste c tel que ft(cl=Q. 

Ce théorème se démontre grâce à : 
- f continue sur La, bl, f atteint son maximum M, donc il existe c 
tel que f(cj=M, 
- lemme sur le maximum : f' (cl=O. 

Théorème des accroissements fznis : 
On en déduit en appliquant le théorème de Rolle à la fonction 

( p ( d = f  lx&f (al- (f (bbf (al) - (2-a)/(ba) 
que si f réelle continue sur Ca,bJ, dérivable surJa,b[ alors, il 
existe c tel que 

flbl-f(a)=(b-al . f r  (CI 

Ce rappel a une importance réelle, car c'est cette même démons- 
tration que l'on trouve dans le cours de 1878 de Dini qui renvoie 
explicitement aux deux Zemes qui permettent une démonstration ri- 
goureuse du théorème de Rolle; la démonstration de Dini est la pre- 
mière démonstration entièrement correcte (cf 1.5.4). On voit d'autre 
part à quel point une bonne démonstration nécessitait un recours aux 
résultats les plus nouveaux des fondements de l'analyse. 



La démonstration de Jordan dans le tome de 1882 n'a rien à voir 
avec celle que nous venons d'exposer, et est encore élaborée sur le 
vieux modèle de Lagrange et Cauchy. 

11 l'expose au paragraphe 15 (p. 21) sans l'honorer d'un titre 
et en donne l'énoncé suivant : 

"Soi t  y=f(x)  une fonction de  x dont t a  dérivée res te  f i n i e  e t  
déterminée Zorsque x varie dans un certain in t emaz te .  Soient a e t  
a+h deux valeurs de x prises dans ce t  intervaZZe.ûn aura : 

f ia+h)- f l a )  =ph, 
pdésignant  m e  quantité intemnédiaZre entre t a  plus gmnde e t  Za 
ptus pe t i t e  valeur de f' f d  dans  Z ' intervalLe de a à a+hf'. 

Le prlncipe de la démonstration de Jordan est de donner à x une 
suite finie de valeurs intermédfaires al, as, an-l entre a et a+h et 
d'additionner alors les équations obtenues en exprimant la relation 
suivante pour la dérivée (relation qu'il ne démontre pas aupa- 
ravant) : 

f faitj 1-f lail = laitl-ai1 - I f '  fai)+fi+l ) 
Remplaçant les ' ( a  1 par leur maximum M, puis par leur minimum 

m ,  et les El par leur maximum E ,  puis leur minimum 1 il obtient : 
f la-thl-f f a )  4 ( W C )  .h 
f (a+h)-f(al g ( m i - 7 )  .h 

Mais pour conclure, Jordan multiplie indéfiniment les valeurs 
intermédiaires et en conclut que les Fi tendent tous vers O : 

»car ET par exempte e s t  La df f fgrence  entre (f (aT ) - f ( a )  ) / (aI-a)  
e t  sa Zirnite f r ( a ) " ,  

donc & et 7 tendent vers O et : 

"on aura à Za Z-tmi te  : 
f (a+h)-f(a)  S M.h 2 m . h  = p h f r .  

Là se trouve l'erreur signalée par Peano A la fois dans une note 
publiée dans les NouveZZes Annazes de 1884 ( € 4 4 1 )  et dans 1451, page 
55, où il la résume simplement : 

"La démonstration de Jordan suppose que (f (&hl - f f x) l / h  converge 
unifornément vers f '  (xj pour t e s  valeurs de x comprises dans t ' i n -  
tervaZZe (a,  b l ,  ce qui exige t a  continuité de Za dérivéefr .  

Nous ne reviendrons pas sur la note de NouvaZZes ~ n n a t e s ,  dans 
laquelle Peano utilise le contre-exemple 2 . s i n ( l / x l ,  fonction dont 
la dérivée reste toujours finie et déterminée mais discontinue au 
point O. 

Par contre, nous insisterons sur les lettres des 24 janvier et 
19 février 1874, des 18, 24 et 31 janvier 1875, dans lesquelles 
Darboux repère et critique une erreur analogue à celle de Jordan, à 
propos de la convergence uniforme d'un infiniment petit à deux va- 
riables dans une démonstration de Houël du théorème : si f'(x)=O, 



alors f (x)=ete ,  démonstration qu'on ne retrouve pas textuellement 
dans la version définitive du traité- 

Dans la lettre du 18 janvier 1875, Darboux expose la démons- 
tration de Houel qui est sur le même principe que celle de Jordan et 
conclut : 

"Voici ce que je reproche à votre raisonnement que personne ne 
trouve pZus rigoureux- Quand on pose 

h - f - f t (,) =r, 
E e s t  une fonction de dem variubzes z e t  h qui tend vers zéro 
quand, x restant fixe, h tend vers zéro. Mais si  s e t  h varient 
comme dans votre démonstration, bien mieux s i  à chaque muveZle 
subdivision des intervattes  XI-xo i Z  na2t des nouvettes q u m t i t é s  E 
je n 'y  vois  plus c la ir  du tout  e t  votre démonstration n'a plus 
qu'une apparence de rigueur. Ceci es& teZZemmt vrai que vous seuZ 
vous entêtez e t  qu'eZZe a été abandonnée par tous l e s  professeurs 
des spéciales d ' i c i .  Supposez pur exempte que vous d iv i s iez  Zes 
intervaZZes en 2 puis ceux-ci en 2 égaux e t  a ins i  de suite.  Quand 
vous aurez 2" intermaZZes la  subdivision en h e m  2 n+' e t  i z  
m e t r a  zn quantités E .  Je suppose que chacune d e  ces quantités qui 
naiesent tendent vers z é m  mais commencent à être  supérieures à $ 
par ezempioe. Vous vermz que l a  démonstration ne s'applique ptus". 

lettre du 24 janvier 1875 : 

'Pour que votre exposition so<t juste, i Z  faudrait que vous 
puissiez démontrer que E donné, an peut toujours trouver h te2 que 

f - f (3) - f' < E 
6 h  

pour toute valeur de x comprise entre les deux limites, 8- étant plus 
petit que 1". 

ûn verra que Houe1 a tenu compte de ces objections. 

lettre du 31 janvier 1875 : 

Pt& e~cond Zieu i Z  dire que supposer 
Z i r n  

quand h tend vers zéro e t  supposer qu'on puisse trouver pour chaque 
une quantité h teZZe que 

frst-ehl - f ( x )  - f t l X )  < E 
eh 

pour toutes Zes vaZeurs de x comprises entre d e m  Zimites soient m e  
même chose absuZrnent partant. l-2 y a tm a b h e  entre ces deux propo- 
s i t ions  e t  en voic i  Za preuve : 
Imaginez une fonction pour ZaqueZZe on aurait 

f f x t h )  - f l x )  - f f ( , )  = h3 
h x-a+h 

La première supposition seraet vér i f iée ,  Za seconde ne l e  serait  
past'. 



Dans la lettre du 9 décembre 1874 Darboux écrit que, en fait, 
Houël suppose la continuité de la dérivée- Il formule donc, presque 
dans des termes équivalents, la critique que faat Peano dans l'in- 
troduction au traité de Genocchi dix ans plus tard. 

Nous avons eu, de plus, la surprise de constater que Darboux 
utilise à ce propos, dans les lettres des 24 et 31 janvier 1875, le 
même exemple que Peano; la fonction x2.sin(2/d au voisinage de 
zéro. Il montre que lUn f'(z) quand x tend vers G n'est pas égal à 
ft(0), devançant ainsi Peano. 

Jordan conclut le paragraphe sur les accroisssements finis par 
une remarque qui lui permet d'obtenir explicitement la formule des 
accroissements finis; il s'agit de la remarque déjà signalée sur le 
théorème des valeurs intermédiaires (cf 2.3.5.). 

A la suite de la note de Peano, toujours dans Les NouveZZes 
AnnaZes, Jordan reconnalft son erreur et demande à Peano de lui com- 
muniquer ça démonstration car il n'en connaTt pas de satisfaisante. 

Peano lui répond à la fois dans les NouveZZes Annales où il 
renvoie à la démonstration de Dini, et dans une lettre du 16 février 
1884 conservée & lqEcoPe Polytechnique. Peano donne le d&cail de sa 
démonstration, "démonstration donnée par M. Genocchi et par moi & 
2 'Université &e Turin, par M. Dini 6 Pise, etc ((qui)) est ta même 
qu'on Zit dans le ~ 0 t h ~ ' ~  de M. Serret, si 2' on fait abstraction de 
queZques imperfections de Zangage (Za fonction commence à croctre, . . .) " (cf 2 . 4 . 6 ) .  Nous verrons en étudiant la note de 1887 dans 
quelle mesure il tiendra compte des remarques de Peano . 

Nous avons déjà indiqué les faiblesses de la démonstration de 
Bonnet que Peano, à notre avis, sous-estime dans sa lettre du 16 
février 1884, Xous reviernd~ûns sur cette démonstration de Bonnet 
lors de l'étude des autres traités de cette période 1870-1882- 

 après les témoignages de Darboux (voir les lettres des 18 
janvier et 27 novembre 18751, il semble que cette démonstration ait 
été connue et utilisée par tous les professeurs de spéciales de 
Paris. On peut alors se poser les questions suivantes : 

Jordan connaissait-il *la démonstration de Bonnet et ne la ju- 
geait-il pas satisfaisante, en ayant relevé l'erreur ? 

Ou alors, ignorait-il malgré tout cette démonstration ou lui 
préférait-il la version ancienne qui supposait des hypothèses sup- 
plémentaires sur la dérivée ? 

2.3.8. Dérivées partielles; différentielles 

Peano, dans son introduction au cours de Genocchi, suivant le 
plan de celui-ci, passe ensuite à  la critique des chapitres sur les 
séries, puis sur le développement des fonctions en série de Taylor 



et enfin aux théorèmes sur les fonctions de plusieurs variables 
(dont dérivées et différentielles). 

Respectant l'ordre suivi par Jordan dans le tome de 1882, nous 
étudierons tout d'abord les chapitres des divers manuels concernant 
les dérivées partielles et les différentielles (chapitres 3 et 4 du 
livre de Jordan). 

Nous pouvons formuler à leur sujet une première remarque glo- 
bale. 

Nous constatons, à des degrés divers, une sur-utilisation de la 
notion de différentielle, y compris des fonctions d'une variable, au 
détriment de la notion de dérivée, 

A un moment où il ne pouvait pas être question de saisir la 
véritable nature, donc la véritable importance de la notion de dif- 
férentielle, la réduction de son rôle et de son utilisation dans le 
livre de Genocchi-Peano, ainsi que dans la deuxième édition du cours 
de Jordan en 1893, mais également dès le supplément de 1887, doit 
être considérée comme un progrèd6> 

Darboux déjà, dès 1875, en insistant sur l'importance du théo- 
rème des accroissements finis et de son utilisation pour les démons- 
trations des théorèmes sur les dérivées partielles ou les dérivées 
des fonctions composées, avait pressenti que là était un des caps à 
franchir pour une exposition moderne et rigoureuse du calcul diffé- 
rentiel. 

. La définition de Jordan de la différentielle totale 

Jordan définit (n016, p.23)  la différentielle totale d'une fonc- 
tion d'une variable à partir du rapport de l'acc~oissement y de la 
fonction et x de la variable, y' étant la dérivée, de la façon 
suivante : 

" Ay/b=ç= y '+E donc y = y ' , d m  E .da: avec € étant  un inf&.lrnenic 
p e t i t  avec 0x, Donc y se compose de d e m  temnes : Z'un, y1 .bx  siri 
pZernent proportionnel à d x  e t  qui cons t i tue  sa vateur principaZe; 
Z 'autre ,  [.Oz, d'ordre supérieur au premier.le premier de c e s  deux 
termes, yt.Qx, se nomme la d i f f é r e n t i e l z e  de y e t  se désigne par 
dy". 

Cette définition, très classique, que l'on retrouvera d'ailleurs 
dans l'édition de 1893 ne peut être mise en cause vu l'époque. 

Par contre, passant aux fonctions de plusieurs variables (en 
fait Jordan ne traite que le cas de deux variables) Jordan, ayant 
défini correctement les dérivées partielles, calque sur le cas d'une 
variable la définition de la différentielle totale (n019, p.24) : 



Exprimant z à l'aide des équations dans lesquelles inter- 
viennent les dérivées partielles, il obtient : 

Qf ( ~ 3  9) .A lçt- E.A& A 2 3  
3 x g w e b  y+f1 . d y 

- 
et El étant infiniment petits. 

Supposant alors queqf/ax est continue par rapport à x, il obtient : 

b ~ =  9 f f x , ~ j , ~ ~  + 
fax 

2f(xs~' .ay+,$ . A x + Q ~ + ~ ~ )  .hy 
et il conclut : 'al 

" ~ o n c d z  sera formée de deux parties : 

Zinsaire en A x  e t  d y, 
2 " .  Zrautre d.iJx + fE1+[2).dY drordre supérieur au premier. 

première partie, qui e s t  suidement Za principale Zorsqued x 
e t  4 sont suffisamment  petit^, se nomme Za d<fférentieZZe totaZe 

En fait, Jordan estime l'ordre de l'infiniment petit du 2" sans 
tenir aucun compte de l'ordre respectif des accroissementsax etAy 
et des infiniment petits f,fl ,12 qui sont fonctions à la fois deAx 
et de Ay. 

Il s'agit en fait de la même faiblesse que dans la démonstration 
du théorème des accroissements finis, touchant à la limite d'un 
infiniment petit à deux variables. 

C'est ce que critique Peano dans le traité de Jordan et dans 
d'autres lorsqu'il met en cause "une proposit<on ma2 énoncée e t  ma2 
demontrée dans un grand nombre de t ra i tés"  et il poursuit : 

"Ainsi souvent on d < t  que Za Zirnite du rapport de Z'accrois- 
sement d'une fonction de plusieurs variabtes à sa dif férentieZZe e s t  
Z ' uni té f t .  

Il cite alors Sturm (n0102) dont la formulation est exactement 
celle donnée par Peano, puis Jordan (n019, 22, etc). 

La critique est particuli&rement dirigée contre la conclusion du 
passage que nous citons où Jordan introduit la définition. Il pré- 
cise alors sa critique, en s'appuyant sur des erreurs de Jordan ou 
Serret entre autres, à propos de la limite du reste de la formule de 
Taylor pour des fonctions de plusieurs variables en fonction de 
l'accroissement des variables. 

II est intéressant de remarquer qu'à ce propos Peano renvoie au 
numéro 130 du traité de Genocchi-Peano dans lequel il développe la 
théorie de formes de degré n définie ou indéfinie et des limites des 
fonctions de plusieurs variables de la forme 0/0. 

En fait, ces erreurs disparaissent lorsqu'on utilise la formule 
des accroissements finis, ainsi que le fait Jordan dans le tome de 
1893 ( [35], 75). 



. Dérivées des fonctions composées 

L'expression de la différentielle totale ou de la dérivée d'une 
fonction composée f u ,  V ,  . . . où u V, . . . sont des fonctions de va- 
riables indépendantes est une conséquence de l'expression de la 
différentielle. On retrouve donc chez Jordan la même erreur dans le 
paragraphe 22 que dans le paragraphe 19, critiquée de la même façon 
par Peano et où la formule des accroissements finis n'est toujours 
pas utilisée. Comme la précédente, cette erreur sera corrigée dans 
le tome de 1893. 

.Dérivées et différentielles d'ordre supérieur, interversion de 
l'ordre de différentiation 

La seule remarque que nous ferons à propos de la définition des 
dérivées d'ordre supérieur, et que Peano ne relève même pas, est 
l'absence systématique de réserve quant à 1' existence de ces dé- 
rivées seconde, troisième, etc. 

Jordan, ainsi que d'ailleurs les autres auteurs, ne considère 
que des fonctions C*, les quelques précautions prises pour la defi- 
nition de la dérivée première ayant là totalement disparues. 

La définition de Jordan est par exemple (n027, p.30) : 

"Soient y=flx) m e  fonction de x, y' sa dérivée. Cette nouveZZe 
fonction aura eZZe-même une dérivée, qu'on appeZZe t a  dérivée  se- 
conde de y". 

Jordan, dans le n029, page 31, démontre que 
9 zz '9 22 - =qzE 

lorsque les dérivées partielles jusqu'au second ordre sont des fonc- 
tions continues de x et de y. Sa démonstration, où il utilise enfin 
le théorème des accroissements finis est correcte et semblable à 
celle de Peano (1201, n0103, p.136). 

Dans son introduction 2 Genocchi ([45],66), Peano donne un exem- 
ple de fonction de deux variables dont l'ordre de différentiation ne 
peut être interverti. 

2.3.9. Formule de Taylor; développements en &ries de Taylor 

Les remarques que nous pouvons faire à propos des développements 
limités et des développements en série de Taylor d'une fonction sont 
les conséquences des critiques des démonstrations de la formule des 
accroissements finis, ou du théorème de Rolle. 



Jordan, ainsi que l'ensemble des auteurs, mis à part Houël, 
démontre la formule de Taylor, puis de Maclaurin, à l'aide de ces 
théorèmes. 

Peano fait remarquer, tout d'abord dans [ 4 5 ] ,  page 60, puis à la 
fin de la lettre du 16 février 1884 qu'il écrivit à Jordan, que la 
validité de la formule de Taylor avec un reste d'ordre n ne suppose 
que l'existence et non la continuité de la dérivée n-ième de la 
fonction. Cela comme conséquence des hypothèses nécessaires à la 
démonstration de la formule des accroissements fini&! 

Jordan, quant à lui, note avec une insistance étonnante : 

''n {mporte de ne pas oubZfer que l a  démonstrat.ion préc2dente  
suppose que fSZ(x) es t  continue dans Zt.intervaZZe de  x à s h r r  
([31],70)* 

Etonnante, car Jordan non seulement mentionnera cette condition 
à plusieurs reprises mais écrira (p.81) que cette méthode "est 
d'ailleurs inappZicabZe s i  f n ( r ç )  n ' e s t  pas continue aux environs de 
-O", alors que le cas des fonctions non continues n'a jamais été 
abordé dans son cours précédemment et quP aucun exemple n'en a jamais 
été donné. 

A propos de l'extension de la formule de Taylor aux fonctions de 
plusieurs variables, Peano fait remarquer dans 1453,  page 66, qu'il 
est par contre nécessaire de supposer la continuité des dérivées 
partielles d'ordre n, ce que ne fera pas Serret (n0134, p.194). 

Dans ce cas en effet, lqutllisation du théorème sur la dérivée 
d'une fonction composée (Peano critique la démonstration qu'en donne 
Serret) suppose cette continuité. 

Peano fournit un contre-exemple d' un développement de Taylor 
jusqu'à l'ordre I d'une fonction de deux variables qui n'est pas 
valable, les dérivées partielles n'étant pas continues en 1'0,0). 

Il critique également dans 1451, page 70, le n0134 de Serret 
dans lequel celui-ci essaie d'établir le rapport entre la limite du 
reste .Rn et du dernier terme du développement. 

En ce qui concerne le développement en série de Taylor, n'ayant, 
au préalable ni défini ni discuté la convergence d'une série ou tout 
simplement de la série de Taylor ou de Maclaurin d'une fonction, 
Jordan étudie la convergence ou la divergence du développement en 
série de fonctions particulières, à partir évidemment de la limite 
du reste quand n tend vers l'infini. 

Ceci n'est qu'une maladresse, dans la mesure où, plus tard, il 
définit (p. 104) la convergence d'une série et signale (n0104, p ,981 
qu'il est nécessaire, pour qu'une fonction soit développable en 
série infinie par la formule de Maclaurin, que le reste tende vers 
zéro. 



On ne trouve d'autre part aucun énoncé sur les fonctions con- 
tinues. 

Serret, comme Jordan, se sert sans démonstration du théorème des 
valeurs intermédiaires; il affirme, dans le cours de la démons- 
tration du théorème des accroissements finis, la monotonie de toute 
fonction continue. 

Cette erreur est relevée par Peano ([45], 55) qui exhibe un 
contre-exemple. Ce fut Darboux qui, le premier, mit en cause cette 
Zvidence dans son mémoire de 1875 ([IO], 58,106)1%. 

Contrairement aux autres auteurs, Houël, probablement sous l'in- 
fluence de Darboux, énonce le "théorème" des valeurs intermédiaires 
et en donne une démonstration. 

Cette démonstration pêche cependant en un point essentiel rela- 
tivement aux fondements, et dont nous verrons toute Pa signification 
lorsque nous comparerons les tomes de 1887 et 1893 du cours de 
Jordan (cf 4.3.1). 

Houël se réfère en effet dans le cours de sa démonstration à un 
paragraphe où il énonce comme évidentes, et sans aucune démons- 
tration, les propositions sur la convergence de deux suites adja- 
centes ([27], 107 et 117). 

Admettant cette propriété, il ne démontre à aucun moment dans 
son cours le théorème fondumentaZ sur l'existence de la borne supé- 
rieure. 

Houel, d'autre part, est le seul auteur qui traite quelque peu 
des fonctions discontinues. 

Il y consacre trois pages (1271, 118 à 120), dans lesquelles il 
développe entre autre l'exemple de la fonction sin-fl/x qui est dis- 
continue dans le voisinage de x=O 's, et de la fonction explZ/(x-a))  
discontinue dans le voisinage de s a .  

Les considérations de Houël, à propos des fonctions discon- 
tinues, sont effectivement influencées par la correspondance qu'il 
échangea avec Darboux. Celui-ci, à de nombreuses reprises, insiste 
sur certaines valeurs particulières de la variable qui peuvent 
mettre en défaut des théorèmes. 

On retrouve, page 120 du cours de Houël, l'écho de ces discus- 
sions, avec toutes les réserves que Houël apporte toujours aux re- 
marques de Darboux : 

"Toutes ces  valeurs de Za variabLe, qui mettent  en défaut Za 
plupart des th6orèmes généraux r e l a t i f s  aux: fonctions continues, se 
nomment des vaZeurs singuZières ou valeurs c r i t iques .  Nous l e s  ex- 
clu8rons toujours dans Z 'énoncé e t  l a  dérnonstrat-ion des propositions 
f ondamentaZes". 



Il signale également, ainsi que tous les autres (mis A part 
Hermite), l'exemple de Cauchy d'un développement convergent qui 
converge vers une autre valeur que celle de la fonction (p.98). 

2.3.10. Les séries 

Au moment de la parution du premier tome du traité de Jordan, 
les résultats sur les séries numériques et les séries de fonctions 
étaient déjà, pour l'essentiel, assimilés. Darboux d'une part ( [IO] ) 
et Dini d'autre part ( [15]) avaient exposé une synthèse des ré- 
sultats obtenus, tout en les enrichissant par leur apport personnel. 

Les paragraphes de l'Annexe que Peano consacre aux séries sont 
d'ailleurs plus historiques que critiques envers les traités 
récents. 

Certains paragraphes font cependant appel à des notions d'ana- 
lyse que nous avons déjà étudiées et traduisent les divers degrés 
d'"assimilation" de la mise sur pied des fondements. 

11 en est ainsi pour les différentes façons dont les auteurs 
exposent le critère que nous appelons aujourd'hui "de Cauchy" pour 
la convergence d'une série, mais auquel personne 2 ce moment ne se 
réfère sous ce nom. 

Les démonstrations de Serret et de Jordan du critère de Cauchy 
sont mentionnées par Peano, à propos de la construction de I'en- 
semble des réels. 

En effet, Serret et Jordan se "débanassent" du point délicat de 
la dérnonstrati.on de ce crit&re par un "évidement" que Peano ne 
manque pas de relever. 

Jordan ([31], 102) fait suivre la définition de la convergence 
d'une série grâce 2 la convergence de la suite des sommes par- 
tielles, convergence de suite qu'il ne définit nulle part aupa- 
ravant, d'un court développement sur une condition nécessaire et 
suffisante de convergence d'une série, en fait le critère de Cauchy, 
auquel il ne réserve pas le titre de remarque, encore moins celui de 
théorème . 

Pour la démonstration de la condition suffisante, point qui 
nécessite la construction et des théorèmes sur les réels, Jordan se 
contente, en fait, de renvoyer à la proposition analogue pour la 
suite des sommes partielles qu'il n'énonce ni ne démontre à aucun 
moment. 

Dans la note de 1887 ajoutée au troisième tome de la première 
édition, Jordan, démontrant le critère, énoncé cette fois comme un 
théorème, a joute ( [33] , 553) : 



"Nous nous sommes appuye sur ce t t e  proposition en plusieurs 
endroits de ce t  ouvrage f Tome 1, n "1 OS', . . . ( (ce numéro est celui 
que nous venons d'étudier)), en l a  considérant comme suffisamment 
évidente par eZZe-même; mak on vo i t  qu ' e l l e  peut se ramener aux 

,,Ca> autres  axiomes . 
Serret ([51], 133), quant à lui., énonce et démontre la condition 

nécessaire (n095) et la condition suffisante (n096) du critère de 
Cauchy comme deux théorèmes dont la formulation ne fait pas inter- 
venir les &et les N que l'on trouve par exemple chez Peano. 

La démonstration de la condition suffisante, qui contient le 
"évidennnentff, fait appel à un résultat non démontré dont il donne 
"pour plus de clarté"  une forme géom(?trique : 

"Le nombre n restant invariabte, faisons tendre p vers  l ' i n f i n i ,  
l a  somme S n+p restera toujours camprise entre d e n  quanti tés déter- 
minées S -E, Sn+& dont l a  di f férence 2 E e s t  aussi  pe t i te  que Z'on 
veut; dr% i Z  s u i t  évidemment que S ntz tend vers  une Zùnite déter- 
minée quand p ou n+p augmente indéf-tnz ent .  

Cette démonstration acquiert plus d e  clartG quand on l u i  donne 
une forme géométr<que, Soi t  O LUI point f i z e  d'un m e  O z .  Prenons sur 
Oz h partir  de  O une Zongueur O-, puis faisons A M A  '=f; prenons 
ause< OP=S Ze point P tombera entre A e t  A ' .  A5nsi 

*" 0 A N P  A '  x . 
l a  some Sm d m  n+p p~emiers  termes de notre série  peut ê t r e  
r e p ~ k e n t é e  $7 une abscisse dont 2 eztrémité tombe constamment 
entre deux points donnés A e t  A '; eZZe e s t  dom f<nie, mais de plus 
e l l e  e s t  déceminée, car Za distance AA' peut devenir moindre que ?lm toute  longueur donnée ., 

Remarquons que, malgré lqinsuffisance de sa démonstration, 
Serret, dès sa première édition, accorde plus de place au critère - 

que Jordan qui, en fait, ne cherche pas à en donner une dénons- 
tration. 

Quant au reste des résultats sur les séries, nous mentionnerons 
simplement ceux concernant la continuité et la dérivabilité de la 
some d'une série de fonctions, Ils posent le problème de la conver- 
gence uniforme d'une série et du double passage à la limite. 

Jordan donne une définition de la convergence d'une série de 
fonctions dans le cas où les fonctions dépendent d'une même variable 
complexe ([31], 116) et, après avoir donné un exemple de série non 
uniformément convergente, il ajoute : 

"L'importance de Za notion de Za convergence uniforme résuZte du 
théorème suivant, que m u s  démontrerons dans  Ze CalcuZ 1ntégraZ 
( (  [321, 97-1) 



si Za série s es t  convergente dans un certain intervaZZe e t  s i  
l a  oérie s r  = u'Z+urZ+u'3+. . . des dérivées de ses d i f f é r e n t s  ternes 
e s t  ette-même unzfomnément convergente dans ce même interval le ,  s 
sera, dans cet intervaZZe, une fonction continue de z, e t  sa dérivée 
sera s r " .  

Ainsi, de par sa présentation, Jordan ne traite pas le cas d'une 
série uniformément convergente de fonctions continues, théorème que 
l'on retrouve à la fois chez Dini (1151, 110, n098) qui appelle la 
convergence uniforme "convergenza i n  uguaZ graciarr, chez Peano (1201, 
107, n095) qui 1' appelle "convergenza aquabiZePr ainsi que chez 
Darboux dans son mémoire sur les fonctions discontinues. 

L'important problème de l'interversion lim 2 et % lim grâce à 
la convergence uniforme nkst donc pas soulevé explicitement par 
Jordan, 

Quant à la dérivation terme à terme d'une série, Jordan la dé- 
montre comme une conséquence du théorème sur l'intégration terme à 
terme d'une série dans le cas où la série converge uniformément. 

Ce théorème, démontré de la même façon par alarbow ([PO], 83), 
est par contre démontre dfrecternent par Dini et Peano grâce au théo- 

LA D") réme des accroissements finis (voir Peano 1203, page 108) . 

2.3.11. Intégration et théorie des fonctions 

"Quant à ce qui co cerne t e s  intégrales déf inies ,  l a  di f féren-  
t i a t i o n  sous l e  signe f , i l  e s t  certain que ce sont des questions 
d i f f i c i l e s  e t  que si Zfon vous attaquait  du bon côté, oous auriez de 
l a  peine à répondre. M i s  ceci n'est p s  m r e p x e h o  & I ~ U G  faire 
spécialement. Bouquet e t  moi, nous avons v é r i f i é  que pas une des  
démonstrations de Serret où ZtintégraZe a une de ses ZZmites infZnie 
n ' e s t  ezacter'. 

Quoique ce jugement de Darboux (voir la lettre à Houël du ler 
mai 1880) invite à passer au crible les démonstratPonç de Serret 
concernant 1' intégration et, parallglement, Celles de Jordan qui 
sont contenues dans le tome 2 de 1883, nous n'avons pas cherché à en 
vérifier le bien fondé, cette étude débordant trop largement le 
cadre de notre propos. 

C'est uniquement en fonction des éléments supplémentaires qu'ils 
nous apportent sur la façon dont Jordan rendit compte des notions de 
topologie et de théorie des fonctions, que nous avons étudié les 
chapitres sur l'intégration. 

Comme nous l'avonç déjà signalé, Jordan ne considère dans le 
tome de 1883 que l'intégration des fonctions continues. Il ne consi- 
dère que les cas exceptionnels suivants ( [ 3 2 ] ,  5 8 )  : la fonction 
devient discontinue pour une des limites dTintégration ou pour des 
valeurs, en nombre limité, comprises dans le champ d'intégration. 



Jordan se limite à l'intégrale de Cauchy et n'envisage pas d'ex- 
poser la théorie de l'intégration de Riemann. 

Celle-ci a été à l'origine d'exemples de fonctions bornées avec 
une infinité non dénombrable de points de discontinuité. Elle a fait 
éclater le cadre des "fonction6 digne d f in t é rê t "  et a attiré l'at- 
tention sur les ensembles de points de discontinuités, premiers 
sous-ensembles infinis de R qui furent étudiés par Hankel, Cantor, 
Smith, Dini et Volterra, entre autres. 

Malgré cela, Jordan ne juge pas utile d'introduire le concept de 
fonction intégrable Riemann et sa distinction d'avec celui de fonc- 
tion continue, qu'il connaissait parfaitement comme le montre la 
note de 1881 dans laquelle, un an avant la parution de ce tome, il 
définit les fonctions à variation bornée (1291)  : 

"Remarque I.- DirichZet d i t  d m 6  son mémoire qu'une fonction qui 
présente un nombre i n f i n i  de discontinu%&& n 'e s t  intégrabte que si, 
dans un in tervat le  quetconque ab, on peut ptacer de= quantités r,s 
assez rapprochées pour que t a  fonction peste continue de r à s. On 
ooi t  par lrexempZe qui précède, que ce t t e  assertion n 'es t  pas 
exacte, Cette inadvertance ci un géomè.f;re s i  justement considér5 
corne un modèle de précision nous paraZt m é ~ i t é e  d'être signalée1'4.(). 

2.3.12. Conclusion 

Nous arrsterons ici notre analyse détaillée du tome de 1882, en 
notant, une fois encore, que nous n'avons 6tudié que les paragraphes 
consacrés aux fondements, ou plutôt, traitant de questions relevant 
des fondements. 

Il nous semble nécessaire, avant de poursuivre l'examen des 
traités parus entre 1870 et 1882, de tirer de premières conclusions 
de notre étude du tome de Jordan et de dégager certains traits re- 
marquables de ce cours que nous retrouverons, pour l'essentiel, dans 
ces autres traités. 

.. Nous avons constaté tout à la fois des manques", ainsi que nous 
les avons définis dans le paragraphe 2.3.1, qui sont les consé- 
quences de certains choix de Jordan et qui ne peuvent, à notre avis, 
être considérés comme une faiblesse, et un réel défaut de rigueur 
que nous allons tenter de mesurer et d'expliquer. 

D'une part Jordan, se plaçant dans le cadre de fonctions systé- 
matiquement continues, définies sur de bons ensembles, ne considère 
comme principes de base du calcul infinitésimal que les propositions 
fondamentales sur les infiniment petits, ne prend en compte aucune 
notion d'ensemble ou topologique et, jugeant superflue toute théorie 
des fonctions, énonce très peu de propriétés des fonctions et ne 
définit que la seule intégrale de Riemann. 



Mais, plus profondement, d'autres traits spécifiques de ce 
traité et de ceux que nous allons étudier, présentent des incon- 
vénients majeurs et sont révélateurs de l'état d'esprit de la plu- 
part des mathématiciens en France : 

- le rôle privilégié de la différentielle au detriment de la 
notion de dérivée, 

- la sous-utilisation du théorème des accroissements finis dans 
les démonstrations des propriétés élémentaires du calcul diffé- 
rentiel, 

qui aboutissent à des démonstrations erronnées (cf 2,3.8) dont 
celles de la définition de la différentielle totale, de la dérivée 
des fonctions composées, de la dérivée des fonctions implicites, du 
théorème même des accroissements finis. 

- des propositions mal énoncées ou mal démontrées sur les fonc- 
tions e 

- des propositions insuffisantes et mal démontrées sur les 
series et les int6grales. 

Ainsi, Jordan ne juge pas nécessaire de construire les nombres 
irrationnels auxquels a1 a recours à plusieurs reprises, entre autre 
pour la démonstration de la condition suffisante du critere de 
Cauchy; il ne démontre pas le théorème des saleurs intermédiaires, 
évoque d'une mniiire très floue les fonctions discontinues et ne 
s'occupe jamais de l'existence des dérivées des fonctions qu'il 
considère, que ce soit pour la définition des dérivées d'ordre supé- 
rieur, ou Pa dérivée des fonctfons composées ou des fonctions impli- 
cites. 

Toutes ces faiblesses tiennent à un manque de précaution dans 
l'utilisation de double passage à la limite (limite d'infiniment 
petits de deux variables, par exemple), ou d'autres propriétés &lé- 
mentaires des fondements. 

n Elles traduisent, de la même façon que les manques" que nous 
avons rappelés, une conception de l'analyse et de ses fondements 
contre laquelle Darboux avait mis en garde dans son mémoire de 1875 
(cf 1.5) et qui peut conduire A un défaut de rigueur dans l'expo- 
sition et les démonstrations du calcul infinitésimal. 

Ainsi, les mathématiciens confiants dans la solidité de l'édi- 
fice érigé à la suite de 150 ans de travaux d'analyse, considèrent 
comme un luxe superflu toute axiomatique, toute exposition minu- 
tieuse et rigoureuse des propriétés élémentaires des ensembles et 
des fonctions. 

Le monde de l'analyse mathématique paraît donné; on sait de quoi 
(42) on parle . 



Or, la prise en compte de toutes ces exigences de rigueur, exi- 
gences qui sont loin d'être formelles comme le montrent ces 
"défauts", ainsi que l'utilisation du théorème des accroissements 
finis sont des caps qu'il est nécessaire de franchir pour une exgo- 
sition rigoureuse du calcul différentiel. 

2.4. Les fondements dans les autres traités d'analyse 

Partant de la liste des livres critiqués par Peano dans [ 4 5 ] ,  
nous avons retenu pour notre étude les cours d'~ermite, de Serret 
(dans la troisième édition de 1886) et de Lipschitz. 

Nous y avons ajouté le cours de Houël, au sujet duquel nous 
citerons les critiques de Darboux. 

Nous n'avons pas fait référence, sauf à quelques exceptions 
près, au cours de Sturm, vu ITannée de sa première édition (1857). 
Les passages que nous citerons sont extraits de la onzième édition 
qui date de 1897 mais qui n'est pas l'édition à laquelle se rêfère 
Peano. 

Plusieurs de ces livres comportent des exercices en fin de tome 
ou de chapitre. Il aurait pu être intéressant de les prendre corne 
éléments de comparaison, mais le livre de Jordan n'en comprenant 
pas, nous nous sommes limitée aux seuls textes des cours. 

Quoique sortis pendant la période qui nous intéresse ici, nous 
n'avons pas retenu pour cette comparaison les cours de Dini et 
Peano. Ces deux livres, dont les auteurs sont les seuls alors à 
prendre en compte le mouvement de mise sur pied des fondements de 
1 ~ ~ ~ ~ l ~ ~ ~ ,  sant trop ~ J C Z L -  L L L ~ L ~ ~ I L ~  --- Cie tons ceux que rious 6tudiwris dans 
cette partie pour que la comparaison soit intéressante. 

Nous les étudierons plus précisément en les comparant aux tomes 
de 1887 et 1893 du traité de Jordan dont ils sont plus proches et 
nous ne mentionnerons ici que les développements de Peano qui sont 
dans son introduction au cours de Genocchi. 

Jules Tannery, dans le compte-rendu qu'il fit pour le BuZZetin 
de Sciences Mathématiques du livre de Genocchi, résume cette dif fé- 
rence ( [55], 170) : 

"L'auteur ((il s'agit de Peano) ) se préoccupe de Z'origine des 
notions que Z 'on rencontre au début des mathématiques ( ( . . ) De 
même encore, dans des notes nombreuses placées en t ê t e  du Livre, i Z  
précise Zes condit<ons exactes sous ZesqueZZes sont appZ icabZes 
certains théorèmes qu '52 démontre dans Ze courant de Z 'Ouvrage : en 
un mot, i Z  recherche surtout l a  précision, so i t  dans Zes énoncés, 
s o i t  dans Zes démonstrations. On aune à voir ces notions bien dé- 
f i n i e s  se subst i tuer  dans Z'enseignement axr notions trop vagues que 
Z'on y rencontre parfois", 



Nous allons retrouver dans ces traités les mêmes caracté- 
ristiques que nous avons dégagées de l'étude du tome de 1882 de 
Jordan. 

Nous reprendrons pour cette étude le plan suivi lors de l'ana- 
lyse du tome de 1882. 

2.4-1. Les Introductions 

Comme Jordan, la plupart des auteurs consacrent leur intro- 
duction aux usages des infiniment petits et à l'exposé de la méthode 
infinitésimale. Tannery s' étonnera dans le compte-rendu déjà cité de 
ce que Peano ne procède pas ainsi : 

"Mais justement à cause de L'esprit de précision qui règne dans 
ce Livre, il est permis de s'étonner que l'auteur n'ait pas cru 
devoir y mentionner Zes théorèmes czassiques sur Zes ZWnites des 
somes et des rapports d'infiniment petits, et qui sont Ze fondement 
même de Za méthode infinitésimale". 

S'il est vrai que ces propositions sur les infiniment petits 
"sont Ze fondement même de Za mgthode .infinitésimaZet', il n'en est 
pas de même du calcul irnfinitésima1. Celui-ci, malgré toute l'uti- 
lité des infiniment petits, ne saurait se réduire, en effet, à la 
méthode infinitésimale. 

Nous renvoyons à ce propos à l'introduction d'Hermite, à la 
 réf face de Houël qui fait explicitement référence à Duhamel et qui 
revient sur ces notions dans les pages 105 à 107 de son livre, et 
aux "notions prélimina-ires" de Serret . 

Un autre trait commun à la plupart de ces traités, que l'on 
retrouve dans l'introduction et à de nombreuses reprises dans le 
corps même des traités, est le recours à la démonstration géo- 
métrique qui n'est le plus souvent qu'une iZZustration géométrique. 

Cela ne se retrouve pas dans les livres de Dini ou Peano, ou 
dans le tome de 1893 de Jordan, qui ne recourent pas à cette aide. 

Des exemples particuliers que l'on trouve chez Serret et Jordan 
dès l'introduction, chez Houël au début du chapitre 1, en sont les 
paragraphes sur les limites et la méthode infinitésimale : des ré- 
sultats, démontrés plus ou moins bien, mais démontrés, sur les li- 
mites, sont présentés comme évidents et connus depuis longtemps en 

l43> ce qui concerne la géométrie 

2.4.2. Les tables des matigres 

Nous avons déjà dégagé lors de l'étude du tome de 1882 certaines 
caractéristiques des plans de ces ouvrages. 



Nous avons mentionné la faible place accordée à la continuité, 
et à la notion de dérivée. 

Un exemple que nous n'avons pas encore cité est le livre de 
Lipschitz. Alors qu'il présente la théorie des irrationnels, chose 
rare, nous l'avons vu, il ignore à la fois le théorème des valeurs 
intermédiaires et celui des accroissements finis, et il semble ne se 
servir ni du mot dérivée, ni de la notation ft(xl dans son livre, le 
vocabulaire se référant uniquement à la différentielle. 

Par contre, le plan que Darboux soumet à Houël pour son traité 
d'analyse, dans la lettre du 15 janvier 1875, est extrêmement nova- 
teur par l'importance qu'il accorde à certains paragraphes dont la 
continuité, le théorème des accroissements finis dont il fait la 
poutre maîtresse de tout son &difice diminuant par là le rôle de la 
différentielle, le sens de variation d'une fonction, les fonctions 
de plusieurs variables qu'il se propose d'étudier spécifiquement, 
etc. 

Il en est de même du traité de Peano qui, lui, ne s'arrêta pas 
au plan de l'ouvrage. 

Consacrant les deux premiers chapitres à P'etude des fonctions 
d'une variable réelle, n'abordant les d~velagpenients en série de 
Taylor qut après avoir exposé la théorie élémentaire des séries, 
traitant de façon spécifique les fonctions de plusfeurs variables 
(continuité, dérivabilité, formule de Taylor, etc), Peano aborde les 
principes du calcul differentiel et intégral d'une façon beaucoup 
plus moderne que la plupart des auteurs avant lui, Jordan compris, 
en 1882. 

La dernière question, que nous évoquerons à propos du plan et de 
la t a b l e  des matière de ses traités d'analyse su de calcul infini- 
tésimal, est Pa division que l'on trouve entre autres chez Jordan, 
entre calcul différentiel et calcul intégral. 

Relevant cette division à propos de la deuxième édition du 
traité de Jordan où elle subsiste, Lebesgue écrit dans [ 4 1 ] ,  page 
XXVI : 

"JO rdan est volontiers un novateur traditionnaliste; il conserve 
la divisim surranée en calcul différentiel et intégral; mais conune 
ses réflexions lui ont fa<* reconnaztre en l'intégrate la plus 
simple, la plus intuitive, la plus primitive de toutes les notions 
de l'analyse, iZ commence l'exposé du caZcuZ différentie2 par la 
déf inition de Z ' intégralef'. 

Notons qu'il s'agit ici de réflexions postérieures à l'édition 
de 1882, et que c'est une des différences importantes entre les 
tomes de 1882 d'une part et 1887 et 1893 d'autre part. 



En effet, contrairement à Houël et à Lipschitz qui introduisent 
dès le début la notion d'intégrale, Jordan ne la mentionne que dans 
son deuxième tome de 1883, Calcul intégral.  Il en e s t  de même pour 
Hermite et Serret . 

Dans le compte-rendu qu'il fit du livre de Houël, Darboux écrit 
à ce propos ([12], 6) : 

"L'auteur a min tenu  Z1inmtration qui avait  é té  approuvée, e t  
selon nous avec raison, par Me Painvain; immédiatement après Zes 
notions fondamentaZes de CaZcuZ d fy f é ren t i e l ,  i Z  donne Za de f in i t i on  
des intégrales déf in ies  e t  des intégrates in&f in iesn .  

2.4.3. Les irrationnels 

Absente dans le livre de Jordan, ainsi que dans ceux d'Hermite 
et de Serret, la construction des irrationnels est donnée dans les 
livres de Houël et de Lipschitz. 

Dkutre part, Darboux ne la mentionne à aucun moment dans le 
plan qu'il propose. Darboux, bien qu'il n'en traite pas dans sa 
correspondance, connaissait nécessairement une des constructions des 
nombres irrationnels, ne serait-ce que parce que Houël en expose une 
dans son traité. 

De même dans son fameux mémoire de 1875 ( f 101 ), il ne se sert à 
aucun moment des irrationnels et des ~roprétés des réels. 

Cela peut paraztre étonnant dans la mesure où Darboux est un des 
artisans les plus remarquables de la mise sur pied des fondements, 
ce qui n'est, bien évidemment, ni le cas d'Hermite, de Serret ou de 
Jordan à cette époque. 

2.4.4.  La continuité 

Les traités de Lipschitz et d'Hermite ne consacrent même pas un 
paragraphe à la définition de la continuité. Serret en donne par 
contre la définition suivante ([51], 15) : 

"Une fonction f ( x )  de Za variable x e s t  d i t e  continue pour l e s  
vaZeurs de x  comprises entre l e s  deux t*ites xo e t  X, Zorsque, pour 
toutes ces vaZeurs d e  x, t a  vateur absoZue de l a  d i f férence 

f i f i h l  - f ( x )  
décroit indéfiniment avec h, ou e s t  indéfiniment pet i te  en même 
temps que h. 

S i  Za ofonction devient inf inie  pour une vatsur de x comprise xo 
e t  X, e l l e  ne s a t i f a i t  pas à Za précédente déf in i t ion de l a  conti- 
nuité; on d i t  alors quleZZe devkent discontsnue en passant par l ' i n -  
f i n i  ". 



Nous voudrions souligner à l'occasion de ces développements sur 
les fonctions discontinues que les différents auteurs des traités 
semblent ignorer l'usage des contre-exemples. Ils auraient là, pour- 
tant, un argument particulièrement simple pour attirer l'attention 
des étudiants, sans développements excessifs , sur la délicatesse de 
certaines propriétés considérées comme évidentes. 

C'est dt ailleurs la présence de nombreux contre-exemples qui 
donne à la correspodance de Darboux ce caractère remarquable. 

Houël, et nous venons de le voir, est en fait le seul auteur qui 
s'en serve et encore avec réserve. 11 faut y voir très probablement 
l'influence de Darboux et de leur correspondance. 

. La continuité pour les fonctions de plusieurs variables. 

Dans l'introduction au cours de Genocchi, Peano étudie de faqon 
spécifique la continuité pour les fonctions de plusieurs variables; 
les autres auteurs se contentent de mentionner rapidement une défi- 
nitaon ou de l'ignorer. 

Ainsi, Serret n'en donne pas de définition, Hermite et Lipschitz 
qui ne mentionnent pas la conrinuité pour une variable, ne traitent 
donc pas de la continuité pour les fonctions de plusieurs variables; 
Houël, ainsi que Jordan, en donne simplement la définition, sans 
ajouter aucune propriété ou aucun exemple ([27],121-122)- 

Peano est ainsi contraint de choisir une erreur de Cauchy dans 
son Cours drAnatyse, où il affirme que la continuité par rapport à 
chacune des variables entralne la continuité par rapport à l'en- 
semble des variables, pour insister à l'aide d k n  contre-exemple sur 
la non trivialité de cette notion. 

Aucun des auteurs qu'il critique dans le reste de l'Annexe ne 
lui donne en effet, vu la brièveté de Peur développement, l'occasion 
de relever erreurs ou inexactitudes. 

11 n'est pas sans intérêt de signaler ici l'article de 1872 
( [ 9 ] )  dans lequel Darboux définit la continuité pour une fonction de 
plusieurs variables, définition donnée pour la première fois point 
par point, et plusieurs lettres de la correspondance dans lesquelles 
Darboux explique très clairement la différence qu'il y a entre la 
continuité par rapport à l'ensemble des variables et la continuité 
séparément par rapport à chacune des variables. Il donne d'ailleurs 
dès 1873 un exemple de fonction, continue sur toute droite passant 
par l'origine, qui n'est pas continue (cf 1.5.2). 

Peano, sans critiquer précisément les manques de ces traités, 
consacre plusieurs paragraphes à la continuité, et renvoie au traité 
de Dini pour des développements supplémentaires sur la continuité 
d'une fonction, ainsi qu'à Weierstrass (article de Schwarz [ 5 2 ] ) ,  à 
Cantor (article de Heine 1251) et à Darboux ( [ l o ] ) .  



11 démontre la fausset6 de la définition d'une fonction continue 
trouvée dans certains traités dont celui de Gilbert de 1872 qui 
appelle fonction continue, une fonction qui ne peut passer d'une 
valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs inter- 
médiaires ('16.) 

A cette occasion il définit les limites supérieure et inférieure 
d'une fonction, notions dont il se sert pour donner une définition 
de la continuité(4'. 

2.4.5. La notion de dérivée 

. Définition et existence de la dérivée 
Les définitions d'Hermite, Serret, Houël et Lipschitz pré- 

sentent, malgré leur diversité, le même défaut que celle de Jordan. 
Aucune ne spécifie que la définition donnée est celle de la dérivée 
en un point. 

Hermite introduit la notion de dérivée pour une fonction quel- 
conque comme "La Zirnite du rapport 

f(x+h) - f (d  
h 

pour k O " ,  en généralisant la notion de dérivée d'un polynôme entier 
F(xl  qui est obtenue grâce au premier terme du développement en 
série de Taylor mis sous la forme 

F f E + h l  - F f d  
h 

et ajoute ( [ 2 6 ] ,  40) : 

" C e t t e  dg f in i t i on  se i u s t i f i e ,  comme cm s a  p a  Zog congé- 
quences 6nportuntes qu'on en t i r e  pour toutes l e s  fonct<ons 
continues". 

II énonce ensuite deux théorèmes sur le sens de variation d'une 
fonction d'après la nullité ou le signe de la dérivée, puis le théo- 
rème de Rolle avec la même assimilation fonction continue / fonction 
dérivable. 

Enchaînant avec la série de Taylor, Hermite n'ajoutera rien 
d'autre à propos de la notion de dérivée. 

Serret, en supposant que la fonction est continue, indique qu'en 
général la limite du rapport - - 

est indépendante du signe de h, qu'elle est fonction de x 
est appelée dérivée de la fonction ffx), 11 donne alors 
"f (&hl-f(x) = h.f' fx)t h.E , E désignant une quantité 
pe t i te  en même temps que h ". 

et qu'elle 
la formule 
infiniment 



Contrairement à Hermite, il mentionne des cas où la limite du 
rapport peut ne pas exister, mais n'évoque à aucun moment les rap- 
ports continuité/dérivabilité. 

Houël, quant à lui, débute le chapite 2 de son premier livre 
(Dérivées et différentietzes - ~ntégrates) par un paragraphe "histo- 
rique" sur les tangentes et sur les fluxions de Newton (p.141). 
Rattachant uniquement la définition de la dérivée, "limite du rap- 
port de Z'accroissement infiniment petit de Za fonction à ZfaccroZs- 
sement infiniment petit correspondant de Za variabTe independante'', 
à ces deux points de m e ,  cette introduction historique dénote, à 
notre avis, un aspect passéiste. 

Dans le même temps, il introduit la formule déjà donnée par 
Serret, sous la forme 

flzl)-f(x) = I q - X I  .f'(x) + (xl-x) .E. 

Il souligne d'autre part, de façon moins ambiguë que Jordan, 
l'existence de fonctions continues sans dérivées ( [ 2 7 ] ,  144) : 

"L 'on peut exprimer par tes signes de I '  naZyse une infin55é de 
'44 cf fonctions continues n'ayant pas de dé~.-iuée . 

A propos, enfin, clé? la définition de Llpschatz introduite éga- 
lement par des consid6ratisns sur les tangentes, signalons que lui 
aussi suppose f contzinue et que la limite, lorsqu'elle existe, de 

f ( ~ + h l  - f(x) 
h 

n' est jamais notée que d f ( x ) / d ; c  et appelée "DiffermtiaZquot5ent". 
Le mot 'rAbteitung" (dérivée) n'est employk nulle part et on ne 
trouve aucun commentaire, aucun théorème, sauf "calculatoire", sur 
les dérivées. 

Peano dans [45], page 54 rapproche le recours à i-nterprétation 
géométrique de la dérivée (existence de tangente à une courbe) et 
l'affirmation de l'existence d'une dérivée pour toute fonction con- 
tinue. 

P.our sa part, se reférant à Maclaurin, il montre ([45], 33) 
qu'on peut définir la dérivée d'une fonction f(x) en un point xo, 
sans avoir recours à la limite du rapport 

flx+h) - f(x1 
h 

Nous avons déjà souligné que Peano critique plusieurs para- 
graphes du livre de Serret à propos d'un manque de considération 
pour les conditions d'existence des dérivées dont "2' expression est 
tirée drune succession d 'équations''. 

Il s'agit du paragraphe 46 ([51], 33) sur la dérivée des fonc- 
tions implicites, ainsi que des paragraphes 25 et 26 ([51], 33) dans 
lesquels Serret établit les formules de différentiation d'un quo- 
tient ou des puissances d'une fonction de façon tout à fait méca- 
nique à partir des différentielles logarithmiques. 



Serret ne donne, d'autre part, ni formule, ni théorème, pour les 
dérivées d'un quotient, d'un produit, d'une somme, d'une fonction de 
fonction, etc. 

Peano n'intègre, à aucun moment, le livre de Houël dans ses 
critiques. Mais nous disposons des nombreuses critiques que Darboux 
adressa à Houël, en particulier à propos des paragraphes sur les 
propriétés des dérivées. La critique de Darboux porte, tout à la 
fois, sur les dérivées d'infiniment petits, sur la démonstration du 
théorème des accroissements finiç,sur la façon de calculer la dé- 
rivée d'une fonction de fonction, d'une fonction composée, d'une 
fonction implic,te, etc 

Nous donnons ici deux extraits de lettres qui montrent à quel 
point le soucis de Darbow étaie la justification constante des 
calculs effectués, c'est-à-dire l'existence, et non pas seulement la 
forme, de la dérivée en un point, rejoignant ainsi les préoccu- 
pations exprimées par Peano dix ans plus tard. Il s'agit des lettres 
des 18 et 24 janvier 1875 que nous donnons en entier dans l'annexe. 

Lettre du 18 janvier 1875 : 

rrPour rendre r igourem tout  ceZa vous s e ~ i e z  obtigé de faire  
queZque chose de ZounZ e t  d9impossibte. Toutes Zes f o i s  que vous 
caZcuZeriez m e  dérivée f9(d vous seriez  obligé de démontrer que 

fixi-h) - f l d  - f f  (s. 
h 

e s t  un infinUnent pe t i t  quand h tend vers zéro e t  x varze tendant 
vers une certaine ZimLte, Cornent pourriez vous faire cela pour Zes 
dérivées des fonctions composées, des fonctions de fonctions, e tc" .  

Lettre du 24 janvier 1875 : 

"Voyez ce que deviennent vos théorèmes sk on veut l e s  énoncer 
rigoureusement ( ( . ) ) - Alors chaque fo is  que vous prendrez une 
dérivée e t  que vous voudrez appliquer Zes theorèmes fondés sur Za 
supposition précédente, vous serez donc obligé de vé r i f i e r  si  eZZe 
e s t  s a t i s f a i t e .  AZZez donc Ze faire pour Zes fonctions de fonctions 
e t  Zes  onctions composées". 

C'est d ns cette lettre, d'autre part, que Darboux présente 
1 'exemple 2 . s i n l l / x i ,  dont il discute l'existence de la dérivée en 
zéro - existence contestée par Houël - que nous avons déjà traité 
lors de f 'étude du cours de Jordan (cf 2 . 2 ~ ~ 6 ) .  

Il critique à cette occasion, dans une lettre du 31 janvier 
1875, la façon dont Houël calcule la dérivée d'une fonction com- 
posée : 

"Vous Zisez que ce t t e  fonction n'a p a s  de dérivée pour =O. Gi 
n ' e s t  pas Za nature de Z'objection que je vous ai adressée. Je vous 
a i  d i t  :D'après Za règle des fonctions composées ((Darboux veut dire 
votre règle)) on a 

d y / d x  = Z z . s i n ( I  /x/ -cos( 2 /d , 



expression indeterminée pour =O, tandis que d'après Ze raisonnement 
primitif la derivée est parfaitement dgterminée, elLe est nulle". 

Pour permettre de saisir l'ampleur de la différence qui séparait 
les conceptions "nouvelles" du calcul différentiel et les con- 
ceptions alors "classiques" que nous retrouvons dans presque tous 
les traités, nous citerons un extrait des propos de Charles ~éray 
dans la préface de ses Leçons nouvelzes sur l'analyse infinitesimale 
et ses applications parues en 1894 : 

"Les dérivées se définissent, se calculent, sfentrem81ent dans 
les expressions différentielles corne Lagrange Ze voulait, c'est-à- 
dire par le simple jeu des opérations vulgaires de Z'algèbre, et la 
certitude de leur existence devenue tangible dispense de toute res- 
triction à leur egard''. 

2 . 4 . 6 .  Le théorème des accroissements finis 

La démonstration d'Ossian Bonnet que donne Serret dans son cours 
( 1511 , 17) est donc le premier modèle de démonstration qui utilise 
le théorème de Rolle, abandonne le th&or&m des valeurs inter- 
médiaires jusqu'alors nécessaire 2 l'obtention de la formule finale 
et, Serret le souligne, ne suppose pas la continuité de la dérivhe. 

Elle présente cependant une différence notoire avec celle de 
Dini. A la place du théorème sur la borne supérieure d'une fonction 
contfnue auquel bini se réfère explicitement, Serret utilise la 
propriété "évidente" de toute f onctf on continue : "Si l 'on admet 
qu 'eZZe ne soit pas cons*amment nul te, iZ fadm qu' eZ le c m e n c e  à 
croztre en prenant des valeurs positzves, ou à décro<tre9'. 

Peano relèvera cette erreur ([45], 55), et y répondra en donnant 
le contre-exemple x.sin(l/x) pour -0. 11 la minimisera toutefois 
dans une lettre écrite à Jordan, la considérant comme une 'rimpe~ 
fection de langage". Notons que dans la troisihe édition de son 
cours (l886), Serret ne corrige pas son erreur et ne mentionne, même 
pas par une note, la remarque de Peano. 

Nous pouvons également citer un autre exemple, caricatural 
celui-là, de version non corrigée de la démonstration de Bonnet- 
Serret : 

Dans la préface de la onzième édition du cours de Sturm paru en 
1897, un des changements signalé comme nécessaire est la démons- 
tration de la formule de Taylor due à ~ouché avec un rappel de "Za 
démonstration si générale que M. Bonnet a donné du théorème de 
Rolle''. Cette démonstration (11'125, p.16) n'est toujours pas satis- 
faisante et comporte la même erreur. 



Cette démonstration de Bonnet est l'objet de discussionç inces- 
santes entre Darboux et Houël dont rendent compte les lettres que 
nous donnons en annexe. Nous disposons à ce sujet des réponses de 
~ouël(4). 

Nous pouvons grâce aux lettres de Darboux qui résument à plu- 
sieurs reprises les positions de Houël et les différents qui les 
opposent, et grâce aux réponses de Houël lui- même, retrouver la 
version initiale de la démonstration de Houël et la comparer 2 la 
version ou plutôt aux différentes versions de son livre, Houël choi- 
sissant de ne donner pas moins de trois démonstrations différentes 
du théorème des accroissements finis (1271, 145-150). 

2.4.7. ~érivées partielles - différentielles 

Les remarques que nous pourrions faire sur l'ensemble des 
traités étant pour I'essentiel semblables à celles que nous avons 
faites sur le tome de 1882 de Jordan (cf 2.3.8), il ne nous semble 
pas utile de développer ici une comparaison détaillée. 

Il en est de même pour la dérivée de fonctions composées, les 
dérivées et différentielles d'ordre supéri.eur et l'interversion de 
l'ordre de différentiation, ainsi que pour les développements en 
série de Taylor (cf 2 -3.9). 

2.5. Les fondements en France à travers la correspondance de 
Darboux 

L'étude que nous venons de fafre des différents traités parcs en 
France entre 1870 et 1882 a permis de montrer que leurs auteurs n'y 
ont en général intégré aucun des travaux liés à la mise sur pied des 
fondements. 

Cette "unanimité" est, bien évidemment, significative d'un cer- 
tain aspect de la situation des fondements en France. 

Il nous a cependant paru nécessaire de confronter le contenu des 
différents manuels et l'état réel des mathématiques dans ce domaine, 
en France. 

Nous nous sommes servie, à ce propos, de la correspondance de 
G. Darboux qui fait allusion à plusieurs reprises aux idées du monde 
mathématique français et international ~23). 

Cela nous permettra d'évaluer la distance inévitable entre la 
réalité du mouvement de mise sur pied des fondements et l'image que 
nous en donnent les traités, question que Jordan lui-même soulève 
dans la préface au tome de 1882 que nous étudierons dans la troi- 
sième partie (cf 3.4). 



Darboux tout d'abord affirme la nouveauté, er: France, de ses 
préoccupations à propos des principes du calcul infinitésimal (cf 
1.1 et 3.4); il écrit dans la lettre du 2 février 1875 : 

"S i  je VOUS tourmente sur l e s  prZncipes du CaZcuZ ,T?zfir,itésirnc2 
c ' e s t  que je voudrais vous voir  produire quelque chose de véri ta-  
blement neuf, l a  rigueur au Lieu de l'à-peu-près cie Duhamel e t  d e  
ses prédécesseurs". 

"Il s ' ag i t  d ' u n  point t r è s  dé l i ca t  où je voudrais vous voir  
réformer des idées universe2Zernen.t admises e t  fa ire  oeuvre de 
novateur", poursuit-il dans une lettre du 25 février 1875. 

Par ailleurs il se réfère à un certain nombre de mathématiciens 
qui partagent son point de vue sur les démonstrations du calcul 
différentiel et cite tout à la fois Thomae, Schwarz, "Zes profes- 
seurs d e  spéciales d r i c i " ,  l e s  universités anglaises et allemandes 
"où on commence à tenir à Za rigueurrr, Bonnet. 

Il précise, dans une lettre du 27 novembre 1875 à propos de la 
démonstration de Bonnet du théorème des accroissements finis : 

"A t i t r e  de renseignement je dois  vous d i r e  que depuis que des 
objections de c e t t e  nature ont é t é  Faites ((il s'agit des objections 
sur les infiniment petits dont nous avons parlé, soulevées entre 
autres par WeZerstrass, Thomae e t  tous  l e s  a u t r e s r r ) ) ,  i c i  même dans 
l e s  cours de spécZaZes, on a adopté Za mrche  que vous a t t r ibuez  à 
Serret  e t  qui  n ' e s t  p s  plus à l u i  qu'à un autre  (E l l e  sera i t  dans 
tous  t e s  cas à Bonnet). 

Mais Darboux est en fait le seul, en France, à participer au 
mouvement de remise sur pied des fondements de l'analyse et cela, 
f sdépendement  de Weirrst~ass. Il nous apparaît, grâce à la corres- 
pondance, qu'il est surtout influencé par les réflexions d'Ossian 
Bonnet, dont il nous faut à nouveau signaler le rôle, et par le 
mémoire de Riemann qui est à l'origine du mémoire de 1875. 

En fait les idées de Weierstrass sont ma1 connues en France. 
Picard fut un des seuls mathématiciens français, sinon le seul avec 
J. Molk, à avoir eu entre les mains des notes des cours de Weier- 
strass et cela seulement en 1880. Il écrit 2 Mittag-Leffler le 27- 
janvier 1880 ([17], 162) : 

"Je vous remercie bien vivement des feuiZZes que vous m'avez 
envoyées sur l e s  cours de Weierstrass. J ' a i  cornu L'année dernière 
un jetme homme qui ava i t  su iv i  à Berlin l e  cours du grand analyske 
e t  qui m'avait prêté ses cahiers de notes; Les f eu i l l e s  uue vous 
m'avez envoyées vont me permettre de compZéter les notes assez in- 
compZètes que j 'avais prises sur ces matières". 

L'isolement de Darboux est particulièrement sensible dans les 
lettres du 30 mars et du 23 décembre 1873. 



Dans la première de ces lettres, présentant le mémoire de 
Riemann, Darboux constate : "VoilÙ un beau morceau e t  qui ne sera 
pas apprécié". Dans la conclusion de la lettre du 23 décembre où il 
expose le plan de son mémoire de 1875, Darboux écrit :"S i  on ne se 
moque pas de moi, je continuerai ces études pe t i t  à pet i t f ' .  

11 semble que ce ne fut pas le cas et que Darboux fut, dans une 
certaine mesure, blâmé par ses collègues qui, au nom d'autres prio- 
rités dans la science, jugeaient inopportunes de telles recherches. 
Il abandonne ces recherches après le mémoire de 1875, même s'il 
publie encore un article en 1879- Ainsi, évoquant les recherches de 
Darboux sur les fondements, Lebesgue écrivait (cf 2.1), ([39], 14) : 

"On raconte qu'en 1875 Darboux fu t  quelque peu blâmé de s ' ê t re  
la issé  a l l e r  à étudier de pareil les questions; s o i t  à cause de ces 
remontrances, soi t  plutôt à cause de Za beauté e t  de Z'importance 
des problèmes qu ' i l  a ensuite abordés, krboux  ne f<t pas d'autre 
Excursion dans l e  domaine des fonctions non m a l  ytiquesr'. 

Picard notait de son côté ([473, 19) : 

"Darbom racontait plus tan i  que ce m&noi~e avait  é t é  froidement 
accueiZZi p r  plusieurs de ceux pi habituetirnent s ' intéressaient  à 
ses travauz. I l s  Z'avaient dissuader de Z'abourer plus longtemps Ze 
champ s t é r i l e  d e s  fonctions qui n'ont pas de dérivéesfr. 

Ces lettres qui datent d'avant 1875 traduisent en fait la réa- 
lité jusque vers 1884. Darboux resta seul et n'eut en France aucune 
influence immédiate, ce qui ne fut pas le cas, en Italie, pour Dini. 

Cependant, pendant cette période, parut aux Comptes Rendus une 
Note de Jordan qui nous donne des indications supplémentaires sur le 
dévcioppement, ia pénétratfon des nouvelies recherches sur les fon- 
dements chez les mathématiciens français. 

Il s'agit de la note de 1881, Sur l a  série de Fourier (cf 3 - 2 )  
dans laquelle Jordan définit les fonctions à osc i l la t ion  l imi tées  et 
revient à cette occasion sur la différence entre fonctions inté- 
grables Riemann et fonctions continues. 

Tout d'abord, c'est une des seules notes publiées en France 
entre 1875 et 1885 sur les fondements ou même sur ces fonctions qui 
sortent du cadre classique des fonctions auxquelles on s'intéressait 
alors, ce qui confirme le peu d'intérêt suscité par ces recherches, 

De plus, Jordan n'exploite pas immédiatement ce concept de fonc- 
tion à oscillation limitée, pourtant fondamental pour la théorie des 
fonctions à la fin du XIXe siècle. Il ne le reprendra que six ans 
plus tard ([33]), cet article ne semblant être ainsi qu'une remarque 
qui n'a rien d'essentiel. 

Enfin, Jordan l'écrit un an avant la parution du tome de 1882 
que nous venons d'analyser. Ainsi, même si certains mathématiciens 
connaissaient, et maîtrisaient, des éléments des fondements de 
l'analyse, ils ne les jugeaient ni utiles, ni indispensables à une 



bonne exposition du calcul différentiel et intégral; c'est, à notre 
avis, une manifestation supplémentaire de la marginalité du mou- 
vement de mise sur pied des fondements. 

Cela soulève un problème banal mais dont l'importance et la 
signification ne sauraient ici nous échapper, à savoir le décalage 
fixé par un auteur entre le niveau et le contenu de son cours et 
celui de la science. 

L'ampleur du décalage et les choix opérés nous semblent en effet 
liés à la conception globale que l'auteur a des mathématiques et des 
éléments qu'il reconnait comme essentiels. 

Ainsi les traités de Dini et de Peano, d'une part, des auteurs 
francais, d'autre part, relèvent-ils de deux conceptions différentes 
de l'analyse et surtout de ses fondements (cf 2,3.12)s 

Ainsi encore, les choix différents que Jordan fera en 1882 et en 
1893, pour les deux éditions de son cours, traduisent une évolution 
sensible dans sa conception des fondements de l'analyse et de l'ana- 
lyse des fonctions d'une variable seelle (cf 3.4 et 3.5). 

Le choix de Jordan pour le tome de 1882 est donc significatif de 
196tat réel des conceptions d'alors sur les fondements en France; et 
donc, si les traités ne rendent pas compte, dans le detail, du déve- 
loppement et de la p&nétration du mouvement de mise sur pied des 
fondements, ils nous donnent une image relativement fidèle de la 
réalité de ce mouvement. 

Nous allons maintenant, dans la partie suivante, éclairer les 
choix de Jordan en retraçant rapidement l'itinéraire personnel de 
Jordan et en essayant de préciser certaines des caractéristiques 
d'iln enseignenent à 1' Ycde Polytechnique. 



Notes sur la deuxième partie 

1. Les travaux antérieurs de Darboux furent essentiellement des 
mémoires de géométrie. 

2. Table des matières : 
Nombres incommensurables - Groupes de nombres et de points, leurs 
limites inférieure et supérieure - Concept de limite - Infiniment 
petits et infini - Concept de fonction - Continuité et disconti- 
nuité - Fonctions continues dans un intervalle donné - Fonctions 
admettant une infinité de discontinuités - Dérivée d'une fonction - 
Théorèmes sur les séries - Principe de condensation des singula- 
rités - Fonetions qui ne possédent jamais de dérivée déterminée et 
finie - Autres considérations générales concernant spécialement 
l'existence de la dérivée d'une fonction finie et continue - Inté- 
grales définies. 

3. Les différents ouvrages critiqués par Peano sont : 
- Sturm, Cours d'anatyse de Z'EcoZe PoZytechn<que, première 

édition, 1857. 
- Gilbert, Cours d'analyse <nfinités<maZe, 1872. 
- Hermf te, Cours d'analyse de 2 'Ecole PoZyteehnique, 1873. 
- Bertrand, Calcul diff6rm&keZ, 1864. 
- Serret, Cours de cczZcul différentiel et intégral, deuxième 

édition, 1879. 
- Jordan, Cours d9anaZyse, tome 1, 1882. 
Par contre, Peano se référe plusieurs fois aux ouvrages de : 
- Dini, Fondamenti per Za teop-ica deZZe funzioni di uarkbiZi 

reaZ%, 1878. 
- Harnack, DzfferentiaZ und Integralrechnung, 1881. 
- Du Boiis Raymond, !Théorie généraZe des fonctions, 1882, 

ainsi qu'aux GrmdZagen der ~nalysis (1877) de Lipchitz, à propos 
uniquement des nombres incommensurables. 

Signalons l'absence du Traité de ~ouël que nous étudierons, 
essentieIlement, à cause des critiques que formula Darbow dans sa 
correspondance. 

4. Un trofsième tome, que nous étudierons dans la quatrième 
partie, sortira en 1887. 

5. Nous reviendrons sur cette démonstration et sur un certain 
nombre de lettres admirables de Darboux à propos de la limite d'in- 
finiment petits de deux variables. 

6. La première définition correcte de la différentielle des 
fonctions de deux variables fut donnée par Stoltz en 1885. Citons 
d'autre part une des rares notes de "caractère historique" qui se 
trouve dans le cours de Dixmier ( [lS bis], 364) : 



'%a notion de d i f f é ren t i e l l e , ,  fondamentale, e s t  pZus d i f f i c i l e  à 
assimiler que ceZZe de dérivées part iel les ,  mais e l l e  e s t  plus natu- 
re l  Ze à beaucoup d'égards ( . . ) ) Hf storiquement Les di f féren-  
t i e l l e s  é ta ient  définies de façon fort  obscure, corne des accrois- 
sements .infiniment pet<ts; ce point de vue subsiste encore dans Za 
notation de l ' int2graZe &f in i eyr .  

7. Signalons tout de suite que Jordan ne tiendra pas compte de 
cette remarque dans l'édition de 1893, mais qu'il présentera alors 
la formule avec le reste integral. 

8. Les axiomes que Jordan mentionne, sont les axiomes sur les 
réels par lesquels il commence la Note de 1887- 

9. Nous avons jugé intéressant de reproduire ces deux démons- 
trations qui comportent en fait la même faiblesse, les deux der- 
nières lignes de la démonstration geomé trique n' étant que 1' aff ir- 
mation d'une propriété des rt5els (non construits) non démontrée. 

10. A propos du théorème sur l'interversion  jet JI, signalons 
la lettre du 23 décembre 1875 de Darboux qui, critiquant le théorème 
de Houël (l'intégrale d'une somme est la somme des intégrales si la 
série est convergente et est fonction continue de x, et si la série 
des intégrales converge) donne un contre-exemple et écrit que ce 
théorème faux se trouve également chez "Semet ,  Remi te  e t  t u t t i  
quantipy.  

11. En fait Jordan et Dirichlet ne traitent pas de la même 
chose, Jordan considérant l'intégrabilité au sens de Riemann, ce que 
ne fait, évidemment pas, Dirichlet. 

12. Une caricature en est une des r&ponses que Houël envoie à 
Darboux à propos des discussions sur l'existence de la dérivée et de 
conditions supplémentaires que Darboux lui reproche d'ajouter 
(cf 2 .4 .5 )  : 

"Oui  j'admets comme zm f a i t  dtexp&rience (sans chercher à l e  
démontrer en général, ce qui peut ê t r e  d i f f i c i z e l  que dans l e s  f o n o  
t i o n s  que je t r a i t e ,  on peut toujours trouver h sat i s fa isant  à 
Z ' i néga l i t é  

f(mh.1 - f f x l  - f f f z )  
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quelque s o i t  Ze paramètre x, e t  je vous avoue que j f  ignore ce que 
pourrait s i g n i f i e r  Ze mot dérivée s ' i Z  n'en é t a i t  pas a ins i .  
f ( - - - ) J e  crois  ce t t e  hypothèse identique avec ce l l e  d e  Z ' ex is tence  
d e  'ta dérivée. S i  eZZe ne Z ' e s t  pas, je 2 '  y ajoute". 

13. A la page 3 de son cours, après avoir donné une bonne défi- 
nition de la limite d'une variable, Serret écrit : 

"Le lecteur e s t  déjà fmiZùzr isé  atrec ce t t e  notion de l imi te .  On 
sa i t ,  par exemple, que Za surface du cercle e s t  Z a  l imi te  vers Za- 
quel le  tend la surface d P m  polygone régulier i n s c r i t  ou eir-  
conscri t ". 



De même, Jordan fait précéder les développements sur les infi- 
niment petits d'une recherche concrète de tangente et de quadrature 
dans laquelle des points tendent vers d'autres points et une aire 
est la limite d'autres aires sans que, bien sûr, aucune définition 
ne soit donnée. 

14. Notons à propos du theorème des valeurs intermédiaires, que 
Peano critique également dans l'introduction à Genocchi, la démons- 
tration géométrique de Cauchy du théorème des valeurs intermédiaires 
en observant qu'une fonction continue ne peut pas prendre que des 
valeurs rationnelles ([45], 51). 

15. Le premier de ces exemples avait déjà été donné en 1821 par 
Cauchy qui la cite comme fonction n'ayant pas de limite ( 171, 2e sé- 
rie, t.3, 26). 

16. Cette critique à propos des fonctlons continues avait déjà 
été faite par Darbow dans [IO], ainsi que le signale Peano. 

17. Ceci est d'ailleurs noté dans le compte-rendu que fait 
Tannery ( [ 5 5 ]  ) : "L 'auteur ;introduit avec raison l a  notion de Zimite 
supérieure ou inférieure qui es t  s i  u t i l e  pour Z'étz.de des fonctions 
d'une variable ri3eZZefl. 

Ce commentaire est intéressant par la mentfon explicite qu'il 
fait de "l 'étude des fonctions d ' m e  variabte réeZZen. Nous avons 
déjà signalé qu-i était rare à cette époque de trouver un tel point 
de vue à propos de l'analyse, ou plus encore du calcul différentiel 
et intégral. 

18. Notons qu'il ne pr&cise pas "en aucun point". 

19, Les lettres de HouEl conservées à Pa bfbliothèque de lVIns- 
titut nous renseignent sur ces réticences. Houël écrit dix-sept 
lettres, dont douze en réponse aux arguments de Darboux à propos de 
ce théorème des accroissements finis, entre le 12 décembre 1874 et 
le 26 février 1875. 

En fait HouEl rejette toutes les objections de Darboux, tout en 
exprimant son incompréhension et son inquiétude davant celles-ci : 

Vous me donnez des inquiétudes morteZZes sur t e s  poh t s  que je 
croyais l e s  mieux établis" (lettre du 31 janvier 1875). 

'Ve comprends ce que me d i t  muchy,  ou quand i e  ne comprends 
pas, je vois bien ce qui me manque pour cela. Mais votre doctrine 
m'épate tout simplement, e t  votre abZrne me donne l a  bertue" (Lettre 
du 16 février 1875). Il s'agit ici de l'abîme dont parle Darboux 
dans sa lettre du 31 janvier 1875 à propos de la limite d'infiniment 
petit de deux variables dont Houël ne veut pas considérer la 
variation simultanée : 



I l  y a draiZZeurs dans Zes objections que vous me présentez, 
fondées sur la  variation simuttanée de deux variables indépendantes, 
un point sur Lequel vous ne vous ê t e s  jamais expziqué. Je r e j e t t e  
complètement pour ma part Za variation simuttanée. Je ne considère 
que des variations successives des variubles" (Lettre du 9 janvier 
1875).  

"Débarrassez vous de ce t t e  préoccupation de var.iation simultanée 
de d e m  quantités qui n'a rien à faire i c i "  (Lettre du 24 janvier 
1875). 

A propos de l'existence de la dérivée et des conditions supplé- 
mentaires que Darboux lui reproche d 'a jouter, Houël écrit : 

Oui, j f  admets comme un f a i t  d'expérience (sans chercher à l e  
démontrer en général, ce qui peut ê t re  d i f f i c i l e )  que d m 6  l e s  f o n o  
t ions  que je t ra i t e ,  on peut toujours trouver h sat is fa isant  à 
l ' i néga l i t é  

fl*W - f l x l  - f t l X )  
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quelque so i t  l e  paramètre x, e t  je vous avoue que jrignore ce que 
pourrait s ign i f i e r  Ze mot dérivée s ! i Z  n'en é t a i t  p s  a i n s i  ( (  . . .) ) . 
Je cois  ce t t e  hypothèse .identique avec ce l l e  de l ' ex i s tence  de l a  
dérivée. S i  elLe ne 2 ' e s t  pas, je Z ' y  ajoute ( ( . . . ))  .Cela me semble 
plus c la i r  e t  plus net que l e  mim de Bonnetf' (Lettre du 19  jan- 
vier 1875). 

En fait Houël n'a rien de sérieux à reprocher à la démonstration 
de Bonnet que reproduit Serret. 11 n'a que des "scrupuZesV à copier 
Serret "dans un l i v r e  destiné à l u i  fa i re  concurrence", alors qu'il 
n'est pas convaincu de la faiblesse de sa propre démonstration. 

Le seul reproche qu'ii fait A cette démonstration est la diffi- 
culté qu'il a à la retenir ! Chaque fois qu'il a eu à la développer 
devant des étudiants la mémoire lui a manque, écrit-il dans la 
lettre du 25 janvier 1875. 

En fait, et Houël a raison quand il dit que leur désaccord ne 
porte pas sur des 9'vét i l les",  Houël n'a pas saisi la question impor- 
tante, soulevée par Darboux des la lettre du 26 avril 1872, de la 
continuité d'une fonction de deux variables ou de la limite d'une 
fonction de deux variables. 11 pose d'ailleurs directement la ques- 
tion de la définition et du concept de la limite à Darbow (Lettres 
des 6 septembre 1872, 25 janvier 1875 et 1 février 1875).  

20. Voir entre autre les lettres des 24 janvier 1874, 18 jan- 
vier, 2 février et 27 novembre 1875. 



3. CAMILLE JORDAN ET L'ECOLE POLYTECHNIQUE. 

3.1- Jordan, un grand alghbriste 

En 1873, & 35 ans, Jordan est appelé à 1' Eco le Polytechnique 
comme examinateur des élèves pour l'analyse, en remplacement 
d' Ossian Bonnet. 

En 1876, il est nommé professeur d'analyse en remplacement de 
Hermite qui allait se consacrer entièrement à son cours d'analyse de 
la Sorbonne; il est alors dans l'obligation de rediger un traité à 
partir de son cours & lqEcole. 

La première édition commence à paraitre en 1882; une deuxième 
-édition, "entièrement remaniéef' selon les dires de Jordan lui-même, 
sort en 1893. 

Il nous semble important de srgnaler que, en 1873, les nom- 
breuses recherches de Jordan relèvent de lklgèbre ou de la "géo- 
mètrie de situatf on", ancêtre e la topologie algébrique* 11 en sera 
toujours ainsi en 1876 puis au marnent de la rédaction de la première 
édition du trait6 d'analyse. 

Jordan ne publiera que trois articles d'analyse, les deux pre- 
miers en 1881 dans les Comptes Rendus, et le troisième en 1892. Ce 
n'est donc pas un analyste qui rédige le traité dont nous venons 
d'étudier quelques paragraphes. 

Cependa~t, résmant l'activité de Jordan, El Picard déclarait 
en 1922 à la mort de celui-ci ([48]) : "Jordan a été vraiment un 
grand algébriste; les  notions fondamentazes p ' i Z  a introduites  en 
Anal yse préserueront son nom de Z 'oubZirr. 

Confirmant 1' opinion d' E . PPcard, H. Lebesgue écrivait dans la 
Notice sur Za v f e  e* Zeé: t rauam de CamiZZe Jordan ([41]) : "CmiZZe 
Jordan doi t  ê t re  considéri5 cmme Ze premier artisan. de c e t t e  étude 
du réel qui vient de donner à notre science une vigueur nuuveZZet' 
(Lebesgue traite alors de la théorie des fonctions)- 

Le rôle et les travaux de Jordan en analyse sont en effet 
exceptionnels, Algébriste avant tout, Jordan ne s'intéresse que fort 
tard à l'analyse; en outre, il n'y consacre que trois articles aux- 
quels il faut cependant ajouter, comme nous le verrons, son traité 
d'analyse. 

Seulement, chacun de ses rares travaux est d'une importance 
capitale. 11 a ainsi introduit dans sa note de 1881 (1291) le con- 
cept fondamental de fonction & variation bornée, dans son mémoire de 
1892, Remarques sur l e s  intégrazes déf in ies  ( [ 3 4  1 ) , les notions 
d' étendue intérieure e t  extérieure d ' u n  ensemble et d l  ensemble mesu- 



rabZe auxquelles Lebesgue se réfèrera ([38], 37). Mais il a aussi 
précisé dans le Supplément au tome de 1887 du traité, les notions de 
courbes rec t i f iabzes  e t  parrabLes définissant rigoureusement la 
longueur d'un arc de courbe ([33], 594); il a également formulé, 
sinon démontré correctement, le théorème de Jordan qui dit que toute 
courbe continue divise le plan en deux régions. 

Enfin, nous ne retiendrons de la deuxième édition de son cours 
d'analyse que les cent premières pages du tome de 1893 dans les- 
quelles il réussit à surmonter les limites et les difficultés aux- 
quelles se heurtait la mise sur pied des fondements de l'analyse 
dans les années 1870-1880 et réalisa le premier de façon aussi com- 
plète la synthèse de toutes les idées nouvelles liées à ce 
mouvement, en faisant ainsb une théorie naissante. 

11 se peut que la nature d'esprit de Jordan que l'on retrouve 
" dans ses très nombreuses recherches, ainsi que son amateurisme"' en 

analyse explique pour une part qu'il ait su ainsi à plusieurs re- 
prises aller à l'essentiel et découvrir ou clarifier des notions 
fondamentales en analyse que l'on retrouve dans les éditions du 
traité. 

Lebesgue explique cette part iculari té  de Jordan de la façon 
suivante ( [ 4 1 ] ,  XXIII) : 

"Lorsqu ' i l  ne peut recourir au calcul, l e  mathématicien do i t  
explorer l e  domaine où il t ~ a v a i l t e ,  observer l e  rôte des d i f f é r e n t s  
ê t re s  mthématiques qu ' i l  y rencontre, l e s  regarder vivre, pourrait- 
on dire,  a f i n  dren discerner l es  quali tés  e t  reconnaTtre l e s  apports 
de chacune des qualités.  ( Bref, Ze mthématicien se trans- 
forme en natural is te .  ( ( . . . ) ) Privé du calcul, Z 'analyste doi t  l u i  
aussi ,  avoir recours aux raisonnements d i t s  synthétiques. ( ( . . . ) ) S i  
d a m  ZG primipaZz cZz ôzô O Z Ü U P ~ S ,  J o ~ h  a ~ ~ t i l i ô S  P P S S ~ U Z  miquz- 
ment Zes raisonnements synthétiques, c ' e s t  qu ' i l  a suiv i  Za voie e t  
Z 'exemple de Galois. L ' entraznernent qu ' i l  acquit a ins i ,  e t  aussi  
quelque tendance naturelle,  l ' i nc i t è ren t  à s'attaquer à des pro- 
blèmes inattendus. Le mathématicien qui n'use guère du calcul subs- 
t i t u e  à l a  mthématique des quantités m e  mathématique des qualités; 
c e l l e - c i  soulève des questions nouvelles ou qu 'on avait  jusque là  
écartées des mthématiques; fermer l e s  yeux e t  prendre parfois un 
a i r  scandalisé n 'étai t -ce pas t a  meilleure tactique pour renforcer 
l e  dogme que l e  calcul réglai t  tout  ? Jordan ne s ' e s t  pas la issé  
arrêter  par ces préjugés : la  solution de certaines questions sera i t  
u t i l e  aux progrès de Z'anatyse, i l  e s t  en mesure d'entreprendre 
c e t t e  étude, cela l u i  s u f f i t ;  son amour de l 'analyse l 'ob l ige  à en 
é largir  Ze cadre. C'est  par Zà surtout que Jordan d i f f è r e  de ses 
contemporains; par ses recherches il nous a prou& que Za géométrie 
pouvait rendre à Z'anatyse des services comparabzes à ceux qu 'e l l e  
en avait  reçu. A ce revirement auquel nous assistons,  Ze nom de 
Jordan restera éternellement attaché avec celui  du génZaZ R-iemann. 



( . . . ) ) Dans son cours d r  analyse, ( ( . . . ) ) à côté de Za mugni- 
fique exposition qu' i l  donne de Za théorie des variabZes comptexes, 
i Z  commence Z ' éd i f i ca t ion  d' une théorie des variables réeZ l e s  s i  
intimement Ziée e t  s i  u t i l e  à sa voisine que Zes barrières, éZevées 
entre eZZes par des habitudes e t  des préjugés, tombent d'eZZes- 
memes. A près Jordan, on ose étudier Zes fonctions rée ZZes générales 
un peu oubZiées au cours du Xrxe siècZe; on avoue de nouveau que 
Z'anaZyse a pour but Z 'étude du réel,  de ce lu i  même qui ne se Laisse 
pas proZonger dans Ze domaine compZexeM. 

Est-il nécessaire de préciser que Lebesgue parle ici de la 
deuxième édition du cours d'analyse et plus ~articulièrement, pour 
l'étude des fonctions réelles un peu générales, du tome de 1893 que 
nous étudierons dans notre cinquième partie ? 

3.2. La note de 1881 

Nous allons revenir rapidement sur cette note aux Comptes Ren- 
dus de 1881 Sur La série de Fourier. Dans cet article, Jordan fntro- 
duit le concept de fonction à oscillation limitée dont Charles 
de La Vallée Poussin souligna l'importance au Congrès International 
des Mathématiciens de 1920 à Strasbourg ([37], 1, 57). 

Nous nous intéressons ici à la définition de ces fonctions dans 
la mesure où elle révéle que Jordan avait une connaissance très fine 
des fonctions "marginales" ayant une infinité de points de discon- 
tinuité et de la structure de l'ensemble des réels; son exemple de 
fonction à oscillation limitée ayant, dans tout intervalle, une 
infinité de discontinuités, le prouve : 

"Soit  en e f f e t ,  y/  crn,n) une fonction constament positive e t  
teZZe que Za somme I +Ca 4- 

s =5 L'y(m,n) 
-& -& 

étendue à toutes Zes valeurs ent ieres de m e t  de n, so i t  f in ie .  On 
peut poser 

~ f x j  =xy (m,n) 
Za sonune sretendant à tous Zes systèmes de vaZeurs premières entre 
eZZes de rn e t  de n, -bels que m/n ne surpasse pas x. Cette fonction 
sera constament non décroissante e t  aum pour osciZZation S. EZZe 
sera d' ai2 leurs discontinue pour toutes Zes valeurs rationnel l e s  de 
Za variable xrf .  

11 en est de même de la remarque 1 de la note dans laquelle 
Jordan discute de la nature des fonctions intégrables, avec les 
réserves que nous avons formulées (cf 2.3.11) : 

"Dirichlet d i t  dans son ~ e m o i r e  (Journal de CreZZe, tome 4 ,  
p .  169)  qu'une fonction qui présente un nombre i n f i n i  de disconti- 
nui tés  n ' e s t  intégrable que s i ,  dans un intervaZZe queZconque (a,  b ) ,  
on peut pZacer deux quantit&ç r,s assez rapprochées pour que Za 



fonction res te  continue de r à S .  On voi t ,  par I1exen;piie qui pré- 
céde, que ce t t e  assert ion n ' es t  pas exacte. Cette inadvertame d'un 
géomètre s i  justement consid2r& comme un modèle de précision nous 
parair't mériter d 1  ê tre  signalée". 

Il nous semble intéressant pour notre propos, de souligner à la 
fois l'importance et certaines limites de cette Note. 

Tout d'abord, on peut remarquer que le premier article d'ana- 
lyse de Jordan est consacré à un domaine inexploité en France, celui 
de la série de Fourier- C'est, de plus, le seul article depuis 
Darbow traitant également de la theorie de fonctions de variable 
réelle ayant une infinite de discontinuités* 

Mais, contrairement 21 Darbow qui donne surtout des exemples de 
fonctions anormales su saugrenues selon l e s  ternes de Houël, Jordan 
définit une classe de fonctions de variable réelle sur laquelle il 
énonce un théorème. 

Ceci est tout à fait nouveau, et, dans une certaine mesure, 
en France (Jordan dkilPeurs ne l'exploitera pas tout de 

suite). Comme le note Ubesgue (cf 1, 7) : 

9fL P&ude g6né~aZe des fonctions ( ) semblait smts portée 
mathématique t>&.ttat>Zes 0~ c i t a i t  Za d6fini-é-lon des -lnt&gs.aLes par 
excès e t  par &faut & Da~houa: corne am exemple unique de propo- 
s i t i o n  générale, m i s  OE ne I ' u t i Z i s a i t  &mais; e t  Zes travaux qu'on 
pubZiuit sur l e s  fo-~zckions d e  variabZes &el les  auaient Le plus 
souvent pour but d e  montrer, par des  exemples, Zr.tPnpossibZZité 
d'énoncer sans res-ériction teZle  OU -telle proposition". 

Ainsi, dès sa premf&re note, on trouve chez Jordan cette Sacaal- 
t i  étonnar,te de dégager ec d'exploiter les c~tiocs essentielles dans 
un domaine particulier, faculté que tant de monde relèvera dans Pa 
deuxième édftion de son cours d'analyse. 

Dans le même temps, la remarque 1 semble indiquer que cette 
Note a été suggérée à Jordan A â'sccasion de la lecture du mémoire 
de Dirichlet et que csest i n c f d e m e n t  qu'il s'est intéressé à cette 
question- Il attendra d'ailleurs plusieurs années, et le troisième 
tome de son traité, pour développer les premiers éléments d'étude de 
ses fonctions à varlarion bornée, dont il n'a peut être pas mesuré 
toute P' importance. 

Cette remarque 1 montre, d'autre part, une limite des vues de 
Jordan sur l'intégration et, peut-être plus gédralement, sur les 
principes de 1' analyse. 

Jordan ne saisit pas la relativité de la notion d'ïntégrabilité 
en fonction de la définition de l'intégrale que l'on utilise. En 
fait, 2' "inadvertance" de Dirichlet n'est qu'affaire de définition, 
Dirichlet ne pouvant connaTtre l'intégrale de Riemann. 



Ainsi, il semble que Jordan considère cette notion comme une 
propriété intrinsèque et qu'il y aurait donc à découvrir des condi- 
tions d'intégrabilité et non à définir l'intégrabilité. 

3.3. L'Ecole Polytechnique 

"L 'ouvrage dont nous pubZions aujourd'hui l e  premier voZwne e s t  
dans son ensembze l a  reproduction des Zeçom que m u s  professons 
depuis quelques années à Z'EcoZe Polytechnique. Nous 3 avons seule- 
ment ajouté, sur certains points, quelques déveZoppements nouveaux, 
m i s  sans a l t érer  l e  caractère de ce cours". 

Ainsi, dans la préface du tome de 1882, Jordan se réfère 
explicitement à son enseignement à 1'Ecole Polytechnique, quoiqu'il 
ait un jour confié à Lebesgue : "Cours de Z 'EcoZe PoZytechnique, me 
disai t - i l .  un jour, on met cela sur Za couverture pour faire p la is ir  
à 2 'Editeurr'. 

Il nous semble donc intéressant de donner ici quelques éléments 
sur 1 ' Ecole Polytechnique que nous avons trouvés dans la correç- 
pondance de Darboux. II s'agit d'extraits de lettres des années 1870 
à 1872 dans lesquelles Darbowr apparaît très critique à propos du 
niveau de 1'Ecole et de l'intérêt des éléves pour les mathématiques. 

lettre du 5 mars 1870 : 

"Tous nos géomètres d'aiZZeurs, quoique tous fort  distingués, 
semblent appartenir à LOI autre âge. Ce sont des savan&s éminents 
res tés  à Za Science driZ y a vingt ou t rente  ans q u ' i l s  perfec- 
tionnent e t  développent avec beaucoup d e  succès mais toutes l e s  
3~anzhzs  modzrnzs sont potrr eux meessoires  ( (  . . , > > k Z s  je voue en 
prie, ne cormuniquez ce jugement à personne, i Z  pourrait a t t i r e r  sur 
moi Za foudre e t  l a  tempête e t  je n ' y  t i ens  nuZlement. Quant à 
Z'EcoZe PoZytechnique, on se rendm compte plus tard de Za valeur 
des rengaines qui ont cours sur eZZe e t  de son influence sur Ze 
dévet oppement scient i f ique,  je ne vous d i s  que çaff. 

lettre du 11 Janvier 1872 : 

"La première EcoZe du /&mie e s t  depuis ce t t e  année, dotée de 
conférences de première année. Mais i Z  se trouve que l 'on  a demandé 
aux éléves de demième année s ' i l s  vouZaient des conférences d'Ana- 
Zyse. I l s  ont répondu q u ' i l s  n'en voyaient pas bien Za nécessité.  
C ' e s t  charmant, n ' est-ce-pas". 

Nous tenons à signaler ici l'analyse de C. Gilain ([21], X I X )  
sur les contraintes que Cauchy subit à 1'Ecole Polytechnique à pro- 
pos de son enseignement de l'analyse et plus particulièrement de ses 
leçons sur les équations différentielles. 



Nous ne nous sommes pas livré à une étude similaire en ce qui 
concerne l'enseignement de Camille Jordan, mais nous avons constaté 
en étudiant le cours polycopié de la deuxième division (première 
année) de l'année scolaire 1897-1898 conservé à la bibliothèque de 
llEcole Normale que ce dernier était plus proche de la première 
édition du traité (tomes de 1882 et 1883) que de la deuxième, sortie 
quatre ans plus tôt. 

En effet si Jordan fond les deux premiers tomes en exposant 
parallélement le calcul différentiel et le calcul intégral, on ne 
trouve aucune trace de l'étude des fonctions réelles, de la théorie 
des ensembles ou de la construction des irrationnels. En 1883, 
Jordan succède à Liouville au collège de France; il était depuis 
1875 suppléant de Serret. Il semble d'après Lebesgue que les qua- 
lités de l'auditoire avaient permis à Jordan de se libérer de cer- 
taines contraintes imposées par le niveau et l'intérêt des élèves de 
1'Ecole Polytechnique (1411, XVII) : 

'Qéjà, en e f f e t ,  l a  premiere édi t ion du Traité déborde t r& 
largement l e  cours de l fEcole;  pourtant eZZe l e  f a i t  assez exac- 
tement deviner. Les éditions suivantes furent surtout influencées 
par Zes Zeçons profesdes  par Jordan au CoZ'L2ge de France ((.  . -1) 
Les quati tés  de Jordan convenaient mieux encore à t 'auditoire du 
CoZ Zège qu ' à  celui de 1 'Ecole PoZytechnique; certains ar t i f i cas ,  
destinés à dZminuer Z ' e f f o r t  e t  que Jordan n f u t i Z i s a i t  guère, 
n'suaient plus ci' importance. J-2 avait  a f fa i re  à des jeunes gens déjà 
i n s t r u i t s  en mathématiques, désirant eonnaz'tre e t  comprendre vrai- 
ment e& sachant bien que cela exigeaie du t rava i l ,  Les raisonnements 
de Jordan, d i f f i c i l e s  m i s  solides, affrontant Les d-ifficuz tés ,  
é taient  précisément ce qu ' i Z  Leur fat t a i t r f .  

Effectivement, le cours donné au Collège de France durant 
l'année 1891-1892, intitulé T r i n c i p e s  du caZcuZ infh.i t5simaZW, est 
très différent tout à la fois du tome de 1882 et du cours polycopié 
de 1897-1898 de 1'Ecole Polytechnique, consulté par nous à I'Ecole 
Normale; il est par contre très proche du premier volume de la deu- 
xième édition sorti en 1893. 

Il est cependant difficile de dire quelle a été l'influence ré- 
elle de 1'Ecole Polytechnique. S'il est vrai que dans la préface de 
1882 Jordan mentionne "l'enseignement BLémentaire" qu'il dispense à 
Polytechnique : 

"Nous nous sommes e f forcé  d'apporter dans ce t te  discussion, 
parfois délicate, toute la  précision e t  Za riguaur compatibles avec 
un enseignement élémentaire " ,  

il saura s'en libérer lors de la deuxième édition. 

D'autre part, le cours du Collège de France de 1891-1892 est 
surtout, à notre avis, l'illustration des positions de Jordan, à ce 
moment-là, sur les principes de l'analyse; positions qui, naturel- 
lement, se retrouvent dans le volume de 1893 du traité qui paraît 
l'année suivante. 



En fait, le cours de 1882 est surtout influencé par la concep-. 
tion du calcul infinitésimal en France, conception q u e  
Jordan partageait probablement. Son contenu évoluera essentiellement 
avec les idées de Jordan sur les fondements de l'analyse. 

3.4 .  L1"ensstgnernent elérnev?ta.tre", un alibi ? 

Nous avons à plusieurs reprises cité les arguments avancés par 
Jordan pour justifier le contenu du tome de 1882 de son cours d'ana- 
lyse. 

Voulant poser ici le problème plus général des différentes 
conceptions de l'enseignement "éZémentaire" du calcul infinitésimal 
dans ces années, nous allons les reprendre ici. Nous les discuterons 
en les opposant, tout à la fois aux arguments que Darboux expose 
dans de nombreuses lettres consacrées à la critique du traité de 
Houël, et aux arguments que Jordan, lui-même, avance dans la préface 
à la deuxième édition du traité, en 1893. 

Ainsi Jordan écrit ([31], V) : 

"L'ouvrage dont nous publions aujourd'hui l e  premter volume 
e s t ,  dans son ensemble, Za reproduction des leçons que m u s  pro- 
fessons  depuis quelques années à I'EcoZe Polytechnique. Nous y avons 
ajouté ,  sur  cer ta ins  points, queZques developpements nouveaux, mais 
sans a l t é r e r  l e  caract2re de ce  cours.  

( ) ) Le t rois ième votume se terminera par un SuppZément sur  
quelques théor ie s  importantes, mais dont l ' e x p o s i t i o n  exige plus de 
dZveZ-oppemen&s que n 'en comporte Ze cadre d'un cours, dont Z ' o b j e t  
essentieZ es& d r  zzposzr l e s  principes gén2ram dc C'a J c u l  i n f 2 w i -  
tésCmaZ, plutôt  que d 'en m u l t i p t i e r  l e s  conséquences. 

Nous avons apporté un soin par t i cu l i e r  à ZrétahlZssement d e s  
théorèmes fondameri!taux. n 'en e s t  aucun dont l a  d&monstration ne 
soi-t; subordonnée à cer ta ines  r e s t r i c t i o n s .  flous nous sommes e f f o r c é  
d 'apporter dans c e t t e  d iscuss ion,  parfois  dé l ica te ,  t o u t e  Za p r é -  
c i s i o n  e t  Zo rigueur cornpatibIes avec un enseignement XérnentaZre, 
Nous curons d ' a i l  l eurs  à revenir ,  dans l e  SuppZémenb, sur quelques 
unes des  ces  démonstrationsf ' .  

Jordan semble donc dans cette préface, à la fois par l'annonce 
du supplément, c'est-à-dire de la Nota sur qxeZques poinirs de Za 
théor ie  des fonctions parue dans le troisième volume, et par la 
référence à un enseignement élémentaire, être pleinement conscient 
des limites qu'il assigne à son cours. 

11 nous parait cependant que certains éléments peuvent mettre 
en cause cette interprétation de la préface qui, alors, aurait été 
écrite une fois le tome terminé, polir justifier et atténuer a poste- 
riori des insuffisances et des manques, essentiellement sur les 
fondements, qu'il corrigera dans le supplément. 



En effet, à aucun moment dans le tome 1 et une seule fois dans 
le tome 2, Jordan ne mentionne l'existence du Supplément ou renvoie 
à celui-ci pour des compléments de démonstrations, qui s'y trouvent 
effectivement. 

D'autre part, il nous semble que le recours à l'enseignement 
élémentaire et au degré de rigueur et de précision qui lui convient 
ne peut expliquer l'absence, par exemple, du théorème des valeurs 
intermédiaires, du critère de Cauchy, de la définition de la limite. 

En fait, quelque soit la signification de cette préface, il 
nous faut surtout constater l'affirmation selon laquelle Jordan a 
renvoyé au supplément tout ce qui pour lui ne fait pas partie "des 
principes gZnéraux du CaZcuZ infinitZsimaZr', c'est-à-dire, d'après 
notre étude, les notions ayant trait aux ensembles de points ainsi 
que la construction des réels et les théorèmes les plus élémentaires 
sur les fonctions continues et dérivables dont il ne donne dans 1882 
aucun énoncé satisfaisant. 

L'étude de cette préface et du tome de 1882 pose en fait la 
question suivante : quelles sont les exigences minimales auxquelles 
doit satisfaire un traité d'analyse, "élémentaire", vers 1880 ? 

Cette question fut longuement débattue par Darboux et Houël 
dans une série de lettres des années 1874 et 1875 que nous donnons 
dans 1 ' annexe. 

Darboux, comme nous l'avons vu dans la partie ~récédente, con- 
teste les énoncés de Houël dont il prouve l'insuffisance en multi- 
pliant les contre-exemples. Houël rejette ces objections, répondant 
qu'il ne se   réoccupe en aucune façon de ces fonctions, et qu'il 
n'envisage dans son cours que les fonctions "natureZZes" pour les- 
quelles, alors, tautes les démonstrations qu'il donne, marchent- 

Darboux précise alors l'enjeu de leur discussion dans la lettre 
du 24 janvier 1874 : 

"Vous me demandez en quoi pêche Za démonstration que vous in- 
sérez d'après Duhamel à Za page 69 & votre tra-ité. Avant d e  vous 
rependre je vous demanderai s i  dans Z'ouvrage que vous voulez pu- 
bZZer vous avez Z ' intent ion de faire  corne pZusieurs qu se ra i t  
faciZe de nommer e t  de donner des quasi thZorèmes qui sont géné- 
ralement vrais  mais qui peuvent ê t r e  faux. Ou bien si  vous avez 
Z ' i n t e n t i o n  tout  en vous bornant aux: fonctions Zes plus GZZmentaires 
d'énoncer drune manière précise Zes r e s t r i c t i ons  e t  l e s  hypotheses 
sur ZesqueZZes s'appuyent tous Zes théorèmes. En un mot voulez-vous 
introduire dans l e  CaZcuZ infinit&sirnaZ Za rigueur de Za géomètrie 
ou vous contentez-vous d'à peu près comme beaucoup de personnes. 
Dans ce dem-ier cas vous ne seriez  pas un élève de Duhamel e t  par 
conséquent je pense qu'avant tout  vous devez temir à l a  rigueur". 

Comme Houël prend alibi du niveau des élèves auxquels il 
s'adresse, Darboux précise qu'il n'est pas question ici de ces fonc- 
tions "drôlatiquesrr auxquelles il ne s'intéresse pas plus que Houël. 



"Il importe beaucoup que vos raisonnements soient justes e t  que 
s i  certains exemples mettent vos règles en défaut, vos élèves soient 
en mesure de dire pourquoi- a n s  cela vous jus t i f i erez  ceux qui 
prétendent comme Lu Gournerie, que l e  Calcul inf ini tésimal  e s t  une 
a f f a i r e  d'expérience e t  qu ' i l  es t  vrai parce jusqu ' i c i  on n'a pas pu 
prouver l e  contraire. Remarquez b i m  que c ' e s t  là où vous en êtes" 
(lettre du 31 janvier 1 8 7 5 ) -  

En fait, Darboux ne demande que d'exposer avec rigueur des 
propositions pour les fonctions les plus usuelles : 

"IZ importe peu que t e s  théorèmes é tab l i s  soient plus ou moins 
généraux, mais il importe beaucoup d'habituer l e s  jeunes gens à 
raisonner juste e t  c ' e s t  uns condition à taquetle ne me para?& pas 
sa t i s fa i re  votre exposition des principes du Caleut infinitésZ.maZn 
(lettre du 24 janvier 1875)- 

'Ve crois  que vous pouvez f o r t  bien avec des dé f in i t ions  conve- 
nables écarter l es  fonctions singuli2res. Sans cela rien ne serai t  
possibte. Il y en a de ces fonctions qui sont s i  bizarres qu ' e l t e s  
mettraient l e  Bon Dieu Lui-même en défaut" (lettre du 26 février 
1876). 

Il rejoint ainsi le point de vue que Mittag Leffler exprime 
dans une lettre du 14 octobre 1881 à Charles Hermite : 

"Les choses que vous me dZtes sur l'enseignement des mathZrna- 
t iques m'ont donné beaucoup à penser. Je me suis  d i t  que vous l i s e z  
30 à 40 heures pendant toute l'année e t  que M. Weierstrass l i t  8 
heures par semaine pendant t e s  neuf mois de t'année. Vous avez créé 
en tres peu d'années un nombre grand d' élèves vraiment supérieurs e t  
M. h7&erstrass Z'O: p è ~ e  LX seul élève qui mit -;raimw6t 2x1 ii-zzthha- 
t i c i e n  hors de Ligne. Alors c ' e s t  évident que vous avez plus de 
ta len t  d févei lLer  t e s  génies mathématiques que M. Weierstrass. Mais 
i Z  me paraz't que votre méthode dans sa t o t a t i t é  s o i t  tellement per- 
sonneZZe qu ' e l l e  ne peut pas ê tre  imitée par un autre. Sans votre 
génie c ' e s t  impossibte de Zire comme vous. Mais c ' e s t  t r è s  fac i le  de 
Zire comme M. Weierstrass s i  on a seulement suffisamment approfondi 
ses idées. 

C'est  vrai que t e s  erreurs ont profité à t a  Science mais alors 
on a é t é  naZf e t  on croyait à Z'erreur, Mais comment voulez-vous 
enseigner m e  erreur quand vous savez que c ' e s t  une erreur. Comment 
voutez-vous démontrer par exempte que chaque fonction continue a une 
dérivée quand vous savez que c ' e s t  faut i f  ? Monsieur Serret dans l a  
nouvelte édi t ion de son CaZcuL intégral a tout un systsme de démons- 
t rat ions  qui sont toutes  fautives. Et i Z  n'en d i t  pas un mot. mis 
ce n ' e s t  pas ptus d i f f i c i l e  de donner des démonstrations correctes. 
Je ne crois  pas non plus qu ' i l  s o i t  juste de regarder l e  syst2me de 
Weierstrass comme comptiqué. C'est  au contraire simple e t  naturel en 
même temps que rigoureux, mais c ' e s t  vrai qu ' i l  faut beaucoup de 
temps pour l e  d&velopperU. 



La conception que défend ici Mittag Leffler se retrouve dans 
les cours de Weierstrass; Mittag Leffler était d'ailleurs un de ses 
élèves. Dans son cours de 1874 qu'il considérait comme un ensei- 
gnement propédeutique préparatoire à son enseignement sur 1.a théorie 
des fonctions elliptiques et abéliennes, Weierstrass s'explique, au 
cours drune de ses leçons sur sa façon de procéder ([18], 67) : 

"Les principaZes d i f f i cuZtés  de Z 'anatgse supér7:eure viennent 
précisément d'une représentation f Zoue e t  pas assez détaiZZée des 
notions de base e t  des opérations arithmétiques". 

Il semble en fait, que là soit la différence entre les traités 
français que nous avons étudiés et les traités de Dini et de Peano, 
premiers exemples de la nouvelle "génération" de traités d'analyse 
qui prendront en compte les fondements de l'analyse. 

C'est d'ailleurs ce que relève Tannery dans sa critique du 
livre de Genocchi-Peano déjà cité (1551) (cf 2.4) . 

" D e  même encore, dans ses Notes nombreuses pZacées m t e t e  du 
Livre, i Z  précise Zes conditions exactes sous ZesqueZZes sont ap- 
pZicabZes certains théorèmes qu ' i Z  démontre dans Ze courant de Z 'ou- 
vrage : en un mot, i Z  recherche surtout l a  précision, s o i t  dans Zes 
énoncés, s0-é.t dans Zes démonstrations. ûn aime à voir ces notions 
bien dé f in ies  se substi tuer dans Zfenseignement a m  notions trop 
vagues que Z 'on y .rencontre parfois". 

3.5. La préface de la deuxième édition 

En 1893, Jordan écrit une nouvelle préface pour la deuxi.ème 
édition de son traité. 11 revient à cette occasion sur les choix 
qu'il fit à propos du contenu du tome de 1882. Il écrit ([35]) : 

"Dans l a  précédente édition, où nous tenions Ù conserver toute 
Za simpZicit& possibte, nous avions gl issé  un peu rapidement sur ces 
premiers principes, qui ont été  récemment Zfobje t  d'études appro- 
fondies de Za part des géomztres Zes plus éminents. Notre but actuel 
e s t  un peu d i f f é ren t  : nous Zes eqosons  avec toute Za précisZon e t  
Za génératité que nous avons puf'. 

Ainsi, il apparaît qu'en dix ans Jordan change radicalement de 
conception dans l'exposé des principes généraux du calcul infini- 
tésimal. Les exigences d'un enseignement élémentaire, le degré de 
"précZsionr' et de rigueur que Jordan juge nécessaire à l'exposition 
des principes de l'analyse, ont en fait évolué au rythme de sa con- 
ception de l'analyse et de l'intérêt croissant qu'il porte au mou- 
vement de mise sur pied des fondements. 

Nous verrons dans la partie suivante que l'évolution de Jordan 
dont témoigne la préface de 1893 n'est qu'un exemple parmi d'autres 
dans une France elle-même en pleine évolution sur ces questions. 



Jordan est alors plus proche des conceptions de Darboux ou de 
Mittag Leffler que de celles qu'expose Ph. Gilbert dans une lettre 
de juillet 1885 envoyée à Jordan et conservée à 1'Ecole Poly- 
technique : 

"Je m'occupe en ce moment de Za révision des principes du Cal- 
cul infinitésimal pour une nouveZZe édition, ce qui me donne Z 'oc- 
casion de rencontrer des questions que vous vouZez bien m'indiquer. 
Assurément vous savez mieux que personne ce qui peut rester im 
parfait  dans Zes principes de votre ouvrage, au point de vue de Za 
rigueur; cependant s i  je remarque quelque chose de particutier, je 
ne manquerai pas de répondre à votre désir. L'ouvrage de M. Peano me 
parait sous ce rapport, un des meiZZeurs qui aient paru; mais je 
préfère votre ptan, qui consiste à reje ter  dans un voZwrre final Za 
discussion de certains points trop ardus pour Zes commençants. Quant 
à Za théorie des nombres irrat ionnets  qui in tervient  forcément au 
début, Za théorie de Dedekind-Thomae-Heine ne me paraZt pas trZs 
satisfaisante".  

En effet comme nous le verrons lors de notre étude du tome de 
1893, dans la cinquième partie, "les points trop ardus pour Zes 
commençants" seront intégrés dans le corps même de l'ouvrage et 
longuement développés, au lieu d'être rejetés en fin de volume; 
cela, car Jordan les estime, alors, indispensables à la formation 
des étudiants et à la bonne compréhension et utilisation du calcul 
différentiel et intégral. 

Nous verrons, dans la partie suivante, que I'utilisation dans 
plusieurs domaines de l'analyse des découvertes de Cantor et des 
travaux sur les principes de l'analyse à partir de 1885 y est pour 
une grande part. 

A pârtir ds 1385 égaiement, Jordan süccè&s à X s d  à 1â dl- 
rection du JournaZ de ~athématiques. Cette charge de directeur d'un 
journal mathématique telle qu'elle apparaît dans la correspondance 
entre Houël et Darboux, dut permettre à Jordan de se tenir au cou- 
rant de l'actualité des publications, mémoires et articles qui pa- 
raissaient. 

Ainsi, dans sa préface, Jordan évoque des études récentes et 
approfondies des géomètres les plus éminents sur les principes du 
calcul différentiel et intégral. L'école italienne par exemple 
publie à partir de 1880, Cantor est publié en franqais à partir de 
1883, plusieurs mathématiciens utilisent dans leurs travaux les 
recherches sur les fondements (~oncairé sera un des premiers en 
1885) (cf 4.1). 

Mais nous avons pu constater, avec l'étude menée dans notre 
première partie, que l'essentiel des travaux sur les fondements que 
Jordan reprendra dans son tome de 1893, est antérieur à 1882 donc à 
la parution de la première édition du traité. 





4. UNE PREMIERE ETAPE, EN FRANCE, DANS LA PRISE EN COMPTE DES 
NOUVEAUX FONDEMENTS DE L'ANALYSE : LA NOTE DU TOME DE 1887. 

4.1. Une situation nouvelle à partir de 1885 

En 1883, Mittag Leffler écrit à Cantor pour lui proposer de 
laisser traduire en français les mémoires : Sur l e s  ensembles in- 
f i n i s  e t  Zinéaires de points et Sur une propriéte de Z'ensembZe de 
tous Zes nombres atgébriques réeZs et de les faire paraître dans le 
tome 2 des A c t a  Mathematica. 

Il lui en donne les raisons suivantes ([17], 153) : alors qu'en 
Allemagne seul Weierstrass (ou presque) comprend et s'intéresse à 
ses travaux, il n'en serait pas de même en France où " e x i s t e  actuel- 
Zement d m s  l e  monde mathématique un mouvement très intense e t  
animé". Ces mathématiciens (il s'agit de ~oincaré, Picard, Appel1 et 
Hermite), qui comprennent très mal l'allemand, "seront intéress&s au 
pZus haut point par vos découvertes précisément parce q u ' i l s  ont 
maintenant besoin de t e l l e s  recherches e t  parce q u ' i l s  se sont heu- 
t é s  dans l eurs  beam travaux d e  Za théorie des fonctions, à des 
d i f f i c u l t é s  qui ne pourront ê t r e  surmontées que par vos travauz". 

Il semble que ce jugement très perçant de Mittag Leffler soit 
contredit par les réactions de ces mathématiciens français, dont 
Hermite rend compte dans des lettres à Mittag Leffler dont P. Dugac 
a publié des extraits ([17]). 

Dans une lettre du 13 avril 1883, Hermite écrit : 

"L ' impression que nous ((Hermite, Appel, Picard et ~oincaré) ) 
produisent Zes mémoires de Cantor e s t  désolante; Zeur lecture nous 
semble à tous un véritabZe supplice e t  en rendant homage à son 
mérite, en reconnaissant p ' i Z  a ouvert comme un nouveau champ de 
recherches, personne de nous n ' e s t  t en té  de l e  suiure. 22 nous e s t  
impossible, parmi t e s  r é su l ta t s  pi sont susceptibzes de comprZ- 
hension, d 'en voir  un seul ayant un i n t é r z t  actuel; l a  corrsspon- 
dance entre  Zes points d'une l igne  e t  d'une surface nous Zaisse 
absolment  i n d i f f é r e n t s  e t  nous pensons que c e t t e  remarque, t a n t  
qu'on n'en aura point déduit quelque chose, résul te  de considé- 
rat ions tel lement arbi t ra ires ,  que Z'auteur aurai t  mieux f a i t  de Za 
garder e t  d'attendre" ( A  propos de la traduction de Extension d'un 
thZorème de Za théorie  des sér ies  trigonomGtriques (Acta math., 2 
(1883), 336-348)). 

Poincaré cependant, d'après la lettre du 20 mars 1883, a une 
attitude di£ f érente : " ~ o i n c a r 6 ,  en l e s  jugeant bien prématurés dans 
l ' é t a t  actuel  de ZfanaZyss, c r o i t  comme vous qu'elZes ont d e  Z ' i m -  
portance ". 



Cela sera confirmé par Mittag Leffler, lorsqu'il signale à 
Cantor dans une lettre du 28 décembre 1883 ([17], 159) que Henri 
Poincaré utilise ses recherches dans son ~ é m o i r e  sur l e s  groupes 
k,Zeinéms ([49], en particulier page 78. 

Ceci, qui confirme le jugement de Mittag Leffler du 10 janvier 
188.3, est l'amorce d'une nouvelle période en France pour le mou- 
vement de mise sur pied des fondements de l'analyse. 

Dans l'année 1874 Cantor séjourne à Paris et a l'occasion de 
rencontrer Hermite, Poincaré, Appel1 et Picard. Il semble que ces 
rencontres aient permis aux Français de saisir l'importance des 
recherches de Cantor, ainsi que l'écrit E. Picard à Mittag LeffPer 
dans une lettre de mai 1884 ([L7], 159) : 

"Quelques jours avant mon départ pour ZrEcosse, j ' a i  eu i c i  Za 
v i s i t e  de M. Cantor; c ' e s t  un bien aimabZe homme, dont Za conver- 
sation m'a extrgmement intéressé.  Je vous avoue qu'au début Zes 
spécutations de Cantor m'avaient paru sans in térê t ,  si  ce n ' e s t  au 
point de vue phitosophique; je commence Ù croire maintenant que tout 
ceZa pourra avoir des appZications en anaZyse : quelques uns de ses  
théoremes sur t e s  szr ies  trigonom5triques, où i Z  es t  questiox des 
points du premier genre, m'ont extrêmemnt frappé, N'aZZez-vous pas 
aussi  pubZier bientôt quelque chose sur ces questions, cela va ache- 
ver de me convertir aux ensembZes de points". 

Ainsi, une des limites majeures des travaux sur les fondements, 
à savoir cette inutilité que signalait Lebesgue ([39], 15) commence 
a être levée. 

Ces recherches vont pouvoir sortir de leur marginalité et être 
prise en compte, petit à petit, par les mathématiciens français. 11 

4. ne faudrait pas crrire, cepezdznt, qüe 1'9vrlütion va etre hratzle 
et rapide. Ainsi, à propos de la théorie des ensembles de Cantor, 
Tannery écrit en 1883 ([59], 249) : 

"Il e s t  impossible, à L'heure actuette,  de savoir s i  l e s  déve- 
loppements considérabZes que ce géomètre a t i r é s  de quelques idées  
slsmpZes ont me autre vaZeur que Zeur intére^t propre; mais lfimpo7.- 
tance phizosophique de ces idées, quand on veut étabZir Zes prin- 
cipes de Z 'anaZyse, sans faire appeZ à aucune idée étrangère, n ' e s t  
pas douteuse". 

~ifférents comptes-rendus de cours d'analyse que fit Tannery 
pour le BuZZetin des Sciences Mathématiques, ainsi que son propre 
traité sont des manifestations supplémentaires d'une évolution sur 
les questions des fondements en France, à cette époque. 

En effet, dans la note sur le livre de Genocchi-Peano parue en 
juillet 1885 ([55], 171), Tannery souligne l'effort de Peano qui 
recherche la précision dans les énoncés ou les démonstrations et "se 
préoccupe de Z'origine des notions que Z 'on rencontre au début des 
mathématiques"(cf 2.4 et 3.4). 



Par contre dans la critique du tome de 1882 du cours de Jordan, 
Tannery ne relève 21 aucun moment les faiblesses des premiers cha- 
pitres, ni la démarche de Jordan qui néglige tout ce qui a trait aux 
fondements de l'analyse. C'est cette prise en compte des notions de 
base de l'analyse que Tannery saluera dans le compte-rendu qu'il fit 
du supplément au tome de 1887 du cours de Jordan (f.581). 

C'est également celle-ci qua fait le mérite et l'originalité de 
son traité, en France, en 1886. 

11 reprend dans son Introduction à Za théorie des fonctions des 
leçons faites à 1'Ecole Normale en 1883. Il serait intéressant, vu 
le contenu de ce livre sur les questions des fondements, de con- 
sulter, s'il en existe, des notes manuscrites de ces cours et de les 
comparer au texte publié trois ans plus tard. On ne trouve malheu- 
reusement aucune trace de ces cours à la bibliothèque de 1'Ecole 
Normale de la rue d'Ulm. 

4 .2 ,  La préface au traité de Tannery 

Contrairement à Jordan et les autres auteurs français que nous 
avons étudiés dans la partie précédente, Tannery expose dans sa 
préface à ZrIntroduction à Za theorie des fonctions les nouvelles 
conceptions sur les fondements de l'analyse. 

Sa conclusion illustre d'ailleurs le reste de son propos et est 
caractéristique, pour une part, de la nature des nouveaux traités 
d'analyse : 

"Mon but n ' & t a i t  pas d 'écr ire  un Traite  de caZcuZ d i f f éren t iez  
e t  intégrut; j 'a i  qZissé sur Zes proc5dés de caZcuZ, en in s i s tan t  
sur l e s  théorèmes g&éram". 

Tannery prend ainsi à son compte tout l'acquis des recherches 
sur les fondements en les situant dans l'évolution de l'analyse au 
dix-neuvième siècle : 

IfLes f a i t s  mthématiques qui consti tuent e t  constitueront tou- 
jours Zes éZéments de Z'AnaZyse é ta ient  acquis pour Za pZupart au 
commencement de ce sisete;  à Za vér i té  bien des démonstrations Zais- 
saient à d6sirer; mais, après Zes exempZes de rigueur donds  par 
Gauss, après Zes travaux de Cauchy, d'Abel, de Lejeune-DirichZet, de 
Riemann, de M. O. Bonnet, de M. Heine, après Zrenseignement de 
M. Weierstrass, dZvuZgué e t  déveZoppé par ses disciples ,  après Ze 
mémoire de M. Darbom sur Zes fonctions discontinues, Zes Zivres de 
M .  E n i  e t  de M. Lipschitz, i Z  ne semble pas q u ' i l  reste queZque 
chose d 'essent ie l  à éZucider dans Zes suje ts  auxquets je me su is  
bornérf, 

Précisant le plan suivi dans ses leçons, il montre là encore la 
rupture entre son traité et les précédents : 



"Avant de parler des séries e t  des produits i n f i n i s  dont Zes 
termes dspendent d'une variable, j 'a i  don& quelques théorèmes géné- 
raux reZat i f s  a m  fonctions d'une variabte : je me suis e f foreé  de 
préciser Zes d s f  in i t ions ,  d ' éc la i rc i r  Zes notions de csnt inui  t é ,  de 
Zimites superieure e t  in fer ieure .  J ' a i  f a i t  grand usage, dans ce 
chapitre e t  aiZZeurs, du beau mémoire de M. Darbom Sur l e s  fonc- 
t ions  discontinues". 

Nous étudierons quelques paragraphes de ce cours après l'étude 
du Supplément de 1887 de Jordan, afin de mieux en saisir toute l'im- 
portance. 

11 nous semble cependant intéressant de donner ici certaines 
des remarques que Tannery formula sur ce cours de 1886, dans la 
préface à la deuxième édition qui parut en 1904. 

Tannery déclare tout d'abord, ce dont nous nous servirons pour 
l'étude du tome de 1893 de Jordan, avoir profité de "ZtexempZe qu'a 
donné Camille Jordan dans son cours d'analyse ((la deuxième édi- 
tion)). Il écrit ensuite à propos de la théorie des ensembles de 
Cantor : 

' ' 2  m'a paru aussi que j 'avais Sté beaucoup trop timide en 
partant des ensembtes; je mr6tais borne à des indications par trop 
discrBtes, sans mettre suffisament en ZwniSre l e  rôle vraiment fon- 
damentaZ que ce t t e  notion doi t  t e n i r  dans une exposition logique de 
Iranalyse; eZZe es t ,  à ce que je crois,  aussi  essen t ie t le  e t  plus 
primitive que ceZle de Zimzte, qui Zui e s t  d 'a i l leurs  Ziée étroi-  
tement " . 

D'autre part il fait remarquer qu'il eut peu de recours au 
langage et aux figures géométriques dans les raisonnements de peur . 
qu'cri crxt  q ü ' " i l  n,e cachait weZque Y trott, ivpoççibte a cmbSer avec 
l e s  seules ressources de l a  logique". Il ajoute :"Auujourd'hui l e s  
craintes de ce t t e  sorte me paraissent puZriles''. 

4 . 3 -  Le supplément au tome de 1887 

En 1887 sort le troisième tome du cours d'analyse de Camille 
Jordan : Intégration des équations dif férentieZZes e t  éZérnents de 
caZcuZ des variations. A la fin de ce tome, Jordan fait figurer le 
Supplément annoncé en 1882, la Note sur quelques points de Za théo- 
r i e  des fonctions. 

Jules Tannery la résume ainsi dans le BuZZetin des Sciences 
~athématiques 1i-581) : 

' '1  nous reste  Ù parler de ZfAppendice par leque2 M. Jordan a 
t e m i n é  son beZ Ouvrage. IZ se rapporte a m  points dél icats  de Za 
theurie des fonctions d'une variable réeZZe e t  d'une variable ima- 
ginaire. Ces points n'avaient pas e t& touchés dans l e  premier Votwne 
e t ,  par suite,  quelques démonstrations prêtaient à des objections, 



q u ' i l  e s t  f a c i l e  de Zever en introduisant quelques notions, qui sont 
aujourd'hui familières à tous l e s  géomètres. Ce sont ces notions que 
M. Jordan commence par mppeZer : i l  débute par l e  concept de nombre 
irrat ionnel ,  fondement nécessaire de 2 ' idée  de 2 imite; l e s  notions 
de cont inui té ,  de l im i t e s  suérieure e t  in fér ieure  sont precisées 
avec une ent ière  rigueur; e l l e s  su f f i s en t  à é t a b l i r  un théorème de 
M.  lhrboux r e l a t i f  à Z '  in tégrat ion  des fonctions discontinues, e t  à 
en déduire l e s  conséquences essen t i e l l e s ,  r e la t i ve s  a m  fonctions 
intégrabZes. L'auteur passe de l à  à l a  d é f i n i t i o n  des fonctions à 
variat ion Zimitée : on s a i t  Ze parti q u ' i l  a t i r é  de c e t t e  not ion 
dans ses  beZZes recherches sur Za sér ie  de Fourier. Les propriétés 
des fonctions continues de ne pouvoir changer de signe qu 'az  s'an- 
nulant e t  d 'a t te indre  leurs  Zimites supérieure e t  in fér ieure  dans un 
inbervaZZe donné pemnettent d 'é tabZir rigoureusement Ze théorème de 
RoZZe sans supposer Za cont inui té  de l a  dérivée. M. Jordan signale 
Z ' exemple que l 'on do i t  à M. Weierstrass d'une fonction continue qui  
n 'a  point de dérivée e t  montre que c e t t e  fonction a une v a r k t i o n  
i ZZimitée dans tou t  in terval  l e .  Enfin l a  notion de fonction i m p l i -  
c i t e  e s t  exposée, dans toute sa générali té,  avec l e s  d é t a i l s  qui 
conviennent I f .  

Nous citons également la suite qui concerne la notion de cour- 
bes : 

"M. Jordan w s s e  ensuite 2 Za not ion de courbe continue, consi- 
dérée corne Z ' e n k n b l e  des points représentés par l e s  équations 

3=f ( t ) ,  Pm, 
où f e t  'p sont des fonctions continues de l a  variabZe t; s i  l a  
courbe e s t  fermée sans point double, e l l e  partage Ze plan en deux 
regions dont L'une e s t  d i t e  in tér ieure  e t  Z'autre extérieure à l a  
courbe : c e t t e  proposition, que Z'on admet habituellement, e s t  assez 
maZaisée à 6tabZir lorsqu 'on ne veut pas faire  appel à Z ' i n t u i t i o n  
géométrique; mis i Z  semble bien que l 'auteur  a i t  eu raison de s' y 
a ~ r ê & e r ,  puisqx ' i Z  e s t  impossible de se ~ e p r Z s ~ ? ~ t ~ r  m e  ccilvt~be m e c  
tou t  l e  degré de générali té q u ' i l  a voulu conserverf'. 

Tannery continue le résumé de cette Note en évoquant les fonc- 
tions d'une variable imaginaire. 

Nous nous attacherons ici à l'étude des divers paragraphes 
énumérés par Tannery. 

Dans la partie de cette Note de 65 pages qui traite des fon- 
dements de l'analyse réelle, Jordan semble répondre aux objections 
que Peano avait formulées à propos du tome de 1882. Il ajoute et 
corrige de nombreuses démonstrations de propriétés jugées immédiates 
dans le tome premier du traité. 

Cependant, nous pourrons constater dans cette Note des limites 
qui, pour l'essentiel, sont mises en relief par l'étude du premier 
tome de 1893 de la deuxième édition. 



Notons tout d'abord, avant toute étude détaillée du contenu de 
la Note, qu'il n'y a aucun développement sur les ensembles; d'autre 
part, les démonstrations qui ont certes le mérite d'exister sont 
presque toutes lacunaires et Jordan n'en reprendra aucune dans son 
tome de 1893. 

Nous analyserons donc les paragraphes de cette Note en les 
comparant au contenu, soit du tome de 1882, soit du tome de 1893 
dont nous étudierons ici certains passages; nous pensons ainsi pou- 
voir souligner tout à la fois l'évolution de Jordan sur la question 
des fondements entre 1882 et 1887 et, grâce à la référence au tome 
de 1893, les limites de celle-ci. 

4 . 3 . 1 ,  Les irrationnels dans les tomes de 1887 et de 1893 

Cette note débute par la construction des nombres irrationne.1~ 
dont Peano avait souligné l'absence dans le tome de 1882, 

Jordan les définit de la même façon que Dedekind en 1872 dans 
S t e t i g k e i t  und irrat<onnale Zuhlen. Il y a cependant de nombreuses 
lacunes et maladresses dans l'étude des nombres réels qui suit cette 
définition, lacunes qui vont avoir des répercussions malheureuses 
sur la démonstration d'une "propriété-clé" à savoir le critère de 
Cauchy. 

La comparaison avec les paragraphes de la deuxième édition de 
1893 les met encore plus en valeur. Aussi, mènerons-nous de front 
l'étude des nombres irrationnels dans les éditions de 1887 et de 
1893, cette dernière témoignant d'une maîtrise que Jordan ne possède 
manifestement pas encore en 1887. 

Nous pouvons déjà constater la différence dans llénonc& des 
conditions auxquelles doivent satisfaire deux suites illimitées de 
rationnels pour définir un nombre réel : 

Note de 1887 : 

f fSoisnt  a l ,  . . ,, a+ . . . e t  bl, . . ., b ,  . . d e m  su i tes  iZZUnitées 
de nombres irrat ionnels ,  t e l s  que Z !on a z t  

(1) an.&am> bn,(bm, s i  n)m, 
bn-an >&En, & devenant moindre que toute quantité donnée Lorsque n augmente 

i%éf infment ". 
Tome de 1893 : 

"Soient A e t  B d e m  syst2mes de nombres rationnels jouissant 
des propriétés suivantes : 

1 ", Tout nombre de B e s t  plus grand que tout  nombre de A; 
2 " .  ûrt peut toujours dztemniner dans A e t  B respectivement 

deux nombres a e t  b teZs que L'on a i t  &a<&, quelque so i t  Le nombre 
pos i t i f  6, donné a pr ior i f f .  



Mais les différences entre les deux éditions sont plus fonda- 
mentales en ce qui concerne les définitions de l'ordre et des quatre 
opérations sur R. 

Citons en effet le passage de la Note de 1887 sur l'addition et 
la soustraction : 

"Soient C e t  C f  deux: nombres déterminés respectiuement pur l e s  
coupZes de sér ies  

Formons Zes coupZes de sér ies  

I- r r e t  al-bl ',...,anbn , -..; bI-al ,..., enan ,...; 
IZs jouiront suidenanent des m&es caracteres que l e s  coupZes 

primi£i fs  e t  dé f in iront  deux nouveaux nombres, respectivement &aux 
à C+Cr e t  C-C' C e t  C r  sont rationneZs. Nous étendrons c e t t e  
propriéte par voie de de f in i t i on  au cas où ces nombres sont irra- 
t ionnezs 

Tout d'abord, Jordan ne prouve pas que les nouveaux couples de 
séries vérifient les conditions (1). Si cela est aisé à démontrer 
dans le cas de l'addition et de la soustraction, il n'en est pas de 
même pour la multiplication et la division, ainsi que le montre la 
démonstration minutieuse qu'en fait Jordan dans [35] , paragraphes 5 
et 6. 

D'autre part il s'agit de montrer, pour pouvoir effectivement 
travailler sur les réels, que ka soustraction et la division sont 
les opérations inverses respectivement de l'addition et de la multi- 
plication, ce que Sordan ne fait d'aucune façon en 1887- 

Jordan le démontre par contre en 1893, et se sert d'une pro- 
priété qu'il ne signale ni ne démontre dans le tome de 1887, concer- 
nant la structure de l'ensemble des réels ([35], 5) : 

"La soustraction e s t  d raiZLeurs Z 'opération inverse de Z 'ad- 
di t ion,  da teZZe sorte que Ze nombre (c -c f  l tc t=cI n ' e s t  autre que c. 
Pour l e  montrer, nous prouverons que tout  nombre rationnel > c e s t -  > C I ,  e t  réeciproquernent . 

Les nombres > c sont ceux qui sont plus grands que l ' u n  des 
nombres b, l e s  nombres) cl ceux qui sont pZus grands que Zfun des 
nombres b-a'+bf . 

O r ,  tout  nombre x b-af+b' e s t  a f o r t io r i  >b, car b r ) a f  . 
D'autre part, si x>c, on pourra déteminer  entre x e t  c une 

i n f i n i t é  de nombres rationneLs encore ) c. Soi t  &=b Z ' un d' e m ;  on 
aura x b-a'+bf, s i  L'on chois i t  a' e t  b f  de t e l l e  sorte que bf-a'  Lf s o i t  < . 



Jordan utilise donc dans sa démonstration la propriété sui- 
vante : 

" S i  un rationnel r e s t  plus grand qu'un réel c, i Z  ex is te  une 
i n f i n i t e  de nombres rationneZs compris dans Z'intervaZZe de c à r". 

Il la démontre dans un paragraphe précédent ([3.5], 3) en même 
temps que celle-ci : 

"Entre deux nombres rationnels petconques r e t  r-t , i Z  ex i s te  
nécessairement un nombre irrationneZ ( e t  par sui te  une i n f i n i t é ) " .  

Dans ce paragraphe essentiel de 1893 qui est consacré à l'étude 
de l'ordre sur R, Jordan donne la définition suivante : 

"On dira qu'un nombre réel c e s t  plus grand qu'un autre nombre 
réel c', s ' i l  exis te  un nombre rationne2 r qui s0.i-t c e t  e t " .  

Par contre dans le tome de 1887, aucune étude de l'ordre sur R 
n'est menée. Jordan donne seulement la définition : 

"On dira que c es t  égal à c f ,  plus grand que c' ou plus pe t i t  
que c f ,  suivant que c-c' sera nul, )O ou (O". 

11 affirme ensuite :" l 'on  peut ajouter, retrancher en croix des 
in&galitésr? ( [33], 551). 

Enfin ces paragraphes sur les irrationnels se terminent dans le 
tome de 1887 corne dans celui de 1893 par la proposition fonda- 
mentale ( [33]  , 551) : 

"Soient al, . . .,an,.. . . e t  %, . . .,b, . . . deux sui tes  de nombres 
rationneZs ou non, satzsfaisant aux relations 1 .  TL existera tou- 
jours, dans Za série des nombres que nous avons déf inis ,  un nombre 
c)an e t  <bn, quelque so i t  n". 

Seulement, la démonstration de cette propriété sur les suites 
adjacentes de réels qui se fait par la construction de deux suites 
de rationnels définissant ce nombre c, utilise les propositions et 
la définition de l'ordre sur les réels que Jordan donne en 1893 mais 
non en 1887. 

Ainsi si la démonstration de 1893 est rigoureuse et exacte, 
celle de 1887 est non seulement trop rapide, mais lacunaire. 

Les conséquences en sont importantes. En effet cette propo- 
sition est indispensable à la démonstration du critère de Cauchy et 
de toutes les propriétés sur les limites, la borne supérieure d'un 
ensemble et les fonctions continues que Jordan donne dans ce Sup- 
  lé ment. 



4.3.2. Les paragraphes sur les limites 

. Le critère de Cauchy 

Jordan définit enfin, dans ce Supplément, la limite d'une 
suite : 

"Soi t  x  une quantité variabZe, à ZaqueZZe on donne succes- 
sivement une su i te  iZl imitée de valeurs X I ,  ..., xn, ... ûn d i t  que Za 
variabte x tend ou converge vers Za Zimite c  s i ,  pour toute vaZeur 
de Za quantite posit ive E ,  on peut assigner une autre quantité 0 ,  
teZZe que Z'on a i t  

mod ( xn.- cl < 6 
pour toutes  Zes vaZeurs de n sup5rzeures à If". 

La définition sera la même dans le tome de 1893; la seule modi- 
fication sera en effet d'écrire IxncI<Eau lieu de mod(xn-cl<ê= 

Il donne toute sa place, d'autre part, au critère de Cauchy 
qu'il énonce comme théorème et qu'il démontre : 

''La variabZe x  tendra vers une Zimite f in ie ,  s i  Zeç d i f ferences  
x - x  . . sont toutes  in fér ieures  en valeur absoZue à 
une quantzte varzabZe &, ayant pour limite zéro quand n augmente 
indéfiniment" . 

A cet effet, considérant une suite de Cauchy de réels, il cons- 
truit deux suites adjacentes de réels qui définissent donc un réel 
c ,  ce réel étant la limite de la suite de Cauchy. 

Le critère de Cauchy et sa démonstration dépendent donc direc- 
tement de la construction des réels. Les insuffisances de celle-ci 
dans le tome de 1887 et les lacunes,,dans les démonstrations qui s'y 
rattachent, dont celle sur les suites adjacentes justement, se ré- 
percutent ainsi sur la démonstration du critère de Cauchy. 

Quoique cette démonstration soit juste, on ne peut pas dire que 
dans le Supplément Jordan ait démontré le critère de Cauchy de façon 
entièrement satisfaisante (il le fera par contre en 1893). 

A la suite de la démonstration, Jordan ajoute un paragraphe 
dans lequel il signale qu'il s'est implicitement servi du critère de 
Cauchy à plusieurs endroits dans les tomes de 1882 et de 1883 : 

r'Nous nous sommes appuyé sur c e t t e  proposition en ptusieurs 
endroits de ce t  Ouvrage (tome 1, n o  109,  261, 323; tome 2, n o  54, 
e t c )  , en Za considérant comme suffisamment h i d e n t e  pur elle-même; 
mais on vo i t  qureZZe peut se ramener a m  autres axiomesrf. 

De la même façon, à plusieurs reprises, Jordan critique préci- 
sément certains paragraphes des tomes précédents. Beaucoup de ses 
corrections seront des réponses aux critiques de Peano dans [ 4 5 ] .  



Jordan poursuit avec 1' énoncé du corollaire suivant, corollaire 
du critère de Cauchy : 

"Si Za variabZe x va toujours en croissant, eZZe tendra vers 
une Zimite f i n i e  ou vers . 

Jordan démontre cette proposition grâce à la négation du cri- 
tère de Cauchy dans le cas où la suite ne tend pas vers une limite 
finie, en construisant une sous-suite qui tend vers l'infini. 

C'est un des premiers exemples, dans cette première édition du 
11 traité, de démonstration epsilonienne" établie avec un soin et une 

rigueur remarquables. 

. Passage à la limite 

"L 'Arithmétique e t  2 'AZgèbre comportent quatre opérations fon- 
damentales : addition, soustraction, rnuZtipZication e t  divis ion.  On 
peut en concevoir une cinquième, consistant à rempZacer une quantité 
variabZe par sa Zimite. C ' e s t  Z ' i ~ t r o d u c t i o n  de c e t t e  nouveZZe opé- 
rat ion qui constitue Z 'essence de Za méthode infinitésimaZe. Cette 
opération se présente d'ailZeurs sous des formes variZies, dont Zes 
t r o i s  principaZes sont : Za sommation des séries,  Za dérivation e t  
2 ' intégration".  

Sous ce chapeau Jordan démontre, toujours avec autant de soin, 
des propriétés de cette cinquième opération, à savoir que la limite 
d'une suite dont le terme de rang n est la somme (le produit) des 
termes de rang n de deux suites convergentes est la somme (le pro- 
duit) des limites des deux suites. 

Rappelons à nouveau qutaucune de ces propriétés n'avait été 
démontrée dans le tome de 1882. 

4 . 3 . 3 .  Fonctions 

Jordan revient, dans la Note de 1887, sur la définition d'une 
fonction. Il est intéressant de comparer sur ce point les tomes de 
1882, 1887 et 1893. En effet les définitions en sont différentes 
dans les trois tomes. 

Dans le Supplément de 1887 Jordan donne la définition suivante 
( [ 3 3 ] ,  5 5 4 )  : 

"Soi t  x une variabZe indépendante, à ZaqueZZe on pourra as- 
signer, so i t  toute l a  su i te  des vaZeurs possibles, so i t  un cer tain  
système de valeurs ( ( . . * ) ) . S o i t  u une seconde uariable, Ziée à x de 
t e l l e  sorte qu'à chaque valeur du syst2me parcouru par x corresponde 
une valeur unique, f in ie  e t  déterminée de u. ûn dira que u e s t  une 
fonction de x (pour Ze système de valeurs que Z 'on considère) ". 



11 déclare que cette définition est "plus ne t te  e t  à certains 
égards plus générale que ce l l e  que nous avons donn6ef' dans le tome 1 
qui ne comporte aucune restriction sur les valeurs prises par u. 

Il fait en effet remarquer que quoiqu' il ait consideré dans 
son traité des "fonctions qui ont plusieurs valeurs pour cha.que 
valeur de l a  variabZe ou qui deviennent i n f i n i e s  ou indéterminées 
pour certaines valeurs ((de la variable))", il s'est toujours ramené 
au cas considéré dans cette définition. Ceci en considérant diverses 
branches de la fonction ou en établissant la distinction entre une 
fonction qui tend vers l'infini lorsque la variable tend vers un 
point en lequel la fonction n'est pas définie et les valeurs finies 
qu'elle prend effectivement en chaque point où elle est c3éfini.e. 

Il ne reste plus trace de ces considérations dans le tome de 
1893 où la définition simplifiée devient ([35], 31) : 

' içoit, au contraire, une nouvelle varùzbZe u, l i é e  a m  précé- 
dentes de t e l l e  sorte qu'à chaque point x y, . . appartenant à un 
certain ensemble E corresponde une valeur déterminée de u. On dira 
que c e t t e  relat ion dé f in i t  u come fonction de x,y, ... dans l 'en-  
semble E". 

Jordan conclut ce paragraphe de façon identique dans les tomes 
de 1887 et 1893. Il remarque que : 

"Les valeurs d'une fonction y, correspondantes aux diverses 
valeurs assignées à x, peuvent ê t re  choisies d'une façon arbi traire 
e t  indépendamment l e s  unes des autres. Par sui te  de ce t te  excessive 
généralité, i l  e s t  évidement impossible d 'é tabl ir  aucune propriété 
générale s'étendant à toutes l e s  fonctions sans exception; des hypo- 
thsses  re s t r i c t i ves  seront en e f f e t  nécessaires pour servir  de base 
à un raisonnement que l conque " . 

Il se propose donc dans le tome de 1887 - nous verrons qu'il 
n'en est pas de même dans celui de 1893 - d'étudier successivement : 

- les fonctions limitées; 
- les fonctions intégrables; 
- les fonctions 5 variation limitée; 
- les fonctions continues. 

Jordan commence ainsi à entreprendre l'étude des fonctions 
d'une variable réelle qu'il avait complètement négligée dans le tome 
de 1882. Rappelons qu'alors, ayant défini une fonction de la va- 
riable x et en ayant donné quelques exemples usuels, il ne consacre 
qu'une page aux fonctions continues pour entreprendre directement 
l'étude des dérivées et des différentielles (cf 2.3.5). 

Notons enfin qu'avec l'introduction des irrationnels dans le 
~u~~lérnent Jordan a à sa disposition, pour le traité, un éventail de 
fonctions nouvelles dont il va d'ailleurs se servir dès le para- 
graphe suivant. 



Il s'agit des fonctions définies par une certaine relation sur 
les rationnels et par une autre sur les irrationnels. 

Le premier exemple du traité qui se trouve à la page 557 du 
Supplément est celui d'une fonction illimitée (non bornée) sur tout 
intervalle fa ,  b )  , la fonction : 

y = O si x est rationnel 
y = f- l)Pq, si x = p/q, p / q  étant une fraction irréductible. 

L'usage de ces fonctions étaient loin d'être reconnu par l'en- 
semble des mathématiciens, encore en 1887, comme le montre par exem- 
ple cette citation extraite du cours de J. Tannery ([56], 100) : 

"Une fonction y de x e s t  def in ie  dans ZtintervaZZe (a,b) s i  à 
chaque vaZeur de x appartenant à ce t  intervaZle correspond m e  va- 
Zeur déterminée de y. 

La notion de fonction, a ins i  étendue, e s t  extrêmement génerat e; 
eZZe paraZtrait autoriser t ' introduction de fonctions à déf in i t ion  
tout  à f a i t  arbi traire  : ains i ,  ce serai t  dé f in i r  m e  fonction dans 
ZrintervaZZe f Z , 3 1  que de convenir qu'on prendra y=x pour toutes Zes 
vaZeurs rationneZZes de x qui appartiennent 2 cet  in terva l le  e t  
y= l /x  pour toutes l e s  vaZeurs i rrat ionnel les .  

En procédant a ins i ,  on r isquerait  singuZi2rement d t  introduire 
des fonctions qui n ' o f f r i r a i e n t  aucun in t é re t  aux géomztres; Zes 
fonctions dont Ztétude s ' e s t  trouvée féconde n'ont pas e t 6  cons- 
t r u i t e s  arbitrairement : dans Ze développement de Za science, eZZes 
se sont présentées de façon nécessairef' .  

En 1892, dans une lettre adressée à Jordan et conservée à 
1'Ecole Polytechnique, Paul Mansion remet en cause leur qualité de 
fonctions. Il considère qu'on a à faire dans ce cas à deux fonctions 
distinctes et que, de fait, toute fonction est continue en un point 
rationnel. 

. Le théorème de la borne supérieure pour les fonctions limi- 
tées 

Le théorème central de ces paragraphes est le "théorème de 
M.DarbouxV dans lequel Jordan démontre la convergence, pour les 
fonctions limitées (ou bornées), des "sommes de &rbouxM vers les 
intégrales par excès et par défaut, ce qui permet d'introduire la 
notion de fonction intégrable et de définir l'intégrale de fonctions 
discontinues. 

L'introduction de cette notion, dans son cours de calcul diffé- 
rentiel et intégral, est une preuve manifeste de l'évolution de 
Jordan quant aux choix du contenu de son traité. Il met ainsi au 
premier plan l'étude de fonctions qui peuvent ne pas être continues 
et admettre par exemple une infinité de points de discontinuité. 



C'est un premier pas dans la prise en compte pour son ensei- 
gnement des transformations de l'analyse. 11 n'écarte pas comme en 
1882 toute fonction qui n'est pas à la fois continue et dérivable. 

Le théorème de Darboux ne nous intéresse ici, vu les limites de 
notre étude, que dans la mesure où sa démonstration implique l'exis- 
tence du maximum et du minimum d'une fonction limitée. 

Ainsi, et c'est une conséquence de l'introduction des irration- 
nels, Jordan introduit dans cette partie le concept fondamental de 
borne supérieure; cela, toutefois, de façon implicite, car, ne trai- 
tant toujours pas des ensembles de réels, il n'énonce à aucun moment 
le théorème sur la borne supérieure d'un ensemble majoré. 

Il démontre en fait le théorème suivant dans lequel on retrouve 
la caractérisation de la borne supérieure : 

S i  une fonction y e s t  Zimitée supérieurement (inférieurement) 
on pourra déterminer un nombre M, te2 que y ne puisse prendre aucune 
vaZeur superieure ( in fér ieure)  à M, mais que Z 'une au moins de ses 
vaZeurs so i t  supérieure à M - & ( in fér ieure  à M + E l ,  Eétan t  une 
quantité d' une petitesse arbitrairerr.  

Nous avons, avec la démonstration de ce théorème, le premier 
exemple de raisonnement topologique dans le traité de Jordan. 

Jordan construit, par le principe de division des intervalles 
en n parties égales, n croissant indéfiniment, une suite croissante 
de valeurs de y et une suite décroissante de majorants qui forment 
un couple de suites adjacentes. D'après le théorème sur les suites 
adjcentes, ces deux suites définissent un nombre M ,  et M vérifie les 
condit ions de 1' énoncé. 

II n'y a rien à redire à cette démonstration, la seule réserve 
étant l'utilisation du théorème sur les suites adjacentes dont la 
démonstration est lacunaire. 

Jordan signale que ce maximum peut rrsuivant Zes circonstancestr 
être effectivement atteint ou non. Il donne alors un deuxième exem- 
ple de fonction non classique : 

y=x fx) ,O<l) .  y=o (x=1), 
fonction qui a pour maximum 1, sans toutefois être jamais égal à 1 .  

. Fonctions intégrables 

Dans ces paragraphes, Jordan s'inspire très probablement du 
mémoire de Darboux sur les fonctions discontinues dans lequel il 
introduit l'intégrale de Riemann. 



A côté des propriétés élémentaires des fonctions intégrables 
(somme, produit, inverses de telles fonctions), Jordan y donne les 
premiers résultats de la théorie des fonctions d'une variable réelle 
et prouve à quel point il élargit l'horizon des mathématiques abor- 
dées dans son traité. 

Il commence par donner la condition pour qu'une fonction soit 
intégrable (les limites des sommes par excès et par défaut sont 
intégrables) et note ( [33 ] ,  562) : 

"La notion d'intégrale déf inie ,  que nous n'avions établ ie  qze 
pour Zes fonctZons continues, se trouve a ins i  étendue, avec Zes 
conssquences qui en résuztent, à une classe de fonctions beaucoup 
pZus généraZen. 

~éfinissant l'oscillation d'une fonction, il donne une nouvelle 
condition d'intégrabilité : 

"S i  Mk e t  mk sont Zes maxima e t  minima sur Zes intervaZZes 
partieZs IR, e t  E k  Z'osciZZation égale à rk=~k-mk, Za condition 
d ' intégrabzl i té  e s t  

, f m f 6 k ~ k = ~  
9- 

Il étudie alors le rapport entre fonction intégrable et fonc- 
tion continue, développant ainsi la remarque précédente. 

Il démontre d'une part que 

' iSi  Za fonction e s t  ZntégrabZe dans Z'ZnteruaZZe x X, iZ ex is te  
dans tout intematlie ab contenu dans celui  Zà des vaZsurs de x pour 
ZesqueZZes y e s t  continue", 

et, d'autre part, à l'aide d'un contre- exemple, qu'il existe 
des fonctions intégrables qui ont, dans tout intervalle, une infi- 
nité de points de discontinuité. 

Jordan démontre la première proposition en construisant à nou- 
veau, à l'aide des extrémités d'une suite d'intervalles emboîtés 

lesquels l'oscillation de la fonction est moindre que 62'YJbéft~ une quantité quelconque, deux suites adjacentes dont la 
limite commune est un point où la fonction est continue. 

Il s'agit, là encore, d'un raisonnement de nature spécifi- 
quement topologique, mené de faqon rigoureuse, avec cependant tou- 
jours la même réserve concernant les suites adjacentes. 

Jordan énonce enfin une propriété pour une classe de fonctions 
dont les propriétés étaient encore ignorées quoique leur importance 
particulière en analyse fut reconnue, les fonctions croissantes. Il 
démontre : 

"Toute fonction y non décroissante de xo à X e s t  intégrabLe 
dans ce t  interval le".  



. Fonctions à variation limitée 

Jordan reprend et développe ici la note de 1881 aux Comptes 
Rendus, Sur Za série de Fourier (1291).  dans laquelle il revient sur 
le mémoire de Dirichlet sur la convergence des séries de Fourier 
(cf 3.2). 

Jordan démontre en fait que "la démonstration de DZrichZet est 
appZicabZe sans modification, à toute fonction dont Z'osciZlation 
est limitée de G O  à x=&, tétant une quantité finie quelconque". 11 
énonce quelques propriétés et donne un exemple de fonction à oscil- 
lation limitée, ayant, dans tout intervalle, une infinité de discon- 
tinuités. 

Ce sont ces fonctions à oscillation limitée qu'il appelle dans 
le supplément de 1887, fonctions à variation limitée et dont il 
démontre tout d'abord qu'elles peuvent se mettre sous la forme d'une 
différence de deux fonctions positives limitées et non décrois- 
santes, mettant à nouveau au premier plan cette classe de fonctions 
(cf 3.2). 

Suivent alors plusieurs propriétés sur les fonctions limitées 
et leurs intégrales. 

. ~ro~riétés des fonctions continues sur un intervalle 

Jordan rappelle la définition d'une fonction continue en un 
point, en utilisant cette fois-ci les limites. Il ne reprend pas en 
effet, quoiqu'il l'utilise bien évidemment, la définition à l'aide 
des &et q. 

I 

Mais surtout, Jordan entreprend enfin une étude rigoureuse des 
fonctions continues; il énonce et démontre les propriétés essen- 
tielles des fonctions qu'il avait admises implicitement dans le 
premier tome. 

Nous allons étudier en détail les démonstrations de ces théo- 
rèmes qui font toutes intervenir des propriétés liées à la sons- 
truction des réels, et notamment de façon plus ou moins explicite , 
la propriété sur la limite de deux suites adjacentes. 

Notons par ailleurs dans les énoncés des théorèmes, le manque 
de précision sur la nature de l'intervalle, qui est naturellement 
dans tous les cas un intervalle fermé borné. 

Ceci se retrouve chez tous les auteurs, Dini compris, et dans 
l'édition du traité de Jordan de 1893. La notion d'intervalle fermé 
borné en opposition à celle d'intervalle ouvert n'apparaît que plus 
tard dans les énoncés de manuels. 



Nous ne pouvons, ici, comparer les théorèmes du tome de 1887 
avec ceux du tome de 1893; les énoncés sur les fonctions continues 
sont en effet donnés en 1893, comme nous le verrons, dans le cas de 
fonctions de dans R (cf 5.5). 

. ~héorème des valeurs intermédiaires 

Il s 'agit tout d 'abord du théorème des valeurs intermédiaires, 
présenté sous la forme : 

"Soit  f ( x )  une fonction continue dans Z '  intervaZZe de a à b; s i  
f ( a )  e t  f ( b )  sont de signe contraire, i Z  e x i s t e m  un poznt c i n t e p  
médiaire entre a e t  b, e t  pour ZequeZ on a f(cl=O". 

Avant d'examiner la démonstration, il faut souligner que Jordan 
n'en conclut pas l'énoncé explicite du théorème des valeurs intermé- 
diaires, à savoir que s i p  est un nombre compris entre f ( a )  et f ( b ) ,  
il existe un point c intermédiaire entre a et b pour lequel on a 
f ( c )= /~ ,  donc f prend dans l'intervalle (a, bl la valeur . I" 

Il l'utilise cependant dans une autre démonstration sans réfé- 
rence au paragraphe que nous étudions, en le formulant 
ainsi ( [33], 575) : 

IrLo,rsque x varie de x à it, Za fonction continue passera p a r  O toute Za série des vaZeurs znterm&diaires en.tre y. e t  Y" .  

Jordan démontre l'existence du point c en construisant à nou- 
veau deux suites adjacentes dont c est la limite commune, cela à 
l'aide de la partition de l'intervalle (a,b) en n intervalles égaux, 
puis si f ne s'annule en aucune des extrémités des n intervalles, la 
partition en n nouveaux intervalles d'un des intervalles précédents 
aux extrémités duquel f prend des valeurs de signes contraires, et 
ainsi de suite. 

Il termine la démonstration en prouvant grâce à la continuité 
de la fonction que, quelque soit E ,  f (cl+& et f (c l -&,  encadrant deux 
valeurs de f de signe contraire, sont de signe contraire, donc que 
f ( c )  est nul. 

Le point délicat de la démonstration est, là encore, comme dans 
la démonstration du critère de Cauchy ou de l'existence de la borne 
supérieure pour une fonction limitée, l'existence du point c, limite 
des deux suites adjacentes. 

La formulation de Jordan est dans ce cas-ci particulièrement 
ambiguë. Alors que dans les deux autres démonstrations Jordan vé- 
rifie explicitement que les deux suites qu'il vient de construire 
satisfont aux conditions appelées (1) dans notre paragraphe 4.3.1, 
pour les suites adjacentes, il note seulement ici : 



"Continuons a ins i  indefiniment; l e s  nombres croissants 
a ,al ,a~,  ... e t  Zes nombres décroissants b,bl,b2, ... convergeront 
évidemment vers une l imi te  commune c". 

Cette démonstration, dans laquelle Jordan utilise une fois 
encore le principe essentiel de découpage des intervalles présente 
ainsi une lacune non négligeable qui rappelle les "6videmmentf' du 
tome de 1882 relevés par Peano dans [ 4 5 j ,  page 48 (cf 2.3.4). 

Ajoutons une autre remarque. En découpant les intervalles en n 
intervalles égaux, Jordan en fait plus que nécessaire. Il obtient 
en effet deux suites (a  ) et ( b  ) telles Fe a -b Pe (b-a)/n . 
11 suffisait de découper lgs Pntervalles en deux intervalles égaux à 
chaque étape et d'obtenir ainsi deux suites ( a  ) et ( b  ) telles que 

a -b < (b-a)/2P , P P 

quantité qui tend éga1emenP vgrs zéro quand n tend vers 1' infini. 

. Une fonction continue atteint ses bornes 

Jordan démontre ensuite une propriété fondamentale des fonc- 
tions continues dont il s'est servi à plusieurs reprises, sans la 
démontrer dans les tomes de 1882 et 1883 : 

"Toute fonction f (XI  continue entre a e t  b e s t  Limitée dans c e t  
in terval le  tant  supérieurement qu 'inférieurement, e t  a t t e i n t  e f fec-  
tivement son m a x i m m  e t  son minimum". 

Jordan démontre tout d'abord que f ( x )  est ' yZZmi t&"  dans l'in- 
tervalle (a,  b ) ,  et il le démontre suivant le schéma maintenant clas- 
sique, de décomposition de i7intervaile en n iniervaiies égaux. 

Raisonnant par l'absurde, il suppose que f ( x )  n'est pas limitée 
sur (a ,b) ,  et choisit à chaque étape un intervalle dans lequel elle 
n'est pas limitée. Il obtient ainsi deux suites adjacentes dont la 
limite commune est c.  

11 considère alors un intervalle centré autour de la limite 
commune c, choisi de telle sorte qu'il y ait contradiction entre la 
continuité de f dans cet intervalle et l'hypothèse retenue au début, 
ce choix étant explicité de façon tout à fait rigoureuse. Donc, f 
n'est pas illimitée sur (a,b) et admet un maximum. 

Jordan ne détaille pas en entier la construction des deux 
suites adjacentes, identique à celle de la démonstration précédente. 
Il ne reprend pas non plus le malencontreux 'Pvidemmazt" ce qui ne 
nuit en rien à sa démonstration. 



Se servant de la propriété caractéristique du maximum M il 
construit deux suites adjacentes en découpant en n nouveaux inter- 
valles, à chaque étape, l'intervalle pour lequel f ( x )  prend des 
valeurs supérieures à M - f ,  quelque soit e ,  Il en déduit donc que 
f(c)>M; donc que f atteint en c son maximum. 

. Continuité uniforme 

fonction f(xI  continue m&re  a e t  b e s t  un.Zfomément 
continue dans tout  ce t  interval le" ([33], 5 7 3 ) .  

C'est dans le tome 2 à l'occasion de la définition des inté- 
grales définies ([32], 52) que Jordan donne la définition de la 
continuité uniforme et, en note, renvoie au ~u~plément du tome 3 
pour la démonstration de la propriété que nous venons d'énoncer, 

Pour démontrer la continuité uniforme de f dans tout l'inter- 
valle (a,bl, Jordan reprend la preuve de Cantor donnée par Heine 
dans [25]. 

Dini dans son traité ([15], 48) expose également la démons- 
tration de Cantor, comme il le précise. La comparaison des démons- 
trations des traités de Dini et Jordan ne laisse aucun doute quant à 
leur origine commune. 

Contrairement aux démonstrations actuelles Jordan n'utilise pas 
le raisonnement par l'absurde. E étant donné, il considère x tel 
que, pour tout point x' de r x - ~ , x + ~ J  on ait : 

f cx )  - & < f ( x f )  + & ;  
7 

donc, pour tout autre point x" de l'intervalle, 
mod ( f ( x t f )  - f ( x x ) )  < 2&. 

Puis il considère H, "Le marçhwn des valeurs de 7, t e l l e s  que 
c e t t e  dernière propriété a i t  Lieu dans tout  in terva l le  de x-9 à xtq;  
H sera une fonction de x qui, par hypothèse, e s t  toujours 0.  Nous 
aZZons montrer que ce t t e  fonction e s t  continue". 

H étant continue, Jordan affirme ensuite qu'elle admet un mini- 
mum qu'elle atteint pour au moins une des valeurs de la variable. 

Comme H n'est jamais nulle, Fest positif et il conclut, puis- 
' ?,?ne dépendant pas de x. que I f l x" )  - f ( x r ) 1  < S E  dès que lxr'-x j 

La démonstration que donne Dini diffère légèrement de celle de 
Jordan dans la mesure où il utilise une propriété sur les limites 
supérieure et inférieure d'une fonction que Jordan ne donne pas dans 
son traité, la "propriétZ de Weierstrassf' : 

"Soi t  La borne supérieure de f ( x )  dans (a ,  b) .  Dans cet  in ter -  
vaZZe i L  e x i s t e  toujours au moins un point x f  tel! que sur tout in- 
t erva l le  x - , & Ztant arbitrairement pe t i t ,  Za l imi te  supé- 
rieure de f s o i t  encore>" (11 est manifeste que (a,b) est fermé). 



Dini n'a donc pas à montrer la continuité de H(x). 

Remarquons que Jordan admet implicitement l'existence du maxi- 
mum H des valeurs del. Dini, lui, renvoie au paragraphe dans lequel 
il prouve l'existence d'une limite supérieure pour un ensemble in- 
fini de réels bornés. 

Comme il ne donne aucun énoncé sur les ensembles de réels, 
Jordan ne peut qu'admettre celle-ci. 

Le dernier théorème que Jordan énonce à propos des fonctions 
continues dans ce Supplément est particulièrement important pour 
l'analyse de cette fin du XIXe siècle. Il démontre qu'une fonction 
continue à variation limitée dans un intervalle est la différence de 
deux fonctions continues non décroissantes. 

Enfin Jordan conclut ces paragraphes avec le contre-exemple 
"emprunté à M. Weierstrass" d'une fonction continue mais non déri- 
vable : 

"Toute fonction y, qui a m e  dérivée dans ZrintervaZZe de x à 
X, e s t  évidement continue dans cet  ZntervaZZe; mais Za réciproque 
n t  e s t  pas vraie ainsi  que Ze montre Ztexempte suivant, emprunté à 
M. Veierstrass. 

 ons sidérons Za série 04 

P ( X )  =Zbn . eos  (an.z) 
où 6 e s t  une constante posi t ivz<l  e t  a un ent ier  Unpair ) I r ' .  

. Le théorème des accroissements finis 

Rappelons que dans le tome de 1882 Jordan donne de ce théorème 
une démonstration lacunaire que critique Peano dans [45], faite sur 
l'ancien modèle de Lagrange et Cauchy. 

Il s'en suit un échange de lettres au cours duquel Peano envoie 
à Jordan la démonstration moderne de la formule des accroissements 
finis à l'aide du théorème de Rolle. 

C'est celle-ci que Jordan expose dans le supplément, avec quel- 
ques modifications. 

La première, de détail, concerne le théorème de Rolle dans 
lequel il raisonne sur le signe de f f e+h) - f ( c )  à partir de la for- 
mule ( [33]  , 581) : 

f f c + h ) - f f c )  = h f f ' ( c ) + E )  
au lieu de la limite de 

f (e+hl- f (c)  
h 



La seconde a trait au corollaire du théorème de Rolle qui per- 
met de déduire la formule. Jordan n'utilise pas la fonction qui 
permet le plus simplement de trouver la formule. 

Utilisant les déterminants, il montre que 
f(a+hl-f(al flfa+@h) 
'p lath)- JP(al= 

et en déduit la formule en prenant (x)=x. P 
Jordan critique sa démonstration du tome de 1882 qui "supposait 

inutilemûnt Za continuite de Za dérivée ff(x)"; il présente la re- 
marque sur la convergence uniforme de - 
vers ft(x) que Peano démontre dans les flouvelles Annales. Nous pou- 
vons noter que Jordan ne cite Peano à aucun moment, celui-ci étant à 
l'origine de toutes ces corrections. 

Jordan corrige également toutes les insuffisances repérées par 
Peano dans l'introduction au livre de Genocchi ( [45] ). 

11 s'agit tout d'abord de la définition de la différentielle 
totale et des différentielles partielles dans laquelle intervenaient 
des infiniment petits de deux variables. Jordan change sa démons- 
tration pour utiliser la formule des accroissements finis. Quant aux 
négligences concernant 1' existence même des dérivées lors de 1' éta- 
blissement des formules, Jordan les corrige longuement pour la déri- 
vation des fonctions implicites. 

4.3.4. Les derniers paragraphes 

C'est dans cette Note que Jordan énonce son théorème sur le 
partage du plan en deux régions par une courbe fermée et définit la 
longueur d'un arc. Ce théorème, que Jordan d'ailleurs ne démontre 
pas correctement ( [28] ,  168), est d'une grande importance. Indis- 
pensable à la démonstration du non homéomorphisme de sur 
([24]), il annonce la topologie algébrique dont les premiers ré- 
sultats, avec ~oincaré, n'allaient pas tarder à apparaître. 

Cependant, jugeant qu'il débordait par trop le cadre que nous 
nous sommes fixé, nous ne l'étudierons pas ici. 

Nous noterons seulement que dans la démonstration de ce théo- 
rème, démonstration fausse par ailleurs, Jordan n'a pas une seule 
fois recours aux mots intérieur, frontière, ouvert et voisinage 
alors qu'il construit en fait explicitement des boules ouvertes 
comme voisinages de points intérieurs à un polygone. 



Enfin, cette Note se termine par des énoncés sur les fonctions 
de variable complexe dont la définition et l'existence de l'inté- 
grale d'une fonction f(z)=P+iQ le long d'une ligne arbitraire et la 
nullité de l'intégrale prise le long d'une ligne fermée ne contenant 
en son intérieur aucun point critique de f(z). 

Ces théorèmes sont à l'origine des résultats sur les courbes, 
Jordan cherchant à définir et à démontrer avec toute la rigueur 
souhaitée les résultats sur l'intégrale d'une fonction de la va- 
riable complexe. 

4.4. Limites et continuité chez d'autres auteurs : Peano, Dini, 
Tannery 

Nous avons regroupé ici trois livres très différents dont la 
comparaison avec le Supplément de 1887 de Jordan nous a paru pré- 
senter un réel intérêt. 

Il s'agit tout d'abord des livres de Dini et Peano dont nous 
avons, à plusieurs reprises, souligné l'avance sur le tome de 1882 
de Jordan. 

4.4.1. Peano (1884) 

Si la comparaison avec le tome de 1882 ne faisait ressortir que 
des aspects positifs du livre de Genocchi-Peano, il n'en est plus de 
même avec le Supplément de 1887. 

L'analyse du supplément met en lumière dans le cours de Peano 
(car rappelons que c'est à lui qu'en revient en grande part la ré- 
daction), des insuffisances que le trop grand décalage par rapport 
aux livres étudiés dans la deuxième partie ne permettait pas de 
déceler. 

S'il introduit effectivement les nombres irrationnels, et il ne 
pouvait pas faire moins vu ce qu'il écrit dans l'Annexe, il le fait 
de la façon la plus concise qui soit. 

En trois petits paragraphes il présente la définition d'un 
incommensurabZe à l'aide des coupures, la définition de l'ordre et 
conclut : 

"Le lecteur doit déjà connaZtre Za f q o n  d'exécuter sur eux Zes 
opérations algébriques et Zeurs propri6tésr'. 

Si Peano reconnaît la nécessité impérieuse d'introduire le 
concept de nombre irrationnel, il considère en fait superflue toute 
étude rigoureuse et détaillée de l'ensemble des réels dans le cadre 
de son cours, 



Ceci conduit à des démonstrations lacunaires dont la première 
est celle du théorème 6 ( 1201, 7) : une suite croissante majorée 
converge. 

Genocchi, mais en fait Peano, affirme l'existence d'un nombre L 
défini par la coupure réalisée par la suite croissante d'une part, 
et le système des majorants d'autre part et il montre que ce nombre 
L est la limite. 

Seulement, cette coupure est définie à l'aide de deux suites de 
nombres réels et non rationnels. Le procédé de construction exposé 
au début n'est pas valable et aucun théorème ne permet d'affirmer 
l'existence du nombre L. 

Ce théorème, dont la démonstration présente ainsi une réelle 
faiblesse, est la propriété clef sur laquelle Peano construit toutes 
ces démonstrations sur les limites et les fonctions continues sur un 
intervalle. 

Ainsi, par exemple, le critère de Cauchy, imprimé en petits 
caractères dans le texte, est démontré à l'aide de deux suites ad- 
jacentes de réels qui encadrent la suite de Cauchy et dont il montre 
que l'une est croissante et majorée par l'autre et la seconde dé- 
croissante et minorée par les termes de la première; ces deux suites 
sont donc convergentes. 

Comme la différence entre les termes de même rang de chacune 
des suites tend vers O avec n, les deux suites convergent vers la 
même limite qui est la limite de la suite de Cauchy. 

Mis à part l'usage différent qu'il fait des suites adjacentes, 
Peano démontre le théorème des valeurs intermédiaires de la même 
facon que Jordan. Mais, contrairement à Jordan, il l'énonce effec- 
tivement. 

Enfin il donne en petits caractères les théorèmes sur l'exis- 
tence de la limite supérieure pour "une quantité variable y qui 
prend des vaZeurs in fér ieures  à m e  quantité f i xe" ,  sur les fonc- 
tions continues sur un intervalle qui atteignent leur limite supé- 
rieure et inférieure et qui sont uniformément continues sur un in- 
tervalle. 

Peano, qui énonce la propriété de Weierstrass que nous avons 
donnée (cf 4 . 3 . 3 . ,  continuité uniforme), démontre le théorème sur la 
continuité uniforme d'une autre manière que Jordan et Dini; il re- 
prend la démonstration exposée par Heine dans ([25], 186). 

Ce traité de Dini, paru en 1878 mais conçu dès 1872, contient 
les théorèmes de l'analyse aujourd'hui classiques à propos des 
réels, des limites, des fonctions continues et discontinues sur la 



droite réelle. Non seulement Dini démontre toutes ces propositions 
de la façon la plus scrupuleuse (voir en particulier la démons- 
tration du théorème des accroissements finis ([19], 3 3 ) ) ,  mais il 
aborde également, et cela dès 1878, la théorie des ensembles repre- 
nant le mémoire de Cantor [ 4 ] .  

Il introduit les ensembles de points, "gruppi d i  nmer i  o d i  
puntir', et définit les points intérieurs à un intervalle, les points 
limites, et les ensembles dérivés dont il se sert à pusieurs re- 
prises, développant une recherche personnelle, à laquelle Cantor 
rend hommage, sur les ensembles denses. 

Il donne d'autre part de nombreux résultats sur les fonctions 
non dérivables d'une variable réelle sur un ensemble de points, qui 
dépassent largement le cadre des propriétés élémentaires que nous 
avons rappelées dans notre deuxième partie. 

Ainsi, la comparaison avec le tome de 1887, ne fait apparaître 
aucune faiblesse dans le livre de Dini. Elle montre cependant que 
l'objet des deux cours - celui de Dini et celui de Jordan - n'est 
pas le même. 

Cela sera encore plus manifeste avec la deuxième édition du 
cours de Jordan. 

4.4.3. J. Tannery (1886) 

Nous avons étudié, au début de cette partie, la préface à l'ln- 
troduction de Tannery parue en 1886; nous donnerons ici, très ssm- 
mairement un aperçu des chapitres sur la limite et la continuité 
dont Tannery souligne d'ailleurs l'importance dans sa préface. 

Dans le premier chapitre (Des nombres irrationneZs e t  des Z i -  
m i tes ) ,  Tannery expose plusieurs constructions de R et définitions 
de convergence de suites de réels; il définit les limites supérieure 
et inférieure d'un ensemble de nombres et donne "Ze théorème suivant 
qui e s t  du à M. Weierstrass" ( [ 5 6 ] ,  4 2 )  : 

"Tout ensemble ( E )  dont Zes éléments supposés d i s t inc t s  e t  en 
nombre i n f i n i  sont, en vaZeur absoZue, inf&iaurs à un nombre A, 
admet au moins une vaZeur l imi te  x". 

Pour le démontrer, Tannery construit deux suites adjacentes, en 
partageant des intervalles en dix intervalles égaux, dont il affirme 
sans aucune démonstration qu'elles sont convergentes et admettent 
une même limite. 

Sa démonstration est donc elle aussi lacunaire même si, comme 
Peano, il montre auparavant qu'une suite croissante majorée de réels 
est convergente. 
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5. L'ETAPE DECISIVE : LE TOME DE 1893. 

En 1893 paraît le premier tome de la seconde édition du traité 
de Jordan. Ce tome, appelé CaZcuZ différentiez, sera suivi d'un 
second l'année suivante, intitulé CaZcuZ int&graZ. 

Quoique paru sous le même titre, il s'agit d'un livre entiè- 
rement nouveau par rapport à celui de 1882. 

Après notre étude du tome de 1882 et de la Note de 1887, il 
suffit de dire que les premiers chapitres de cette édition cons- 
tituent une véritable globalisation, une synthèse des résultats sur 
les fondements obtenus jusqu'alors, pour mesurer tout ce qui sépare, 
sur ces matières, les deux éditions et saisir toute l'importance de 
cette deuxième édition dans le développement du mouvement de refonte 
des principes de l'analyse. 

En fait Jordan s'en explique dès l'introduction du tome de 1893 
dans laquelle il expose, comme nous l'avons , la différence de 
point de vue : s'il "glisse un peu rapidement", dans la première 
édition, sur les fondements dont il sous-estime en fait l'importance 
et l'utilité pour le reste des mathématiques, il les expose par 
contre avec une "précision et une généraZitél' - pour reprendre ses 
propres termes - remarquables dans le tome de 1893 (cf 3.5). 

Nous soulignerons dans cette partie, combien est nouvelle et 
novatrice la "généraZit6 " des énoncés sur les fondements que Jordan 
donne et démontre dans les cent premières pages du tome de 1893. 

5.1. Une édition de référence 

La seconde édition effacera rapidement toute trace de la pre- 
mière. En effet, les seules références que nous ayons trouvées dans 
la littérature ne mentionnent que les tomes de la deuxième édition. 

De plus, alors que nous n'avons trouvé, pour la première édi- 
tion, aucune autre appréciation que celle de Tannery dans le BuZ- 
Zetin des Sciences ~ath&matiques ([54]), les commentaires et les 
louanges abondent pour la seconde édition. 

Cette édition sera saluée par tous les grands mathématiciens de 
la fin du XIXe siècle et du début du XXe siècle qui apprirent les 
mathématiques de cette époque en l'étudiant, comme le signale 
Lebesgue ( [4l] ) . 



André Weil en donne un témoignage dans [63] : 

Ayant la possibilité de choisir lui- m b e  les prix qu'il allait 
recevoir comme meilleur élève de "Math &lem*' au lycée Saint Louis, 
A, Weil alla consulter Radarnard qui lui indiqua entre autre les 
trois tomes du Cours dtAnaZyse de Jordan. 

''C'est a ins i f r ,  continue A. Weil, "que i r a i  appris Z 'anaZyse, 
non pas dans  Goursat comme presque tous mes camarades, m i s  dans 
Jordan; p a k  tous Zes motifs de reconnaissance que j 'a i  envers 
Hadamard, i l  m'a toujours paru que c ' é t a i t  peut-être Ze plus no- 
tabZeft (il s'agit là de l'année 1921). 

ûn peut également citer une série de jugements tout aussi lou- 
angeux de la part des contemporains de Jordan. 

Nous avons retrouvé dans la correspondance de Jordan qui est 
conservée à 1'Ecole Polytechnique (il s'agit uniquement de lettres 
que reçut Jordan de 1867 à 18991, plusieurs commentaires sur la 
deuxième édition; nous n'en avions trouvé que très peu sur la pre- 
mière édition. 

- Lettre de Peano du 6 novembre 1894 : 

"En continuant Z 'étude de votre t ra i t é ,  je Ze trouve toujours 
plus intéressant; j 'y  apprends m e  foule de nouveZZes cognitions". 

Comparée aux critiques dont Peano n'épargne pas la première 
édition ou du moins le prem4er tome de celle-ci, cette appréciation 
hautement favorable, et sans complaisance nous semble-t-il, illustre 
à la fois les qualités de cette deuxième édition et lTécart qui la 
sépare de la pemière. 

- Lettre de Cremona du 20 juillet 1894 : 

"Agréez mes v i f s  remerciements pour Ze tome deuxième de Za 
nouveZZe édit ion d e  votre admirabZe Cours d'Analyse dont vous 
m'aviez déjà envoyé Ze tome premier. Votre cours e s t  une mine de 
beZZes e t  nouveZZes choses; i Z  nt y en a aucun autre qui représente 
aussi bien les  progr& de Za Scienceff.  

- Lettre de Mansion d'avril 1896 : 
"J ta i  reçu récement par Z'interméd-iuire de Gauthiers ViZ2ars 

Ze troisième voZme de votre Cours d'Analyse, Je vous remercie ainsi  
que votre éditeur de m'avoir envoyé ce beau Zivre qui, &s main- 
tenant, e s t  Ze t ra i t é  cZassique en BeZgique servant de guide à nos 
jeunes docteurs m sciences mathématiques " . 

Au delà des formules classiques de remerciement, il faut voir 
dans ces lettres l'expression de la réelle impression que produisit 
la sortie du livre de Jordan. 



Le commentaire de J. Tannery, dans le tome 17 du BuZZetin des 
Sciences ~athémat iques  ([59], 249), reflète d'ailleurs l'opinion des 
correspondants de Jordan : 

"L 'ar t  de Z'auteur pour présenter l e s  choses sous Zeur fomne Za 
plus générale, l a  plus abs tra i te  e t  l a  plus condensée à Za f o i s  e s t  
vraiment s ingul ier  :  pou^ l e  lec teur  qui veut se donner l a  peine de 
r é f  Zéchir, Za c lar té  de Z ' expos i t ion  e s t  d 'a i l l eurs  parfaite.  . . ) On remarquera tout  d'abord l e s  h u i t  prem-iers paragraphes du 
chapitre premier ((il s'agit essentiellement de la partie qui nous 
intéresse dans notre étude)) où Zes principes sont exposés de l a  
façon l a  plus solide e t  sous une forme qui, bien souvent, sembZe 
devoir ê t r e  dé f i n i t i v e" .  

Rappelons en effet les limites, les difficultés, auxquelles se 
heurtait la mise sur pied des fondements de l'analyse dans les an- 
nées 1870-1880. 

Une foule de remarques, de définitions, de résultats avaient 
été trouvés; mais nombre de mathématiciens, devant ces résultats 
sans lien, inopérants pour l'essentiel, contestaient l'utilité de 
telles recherches. Comme 1' écrit Lebesgue, " i l s  pouvaient penser 
qu'iZ 9 ava i t  plus pressé e t  q u ' i l  convenait de suspendre ces re- 
cherches jusqu'au moment où Zeur nécessi té  s'imposerait" ([39]). 

Or, avec les cent premières pages de son cours d'analyse, 
Jordan, le premier, réussit d'une façon aussi complète à surmonter 
ces limites en réalisant cette synthèse nécessaire de toutes ces 
idées nouvelles, en faisant ainsi une théorie naissante. 

L'importance du traité de Jordan, que souligne donc Tannery, ne 
se réduit pas, bien évidemment à ces cent premières pages. Ainsi, 
'rdans l a  seconde édit ion,  on trouve à l a  fo i s  un exposé de théor ies  
sur Zes ensembles, dues c2 Cantor, e t  un véritabZe t r a i t é  des fonc- 
t i o n s  e l l i p t i ques ,  l e  premier qui a i t  é t é  construi t  en France à 
part ir  des idées de ldeierstrass. ( (  ...)) A côté de l a  magnifique 
exposi t ion q u ' i l  donne de l a  théorie  des variables complexes, i l  
cornence Z ' é d i f  ica t ion  d'une théorie  des variables rée l l e s  s i  i n t i -  
mement l i é e  e t  s i  u t i l e  à sa vois ine  que l e s  barrières, é levées  
entre  e l l e s  par des habitudes ou des préjugés, tombent d ' e l l e s  
mêmes" ( [41] , XXIII) . 

5.2. Un nouveau plan 

L'évolution entre les deux éditions amène Jordan à réécrire 
entièrement le début de son traité, On ne peut parler pour les para- 
graphes qui nous concernent d' édition revue et corrigée. Mais, comme 
l'indique l'édition elle même, "édi t ion  entizrement refondue", il 
s'agit en fait d'un nouveau traité qui ne se réduit pas à la juxta- 
position des paragraphes de 1882 et 1887. 



Le plan en est entièrement remanié, et quoique conservant la 
division en calcul différentiel et intégral, Jordan modernise le 
plan de son traité. 

11 supprime tout d'abord l'introduction de 1882; les dévelop- 
pements sur la méthode infinitésimale et les infiniment petits, 
considérablement réduits, sont incorporés au premier chapitre, Li- 
mites, de la partie Variables réeZZes du tome intitulé CaZcuZ ~iffé- 
rentiel . 

Il met ainsi au premier plan la notion de limite, poursuivant 
les développements de la Note de 1887. 

11 introduit ensuite un deuxième chapitre, entièrement nouveau 
consacré aux Ensembles, dans lequel il reprend les notions exposées 
par Cantor et donne sa propre théorie de l'étendue d'un ensembZe. 

Dans le troisième chapitre, Fonctions bornées - fonctions inte- 
grabtes, Jordan aborde les notions d' intégrales et de fonctions 
intégrables introduites dans la Note de 1887, 

Il consacre un chapitre entier, le quatrième, aux propriétés 
des fonctions continues, puis un autre aux fonctions à variation 
bornée. 

11 termine la partie sur les variables réelles sans grand chan- 
gement par rapport au tome de 1882, menant cependant parallèlement 
l'étude des dérivées et des intégrales d'une fonction. 

5.3. Les énoncés sur les limites 

Nous avons dans le chapitre précédent &tudi& les paragraphes 
sur les nombres irrationnels dont nous avons souligné la qualité et 
les différences par rapport à 1887 (cf 4.3.1). 

Comme dans la Note, Jordan énonce ensuite le critère de Cauchy 
et le théorème sur la convergence d'une suite croissante majorée, 
les propositions sur les limites d'une somme, d'un produit, d'un 
quotient qu'il généralise ensuite à la limite d'une expression ra- 
tionnelle. 

Jordan aborde alors les paragraphes sur les infiniment petits; 
de l'introduction initiale de 1882 il ne reste rien que les propo- 
sitions très précises sur l'ordre et la valeur principale d'un infi- 
niment petit. Il n'y a plus trace des développements sur le problème 
des tangentes et des quadratures. 

Après avoir caractérisé le calcul infinitésimal par lrintro- 
duction d'une opération consistant à remplacer une quantité variable 
par sa limite, il reprend deux paragraphes entiers de 1882 sur l'ob- 
jet du calcul différentiel, à savoir : 



"La détermination das vaZeurs principazes des infiniment pe t i t s  
e t  Zeur déveZoppernent en. série suivant Zes puissances de Z ' in f i -  
niment pe t i t  principal, qui en e s t  Za conséquence, formeront en 
grande partie Z'objet de Za première partie de Cours". 

5 .4 .  Les énoncés sur les ensembles 

L'introduction de 1.a théorie des ensembles que Jordan développe 
dans ces paragraphes est, pour une part, à l'origine de la transfor- 
mation radicale du traité. 

Jordan n'introduit pas seulement des notions nouvelles par 
rapport à 1882; il bâtit une théorie des ensembles en réunissant ici 
toutes les propriétés dont il aura à se servir dans les différents 
chapitres sur les fonctions. 

C'est notamment à ces pages sur les ensembles, puis sur les 
fanctions de variable réelle, que s'appliquent ces phrases de 
Lebesgue tirées de la notice sur C. Jordan ( [ 4 1 ] ,  XXII) : 

"Avant Zui i Z  y avait des remarques ingénieuses, des résul ta ts  
i so lés ,  des conceptions profondes, m i s  souvent aussi obscures que 
profondes; apr2s Zui i Z  y a eu une science cZaire e t  ordonnée. 
( ( ) )  I Z  a su t i r e r  des travaux antérieurs des notions quriZ a 
rendues simples, précises, immédiatement utiZesrr. 

Les travaux antérieurs dont il est question ici, sont bien 
évidemment ceux de Cantor et, entre autres, l'article des Mathe- 
matische AnnaZen de 1872 ( [4] , 123)  , Sur Z '  extension d' un théoreme 
de Za thsorie  des séries trigonométriques paru en français en 1883 
dans le deuxième tome des Acta Mzthematica (Acta math., 2 ,  336-348) ,  
ainsi que plusieurs autres articles sur les ensembles de points à 
1' occasion desquels Cantor définit un certain nombre de notions 
fondamentales (cf 1 . 4 ) .  

5.4.1. premières définitions 

Jordan commence par donner la définition d'un point "sgstème de 
vaZeurs sirnuZtan&es a, b, . . . donnes à des variabZes x, y, . . . ", puis de 
1' écart de deux points : 

"Nous appeZZerons seart de d e m  points p=(a,b, .. .) e t  
p r = a , b f . .  Z'expression : pp' = lar-al + lbr-bl +...", 

et enfin de la limite p d'une suite de points pn à l'aide de 
1' écart - 

Il nomme ensembze 'ftouta coZZection de points, en nombre f i n i  
ou inf-inirr puis donne les définitions premières de topologie. 



Il commence par la définition du point d'accumulation qu'il 
appelle, comme Cantor, point l im i t e  d'un ensemble -"tout point qui 
e s t  l a  Z5mite d'une su i te  de points de ZrensembZe" - puis considère 
" le  système de ces points l imi tes  ((qui)) forment un nouvel en- 
sembZeW, le dérivé. 

Il donne, ce qui est rare dans ce traité, des exemples et 
contre-exemples à propos des points limites et de dérivé d'un en- 
semble et définit un point isoZé. 

Après avoir appelé ensemble parfait,  "tout ensemble qui con- 
t i e n t  son dérivétt ,  il démontre qu'un ensemble dérivé est néces- 
sairement parfait (un ensemble parfait est en fait, dans la dénomi- 
nation actuelle, un ensemble fermé). 

Jordan donne alors une définition personnelle des points inté- 
rieurs, en appelant point in tér ieur  Ù E un point qui appartient à E 
sans appartenir au dérivé du complémentaire de B. 11 définit de 
façon analogue un point extérieur à B. 

Il donne pour les points intérieurs la caractérisation : 

'tPour chacun d'eux p on pourra assigner une quantité &: t e l t e ,  
que tout  point dont Z'écart à p e s t  <& n'appartient pas au complé- 
mentaire, donc appartient à Z ' ensembZ eu. 

Cela revient à ce que toute boule ouverte de centre p soit 
incluse dans l'ensemble; donc l'ensemble des points intérieurs est 
un ouvert. 

Mais ces mots, ouverts et voisinages, ne seront jamais employés 
Jordan dans les paragraphes de topologie. En fait raisonnant sur 
donc sur un espace métrique, il travaille avec la caractérisation 

des boules ouvertes prises comme système de voisinages, sans intro- 
duire de vocabulaire supplémentaire dont il peut se passer pour les 
espaces qu'il envisage. 

Enfin Jordan définit les points frontières : "ceux q u E  appa7.- 
tiennent à Za fo is  à ZfensembZe ou à son complémentaire e t  au dérivé 
de Z'autre". 

Il démontre qu'il existe toujours des points frontières alors 
que l'existence des points intérieurs ou extérieurs n'est pas néces- 
saire. 

Mis à part dans [ 2 0 ]  où Peano démontre effectivement leur exis- 
tence dans le cas de sous-ensembles de la droite ou du plan, nous 
n'avons trouvé aucun théorème spécifique, chez nos auteurs, à propos 
de l'existence des points frontières. 



. Existence des points frontières 

Jordan, en fait, établit une sorte de généralisation à .Rn de 
l'existence de la borne supérieure pour les ensembles de réels. 

11 démontre l'existence des points frontières, en construisant 
une suite de points : 

faifal-a)m/zn, b-t(@-b)m/~~, ... ) 
où, rn prend successivement les valeurs 0,1, . . ., zn et (a, b, .. . )=p et 
(&(,@, . . .l=T, p étant un point de l'ensemble et un point du complé- 
mentaire. 

II considère alors pn le dernier des points de la suite à ap- 
partenir à l'ensemble etTn le suivant : 

p, = ia+tnfN-al, b+t,(B-b), .. .) 
= f a+u,(d -a), bun@ -b), . . . I , 

où t, et u,, lorsque n tend vers l'infini, sont, 
- soit deux suites adjacentes qui convergent vers une limite 

commune Û-, le point 
p = fa&&-a), Edq-a), ... ), 

étant alors un point frontière, 
- soit deux suites dont l'une est stationnaire, l'autre conver- 

geant alors vers la valeur atteinte par la première, cette valeur 
définissant à son tour un point frontière. 

Jordan établit enfin que la frontière est un ensemble parfait. 

Remarquant que l'existence des points intérieurs ou extérieurs 
n'est pas nécessaire, il caractérise par un nom spécifique les en- 
sembles parfaits d' intérieur non vide qu' il appelle les domaines 
dont il souligne l'intérêt particulier. (Remarquons qu'avec cette 
définition, la réunion d'un ensemble parfait totalement discontinu 
et d'un intervalle est un domaine.) 

Se servant de l'existence des points frontières dans R cette 
fois, il donne la caractérisation de la borne supérieure d'un en- 
semble d'une seule dimension borné. 

Il démontre ensuite le théorème de Bolzano-Weierstrass qu'il 
énonce pour un ensemble quelconque mais qu'il démontre pour un en- 
semble à 2 dimensions : 

r'Tout ensembZe borne qui contient une infinité de points admet 
au moins m point Zimiter'. 

On retrouve dans la conclusion de la démonstration de Jordan un 
"&vidementrr qui, malgré son évidence, gagnerait à être explicité. 

Jordan construit une suite d'ensembles emboîtés En qui con- 
tiennent une infinité de points et dont l'écart ente deux points ne 
peut dépasser 2 ( ~ - m ) / n ~ ,  M et m étant les bornes de chacune des 
coordonnées des points de l'ensemble initial. 



Prenant un point pn dans chaque ensemble Zn,  Jordan conclut que 
ces points tendront évidemment vers un point limiten, sans signaler 
d'aucune façon que cette suite est une suite de Cauchy donc conver- 
gente. 

5.4.3. Connexité 

Jordan enfin, définissant 1' écart de deux ensembles, traite de 
la connexité, quoique le mot lui-même ne soit pas présent dans 1893. 

C'est la première fois que la notion de connexité est abordée 
dans un traité et fait l'objet d'une étude spécifique, même si cer- 
tains, dont Weierstrass, l'avaient introduite à l'occasion de 
l'étude des séries entièresSdnzn avec z complexe ( [ 1 8 ] ,  65). 

Il se peut que la "généraZ.Ltér' des espaces que Jordan envisage 
dans cette édition du tralté en soit une raison. 

Considérant, dans les théorèmes sur les ensembles, des sous- 
ensembles de R~ et, dans les theorèmes sur les fonctions continues, 
des fonctions de E dans F, où E et F sont deux ensembles quelconques 
(de R~ bien évidemment), Jordan a en effet besoin de résultats sur 
la connexité. 

Il n'en est pas de même lorsquson travaille uniquement sur des 
sous-ensembles de R ou des fonctions numériques d'une variable 
réelle, les seuls connexes de R étant les intervalles comme dans la 
Note de 1887 ou le traité de Dini, par exemple, où il n'y a ni défi- 
nitions, ni résultats à propos de la connexité. 

S'il est vrai que le nombre des résultats donnés par Jordan 
reste faible par rapport à ceux que peuvent comporter des cours 
actuels, il faut cependant souligner la démarche de Jordan qui l'a- 
mène à dégager les notions et les résultats introduits incidemment 
pour entreprendre leur étude systématique et lkxposer de la façon 
la plus complète et la plus précise qui soit. 

Jordan commence par définir deux ensembzes séparés : 

"Soient E e t  E r  deux ensembZes formés par des points de même 
nature.les écarts des divers points p de E aux divers points p' de 
E' forment un ensembZe de nombres non négati fs .  I Z  es.t donc borné 
inférieurement, e t  admet un minimum A ,  posi t i f  ou nul, que nous 
appel Zerons Z'écart des ensernbZes E, E r .  S i  c e t  &art e s t  > O, nous 
dirons que Zes ensembzes E, E r  sont séparés". 

Se servant de cette notion, il appelle ensemble d'un sauZ te- 
nant, un ensemble parfait borné qui ne peut être décomposé en plu- 
sieurs ensembles parfaits séparés. 



Un ensemble parfait étant en fait pour Jordan un ensemble fermé 
dans la dénominatian actuelle, la définition que donne Jordan d'un 
ensemble d'un seul tenant est équivalente à la définition moderne 
d'un ensemble connexe. 

Il démontre alors que la propriété caractéristique de ces en- 
sembles est, en langage moderne, d'être bien enchaîné : 

ffEntre deux qzleZconques de ses points p, p' on peut toujours, 
quelque s o i t  6, intercaler  une chaiFne de points intermédiaires ap- 
partenant à ZfensembZe, t e l l e  que Z fécar t  de deux points consécut i fs  
s o i t  <Eu. 

Pour prouver que la condition est nécessaire, Jordan construit 
une partition de l'ensemble en deux sous-ensembles séparés parfaits, 
ceux qui sont reliés à un point p donné par une chaîne de points 
dont l'écart est <& et les autres, ce qui contredit l'hypothèse de 
connexité. 

Pour la réciproque, il montre que si l'ensemble n'est pas con- 
nexe et est décomposable en deux ensembles parfaits séparés alors il 
ne peut exister de chaîne de points dont l'écart est (< qui relie 
deux points appartenant à chacun des deux ensembles parfaits sé- 
parés. 

Remarquons, ce que ne fait pas Jordan, que cette proposition 
devient fausse si l'on considère seulement des ensembles parfaits, 
comme le montre le contre-exemple Q qui est un ensemble bien en- 
charné mais non connexe. 

Jordan énonce ensuite comme conséquence que la réunion d'en- 
sembles d'un seul tenant, non disjoints deux à deux, est elle- même 
d'un seul tenant, et démontre qu'un ensemble d'un seul tenant qui ne 
se réduit pas à un point, se confond avec son d&riv&. 

11 termine ce passage sur la connexité en remarquant que tout 
connexe d e a  est un intervalle. 11 écrit et démontre : 

"Un ensemble E, d'un seul tenant e t  d f  une seule dimension, qui 
cont ient  deux nombres donnés a e t  b, cont ient  tout  nombre in t e r -  
médiaire entre a e t  b f f .  

Il conclut : 

"Si Z'ensembZe parfait E e s t  borné, i Z  admettra un muximum M e t  
un minimum m; étant parfait ,  il Zes atteindra.  IZ e s t  dom for& par 
Ze système de tous Zes nombres r ée l s  qui sont <M e t  )MI". 



5 . 4 . 4 .  Ensembles mesurables - étendue des ensembles 

Dans ces paragraphes, tirés également de [34], Jordan s'attache 
à examiner "ce double postuZatwnrf admis jusque-là sur lequel re- 
posent toutes les démonstrations sur l'intégration : 

'Chaque champ E a une étendue déterminée, e t  s i  on Ze décompose 
en plusieurs parties El ,  Es , .  . , Za some des étendues de ces pa.rties 
e s t  égale à L'étendue to ta l e  de E". 

Jordan ajoute : 

"Ces proposftions sont Zoin d 'ê t re  évidentes s i  on Laisse à Za 
conception du champ toute sa g&n&ralité. Nous nous proposons de 
montrer dans l e s  pages suivantes qu'à un champ E queZconque corres- 
pondent deux nombres déteminés  E' e t  E r  qu'on peut appeler son 
étendue intérieure e t  son étendue mtér ieure .  S i  ces deux nombres 
coZncident, nous dirons que E e s t  mesurabte e t  a pour étendue l e  
nombre Er'=,!? ' ". 

Mais Jordan n ' e s t  pas Ze premier à avoir cherché 'E  attacher 
a m  ensembles des nombres qui ((soient)) l e s  analogues des Zon- 
gueurs, aires ,  volwneç attachés aux segments, aux domaines pZans ou 
a m  domaines de Z'espacef'. C'est à Cantor que l'on doit la première 

.. définition de ces nombres; Jordan "a & m p Z i f i &  e t  compZ6té l a  dé f i -  
n i t i o n  donnée par  Can-kor" (Lebesgue, [38], 3 7 ) .  

C'est dans une lette adressée à Mittag Leffler et publiée dans 
le numéro quatre des Acta Mathematica (1884) Sur l a  puissance des 
ensembles parfaits  de points que Cantor définit: 

"Une notion de uoLwne ou de grandeur, qui se rapporte à tou t  
ensembte P, s i tue  dans un espace pLan Gn à n dfmensions, que c e t  
ensemble P so i t  continu ou non". 

Nous renvoyons à ce propos aux pages 388-390 de Acta ?&the- 
matica, et 110-111 de P. Dugac [18], signalant seulement les limites 
de la définition de Cantor, la mesure d'un ensemble étant égale à 
celle de son adhérence, ce qui contredit le deuxième postulatum 
auquel Jordan fait référence- 

D'autre part en 1887, dans ses Appzications géométriques du 
CaLcuZ infinit6simaZ, Peano définit , au chapitre 5 :grandeurs géo- 
métriques, la longueur, l'aire, le volume interne et externe d'un 
sous-ensemble borné de B, B2 et R~ ( [ 4 6 ] ,  152; [46], 110). 

Cette définition qui précède celle de Jordan est relevée par J. 
Tannery dans le compte-rendu qu'il fit du livre de Peano 
(1571, 237) : 

"Le chapitre 5 porte ce t i t r e  : Grandeurs géométriques. C'est  
peut-être Ze plus important e t  Ze plus intéressant,  ce lu i  du moins, 
par ZequeZ Ze Zivre de M. Peano se d<stingue davantage des t r a i t é s  



classiques : Zes dé f in i t ions  qui se rapportent aux champs d~ points, 
a m  points extérieurs, intérieurs  ou l imi tes  par rapport à un champ, 
aux fonctions d i s t r ibu t ives  (coexis tantes  d'après Cauchy), à la  
Zongueur (à Z ' a i re  ou au voZume) externe, interne ou propre d'un 
champ sont présentees sous une forme abstraite,  t r è s  précise e t  t r è s  
c la ire  " . 

Par contre Tannery ne mentionne pas précisément les paragraphes 
de Jordan sur la mesure des ensembles.S1il loue la démarche de 
Jordan dans 1' exposé des principes, s' il souligne 1' intérêt de 
prendre, 

"comme point de départ l a  notion d'ensemble, dans toute sa 
généralité; ( )  notion ((qui)) l u i  permat d'exposer d'une façon 
extrèmement ne t te  Ze concept d ' integrale  simple ou multiple e t  
toutes  l e s  proprietes essent iezles  qui se rapportent à ce concept", 

il semble insister beaucoup plus sur les qualités avec les- 
quelles Jordan "rend justice à l 'oeuvre de M. Cantor", que sur l'ap- 
port spécifique de Jordan dans l'élaboration d'une théorie de la 
mesure. 

Cette théorie, voisine de celle de Peano semble d'après 
Lebesgue, permettre de franchir le pas le plus grand avant la thé- 
orie de la mesure de Borel, le concept de mesure extérieure et inté- 
rieure étant formulé de façon plus efficace. 

En effet Jordan définit l'aire intérieue et extérieure d'un 
sous- ensemble E de R~ comme 

où r ( S I  et PS') sont les aires des ensembles S et SUS' des carrés 
de côtés r ,  parallèles à des axes rectangulaires dont tous les 
points sont fntirieurs à E pour S et contiennent tous les points de 
E pour SUS'. 

Peano, lui, considérait la mesure intérieure (resp. extérieure) 
d'un ensemble P comme 

m/ 'n 
l i m  sup $ A f I j )  (resp. th i n f z  A ( I j )  1 

:4 J*I 
pour toute famille finie d 'aires polygonales quelconques I j ,  1&jdn9 
contenues dans P (resp. contenant P). 

Un ensemble est mesurable si r ~ - p .  
Ainsi, ces deux théories de la mesure remédient aux faiblesses 

essentielles de celle de Cantor en introduisant à côté de la mesure 
de Cantor, une mesure intérieure de l'ensemble. 



5.4.5. Des manques dans l'exposé de la théorie des ensembles 

Jordan ne reprend pas dans son cours toutes les notions dé- 
finies par Cantor dans la série des mémoires Sur Zes ensernbZes in- 
f i n i s  e t  Zinéaires de points. 

Ainsi, il ne définit à aucun moment les ensembles partout 
denses, nulle part denses, et denses en eux-mêmes; il n'aborde à 
aucun moment cette théorie que Dini avait développée sur R et Cantor 
sur R ~ .  

De même, nous avons déjà signalé que Jordan ne définit pas 
spécifiquement les voisinages, ce que fait pourtant Cantor dès l'ar- 
ticle de 1872 ( [ 4 ] )  : 

"JtappeZZe voisinage d' un point ( (dans R)  ), tou t  intervaZZe qui 
contient Ze point dans son intérieur".  

11 en est de même pour les ensembles ouverts ou fermés, termes 
que Jordan n'emploie à aucun moment. Pourtant, Cantor utilisait 
l'expression "abgeschZossene Menge" que Mittag Leffler proposa de 
tradunre par "ensemble fermé" ( [17], 159). 

Quant à la considération de la nature des intervalles sur les- 
quels il travaille, nous avons constaté qu'il n'en était pas ques- 
tion. Jordan ne donne jamais cette précision essentielle sans la- 
quelle les théorèmes énoncés peuvent devenir manifestement faux. 

Cantor, pourtant, dans le deuxième tome des Acta ititzthematiea 
(Acta Math., 2 (1883), 349-380), spécifie qu'il considère "un inter- 
vaZZe donné continu dont Zes points extrêmes sont considérés comme 
appartenant à Z ' interva2 Ze meme". 

En fait, au delà de ces quelques manques, il nous faut réaf- 
firmer la nouveauté et l'importance de ces quelques paragraphes 
présentant les résultats de la théorie de Cantor. 

Ainsi que l'écrivait Lebesgue dans sa notice sur ses travaux 
scientifiques ([39], 16) : 

''En osant incorporer certaines parties de l a  théorie des en- 
sembles dans son cours de Z'EcoZe PoZytechnique, Jordan réhabi t i ta i t  
en quelque sorte ce t t e  théorie; i Z  affermait quleZZe e s t  une branche 
u t i l e  des mathZmatiques. IZ fa isai t  pZus que Z 'affimner, i l  Ze prou- 
v a i t  par ses recherches sur Za mesure des a ires  e t  des ensembles, 
sur Z'intégration qui, corne ses études sur Za recti fZcation des 
courbes, sur Zes séries  trigonométriques, sur Zr anaZysis s i tus ,  ont 
s i  bien prépare certains travaux, Zes miens en particul ier"  . 



5.5. Fonctions 

Les paragraphes sur les fonctions ont ceci de remarquable que 
les propriétés sont énoncées et démontrées pour des fonctions de E, 
sous-ensemble de R ~ ,  dans R. 

Les définitions mêmes de fonction, puis de fonction bornée, 
intégrable, continue sont données uniquement dans ce cas et non pour 
une fonction numérique d'une variable réelle. 

Jordan est le premier à avoir formulé et démontré avec cette 
généralité les propriétés de ces fonctions, et c'est là un progrès 
significatif; cependant, comme nous allons le voir, il est regret- 
table qu'il n'ait pas explicité, plus précisément, les cas d'une 
fonction numérique d'une ou deux variables. 

5.5.1. Fonctions bornées - fonctions intégrables 

Reprenant en partie son mémoire de 1892 ( [ 3 4 ] )  sur les inte- 
grales définies, Jordan modifie quelque peu les paragraphes corres- 
pondants de la Note de 1887, ne mettant pas l'accent sur les mêmes 
choses dans les deux tomes . 

S'il insistait dans la Note sur la nature des fonctions dont il 
définissait l'intégrale, il n'en est plus de même dans le tome de 
1893. 

Jordan s'en explique d'ailleurs dans [34], page 69 : 

'2 'intégaze déf inie  (simple ou muZtipZe) d'une fonction f dans 
un champ E s 'obtient ,  comme on sa i t  (Zorsque Ze champ e t  Zes vec- 
teurs de Za fonction sont bornés), de Za manière suivante : 

ûn décompose Ze champ en éléments i n f i n h e n t  pet i t s  dans tous 
Zes sens; on muZtZpZie Z'étendue d de chacun de ces éZéments par Za 
valeur de f en un point choisi à votonté dans ZréZément; e t  Z'on 
cherche Za Zimite de Za some fd a ins i  formée. 

ûn sa i t  en e f f e t  que ce t te  Zimite a une vaZeur bien determinée 
Zorsque Za fonction f e s t  continue. Cette propriété subsiste meme 
pour une classe de fonctions plus géné~ate,  déf in ies  d'une mnière  
vrécise var taz theorzme bien connu de Riemann. E n f h  M. Darbom a 
f a i t  voir que, quelle que so i t  Za fonction bornée f,- Zes d e m  sommes 

2J l .d -  2 m . d s  
où M e t  m représentent Ze maxim& e t  Ze min5mwn de f dans Z16Zément 
d , ont toujours une Zimite parfaitement d5term5née. 

Ces résul tats  sont nets  e t  BcZaircissent compZètement Ze rôle 
que joue Za fonction dans Z ' intégraze. 



L'influence de l a  nature du champ ne parazt pas avoir é t é  étu- 
diée avec l e  même soin". 

Ainsi, les exemples et contre-exemples de fonctions limitées, 
de fonctions atteignant leur maximum, de fonctions intégrables ayant 
dans tout intervalle une infinité de points de discontinuité ne se 
retrouvent pas dans ce tome de 1893. 

Il en est de même des propositions concernant les points de 
continuité d'une fonction intégrable et l'intégrabilité d'une fonc- 
tion non décroissante que nous avons données dans le chapitre pré- 
cédent. 

Par contre Jordan développe dans un nouveau paragraphe plu- 
sieurs remarques sur la définition des intégrales par excès et par 
défaut dans des champs E particuliers qui prolongent la définition 
générale de ces intégrales sur un champ E mesurable. 

Nous ne nous étendrons pas plus que lors de l'étude de la Note 
de 1887 sur les développements spécifiques à l'intégration qui nous 
feraient déborder trop largement du cadre que nous nous sommes fixé; 
cela, même s'ils contribuent de façon non négligeable à la qualité 
et à la modernité de cette édition du traité. 

Dans les paragraphes sur les fonctions bornées, Jordan ayant 
donné la définition de une fonction, puis d'une fonction bornée, 
passe directement aux énoncés sur la somme, la différence, le pro- 
duit, etc, de deux fonctions bornées. 

Ayant démontré au préalable, dans le chapitre sur les en- 
sembles, qu'un ensemble infini borné admet les bornes supérieure et 
inférieure, Jordan n'a pas besoin du Zeme de 1887 sur l'existence 
de la borne supérieure d'une fonction limitée POUT démontrer le 
théorème de Darboux. 

Il lui suffit de montrer que l'ensemble des valeurs des di- 
verses sommes S et s pour toutes les décompositions possibles est 
borné, ce qui est immédiat. 

Enfin, ayant présenté les remarques sur la nature du champ, il 
définit l'oscillation d'une fonction et traite alors des fonctions 
intégrables. A nouveau l'accent est mis, plus sur l'intégrale, que 
sur la fonction intégrable; les seules propositions, qui restent 
dans ce tome sur les fonctions intégrables, sont les propositions 
élémentaires (somme, produit, etc.). 

Jordan développe ensuite les propriétés des intégrales sur un 
intervalle de R, puis l'existence et le calcul des intégrales mul- 
tiples. 



5.5.2 Fonctions continues 

Comme dans les paragraphes précédents, les énoncés sont donngs 
dans le cas général de fonctions de Rn dans R. 

La définition de la continuité elle-même est donnée uniquement 
dans ce cas, et non pour une fonction numérique d'une variable ré- 
elle. 

On ne trouve également aucun exemple ou contre-exemple à propos 
de la continuité d'une fonction de deux variables par exemple, mon- 
trant qu'il peut y avoir continuitg par rapport à chacune des va- 
riables sans que la fonction elle-même soit continue par rapport à 
l'ensemble des deux variables. 

C'est à notre avis une faiblesse, car ce problème délicat a 
joué un rôle important dans la compréhension de la continuité et le 
développement de notions topologiques, comme le montre la corres- 
pondance Darboux-Houël. En effet, Darboux dans la lettre du 26 avril 
1872, explique : 

"IZ ne revient pas au même ~ O U P  Z a  fonctions de deux variabtes 
de d6-e une fonction e s t  continue quand on peut trouver autour du 
point x y une courbe t e l l e  que pour tout point q y ~  à Z'i~ztGrZeur, 

.. f ( u c ~ ~ ~ ~  ? - f ( x O J B g ) < b 9  ou de dire : S i  par point x0yo on f a i t  
passer une cour e qzleZconque, sur  chaque courbe 

tun ~ ( J c ~ ~ Y ~ )  - t h  f(x0.yo 
quand x ~ g ~  se rapproche e " 

Darboux explicite cette différence et l'illustre avec deux 
dessins dans la suite de la lettre que nous donnons en annexe. 

Il nous faut souligner le mérite de Darboux; si Jordan n'en 
parle pas dans son traité, personne en France n'y prête attention 
jusqu'à ce que Baire le redécouvre en 1896, et en fasse le point de 
départ de ses recherches. 

Jordan prouve ensuite les propriétErs classiques des fonctions 
continues que nous avons déjà vues dans la Note de 1887. 

Seulement les énoncés en sont profondémént différents : 

- Après avoir défini la continuité uniforme, il prouve que si 
une fonction f ( x9yJ  ... ) est continue dans un ensemble E ,  E borné 
parfait, elle est uniformément continue. 

- Correspondant au théorème, une fonction continue sur un in- 
tervalle fermé borné est bornée et atteint son maximum et son mini- 
mum, Jordan énonce : 



"Soient f , f l ,  . . . des fonctions de x ,  . . continues dans un 
énsernbZe E; e t  soi t  F Z 'ensembZe des points I f p f 7 ,  - - -1  qu i  corres- 
pondent aux divers points de 

S i  B e s t  borne e-t parfait, F Ze sera égaZementf'. 

- Correspondant au théorème sur les valeurs intermédiaires, 
avec les mêmes hypothèses que précédemment : 

"si  FI e s t  d'un seul tenant, F Ze sera également". 

- dans les corollaires de ces deux derniers théorèmes, Jordan 
considère le cas oh il n'a qu'une seule fonction f de x,y,. . , con- 
tinue dans E et énonce 

. S i  E e s t  borne 
m m  e t  Zes atteindraf'.  

. "S i  E e s t  d'un 

e-t- parfait, F admettra un maximum e t  un mini- 

seul tenant, F contiandra toute Za suite des 
nombres compris entre son m a x i m m  e t  son minimumtF, ce qui est équi- 
valent à l'énoncé du théorème des valeurs intermédiaires. 

O 

Continuité uni forme 

La démonstration que donne Jordan de la continuité uniforme 
d'une fonction continue sur un parfait bord est différente de celle 
de la Note de 1887. 

Jordan utilise ici le raisonnement par l'absurde pour montrer 
que le minimum des nombres A correspondants aux divers points de 
l'ensemble est p 3 sitif, les nombres A étant tels que, 

& étant donné pour chaque point (s,y,. . . l ,  il existe %>O tel 
que : 

Iffz+h,y+k, ... ) - f ( z P y , ~ . . l l 4 &  , 
dès que l h l ~ d ,  Ikl<S; ..., et, alors A-\.;= max%. 

Construisant une suite de points de l'ensemble qui convergent 
vers un point W qui appartient à l'ensemble, car celui-ci est borné 
parfait, et auxquels correspondent des valeurs de moindre que 
E,...,V~~,... il montre qu'il y a contradiction avec la continuité de 
la fonction en ce pointr. 

. L'image continue d'itn borné parfait 

T a  démonstration du théorème sur l'image F, d'un ensemble R 
borné parfatt s'inspire par contre des mêmes principes que celle de 
1887 sur le maximum d'une fonction continue sur un inter,valle fermé. 



Pour montrer que F est borné, il raisonne en effet par l'ab- 
surde : il construit une suite infinie de points de E pour lesquels 
la valeur de f est plus grande que toute quantité donnée. Cette 
suite infinie et bornée admet un point d'accumulation qui appartient 
à E, car E est parfait, et pour lequel la continuité de la fonction 
est contredite. 

Rappelons que dans la démonstration de 1887, Jordan cons- 
truisait une suite d'intervalles emboItés dans lesquels la fonctiozi 
était illimitée et, considérant les bornes des intervalles, cons- 
truisait deux suites adjacentes; le recours à la suite infinie de 
points qui admet un point d'accumulation simplifie beaucoup la dé- 
monstration, mais il ne pouvait pas en être question dans la Note de 
1887 qui ignorait la théorie des ensembles. 

Pour montrer que P est parfait, Jordan prouve de façon clas- 
sique que tout point q' du dérivé F' de F est l'image de la limite 
d'une suite de points de B, donc appartient à F. 

. L'image continue d'un ensemble d'un seul tenant 

Jordan démontre que l'image est d'un seul tenant en montrant 
que deux quelconques de ses points Q et q peuvent être reliés par un 
chaîne de points où l'écart de deux points consécutifs est moindre 
qu'un nombre &choisi arbitrairement. 

Grâce à la continuité uniforme de la fonction sur E, car la 
définition "d'un seu2 tenantfr n'est donnée que pour les ensembles 
parfaits et bornés, l'image d'une telle chaene de points, qui joint 
les deux points de E correspondants à & et q, est la chaîne voulue. 

Jordan est donc le premier à avoir formulé et démontré avec 
cette généralité ces propriétés, ce qui est un progrès significatif. 

En effet, aucun énoncé sur les fonctions de dans fl n'était 
alors formulé et plus encore démontré correctement; c'est une des 
difficultés auxquelles s'étaient heurté9 les mathématiciens qui 
essayèrent de montrer le non homéomorphisme de R~ sur R~ dans les 
premiers articles de topologie, comme l'analysèrent Cantor et 
Jürgens eux-mêmes ({24]),(cf 2.2). 

On peut cependant regretter que Jordan n'explicite pas plus 
précisément les cas d'une fonction numérique d'une ou deux va- 
riables. L' importance de ces cas particuliers aurait dû conduire 
Jordan à ne pas les négli.ger au nom d'une plus grande généralité. 

Jordan démontre enfin, après 1' avoir défini , une propriété sur 
l'inverse d'un système (u, 0, . . .) de fonctions continues : 

' S  Z r  ensemble E e s t  borné e t  parfait, e t  Zes fonctions u, v, . . . 
contZnues dans E, x, y,  . . . seront récfproquement des fonct<ons de 
u,v, . . . continues dans F ". 



Il la démontre par l'absurde en prenant comme critère de con- 
tinuité que l'image d'une suite de points convergente est une suite 
de points qui converge vers l'image de la limite de la première 
suite. 

Il finit le paragraphe sur les fonctions continues en montrant 
qu'une fonction continue dans un domaine E borné et parfait est 
intégrable. 

5.5.3. Fonctions à variation bornée 

Jordan rebaptise ainsi les fonctions à variation limitée de 
1887 et à oscillation limitée de la Note de 1881 à l'Académie. 

C'est cette dénomination qui sera adoptée définitivement et que 
l'on retrouve dans la communication de La Vallée Poussin au congrès 
de Strasbourg en 1920 ([37]). 

Mis à part ce changement mineur, les paragraphes de 1893 sont 
la réplique fidèle de ceux de 1887. Nous n'y reviendrons donc pas. 

5.6. Dérivées et différentlelles 

5.6.1 ~érivée d'une 

C'est à l'occasion 

fonction d'une seule variable 

de la dérivabilité et de l'intégration que 
Jordan aborde enfin le cas des fonctions d'une seule variable 
réelle; ceci s'explique par la spécificité, là plus que pour la 
continuité, des résultats dans le cas d'une variable réelle. 

Jordan commence par définir la dérivée d'une fonction en un 
point de façon particulièrement scupuleuse : 

"Soit f f x )  m e  fonction d'une variabZe x, dgfinie dans Z'inté- 
rieur d'un domaine D. 

Soit  xo un point f i z e  intérieur à D; gson  écart de Za fron- 
t ière  de D; tout point xo+h où Ihlc6-sera encore intérieur à D. 

S i  Z ' expression 
f(x0& - f ( x 0 )  

h 
tend vers une Zirnite fixe Zorsque h tend vers zero, cet te  Zimite 
sfappeZZera Za derivée de f f x )  au point x0 e t  se représentera par 
f '  fxo /  - 



S i  pour &ous Les points intérieurs à D, x adme& m e  &rizréa, 
Z 'ensembZs de ces vaZeurs const<tuera m e  nouveZZe fonet%on, Zga- 
Zement dgfinie à 2' intérieur de D, qu Pan nomme Za dérivée de f ( x )  e t  
qu ' on reprGsen tera, avec Lagrange, par f ' ( x , ou, avec Cawky, par 
D f  ( 2 )  ". 

La différence d'avec la définition de 1882 est une ihkustrat5on 
signffk.cative, même si elle n'est pas essentielle, des changements 
que Jordan a apportés dans cette deuxième éditfon. 

Nous les retrouverons d'ailleurs dans Ta suite de son exposé 
sur les dérivées d'une somme, d'un produit, d'une fonction de fonc- 
tion et d'une f onctfon inverse. 

Jo3rdan madifie en effet cette dernière démonstration. 11 uti- 
lisait dans le tome de 1882 une &quaticm formelle, dont le principe 
était critiqué par Peano, pour trouver que 

Calculant la dérivée de = f i f  ( x )  l , il trouvait Y' ( y )  . f r  ( x )  
d'une part et I d'autre part car fyl=x. 

Donc 2 = Pr ( y )  . f ' ( x )  , d' OU la conclusion. 

Dans le tome de 1893, supposant connue la dérivée de v ,  il 
écrit : 

Passant simplement à la limite, il obtient : 

f ' ( x )  = l / Y ' ( y ) .  

Par contre, toutes les précisions que Jordan avait pu donner 
dans la Note de 1887, sur le lien entre la co,ntintrité et la dériva- 
bilïtÊ d'une fonction, ont disparu. 

Si Jordan démontre que toute fonction qui a une dérivée est 
continue, il n'ajoute rien et passe à la définition de la diffé- 
rentielle. 

Il ne relève pas que toute fonction continue n'est pas néces- 
sairement dérivable et ne donne plus l'exemple de la fonction de 
Weierstrass qu'il ne mentaonne que dans le chapitre sur les séries 
de fonctions, comme "exempZe de série continue sans dérivée". 

Enfin Jordan démontre le théorème des accroissements finis de 
la même façon qu'en 1887. 

11 prend cependant la peine de démontrer rigoureusement la 
propriété qu'il avait admise en 1887 : 



" S i  en tm point donné x, Za dsrivée f' (x i  n 'est  pas nuZZe, on 
pourra assigner une quantité bctezze que Z'expression 

A f ( x )  = f(x+Ax) - f ( x )  
a i t  Ze signe de f '(x) A x pour toutes Zes vaZeurs de A x de 
rnoduZe &". 

II montre ensuite le théorème de Rolle, qu'il donne d'ailleurs 
ainsi pour la première fois et donne en corollaire la formule des 
accroissements finis, établie tou,jours à l'aide des déterminants. 

La nouveauté par rapport à la Note de 1887 est le théorème sur 
le sens de variation d'une fonction, qui ne figurait ni dans le tome 
de 1882 ni dans celui de 1887. 

Jordan continue ce chapitre par l'étude de l'intégrale définie 
d'une fonction, sa continuité, sa dérivabilité par rapport à un 
paramètre; il mène cette étude de façon tout à fait rigoureuse, en 
mentionnant les conditions de convergence et de continuité uniforme 
lorsqu'elles sont nécessaires. 

5 . 6 . 2 .  Dérivées partielles - différentielles totales 

Rappelons que dans le tome de 1882 1' utilisation systématique 
et erronée d'infiniment petits de deux variables rendaient fausses 
la plupart des démonstrations de ces paragraphes. 

Déjà en 1887 Jordan avait modifié un certain nombre des démons- 
trations que Peano avait critiquées. 

En 1893, que ce soit ou non à cause des critiques de Peano, 
Jordan ne laisse échapper ni une erreur ni une négligence. 

Peano, ainsi d 'ailleurs que Darboux, critiquait les eaZeuZs de 
dérivée à 1' aide d'équations formelles qui reposent sur le postulat 
que les dérivées existent, et les calculs abusifs de limite des 
infiniment petits de deux variables. 

Jordan, par la démonstration de l'existence des dérivées dont 
il a besoin ou qu'il recherche, par l'utilisation systématique de la 
formule des accroissements finis, devient presque irrGprochabZe et 
donne enfin une version moderne du calcul différentiel (La réserve 
que nous émettons, infranchissable par Jordan, tient à la nature 
même des différentielles comme formes linéaires). 

Cela se constate dès la définition de la différentielle totale. 

Dans le tome de 1882, Jordan n'utilisait pas la formule des 
accroissements finis et obtenait pour l'expresson du taux d'accrois- 
sement de la fonction &(x, y) : 



Il envisageait alors, pour mettre en évidence la partie 
principale, l'expression f d x  + (fl+g>)Ay, infiniment petit dont il 
estimait. l'ordre sans tenir compte de l'ordre respectif des 
accroissement-s b x  et b y  et des infiniment petits r,El,fi fonctions à 
la fois dedx et de 6 3 .  

Dans le tome de 1893, l'utilisation de la formule des accrois- 
sements finis le conduit à l'expression: 

ffftx(3ct~Ax,y+Ay)Ax + f : y ( ~ , y t 8 i y l A y ,  &et BI étant des quan- 
tités plus petites que l'unite . 

LI écrit ensuite : 

"Faisons tendre b x et& vers zéro. Ob x e t  BI& tendent a f o ~  
t + o k  vers zéro de queZque manière que puissent varier B e t  el. S i  
donc Les fonctions f ' ,  e t  f P y  sont continues au point x, y l e s  m u t t i -  
pZicateurs de A x e t  A y  tendront respectivement vers f ',ix,y) e t  
f ',(x, y ,  ". 

Puis, pour pouvoir mettre en évidence la différentielle totale, 
partie principale ïorsquedx etAy sont suffisament petits, il pour- 
suit, 

"Soit dtaiZZeurs E un ensembZe borné e t  parfait queZconque 
. intérieur à D e t  dans ZequeZ f ' ,  e t  f '  soient continues. Leur con- 

t inui té  sera uniforme. Gn pourra donc,Yque~que soi t  €, assigner une 
constante sr teZZe que pour tout point d e  ce t  ensemble Zes d i f f é -  
rences entre ces muZtipZicateurs e t  Zeurs ZWnites deviennent 4 d è s  
que la XI, Ib y 1, deviennent (5. 

ûn aura donc 
b f f x , y )  = f t5(x,y )?lx + fJy(x,yl& + RAx + Rlby, 

R e t  R tendant vers zero avec x. e t  y ( e t  cela un%formément dans fZ  tout Z ensembZel ". 
Mnsi Jordan corrige. la définition de 1882 dont Peano avait 

relevé les faiblesses et définit correctement pour la première fois, 
dans ce tome, la différentielle totale et les différentielles par- 
tielles. 
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Il corrige de la mgme façon les paragraphes dans lesquels il 
exprime la forme de la dérivée ou de la différentielle d'une fonc- 
tian composée., qui sont des conséquences du paragraphe dont nous 
venons de. d.onner un excrait, ainsi que ceux sur les fonctions impli- 
cites.. 

Nous avons déjà évoqué à propos de la Note de 1887 les correc- 
tions que Jordan apporta à ces derniers paragraphes, qu'il résume 
ainsi dans la Note, et reprend en 1893 ( [ 3 3 ] ,  583) : 



r'La démonstration de Za règle donnée aux no 24 e t  25 ft. 2 )  
pour Za dérivation des fonctions impkicites u, v, . . Ziées aux varia- 
t ions  indépendantes , , . . . par des équations non rZsoZues ( (. . . ) ) 
repose sur ce double postuZatum : 2 O qu ' i l  exis te  des fonctions qui 
sat is fassent  à ces équations; 2" que ces fonctions admettent des 
dérivées". 

5.6.3. ~érivée et différentielles d'ordre supérieur 

Jordan ne définit les dérivées et différentielles d'ordre supé- 
rieur qu'après avoir traité des lignes continues et rectifiables et 
des fonctions élémentaires, modifiant ainsi l'ordre établi clans le 
tome de 1882. 

Tenant compte d'une remarque que nous avons faite dans l'étude 
de ces paragraphes dans le tome de 1882,  à propos de fa considé- 
ration systématique de dérivées secondes et de fonctions C , nous 
avons relevé un changement dans la définition de la dérivée seconde 
entre les deux tomes premiers des deux éditions. 

Dans le tome de 189.3, en effet, Jordan écrit ( [35], 14) : 

"Soit  u=flx) une fonction de x, ayant une dérivée ur;  S i  ce t te  
. nouveZZe fonct 'on a h e t  elle-même une dér%vée,on Za reprikentera par 

u", f n ( x )  ou 2 u e t  on ZrappeZZera Ze dérivée seconde totaZe de u." 

Quant à la différentielle seconde, Jordan développe sa défi- 
nition du tome de 1882 dans lequel il écrivait ([31], 3 2 )  : 

"Soit y une fonction de x. Sa d i f f é ren t i e t l e  y'& sera eZZe 
meme une fonction de x dont on pourra chercher Za diffGrentieZZe. 
Cette nouvette différentieZZe dzpend de Za reZation qu'on voudra 
&abZir entre Za variabZe x e t  traccroissement dx qu'on Zui f a i t  
subir. S i  Z 'on admet que cet  accroissement so i t  constant, quelque 
s o i t  x, Za d i f f é r en t i e l t e  sera évidemment ZgaZe à yrrdx.dx = yfi& ". 

En 1893 il montre ([35], 114) : 

"Cette nouvelZe différentieZZe dépend de Za relation qu'on 
voudra é tabt ir  entre Za variabZe x e t  t 'accroissement & qu'on Zui 
f a i t  subir. 

O r  soient D Ze domaine dans Z'intérieur dupez  f f x )  est  sup- 
posée definie,  E Z 'ensembZe des points intérieurs dont Z 'écart à Za 
frontière es t  moindre que un nombre fixe'E;; pour tous Zes points de 
27, on pourra sans risquer que xt& sorte du champ, assigner à dx une 
même vaZeur constante de modute dg; dx étant ainsi  constant dans E, 
t a  d i f f é r en t i e t t e  de ur& y sera égale à u"dx.da: = u f f d 2  ". 

Jordan démontre enfin le théorème sur l'interversion des ordres 
de différentiation, qu'il avait déjà démontré en 1882 avec la for- 
mule des accroissements finis. 



On peut lui reprocher encore une fois de ne pas donner de con- 
tre-exemple; Peano et Darboux en ont donné pour illustrer la néces- 
sité de la continuité des dérivées partielles. 

Ainsi les paragraphes sur les caZcuZs et les définitions des 
différèntielles d'ordre supérieur sont, parmi tous ceux que nous 
avons étudiés dans ce tome de 189.3, ceux qui ont le plus "vieilli*', 
malgré les corrections que Jordan a amenées, et qui ne pourraient se 
trouver dans les traités modernes. 

On ne peut cependant faire le reproche à Jordan de ne pas avoir 
saisi la nature des formes différentielles en 1893, celle-ci n'étant 
clairement perçue que vers les années 1930. 

5.7. Les autres paragraphes 

Nous pensons avoir mené, dans les pages précédentes de cette 
cinquihe partie, l'essentiel de la comparaison entre les contenus 
des deux éditions à propos des fondements de l'analyse. 

Nous regroupons cependant ici quelques remarques sur certains 
paragraphes de 1893 que l'étude des tomes de 1882 et 1887 nous a 
amené à regarder, afin que notre comparaison soit la plus complète 
possible. 

5.7.1. Lignes continues 

Il s'agit tout d'abord d'une remarque mineure sur la partie 
concernant les lignes continues que nous n'étudierons toujours pas 
en détail. 

Alors que le plan de la démonstration de la propriété : "une 
Zigne f e d e  partage Ze pZan en de= régions" est le même que dans 
la Note de 1887, le titre même des paragraphes a changé; l'exposé, 
qui dans [33] s 'appelle "courbes con$&zuestr, s 'appelle ici "Zignes 
continues", bien que le mot courbe boit réutilisé dès la première 
définition et dans la conclusion même de la démonstration. 

Si Jordan améliore certains passages de sa démonstration de 
1887 (voir les paragraphe's 100 et 102) en introduisant les notions 
et les ~ro~riétés qu'il d6veloppe dans ce tome de 1893 à propos des 
fondements, il n'y a cependant pas de grands changements entre les 
démonstrations successives du théorème, démonstration qui reste 
fausse dans le tome de 1893. 

Jordan donne également dans ce tome (voir paragraphe 104) une 
généralisation de son théorème à une région de R limitee par n con- 
tours fermés sans points multiples extérieurs les uns aux autres et 
un autre contour analogue qui les contient dans son intérieur et 
introduit la notion "df ordre de connexité de R". 



5.7.2. Sur les séries de fonctions 

Jordan ne traite spécifiquement à aucun moment des séries dans 
la Note de 1887; il est cependant évident que la démonstration, même 
lacunaire, du critère de Cauchy pour la convergence des suites dans 
le tome de 1887 lève une partie des objections de Peano dont, le 
ffévidementtf de la page 102 du tome de 1882 que nous avons évoqué 
dans la deuxième partie (cf 2.3.4) 

Dans le tome de 1893, après avoir donné la définition de la 
convergence uniforme d'une série, Jordan établit un théorème, dont 
nous avons relevé l'absence dans le tome de 1882, sur la continuité 
de la somme d'une série uniformément convergente de fonctions con- 
tinues et remarque ([35], 315) : 

"Les séries unifornément convergentes peuvent, à beaucoup 
dt&gards, Stre assimiZ&es aux sonanes form&es d'un nombre Zimité de 
termes". 

De plus, fait remarquable dans ce traité, Jordan conclut le 
chapitre sur les séries de fonctions par plusieurs contre -exemples, 
pour insister sur le fait que 1' ffunZfomnit& de Za convergence est 
une condition essentietle". 

Il donne ainsi la série de terme général + = ~(1-2)~-' qui 
est discontinue en O quoique les un soient continues, la série de 
terme général 

2 2 un = n.x.exp(-n.x ) - (n-2 I .x.exp(- (n-2 l .x ) 
pour laquelle 1' interversion des signes et S n'est pas vérifiée, 
et la série de Weierstrass qui est une fonction continue et pour 
laquelle on ne peut dériver terme à terme. 

5.8. Conclusion 

Ainsi, nous avons constaté en étudiant les cent premières pages 
de ce tome de 1893 que Jordan avait atteint le but qu'il s'était 
fixé dans sa préface : exposer ffavec toute Za précision et Za géné- 
raZ8taff possible les "premiers principes" du calcul infinitésimal. 

Cette "gén&aZité", dont nous avons étudié tout à la fois l'am- 
pleur et la nouveauté, induit une double évolution par rapport à la 
Note de 1887. 

La prise en compte des fondements dans cette Note avait fait 
surgir une foule de nouvelles fonctions, mises à l'écart du tome de 
1882 : les exemples et contre-exemples sont effectivement nombreux 
dans les paragraphes de la Note concernant les propriétés des fonc- 
tions. 



La réflexion de Jordan à partir de 1887, sa p l u s  grande mas- 
trise de c e s  questions le portent à éliminer presque tous c e s  e x e m -  
p l e s  dans le tome de 1893. 

Le problème n'est  p l u s  de présenter des ffmonst~es" qui montrent 
la cornplexit& d'un monde que l'on croyait trop simple ou les limites 
de propriétés "universelles"; il s'agit de dégager de cet "amas de 
fonctionsfl et de résulstats une théorie générale. 

Ainsi Jordan Qlargit le cadre des définitions, propriétés et 
théorèmes qu'il assemble, et dépasse les cas particuliers sur les- 
quels il s'était arrêté dans le tome de 1887. 

Nous ne reviendrons pas une nouvelle fois sur 1'importance de 
c e s  paragraphes que Lebesgue (cf 3.1) et Tannery (cf 5.1) entre 
autres, ont soulignée en leur temps. 

N o u s  insisterons cependant, pour conclure, sur une des caracté- 
ristiques que Tannery degageait de la lecture du traité et que nous 
pouvons confirmer avec le recul : "Za forme ((des principes)) qui ,  
bien souvent, sembZe devoir Dtre d&f in i t ive".  

C e t  aspect, à lui seul,  pourrait traduire toute 1'importance et 
toute la qualité de ce tome de 1893. 



Conclusion 

Les deux éditions du traité de Jordan ont été publiées pendant 
une période "critique" du développement de l'analyse en France. 

L' étude 
a permis de 
mathématique 

comparative des deux traités que nous avons menée nous 
mieux évaluer le degré de pénétration dans le monde 
de la mise sur pied des fondements de l'analyse. 

séparés par seulement dix années, les éditions de 1882 et de 
1893 appartiennent à deux mondes mathématiques différents. 

Nous pensons avoir montré que l'étude des traités de mathé- 
matiques pouvait servir de "révélateur" sur l'état de pénétration 
des idées nouvelles et de leur "appropriation" par le plus grand 
nombre de mathématiciens. 

Rarement en avance, ils ne peuvent cependant rester longtemps 
en retrait sur les découvertes. 

Bien que leur mise à jour soit souvent retardée par des ar- 
guments "pédagogiques", le mouvement de rénovation finit par at- 
teindre les traités d'enseignement : c'est à de grands esprits, tel 
Jordan, prenant conscience de la puissance et de la richesse des 
nouveaux concepts, qu'il appartient, en écrivant un traité en rup- 
ture avec la tradition d'enseignement, d'assurer l'irréversibilité 
du mouvement. 

Le traité de type nouveau devient, par là même, un détonateur : 
il y a, en France, les traités d'avant 1880 et les traités d'après 
1893. 

On pourrait même parler dfune action en retour des traités sur 
les recherches nouvelles : l'enseignement devient, par la formation 
des jeunes mathématiciens et la modification du "climat" mathé-- 
matique, un élément du mouvement des mathématiques et une condition 
de leur développement. 

Ainsi, si Borel, Baire et Lebesgue sont les fondateurs reconnus 
de la théorie des fonctions, il nous semble nécessaire, après 
l'étude du contenu et du rôle du tome de 1893, de joindre à leurs 
noms celui de Camille Jordan. 

L'étude des traités et, à travers eux, celle de l'enseignement 
et de la diffusion des mathématiques nouvelles, nous paraft une 
approche féconde du développement de la Science. 
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Le t t r e  non datée de 1872 (précède la l e t t r e  du 26 avr i l )  

llPermettez-moi de  vous fa i re  remarquer  q u ' i l  y a deux écoles  de géomètres 
ici e t  a i l l eurs .  1 .  ceux qui admettent s a n s  démonstration beaucoup de choses  vra i -  
semblables comme celle-ci p a r  exemple : toute fonction positive qui n '  atteint pas  z é r o  
a un minimum (proposition parfaitement fausse  du r e s t e ) .  Cauchy l 'admet dans la  
démonstration que toute équation a une rac ine ,  ce qui rend l a  démonstr: tion i l lusoire.  
2 .  ceux qui  veulent une r igueur  absolue e t  qui prétendent tout démontrer e t  p r éc i se r ,  
excepté bien entendu les axiomes. 

Le t t r e  du 26 avr i l  1872 

"Tudieu, mon excellent ami, vous n ' y al lez pas de  main morte e t  vous 
m a r rangez  de  belle façon. Cependant j ' e s p è r e  cet te  fois  que vous m e  donnerez 
pseudo ra i son .  Je n ' en  demande pas  davantage. 

L e  premier point e s t  celui-ci : 

Cauchy démontre seulement que si le, module a un minimum, ce minimum ne 
peut ê t r e  que 0, mais il ne  démontre pas  que le module a un minimum. Cela vous 
paraît-il  évident, so i t .  Mais comment se fait-il que c e  fai t  ne  so i t  pas  exact  pour les 
fonctions non continues. Il me semble que si vous prenez l a  fonction A X ~ ,  A étant 
un de ces facteurs s ingul iers  qu 'on  peut former dans le calcul  intégral  éga l  à 1 ,  
pour toute valeur  de x e n t r e  O e t  1 ,  éga l  à O pour x = 1 p a r  exemple, la fonction 
Ax quand x tendra v e r s  1 se rapprochera  dl un maximum 1 ,  ma i s  ne  l 'a t tein-  
d r a  pas  pour x = 1 puisqu'el le devient nulle, a lo r s .  Cependant on pourra i t  le démon- 
t r e r ,  il est évident que sie lle a un maximum ce maximum e s t  1 .  

Concédez-vous c e  point qu ' il n e s t  pas  demontre qu une fonction continue a i t  
une valeur  minimum ou maximum e n t r e  ce r ta ines  limites. . . 

Il ne r ev i e r t  pa s  a u  même pour les fonctions de  deux var iables  de dire : une 
fonction est continue quand on peut trouver autocr  du point xoyo une courbe telle 
que pour tout point x l  yl  à l ' i n t é r i eu r ,  f(xl , y1 )-f(xo, y,) < 8 ou de d i r e  : si, 

p a r  le point Xoyo on fai t  p a s s e r  une courbe quelconque, s u r  chaque ccurbe 

lim(xl , yl ) = lim(x y ) quand x l  yl se rapproche de 
O' O xoyo . En effet admettons 

cet te  seconde définition e t  

chacune d'elles on pourra  

faisons p a s s e r  pa r  Xoyo une sui te  de couribes, e t  s u r  

t rouver  un axe quelconque te l  que 

mais il n ' e s t  pa s  évident que pour toutes les directions possibles ces axes  seront  
supé r i eu r s  à une t e r t a ine  limite aus s i  petite qu 'on  le voudra a e t  q u ' a l o r s  on au ra  

f (x l  , y l )  - ~ ( x ~ , Y ~ ) <  b -  

Voilà l a  question exposee.  Accordez-vous le premier point ? Accordez-vous le 
second ? Après  nous v e r r o n s .  

Quant à Argand a-t-il exposé l a  démonstration de S e r r e t  avec les perfections 
incontestables q u ' i l  y a dans ce t  ouvrage épuisé  mais non dédié aux amis de  l 'évidence.  



J'en doute fort jusqu' à preuve du contraire. 

Ains i  soit A = 1 pour x entre O et 1 

A = O pour x = 1 
2 

Ax n ' a pas de maximum. 

Lettre du 30 avril 187? (probablement 1872) 

Wotre lettre n 'est  qu' un aveu et cela m e  suffit. Vous n' avez rien à objecter, 
c 'est évident. Du reste, je vous ferai remarquer que vous me parlez toujours de ces 
fonctions drôlatiques. Je ne les considère pas plus que vous. Mais il faut séparer le 
bon grain de l 'ivraie par des caractères précis, et pour cela il ne faut admettre que 
ce qui est contenu clairement dans la définition dl une chose. Et bien il n'est pas 
évident qu ' une fonction continue ait une valeur maxima q u '  elle atteigne effectivement 
e t  voyez les conséquences qu'a votre manière de proc6der.I' 

Lettre non datée du 2ème semestre 1872 (publiée partiellement par P .  ~ u g a c )  

"Quant à Gilbert le Grand Belge nous avons besoin d'agir avec prudence et 
il faut bien choisir notre moment pour l u i  asséner un coup terrible et dont ce Grand 
Belge ne puisse se relever. Il attaque Hankel. C ' est bien. Hankel est de taille à 
répondre. Ecrivez l u i  puisque vous le connaissez et attendons. C'est  là le premier 
point. Quand I-Iankel aura répondu d ' une manière victorieuse, je n ' en doute pas, nous 
arriverons à la rescousse et gare Gilbert. Nous aurons la partie d '  autant plus belle 
qu'à ~er i in  il y a aussi des géomètres pointus et que Weierstrass a l u  un article sur 
les fonctions continues que n'ont pas de dérivées. Je reprendrai la démonstration 
de Gilbert que j ' affirme être fausse, sans l'avoir vue ; avec ses articles stupides 
des Nouvelles Annales, sur Saltet dans le Eulletin de llAcadémie de Belgique et sur 
les Solutions singulières, je vous promets que nous 1' assomerons . Mais prenons notre 
temps d'autant plus qu'ici Gilbert s ' e s t  fait un tort énorme par les dernières campa- 
gnes et puis nous venons de le louer dans le Bulletin, nous ne  pouvons pas l'accabler 
tout de suite. 

Lettre du 7 septembre 1872 

''Vous avez dû recevoir (. . . . ) notre numéro d'octobre où figure ce diable 
d'article q u i  vous horripile. Vous avez là quelque chose de curieux et q u i  vous 
montre bien ce que font certains membres de l'Institut. Quand j 'a i  fait cet article 
en janvier, je crois, Bonnet m ' a prié dl en suspendre la publication disant q u '  il 
allait me donner dans huit jours un article sur le même sujet, je 1' attends encore et 
remarquez que Bonnet était examinateur de sortie à llEcole Polytechnique, ce qui  
ne l u i  imposait aucun travail, maître de conférences à 1'Ecole Normale où il n'allait 
E, professeur à llEcole des Beaux Arts où il se faisait suppléer, suppléant de 
M. Chasles à la Sorbonne où il a fait vingt six leçons et où il a fini son cours en 
février. Vous comprenez qu'avec toutes ces occupations il n'avait pas le temps de 
me remettre son article et aussi a-t-il eu la gracieuse obligeance de me permettre 
de publier le mien. 



Lettre du 24 septembre 1872 

I l .  . . Vous m l  avez montré un théorème qui ne me paraît exact qu  l avec des 
restrictions. Si une fonction devient inf inie ,  sa  dérivée devient infinie. 

des oscillatior~s indéfinies. Vous voyez cela d'ici. Mais je prévois hélas votre 
réponse qu i  ne me paraît pas concluante. Toutes les fonctions qu i  mettent en défaut 
vos théorèmes sont des fonctions dont vous ne voulez pas vous occuper. Cela ne me 
paraît pas une raison car si votre raisonnement est exact, il doit reposer sur tellez 
hypothèses qu i  écartent d'elles même une fois admises ces fonctions bizarres 
auxquelles vous ne voulez pas avoir à faire. 

Lettre du 18 février 1873 

"Gilbert m l  a envoyé deux exemplaires de son fameux Mémoire et je 1' ai  
parcouru. Rien n'est perdu mais si Gilbert rapporte exactement les raisonnements 
de Hankel nous sommes dans notre tort, Mankel s ' est trompé dans ses raisonnements 
et  il faudrait examiner les séries q u ' i l  apporte de nouveau. Je me rappelle que je 
vous demandais des exemples. JI avais bien raison. 

Heureusement que comme je l 'avais prévu la démonstration de Gilbert est aussi 
fausse. En sorte que nous pourrons llattrapper. J ' a i  bien envie deBire un article 
là-dessus. Voici le vice du raisonnement de Gilbert pour son premier théorème ; 
page 18, 2ème partie : il suppose qul on puisse passer de xo à x pour deux séries 
de valeurs,les unes pour. lesquelles les accroissements sont négatifs, les autres pour 
lesquelles les accroissements sont positifs. Or  c lest facile de voir que cela est 
inexactement démontré. En effet, partons de x e t  soit xl la plus grande valeur 

O 

telle que f(xl) ' f(xo) Soit ensuite x2 la plus grande valeur telle que 

f(x 4 > f(xl) et ainsi de suite. Rien ne prouve qu'en continuant indéfiniment ainsi ori 

arrive à X .  On peut tendre vers une limite inférieure à X et alors la démonstra- 
tion de Gilbert tombe à 1 l eau. Je  suis tout joyeux de voir que nous nous tirerons des 
griffes de Gilbert ; du reste j 'en étais sûr a priori. K .  . . . . doit avoir le mémoire 
de Hankel. Je vais aller le chercher. Le sujet en vaut la peine." 

Lettre du 18 mars 1873 (~ubl iée  Dar P. ~ u g a c )  

"Je viens de préparer la réponse à Gilbert, la première,et j 'a i  commencé 
ma semaine en traduisant ce q u ' i l  y a de plus dur dans le mémoire de Riemann 
( l ' s u r  la possibilité de représenter une fonction par une série tr ig~nométrique~~).  

Le mémoire de Riemann est un chef-d'oeuvre semblable 2 ces vieux tableaux 
dont quelques parties e n  pleine lumière vous font regretter ce que le temps a détruit 
ou ce que 1 ' auteur a négligé. . . . . 

J ' attends le mémoire de Hankel . . . 



Lettre  du 24 mars 1873 

I1Vous êtes  bien aimable de compléter la  traduction du mémoire de Riemann. 
C ' e s t  le premier acte de la  réponse à Gilbert. Il y a tous les principes nécessaires 
dans ce mémoire pour montrer une foule de fonctions continues qui n'ont pas de 
dérivées.  J I  en a i  indiqué 1 ' autre jour plusieurs à la  Société Mathématique. Mais il 
sera i t  bien important d 'avoir  une réponse de Hankel que vous feriez bien de relancer .  
I l  faut qu ' il dise son opinion que diable. 

Let t re  du 30 mars 1873 (publiée partiellement par  P. ~ u ~ a c )  

llVous êtes  bien aimable dl avoir fini le Riemann. voilà un beau morceau e t  
qui ne s e r a  pas apprécié.  Mais il y a une perle que tout le monde y &couvrira je 
1 l espère.  C ' e s t  la définition de l ' intégrale définie. C ' e s t  de là  que j ' a i  t i r é  une foule 
de fonctions continues qui n '  ont pas de dérivées.  J I  en a i  montré une 1 ' autre jour à 
la Société Mathématique. Ce  brave Gilbert va ê t r e  vexé, mais je le ménagerai e t  tâche- 
r a i  de f ' écorcher  sans  le faire  crier. 

. . . Et Hankel, il e s t  assomant . S ' il continue à ne pas vous répondre, je 
1' éreinte. J I  a i  demandé la  brochùre. C ' e s t  c e  qui me  re tarde .  Espérons qul  elle fini- 
r a  par  a r r i v e r  et a lors  ga re  Gilbert ." 

Let t re  du 12 avr i l  1873 

I1J'ai auss i  reçu  hier seulement le paquet qui contient Mankel e t  ma copie. . . . 
J 1 a i  parcouru Hankel ; il e s t  c lair  que Gilbert ne lui  prête que les boulettes 

qui il a commises ; m a i s  comme Gilbert se trompe, nous pouvons garder nos avantages. 
Seulement cela va ê t r e  long, je vous en préviens. 

Lettre d u  '16 juin 1873 

Je trouve que Mankel n '  e s t  pas très net. La question n ' e s t  pas  de savoir 
si Gilbert se trompe dans la  partie positive de s o n  Mémoire mais si lui,Hankel,a fait 
des raisonnements (faux) inexacts ou plutôt (il en  a fait)  s'il a un moyen de remplacer 
les raisonnements inexacts par  d 'au t res  rigoureux. 

Gilbert e s t  inouï. Il raisonne comme un Peau Rouge. Il dit le raisonnement de H. 
e s t  faux (accordé) e t  il conclut la  proposition de H . e s t  donc fausse. " 

Lettre  du 3 juillet 1873 

I l .  . . A propos de  Hankel , ce  géomètre baisse décidément dans mon estime, 
il m e  paraît un singe de Riemann, mais les bottes que lui a portées Gilbert sont 
parfaitement justes e t  nous aurions é té  enfoncés si Gilbert ap rès  avoir démoli ses 
adversaires  n 'avait  pas cédé à l a  malheureuse tentatiori d 'édifier à son tour,  mais 
hélas il a bâti s u r  le sable mouvant e t  il e s t  obligé d ' e n  faire son mea c ~ l p a . ~ ~  

Let t re  d u  9 décembre 1873 

I l .  . . Pour ce  qui concerne le   rai té de Calcul infinitésimal vous savez que 
je vous a i  toujours offert m e s  serv ices .  L a  divergence de nos idées s 'oppose à ce  
que nous collaborions officiellement. l1 



Lettre du 23 décembre 1873 (publiée partiellemert par P .  ~ u g a c )  

" J ' a i  reçu de mon côté la note de Schwarz e t  je l ' a i  lue avec plaisir .  

Mon travail s u r  les principes e s t  achevé. J '  a i  des fonctions continues qui 
ne sont ni c ~ o i s s a n t e s  ni décroissantes dans aucun intervalle donné. Je vous 
enverrai  cette note e t  le mémoire de Hankel dès que j ' en  aurai  terminé, ce  qui ne 
tardera pas. Mais j ' a i  la tête cassée.  Je vous prie de le c ro i re .  

Quant à votre point de vue s u r  le calcul différentiel, je ne sa i s  trop si on 
peut 1 ' admettre. Pour moi, je c ro is  qu ' il sera i t  bon, par  exGmple, de démontrer 
avec rigueur le théorème des fonctions composées, le théorème 

2 
O u 

2 
- - b 

b x b y  b y b x '  

Remarquez que votre point du vue revient à dire  : j 'exclus toutes les fonctions pour 
lesquelles ma démonstration e s t  inexacte. Alors à quoi bon faire  une démonstration. 
Mais quoiqu'il en soit vous pouvez vous couvrir de l'exemple de S e r r e t  dont le calcul 
différentiel prête à des objections bien autrement graves que pour les autres  t ra i tés .  
Je vous d i ra i  même à c e  propos entre  nous que je trouve que son cours éreinte nos 
pauvres élèves sans  leur  apprendre grand chose . . . . 

Voici quel e s t  le plan de mon travail s u r  les principes du calcul différentiel. 
J ' approfondis d ' abord 1 ' idée de limite e t  je montre que la condition nécessaire pour 
qu'un terme général d '  une suite 

ait une limite c ' e s t  qu'on puisse prendre n assez  grand pour que 

a - a < E en valeur absolue. ni-p n 

Après cela je passe à la  définition des  fonctions continues, à leurs  propriétés e t  je 
définis une c lasse  de fonctions continues. Les  séries dont les termes sont des  fonctions 
de x donnent lieu à des distinctions que j1établis d ' a p r è s  les allemands. I l  y a les 
séries également convergentes sur un intervalle donné (gleichma Eig) e t  celles qui ne 
le sont pas .  I l  y a une différence capitale entre  ces  séries. Après cela j 'étudie la 
définition de 1' intégrale de Riemann en la rendant rigoureuse (c ' e s t  bien long) e t  j '  en 
déduis directement l 'existence de fonctions continues qui n 'ont pas de dérivées.  J ' e n  
donne une foule, développées en séries. Il y en  a une qui n ' e s t  ni croissante,  ni 
décroissante dans un intervalle fini. J ' a i  l 'intention de terminer par quelques remar- 
ques s u r  les intégrales définies e t  les conditions sous lesquelles on peut différencier 

sous le signe ) point qui e s t  encore t r è s  difficile à élucider. Si on ne se moque pas 

de  moi, je continuerai c e s  études petit à petit. 

Let t re  du 12 janvier 1874 (publiée partiellement par  P, ~ u g a c )  

l'Vous voyez que Schyarz  e s t  du - m ê m e  avis que moi sur la démonstration 

Bonnet pour le théorème b u - - b'u . Je c ro i s  que comme je vous l ' a i  présen- b x b y  b y h x  
tée ,  elle n ' e s t  pas trop compliquée. Quant aux théorèmes du calcul intégral, je c ro is  
de plus en plus que tout cela aurait  bien besoin d ' ê t r e  r e p r i s  à fond e t  que l ' o n  devrait 
s ' astreindre à une double loi ,  bien définir les hypothèses s u r  lesquelles on s ' appuie, 
ne donner que celles q u i  sont nécessaires  pour l 'exactitude du théorSrne. Quant au 



point de vue de l'enseignement, il m e  semble q u ' i l  y 2 bien quelque avantage de c e  
côté à avoir la r igueur dl Euclide si cl e s t  possible. I l  faudrait qu' on n '  eut plus à 
répéter  le mot de d'Alembert, allez en  avant la  foi vous viendra.  Si quelqu ' un 
venait vous d i re ,  je ne comprends pas l 'égal i té  des  triangles dans Euclide, vous 
ne lui diriez pas allez en  avant la  foi vous viendra, mais bien quelque chose comme 
ceci : mon ami vous ê t e s  une oie ,  la issez là les mathématiques, retournez au Capitole. 
Pourquoi cette différence ent re  deux sciences qui devraient ê t r e  également t ra i tées  .Il 

Let t re  du 19 janvier 1874 

''Vous me demandez une réponse s u r  cette question. Une fonction algébrique 
ou quasi algébrique étant continue ainsi  que toutes ses dérivées,sauf pour un nombre 
de valeurs fini dans un espace donné, quelles sont les propriétés que l ' on  peut 
admettre dans les théories générales ? Peut-on démontrer ou admettre que,si f(x, E) 
e s t  infiniment petit d ' o r d r e  n pour E infiniment petit quel que soit x ,  Dxf(x, E )  
s e r a  un infiniment petit de même o rd re  ? A cela je réponds. On pourrait peut- 
ê t r e  le démontrer sous  cer taines  r é se rves ,  mais on ne doit pas  1' admettre. 

Pour  ce qui concerne la question générale de l'enseignement du calcul diffé- 
rent ie l  voici ce  que je soutiens. Il y a eu une époque où les géomètres g r i sés  par la 
découverte du calcul différentiel e t  intégral  ont fait des  applications, sont a l lés  en 
avant sans  se préoccuper de la rigueur,  en admettant un t a s  de choses plus ou moins 
bien limitées. Cette époque e s t  passée depuis la publication de l 'Analyse Algébrique. 
On a le droit actuellement de demander à un t rai té  de calcul infinitésimal d ' ê t r e  ou 
d ' e s sayer  dl ê t r e  dans l 'exposition de la  théorie, je ne dis pas  dans les applications, 
auss i  rigoureux que tout t ra i té  de géométrie. ( ~ e  parle de la géométrie des  anciens 
c a r  celle des moderne e s t  du point de vue de la rigueur un micmac insensé).  Voilà 
mon opinion. 

Et remarquez que cela ne complique pas beaucoup. L a  démonstration, pa r  
exemple, que Bonnet a donnée du théorème des  accroissements finis est dl une simpli- 
c i té  excessive ; elle n ' admet qu ' une hypothèse, c ' e s t  que la  dérivée existe ( s i  cela 
vous in téresse ,  je vous montrerai qu 'e l le  subsis te  même quand la  dérivée devient 
infinie pourvu que ce soi t  de telle manière que l a  courbe y = f(x) ait un point 
d'inflexion à tangente ver t icale ,  c e  qui a lieu dans l'immense majorité des cas) .  
Une fois cette démonstration admise vous démontrez rigoureusement qu ' une fonction 
dont la dérivée e s t  constamment nulle se réduit à une constante, tout c e  qui concerne 
l a  variation des fonctions, la  série de Taylor ,  e t c .  J1ajoute  que la  démonstration 
Bonnet e s t  plus simple que la  démonstration Duhamel quoique vous vous obstiniez à 
soutenir le contraire .  . . . . . I I  

Let t re  du 24 janvier 1874 (publiée partiellement pa r  P. ~ u g a c )  

l'Vous m e  demandez en quoi pêche la démonstration que vous insérez d ' a p r è s  
Duhamel à l a  page 69 de votre t ra i té .  

Avant de vous répondre,  je vous demanderai si dans 1' ouvrage que vous 
voulez publier vous avez l ' intention de faire comme plusieurs qu ' i l  s e ra i t  facile de 
nommer e t  de donner des  quasi théorèmes qui sont généralement v ra i s  mais qui 
peuvent ê t r e  faux. Ou bien si vous avez l ' intention tout en vous bornant aux fonctions 
les plus élémentaires d 'énoncer  d 1  une manière précise les restr ic t ions e t  les hypo- 
thèses  s u r  lesquelles SI appuient tous les théorèmes. En un mot voulez-vous introduire 
dans le calcul infinitésimal la r igueur de la géométrie ou vous contentez-vous d1  à peu 



p r è s  comme beaucoup de personnes.  Dans c e  dernier  c a s ,  vous ne se r i ez  pas  un élève 
de Duhamel e t  pa r  conséquent je pense qu'avant tout vous devez tenir  à l a  r igueur .  
Pour  e n  revenir  à votre démonstration, elle commence par  un principe qui me  parait  
juste. Si w e s t  d ' o r d r e  n ,  dans tous les c a s  

n w = a X  

X étant une fonction qui n ' e s t  ni nulle, ni  infinie. Vous avez parfaitement ra ison à 
mon s e n s .  Mais que savez-vous s u r  la dérivée de X ? Rien du tout. Pourquoi suppo- 
ser qu 'e l le  demeure finie ? Pourquoi n'introduirait-elle pas  un dénominateur P,  
e t c .  . . e tc .  Donc je n '  accorde pas qu 'il soit  démontré que DxX demeure fini. Pre- 
m i e r  point. 

Exemple. Prenons 

Voilà un infiniment petit qui e s t  à coup s û r  de  1' o rd re  n e t  qui satisfait  à toutes 
les conditions auxquelles on reconnaît c e s  infiniment peti ts .  S a  dérivée pa r  rapport  à 
x devient infiniment grande quand a e s t  infiniment petit e t  je pourrai  vous indiquer 
un nombre illimité d'exemples du même genre.  Il est v r a i  que vous pourriez objecter 

X à l 'exemple précédent que suivant l a  valeur de - la dérivée orn 
n 1 X 

z x a  + COS - 
a an 

e s t  tantôt nulle, tantôt t r è s  grande ; mais à coup s û r  elle n ' e s t  pas  infiniment petite 
de  1' o r d r e  n . 

Pour  le paragraphe 52, qui dans votre  exposition e s t  fondamental, j ' a i  auss i  
à vous présenter  une objection qui est la suivante : vos quantités E sont des  
fonctions de deux var iables .  Vous avez,  p a r  exemple, en  posant x3 - x2 = h 

Il e s t  clair que Es est infiniment peti t ,  fonction de x2 e t  de h e t  dont vous 

connaissez l 'unique propriété suivante : il tend v e r s  z é r o  avec h quand x2 r e s t e  

f ixe,  mais alors je dis  que vous ne savez plus ce q u ' i l  devient quand, h tendant v e r s  
zé ro ,  x2 var ie  avec h ,  comme cela  a lieu dans votre  mode de décomposition. 

Prenez ,  pa r  exemple, 
h9 L, 

quel que soit  x , pourvu qu ' il r e s t e  fixe, cet te  expression tend v e r s  z é r o  avec h.  

Mais si x var ie ,  pa r  exemple si 1' on a 

x l = a - h t h  1 

a lo r s  l ' express ion  se réduit  à 1 
? e t  devient infiniment grande quand h tend v e r s  

zéro .  
Si je vous dis tout ce la ,  c l e s t  que j ' ai la conviction qu ' en vous attachant 

à la r igueur  vous a r r ive r i ez  à f a i r e  un t ra i té  de calcul infinitésimal ayant un intérêt  
exceptionnel. . . . . 



A votre place, je lacherais le théorème s u r  les limites de sommes,qui ne vaut 
rien aussi,et bien d'autres choses. Avec le théorème des accroissements f in is  tel 
q u ' i l  est démontré dans Serret  vous pouvez élever un édifice solide. Ca et la défini- 
tion de 1 ' intégrale, il n ' y a pas autre chose. C ' est comme cela, je crois, que procède 
Weierstrass. 

A propos de votre démonstration géométrique du théorème des accroissements 
finis, je vous dirai que j ' a i  rencontré dans mon travail des fonctions qu i  ne sont pas 
continues et q u i  ne peuvent aller dl une variable à une autre Sans passer par tous les 
intermédiaires. 

Lettre du 29 janvier 1874 
- -- 

I f  Mon cher ami, Ah oui, vous êtes un terrible homme car  vous me répondez 
sans lire mes lettres. Je prends d'abord le point essentiel. Sur la fonction 

vous ne savez qu ' une chose. C ' est  qu 'elle tend vers zéro, x restant fixé,quand 
h tend vers zéro. Est-ce vrai ? Dites-moi si vous admettez ce point. Cela étant, 
dans votre théorème vous faites varier à la fois h et x et  vous les faites varier 
simultanément et vous admettez que E. tend vers zéro. Cela posé, la question 
suivante doit être introduite. 

Un infiniment petit au sujet duquel on ne sait qu'une chose : il tend vers zéro 
avec h quand x reste fixe, et quelle que soit la valeur fixe de x,  tend-il 
vers zéro nécessairement quand x varie en r7 même temps vers zéro ? A cela, je 

réponds non et  je reprends l'exemple hL même pour x = a.  cette expres- x - a + h 
sion tend vers zéro avec h ,  quel que soit x , pourvu que x reste fixe. Donc, 
il satisfait à tout ce que vous savez sur notre E déjà nommé. Mais faisons varier 

3 x en même temps que h.  Par  exemple, posons x-a+h =*h , alors x variera 
h A avec h comme dans votre théorème et  l'expression x-a+h 

1 deviendra égale à 

et croîtra indéfiniment. On n ' a  donc pas le droit d'admettre qu'un infiniment petit 
qui  tend vers zéro avec h quel que soit x fixe, tend vers zéro quand x varie 
en même temps que h .  Ce12 me paraît incontestable. 

Revenons maintenant au théorème sur les infiniments petits. Je prends 
n l'infiniment petit cc (x + a sin ) et vous me dites Ilje suppose avant tout que 3 

U n l'infiniment petit cc , reste fini et continu et qu'il ait une dérivée pour toutes les 
valeurs de cc de part et  d'autre de zéro, zéro compris. Or ,  cette supposition 
écarte complètement des fonctions avec des sin x/a " . A cela, je réponds non. 

La fonction que je vous offre est finie et continue ; elle a une dérivée pour 
toutes les valeurs de x et de a, même pour cc = 0 ,  puisqu'elle se réduit à zéro 
Par  conséquent, mon exemple subsiste. X a aussi une dérivée puisque pour cc = O 
il se réduit à x fonction bien définie. Quant aux démonstrations de Bonnet, vous ne 
voulez pas les lire. l1 



Let t re  du 4 févr ier  1874 
I 

I l .  . . Quant à votre point de vue, dl ap rès  lequel vous introduiriez dans vos 
théorèmes toutes les restr ic t ions nécessaires ,  il e s t  évidemment inexact. C a r  du 
moment que je vous donne un exemple e n  contradiction avec vos propositions, quelque 
b iza r re  qu 'il soi t ,  il ne faut pas  répondre : j l é ca r t e  votre exemple, mais bien : il y 
a dans le misonnement un défaut que je n 'aperçois  pas ,  je vais  le chercher .  

Je prends p a r  exemple votre a r t ic le  52, e t  pour vous prouver que votre 
raisonnement e s t  nécessairement inexact, je vous fe ra i  remarquer que dans votre  
raisonnement, vous n l admettez qu ' une chose,  c ' e s t  que la dérivée existe dans le 
sens  positif si X xo, comme vous le supposez. Ainsi si votre raisonnement e s t  

exact,  j ' e s p è r e  que vous voudrez bien reconnaître qu ' il s ' appliquera à cet te  fonction 
pour laquelle 

lim f(x+h) - f(x) 
h 

existe lorsque h tend v e r s  zé ro  pa r  des  valeurs  positives. Ce point me paraît  
incontestable. 

Du moment que les seules  hypothèses s u r  lesquelles repose un raisonnement 
sont maintenues les conclusions doivent subs is te r .  Cela posé, soit  xo = O ,  X = 2 ; 
on a u r a ,  dl a p r è s  vous, 

e t  je vous répète ,  la seule  hypothèse s u r  laquelle vous vous appuyez dans le raison- 
nement, c ' e s t  que la dérivée existe dans le sens  positif. 

Cela posé, j l ajoute à f (x) une fonction q (x )  définie p a r  les équations 

gn(x)=o pour x = o ,  XK1 

gn(x)= 1 pour x =  1, x c l .  

La dérivée de cettefonction,prise dans le s e n s  positif,existe toujours e t  elle est 
égale à zé ro .  On a 

l im  dx+ ,K)  - d x )  = O 
K 

K étant positif tendant v e r s  zéro .  

Donc, e n  posant ~ ( x )  = f(x) + cp (x) e t  en  appliquant le théorème, j ' aura i  

F (2 )  - F(0) = l i m  C (x.) 1 dxi 
e t  comme 

~ ' ( x )  = f V ( x )  

F (2 )  - F(0) = lim C f l (xi)  dxi = f(2) - f(0) 

c e  qui e s t  absurde.  

Let t re  du 16 févr ier  1874 (publiée partiellement pa r  P. ~ u g a c )  
11 . . . . Pour  c e  qui concerne les principes du calcul différentiel, nous ne 

pouvons pas  nous entendre.  Comment ? je vous dis à peu p rès  : Vous faites un 
raisonnement ; s l il e s t  bon, je puis 1' appliquer dans l e s  m ê m e s  conditions à toute 
fonction satisfaisont à toutes les hypothèses nécessaires  au raisonnement. 



Or  je prends le vôtre  e t  vous en  démontre 1 ' inexactitude s u r  un exemple,et 
vous me répondez à côté.  Quant aux démonstrations de Bonnet que je vous signale,  
elles sont plus simples à mon avis  que les vô t res  e t  de plus elles rés is tent  à toutes 
ces fonctions b i za r r e s .  

Vous pouvez mettre dans le premier quar t  de la  première leçon de Calcul 
Différentié1 le théorème d e s  accroissements finis tel  que le démontre Bonnet,et il 
domine a l o r s  toute l a  théorie.  Du r e s t e  ce c o u r s  de Weiers t rass  que vantent tant les 
allemands m e  para î t  tai l lé  s u r  le même modèle ; e t  je c r o i s  q u ' i l  y aura i t  eu  un réel 
avantage pour vous à adopter cet te  démarche. 

Le t t re  du 19 f év r i e r  1874 

"Mon cher ami, Que voulez-vous que je vous dise ? Vous ne voulez pas  examiner 
mes objections. Quand on attaque un raisonnement, il y a p lus ieurs  manières de le 
f a i r e .  La  première consiste à dire à 1' auteur  : vous avancez là quelque que je ne puis 
admettre e t  pour t e l  e t  t e l  motif. Celle-là je 1' a i  employée. Aprè s  ce la  je vous a i  donné 
des exemples dans lesquels  vos  propositions sont e n  défaut. 

Mais aussi tôt  vous me d i t es ,  j ' é c a r t e  toutes ces fonctions b i za r r e s .  Je n ' e n  veux 
pas .  

La  question n ' e s t  pas  qu ' elles soient  saugrenues.  Il importe peu à mon avis  que 
vous les admettiez ou que vous les re je t iez  formellement. L1  unique question e s t  de  
savo i r  si vos  raisonnements s ' y appliquent mot pour mot, si elles satisfont à toutes les 
hypothèses e t  aux seu les  hypothèses s u r  lesquelles vous appuyez vos raisonnements e t  
comme elles y satisfont vous n '  avez pas  le droi t  de les r e j e t e r  a p r i o r i  e n  disant : je 
ne  veux pas  de fonctions pare i l les .  Vous avez beau i n sc r i r e  s u r  l a  porte de votre  
édifice le Calcul Différentiel e s t  l a  théorie d e s  fonctions qui ont une dérivée : pour 
mettre vos raisonnements e n  défaut j ' a i  le droi t  de prendre  toute fonction pourvu qu 'e l l e  
sat isfasse,  non pas  aux conditions que vous énoncez s ans  vous e n  servir,  mais aux seu les  
conditions employées dans vos  raisonnements. 

S . . . .  

Ainsi ,  premier point, j ' a i  le droi t  de prendre  tous les exemples possibles 
pourvu q u ' i l s  sa t i s fassent  aux conditions de  vos  raisonnements e t  je soupçonne for t  
que votre  définition dl exemples b i z a r r e s ,  saugrenus ,  coïncide avec l a  suivante, génants , 
cont ra i res  au théorème. Deuxième point, je ne connais aucun exemple mettant e n  défaut 
les propositions de Bonnet (ne pas  confondre avec toutes celles de ~ e r r e t ) ,  e n  particu- 
lier l a  démonstration du théorème des accroissements f inis .  Quant à l a  manière dont 
vous définissez nos positions respec t ives ,  elle ne me para î t  pas  exacte.  Vous voulez 
f a i r e  un t ra i t é  sé r ieux ,  mais destiné à des commençants. So i t .  Alors  vous pouvez l eu r  
donner des démonstrations te l les  que votre  aperçu géométrique s u r  le théorème des  
accroissements f inis .  Vous pouvez vous p a s s e r  de démonstrations ou tout du moins 
donner les démonstrations peu r igoureuses ,  mais en  ne vous faisant pas  illusion à 
vous-même c e  qui n ' e s t  pas le c a s  ici. En ou t re ,  je vous le r épè t e ,  à mon avis  vous 
gagneriez en  simplicité à introduire la  démonstration de Bonnet qui permet de mettre si 
l ' o n  veut le théorème des accroissements finis e t  l a  série de  Taylor dans l a  première 
leçon. 

Quant au fond du dissentiment le voici t r è s  nettement expliqué en  g r o s .  Il y a 
à chaque instant dans le calcul  différentiel d e s  infiniment pet i ts  de ce t te  forme q ( x ,  a) 
fonction de  2 var iables ,  1 ' une finie x , 1 ' au t re  infiniment petite a. P a r  exemple 



La seule chose que 1' on connaisse s u r  c e s  infiniment petits c ' e s t  qu '  ils tendent ve r s  
zé ro  avec a, quand x r e s t e  fixe,et 1 ' on admet à tort  qu' ils continuent encore à 
tendre v e r s  zé ro  quand, cr tendant ve r s  zé ro ,  x ne r e s t e  plus constant mais varie 
infiniment peu. Cela peut ê t r e  bizarre ,  mais je n'admets pas au sujet de ces infiniment 
petits q ( x  , a) qui apparaissent dans toutes les questions fondamentales que,par cela 
seul  qu ' ils tendent ve r s  zé ro  avec a, quel que soit x fixe, ils tendent auss i  v e r s  
zé ro  quand x varie .  Remarquez du res t e  que je pourrais vous ci ter  une foule d1auto- 
r i t é s  qui sont de mon avis : Weierstrass,  Bonnet, Thomae . . . . 11 

Lettre du 16 avri l  1874 
I I  . . . . En effet, au moment où je croyais la paix signée vous recommenciez les 

hostilités. 

Soit  f (x) une fonction au sujet de laquelle je fera i  s im~lement  les suppositions 
suivantes. 1 . f(x) e s t  continue ent re  a et b . 2. f(x) en t re  les mêmes  limites 
a une dérivée pour toutes les valeurs de x (sauf pour a e t  b qui n'interviennent 
pas  dans la démonstration; il n ' e s t  pas nécessaire de supposer qu ' i l  y ait  une dérivée 
finie pour ces valeurs).  Cela posé, je définis la constante M par  l 'équation 

e t  ensuite, je considère la  fonction 

f (b) - f (x) - ~ ( b - x )  = go(x). 

Cette fonction e s t  évidemment continue ent re  a et b e t  elle a une dérivée pour 
toutes les valeurs de x comprises en t re  a e t  b puisqu'elle e s t  la somme de 
-f(x) qui jouit de ces propriétés e t  de fonctions simples, proportionnelles à x.  
Ce  point étant admis, on a évidemment 

O r  on peut démontrer e t  on 1-1 ' a aucune peine à admettre qul  une fonction continue qui 
var ie  de O à O quand x varie  de a à b passe dans l ' intervalle pa r  une 
valeur plus grande en valeur absolue que toutes les aut res  correspondant à x = x 
b < x  < a  parexemple,  x l  n ' é t a n t n i  a ni b. O n a d o n c  

1 ' 
1 

de même signe quel que soit  h . Donc 

sont de signes contraires .  Or  c e s  deux rapports ,  d ' a p r è s  la définition de la  dérivée 
e t  les hypothèses faites,  ne peuvent tendre que v e r s  une limite commune finie. Comme 
ils sont de signes contraires ,  cette limite e s t  nécessairement zéro .  Donc q ( x l )  = O ,  
f t ( x l )  = Mxl, x l  = a + 9 (b-a). 

Je su i s  étonné de vous voir objecter à cette démonstration qu'elle e s t  peu 
naturelle. Cela peut ê t r e  v r a i ,  mais ce  n ' e s t  pas une objection à lui fa i re .  Euclide 
n ' e s t  pas  naturel. L,e calcul intégral non plus. L ' essentiel  c ' e s t  dl admettre des  
notions ayant une grande portée e t  dispensant de considérations nouvelles. O r  vous 
pouvez adopter le &me mode de démonstration pour le théorème 



e t  dans un grand nombre de c a s .  

J t a r r i v e  maintenant à la  démonstration que vous m e  proposez "la fonction 

f(x'+h) - f (x)  - f 1  (x) e s t  infiment petite avec h quel que soit  x 2 x h O' 
x 5  X ,  

s a  valeur dépend de h e t  de  x .  Pour chaque x elle sera plus petite que E 
si h < b x .  La fonction bx de x a un minimum comme toute espèce de fonction, 

comme en  a le F ' (x) dans votre démonstration'', e tc .  

C e  sont vos expressions textuelles. Or  je vous ferai  remarquer que je ne 
suppose r ien s u r  F r  (x) ni s u r  son maximum ou minimum. Il e s t  v ra i  que j ' admets 
qu ' il y a une fonction allant de  O à O e t  ayant un minimum. Mais quelque ingénieu- 
se que soit  l 'introduction de votre fonction bx ,  il y a en t re  elle e t  la mienne une 
différence capitale. La mienne e s t  continue ; vous ne savez r ien s u r  la  vôtre ,  pas même 
si elle continue. Or  admettre qu' une fonction qui peut ê t r e  discontinue a des  propriétés 
quelques simples qu 'e l les  soient, cl  e s t  un peu hardi à mon avis .  On peut fabriquer 
toute espèce de fonctions. Du re s t e ,  je pourrais vous fabriquer des exemples dans 
lesquels votre fonction n ' e s t  même pas continue. Alors l ' idée  de maximum ou de minimum 
disparaît  complètement. l1 

Le t t re  du 25 avr i l  1874 

M .  . . Je vous préviens seulement que c e  n ' e s t  nullement pour vous empêcher 
de publier votre t ra i té ,  mais tout au contraire polrr contribuer dans la mesure de 
mes forces à le rendre auss i  rigoureux que possible que je vous adresse  mes objections 
e t  que je vous envoie des bombes qui peuvent fort  bien ê t r e  en  caoutchouc mais en  
caoutchouc t r è s  durci ,  je vous prie de le c ro i r e .  Ainsi, je ne vous critique pas ,  je ne 
contredis même pas  vos affirmations actuelles ; elles ont bien assez  de se contredire 
les unes les aut res  sans  que je mien  mêle. Seulement je vous préviens que si vous 
conservez telle quelle votre exposition du théorème des  accroissements finis e t  de c e  
qui s ' y rattache,  elle ne sat isfera  personne. 

. a . .  

Vous comprendrez mon insistance s u r  c e  point puisquli l  s ' ag i t  d 'un théorème 
dominant le calcul infinitésimal e t  par  conséquent l 'entente s u r  ce point e s t  une chose 
essentielle au point de vue des  autres  remarques que je pourrais  avoir à présenter .  

Le t t re  du 27 avrqil 1874 

"Enfin, mon cher  ami, nous allons pouvoir nous entendre grâce à votre résumé 
que je vais reprendre pas  à pas.  l l f  (x) a une dérivée finie e t  déterminée pour toute 
valeur de x 2 x e t  L XIt , accordé,  c e s t  1 ' hypothèse. 

O 

I I  f(x+h) - f(x) - f i  (x) peut toujours,pour toute valeur de h 5 une limite de H 
h 

convenablement choisie,être rendue plus petite que KI1, accordé encore.  H devient 
a insi  une fonction de x définie par  la phrase précédente. C ' es t  du r e s t e  c e  que vous 
reconnaissez par  c e  qui suit  Illa valeur limite H dépend de x mais n ' e s t  jamais 
nulle si K ne 1' e s t  pas1', accordé encore.  



"On peut toujours trouver une quantité Ho, moindre que les valeurs limites, 
correspondant à un x quelconque, pr is  entre  x e t  XH , non accordé.  

O 

Ainsi,  voilà le point précis  de notre discussion e t  je pourrais  vous a r rê tez  là 
er, vous demandant de me  fournir une démonstration de ce  dernier point. 

. . . Remarquez premièrement que l a  démonstration que je vous propose admet 
bien qu'une certaine fonction a un maximum, m z i s  cette fonction e s t  continue e t  on peut 
démontrer qu ' elle a un maximum. Votre fonction de x, la valeur limite H (j ' adopte 
vos notations),est une fonction implicite. C ' e s t  la plus petite racine de l'équation en 
h 

Ainsi vous ne pouvez pas affirmer qu'el le soi t  continue (et dans ma correction elle ne 
l ' e s t  pas  toujours). Peut-on maintenant admettre qul une fonction (discontinue peut-être) 
e t  qui n ' e s t  jamais nulle r e s t e  toujours au-dessus dl une certaine quantité ? non. 

Considérez par  exemple la  fonction <p(x) définie par  q (x )  1, x $ O, ~ ( 0 )  = O, 
il y a des  fonctions de ce genre dans le calcul intégra1,et formez 1 - ~ ( x ) ( l - x ) .  
Cette fonction s e r a  égale à x,  en général,  sauf pour x = O elle devient égale à 1.  
Elle n ' e s t  donc jamais nulle e t  pourtant, comme elle es t  égale à x pour des valeurs 
t r è s  voisines de O ,  elle s e r a  au-dessous de toute quantité donnée. 

Mais je vois a r r ive r  votre objection. Je ne veux pas entendre par le r  de telles 
fonctions. Vous ne pouvez pas  le faire ici, puisque cette valeur limite H fonction de x 
que vous introduisez pour les besoins de votre  démonstration, vous n 'en  ê tes  pas le 
maître. . . 

Voilà donc la différence en t re  nos deux démonstrations. La mienne admet le 
maximum d 1  une fonction continue (point que 1' on peut démontrler). La vôtre admet 
qu' une fonction discontinue qui n ' e s t  jamais nulle a un minimum, proposition plus que 
contestable puisqu ' elle es t  fausse.  

Lettre du 2 mai 1874 

. . . Cela pos6,vous n '  avez le droit de donner le nom de fonction à cette valeur 
H dépendante de x, qul  à la  condition dl appeler fonction,toute variable définie dl une 
manière c la i re  pour chaque valeur de la variable indépendante x entre  des limites 
données. 

D ' ap rès  cela ,  si vous adoptez cette définition de  l a  fonction, e t  je viens de vous 
prouvez que vous ê tes  obligé de le fa i re ,  vous ne saulrez pas grand chose s u r  H e t  
j ' aura i  le droit de vous contester la proposition que vous voulez absolument regarder  
comme évidente. Voyez du r e s t e  à quelles conséquences inexactes vous ê tes  conduit. 
N e  soutenez-vous pas que toute fonction a pour valeur,  pour x = x la limite ve r s  

O' 

laquelle tend f(x +h) quand h terd v e r s  zé ro  par des valeurs positives ou négatives. 
O 

Et ,  bon dieu ! que devient cette limite quand la  fonction e s t  discontinue. On ne peut 
même pas  en  par le r .  Vous supposez dorc implicitement que H es t  continue e t  c ' e s t  
le point que je conteste. 

Vous ferez c e  que vous voudrez de m e s  objections. h4ais descendez en votre 
for  intérieur e t  dites-moi franchement s'il y a deux ans  vous n 'aur iez  pas accumulé 
contre moi les objections si j ' é ta i s  venu vous raconter qu ' i l  y a des fonctions continues 
n'ayant pas de dérivée. Vous m'auriez envoyé propener en refusant de m e  l i r e  comme 
vous le faites aujourdr hui,et pourtant l'elle tournetf .  



. . . Mais cela m e  fait de la peine de voir  que vous voulez absolument passer  à &té de 
la seule exposition rigoureuse e t  simple du calcul différentiel pour vous faire Critiquer 
par  des Schwarz e t  des Gilbert e t  d lune  manière t r è s  spécieuse car Gilbert a en  partie 
eu raison contre vous dans la note qu ' i l  a mise aux Annales. l1 

Let t re  du 2 1 mai 1874 
11 1 P . . . . Prenez une fonction égale à - pour x = - e t  à 1 pour x incom- 

4 4 
mensurable. Elle ne s e r a  jamais nulle en t re  1 e t  2 e t  n ' au ra  pas de minimum. 

Je sais bien ce que vous allez me dire, vous ne voulez pas  de ces fonctions ; mais 
je vous répèterai  pour 12. millième fois que la fonction au sujet  de laquelle nous discutons 
n l e s t  pas  de  celles que vous puissiez éca r t e r  puisqu elle s ' introduit dans vos raisonne- 
ments s ans  que vous ayez le droit de ne r ien  supposer s u r  son compte.I1 

Let t re  du 9 décembre 1874 

Won  cher  ami, Vous tenez donc à ce q ue nous recommençions notre discussion. 
Pour  ma par t ,  je ne demande pas  mieux. Bien qu 'il me manque une feuille de votre t ra i té ,  
je vais d 'abord commencer pa r  vous dire  quels sont les points où selon moi vous n ' ê t e s  
pas  a s sez  rigoureux. 

Article 55. Si la fonction croât , la dérivée e s t  positive ou nulle. Si elle décroît,  
la dérivée e s t  négative ou nulle. Donc, si l a  dérivée e s t  positive, la fonction e s t  
croissante.  Si elle e s t  négative, la fonction e s t  décroissante. Mais qul  arrive-t-il si 
elle e s t  nuile dans tout l ' intervalle ? On ne le voit pas  d ' a p r è s  les remarques que vous 
fai tes.  En outre,  vous prouvez bien que la fonction e s t  croissante dans tout l l in terval le ,  
si la dérivée e s t  positive;en résulte-t-il que f(xl) e s t  plus grand que f(xo) si x1 

e t  xo sont des  valeurs de x dans l ' intervalle telles que l1 on ait  x l  > xo? 

Article 52. Vous savez ce que je vous reproche,  je vous en  ai parlé bien des fois. 
J I  y reviendrai  si vous le désirez .  

Article 58. La quantité E tendant v e r s  z é r o  quand, y+dy restant  constant, 
dx tend v e r s  zéro ,  vous ne pouvez r ien  conclure pour ce qui a r r ive  lorsque dx , dy 
tendent v e r s  zé ro  en  même temps. C e s t  toujours ma rgmarque relat ive aux infiniment 

dxd petits fonctions de deux variables.  Par exemple dw + dv tend v e r s  zé ro  quel que soit  

dy nul ou fini quand dx tend v e r s  zéro ,  dy restant  fixe. Mais si dy tend v e r s  
zéro ,  par  exemple de telle manière que l ' o n  ai t  dx + dy = dx3, votre infiniment petit 
augmente indéfiniment. Cette objection se &percute s u r  votre théorie de la  dérivée des  
fonctions composées. 

126. Votre théorème IV e s t  inexact. Je vous ai donné des  exemples e t  du r e s t e  
il ne s e r t  pas. 

154. Vous établissez le théorème des accroissements finis par  une méthode qui 
suppose la continuité de la  dérivée e t  qui e s t  beaucoup plus longue que celle de Bonnet 
qui ne la suppose pas.  

En outre,  ce théorème des  accroissements finis comprend comme simples corollai- 
res tous les développements que vous donnez ensuite e t  démontrez par  des méthodes 
directes .  

P a r  exemple, pour la  série de Taylor il faut simplement appliquer ce théorème 
à la fonction 



a-x ( a )  - ( x  - f x  - . . . - (a-x )" 
1 .2 .3 . .  . n  fn(d 

. . a .  

Vous voyez que je porte la guerre s u r  votre camp. Ne ml  en veuillez pas. C ' est que je 
voudrais que votre traité, dl excellent à tant d '  égards, devînt tout-;-fait irréprochable. 
Si vous vouliez adopter la marche que je vous propose et accepter la démonstration 
Bonnet pour le théorème des accroissements finis, tout irait sur des roulettes. Quant à 
ce que vous me dites de mon travail, c 'est  bien vrai, mais ne croyez pas que ce soit 
1' ambition de 1' Institut qui  rne guide. J I  ai un but supérieur à celui dl arriver à l'Institut ; 
apprendre les mathématiques et rendre des services à m e s  élèves.. S u r  ce mon cher ami, 
Vôtre bien dévoué, 

Lettre du 12 décembre 1874 

l1Oui, nous avons de la peine à nous entendre et ce n'est pas ma faute. A chaque 
instant, quand je vous fais une objection, vous l'écartez pour des raisons qui  équivalent 
à peu près à ceci : j 'écarte les fonctions pour lesquelles 1' objection est valable. 
Remarquez que je ne limite pas votre droit de traiter seulement certaines classes de 
fonctions, de faire dans les énoncés toutes les restrictions que vous voudrez, j ' attaque 
seulement la logique de vos raisonnements. 

(~arboux redonne alors l'exemple des infiniments petits à deux variables) 

. . . Ainsi,je crois ainsi vous montrer clairement que vous admettez plus que vous ne 
savez,que vous faites une erreur de raisonnement et à cela que répondez-vous ? Montrez- 
moi une fonction où E soit de cette forme. A coup sûr, je ne pourrais pas vous en 
montrer puisque le théorème est vrai; mon but est de vous montrer que votre raisonnement 
remplace une supposition parfaitement admissible, par une autre q u i  n ' est pas équivalente . 

Et remarquez-le bien, il serait bien inutile de répondre : jf écarte les fonctions 
pour lesquelles on n'a pas le droit de faire cette substitution, car alors autant voudrait 
dire : j t  écarte les fonctions pour lesquelles le théorème est inexact1'. 

Lettre du 15 janvier 1875 

(dans cette lettre Darboux propose un plan pour un traité de Calcul ~nfinitésimal) 

- fonctions continues, leur définition, exemples, dérivées des fonctions simples ; 
théorème des accroissements finis  (démonstration Bonnet arrangée) ; 
étude de la variation des fonctions. 

- série de Taylor par le théorème des accroissements finis et par la démonstration 
que vous me donnez, de Sturm je crois ; 
infiniment petits dl ordres entiers, dl ordres fractionnaires, dl ordre nul  ou infini. 

- dérivée des fonctions de plusieurs variables. 

- dérivée des fonctions composées (démonstration rigoureuse) ; 
différentielle, fonctions de plusieurs variables. 

- dérivées dl ordres supérieurs (je vous ai quelque chose là-dessus) 
changement de 1 ' ordre des dérivations. 

- Note générale s u r  les séries, développement pour la série de Taylor et de 
Maclaurin, séries à plusieurs variables. 



- changement de variables ; q (x+h) - a (x) applications analytiques, théorème x+h - , vraie  valeur de O 
O " '  

- maximum, minimum, e tc .  . . 
- applications géométriques. 

Si vous tenez à l 'introduction de Il' intégrale dans le Calcul Différentiel, c e  qui 
n '  a plus de raison dl ê t r e  avec les démonstrations que je vous propose, j ' y consens. 
Vous le placerez où vous v o ~ d r e z ~ ~ .  

Lettre du 18 janvier 1875 

V o i c i  la démonstration du théorème : si f '  (x) = O,  f(x) = cte  comme vous 
1 ' exposez. Je la reprends.  Soit xo e t  x , 2 valeurs de x entre  lesquelles la 

dérivée f ' (x) = O .  Je pose 
x l  - X  = n h  

O e t  j 'ai les équations 
f(xo+h) - f(x ) = hs l  

O 

X -X 1 O f(xi) - f(xo) = - + (c l  t . .  .+ E ). n n 

Or lorsque .. n augmente indéfiniment toutes les quantités E e t  par  conséquent la plus 
grande en  valeur absolue q tendent v e r s  zéro ,  e t c . .  . . 

Voici ce que je reproche à votre raisonnement que personne ne trouve plus rigou- 
reux.  Quand on pose 

E e s t  une fonction de  deux variables x e t  h qui tend v e r s  zé ro  quand x, restant  
fixe, h tend v e r s  zéro.  Mais si x e t  h varient comme dans votre démoristration, 
bien mieux, si à chaque nouvelle subdivision des  intervalles x,-x0 il nait de nouvelles 
quantités E, je n ' y  vois plus clair du tout e t  votre  démonstration n ' a  plus qu' une appa- 
rence de rigueur.  Ceci e s t  tellement v ra i  que vous seul  vous entêtez e t  qu ' elle a é té  
abandonnée par  tous les professeurs de spéciales dl ici. 

Supposez, par  exemple, que vous divisiez les intervalles en 2 ,  puis ceux-ci en 2 
égaux, e t  ainsi  de suite.  Quand vous aurez 2" intervalles l a  subdivision e n  amènera - 

2n+1 e t  il naîtra 2" quantités E. Je suppose que chacune de c e s  quantités qui 
naissent tendent v e r s  zé ro  mais commencent toujours par  ê t r e  supérieures à 1/2 par  
exemple. Vous ver rez  que la démonstration ne s ' applique plus. Vous ne pouvez vous 
t i r e r  de l à  que de deux manières différentes. 1 . en  changeant la démonstration, c e  que 
je vous conseille. 2 .  en prouvant que si une fonction a toujours une dérivée entre  x 

0 e t  x, on peut trouver une quantité h telle que pour toutes les valeurs de x comprises 
1 entre x et x. et toutês :es valeurs h l  de h D ~ U S  petites s u '  une certaine limite, 

étant prix fixe, mais aussi  petit qu i  on le veut, ce qui e s t  difficile. Pour r l enbe  rigoureux 
tout cela, vous se r iez  obligé de faire quelque chose de lourd e t  dl impossible. Toutes les 



fois  que vous calculeriez une dérivée f l (x) vous se r iez  obligé de démontrer que 

e s t  un infiniment petit quand b tend v e r s  zé ro  e t  x varie,tendant v e r s  une certaine 
limite. Comment pourriez-vous faire cela pour les dérivées des fonctions composées, 
desfonctions de fonctions, e tc .  . . Je ne vous par le  pas des au t res  points, les objections 
sont les mêmes, elles sont universellement acceptées ces objections par  Thomae, Weier- 
s t r a s s ,  e t  tous les autres .  On reprocherait beaucoup à votre t ra i té  de ne pas  en  tenir  
compte. Il n'  y a que deux moyens d 'é tabl i r  rigoureusement le théorème des  accroissements 
f inis ,  le calcul intégral e t  l a  démonstration de Bonnet que du r e s t e  je donnais moi-même 
dans mon cours .  Présentez-là comme cela : 

Première leçon, définition de la dérivée ; accroissements finis. 
Soit la fonction 

q ( x )  = f (a-1-h) - f (x) - M(ath-x) 
où M définie par  

f(a+h) - f(a) - Mh = 0.  

La  fonction s l annule pour x = a e t  pour x = a+-h. Dans 1' intervalle, elle passe  donc 
p a r  un maximum. Pour ce maximum, la dérivée e s t  nulle, donc M = f ' (a + 8 h) . 
Supposons maintenant le théorème établi.  Vous démontrez t r è s  simplerient tout c e  q ui se 
rapporte à la variation des fonctiors. . . . . . 
((Ainsi que c e  qui se rapporte)) 

aux dérivées des  fonctions composées. . . . . 
Que diable voulez-vous que je vous dise de plus. . . . . 
Ainsi ,  en résumé, je ne vous approuverais pas de conserver les démonstrations pour le 
théorème fondamental des accroissements finis e t  je vous indique pourquoi. Demandez à 
Bourget s l il' trouve rigoureuse votre démonstration du théorème, si f l (x) = O e tc .  . 
du théorème des accroissements finis,  il vous répondra que non. Demandez-le à Painvin, 
à qui vous voudrez. 

Le t t re  du 24 janvier 1875 
II . . . . Il importe peu que les théorèmes établis soient plus ou moins généraux, mais 

il importe beaucoup d'habituer les jeunes gens à raisonner juste e t  c ' e s t  une condition 
à laquelle ne me paraît pas  sat isfaire votre exposition des principes du calcul irifinitésimal. 
.... 
Pour  que votre exposition soit  juste, il faudrait que vous puissiez démontrer que E 

donné, on peut toujours trouver h tel  que 

pour toute valeur de x comprise entre  les deux limites, 8 étant plus petit que 1 .  
O r  c ' e s t  c e  que vous ne prouvez pas e t  si vous voulez le prouver vous aurez  une marche 
t r è s  compliquée. 

La seule marche que je connaisse e t  qui soit  conforme aux principes e s t  la méthode 
si simple que j ' e ssaye  en vain de vous fa i re  adopter. Essayer  donc un peu comme applica- 
tion de votre méthode de démontrer que l 'équation 

e t  vous ver rez  un peu si vous zurez une marche auss i  simple que celle que je vous propose. 



Les objections que vous adressez à la méthode Bonnet ne sont véritablement pas 
équitables. Elle e s t  t r è s  naturelle ; quoi de plus simple que d'admettre qu' une fonction 
qui va de O à O passe  par  un maximum en valeur absolue. 

La simplicité avec laquelle tout se déduit dl un principe uniforme e s t  loin de se 
rencontrer dans la  vôtre où vous me"1ez calcul différentiel e t  calcul intégral. Voyez ce 
que deviennent vos théorèmes si on veut les énoncer rigoureusement. Parmi les fonctions 
satisfaisant à cette condition que pour chaque valeur de E on peut trouver une valeur 

de h telle que f(x+û h) - f ' (x )  
Oh < E, celles dont la dérivée e s t  constamment nulle sont 

des  constantes. 

Alors chaque fois que vous prendrez une dérivée e t  que vous voudrez appliquer 
les théorèmes fondés s u r  la supposition précédente, vous se rez  donc obligé de vérif ier  
si elle es t  satisfaite. Allez donc le faire pour les fonctions de fonctions e t  les fonctions 
composées. 

Allez donc un peu m'expliquer, je vous pr ie ,  pourquoi si 1' on prend la règle  des 
2 1 1 1 fonctions composées la dérivée de y = x s in  - on trouve - cos  + 2x sin - ce qui x )  X 

pour x = O e s t  indéterminée tandis que la vraie  valeur e s t  l i m  = O,  e t  pourtant 
il n t  y a là que des  sinus e t  des puissances de x .  Vous craignez dex paraître copier 
S e r r e t .  Si vous pers is tez  dans votre méthode vous paraîtrez copier tout le monde. Voilà 
tout. 

Ainsi en  résumé, pour défendre votre méthode, vous ê t e s  obligé dl admettre un 
principe dont il faudra faire la vérification à chaque instant e t  qui transformera la  science 
en  quelque chose d'empirique e t  cela parce qu ' i l  ne vous semble pas  que la démonstration 
de onnet oit naturelle. En outre vous ferez des  raisonnements inexacts pour ' dIu d u 
d x = m y 9  pour la dérivée des  fonctions composées, e tc .  quand vous auriez un 

avantage énorme de  simplicité e t  de nouveauté à adopter la méthode la  plus exacte. II 

Lettre  du 3 1 janvier 1875 

'! .... 2 1 
Je vous demandais de m'expliquer pourquoi la fonction x s in  - qui a une dérivée 

X 

pour x = O met en défaut la régle  de  la dérivée des  fonctions composées. Car  
2 1 y = x  s in  1 ; l im  = lirn x s in  - = 0. 

X X X 

Vous lisez que cette fonction n ' a  pas  de dérivée pour x = O .  Là n 'es t  pas  la nature de 
1 ' objection que je vous ai adressée .  Je vous a i  dit,  d ' après  la  règle  des fonctions 
composées ((la vôtre))  on a 1 3 = 2x s in  - - 1 

dx COS ; , 
X 

expression indéterminée pour x = O ,  tandis que, dl ap rès  le raisonnement primitif, la 
dérivée e s t  parfaitement déterminée, elle e s t  nulle. Si vos méthodes sont  bonnes, il faut 
que vous puissiez m'expliquer t r è s  nettement quel point de votre raisonnement e s t  en 
défaut dans le c a s  actuel. Sans  cela vos démonstrations ne sont pas  des démonstiratiovs. 

Ainsi voilà la  première question que je vous adresse .  En second lieu, il ri ' es t  

nullement exact de d i r e  que,supposer l i m  f(x+h) - f(x) = f 1  (x) quand h tend v e r s  O, h 
e t  supposer qu'on puisse trouver pour chaque E une quantité h telle que 

f(x+eg) - f(x) - f ' (x) < E pour toutes les valeurs de x comprises entre  deux limites, h 
soient une même chose absolument parlant. Il y a un abîme en t re  c e s  deux propositions e t  
en  voici la preuve. 



Imaginez une fonction pour laquelle on aurait  

La  première supposition se ra i t  vérif iée,  l a  seconde ne le se ra i t  pas. 

Quant à vos observations qu ' i l  importe peu que vos théorèmes s ' appliquent ou ne 
s ' appliquent pas à de telles fonctions, je tomberai dl accord avec vous s u r  c e  point. Mais 
il importe beaucoup que vos raisonnements soient justes et  que si certains exemples met- 
tent vos règles  en  défaut, vos élèves soient en mesure de due pourquoi. Sans  cela vous 
justifierez ceux qui prétendent comme la  Gournerie, que le Calcul Infinitésimal e s t  une 
affaire d'expérience e t  qu ' i l  e s t  v ra i  parce que, jusqulici,on n ' a  pas pu prouver le con- 
t r a i r e .  

Remarquez bien que c ' e s t  là que vous e n  ê t e s .  Quant aux démonstrations de Bonnet, 
il e s t  v r a i  qu'el les Font présentées de manière peu attrayante 

Le t t re  du 2 févr ier  1875 

"Non, nous ne sommes pas auss i  p r è s  de nous entendre 
dire e t  cela p a r  votre faute. Je vous répète que je ne fais pas 

mais cela peut s ' ar ranger .  

que vous voulez bien le 
plus de c a s  que vous des 

fonctions b izar res ,  que je ne tiens pas  à les introduire, mais j 'ai le droit de vous deman- 
der de raisonner juste dans un l ivre  élémentaire. 

2 1 Quand je vous présente l'exemple de x s in  auquel la règle des fonctions 

composées ne s 'applique pas,  j ' a i  le droit de vous demander comment il sefait que votre 
raisonnement ne S I  y applique pas .  Et c ' e s t  sur ce point que vous ê tes  muet. Il ne suffit 
pas  de dire :. je l ' é ca r t e  a pr ior i ,  mais il faut montrer que vos raisonnements ne seraient  
pas  applicables ici e t  c ' e s t  ce que vous ne fai tes pas .  C ' e s t  du r e s t e  une condition à 
laquelle satisfait  pleinement la démonstration que je vous ai proposée. En so r t e  que si 
vous ne m o ~ t r e z  pas  comment les suppositions fai tes dans votre raisonnement excluent cet  
exemple e t  ceux du même genre ,  j l a u r a i  le droit de d i re  qu ' i l  manque de netteté ou qu ' i l  
e s t  inexact. 

Je ne complique pas les raisonnements 'Ipour le seul plaisir  d'eilglober des  fonctions 
2 1 comrrre x sin - mais je tiens à raisonner juste e t  à donner des  théorèmes e t  non des 

X 

à peu p rè s  de théorèmes. Voilà tout. 

Quant à la question de la dérivée, cette fois vous déplacez l a  question. Il e s t  clair 
que pour une valeur xo de x ,  d i r e  que 

f(xo+h) - f(xo) 
lim h = f ' (x0) 

c ' e s t  l a  même chose que de dire : on peut trouver h telle que 

pour cette valeur de fi e t  pour toutes les valeurs plus petites. Mais il y a un abîme 
en t r e  cette proposition e t  la suivante : 

Etant donnée une fonctior f(x) qui a une dérivée pour toutes les valeurs de x 
comprises entre  a e t  b ,  on peut à toute quantité E faire c o r r e s p o ~ d r e  une quantité 
h telle que 

pour toute valeur de x comprise entre  a e t  b ;  



C a r  il es t  bien certain que pour toute valeur x ,  de x comprise entre  a e t  b ,  
il y aura  une quantité hl telle que 

f(x+@ h l )  - f (xl )  
- f1(x1)  < &, 

Ohl 
mais r ien ne prouve ni n'exige que lorsqu' on fera  var ier  

1 entre  a e t  b cette 
quantité hl  demeurera au-dessus dl un certain minimum h.  

Pa r  exemple, la fonction f (xl ) étant telle que pour x = - P étant réduit à sa  
1 9 '  4 

plus simple expression h - 1 vous voyez qu' entre  a e t  b ,  hl n '  aurlait pas de 1 - q 7  
minimum, que vous ne pourriez pas appliquer la  seconde proposition, la première étant 
toujours vraie.  Donc elles ne sont pas identiques. 

Ainsi en  résumé la  définition de la dérivée vous donne pour chaque x l  une 
quantité h, telle que 

Vous ajoutez pour obtenir 1' autre  propositon que hl demeure, quand x var ie  de a 
à b ,  au-dessus d '  un certain minimum h. Cette seconde supposition n ' e s t  ni prouvée, 
ni même vraie.  

Si je vous tourmente s u r  les principes du calcul infinitésimal, c ' e s t  que je voudrais 
vous voir produire quelque chose de véritablement neuf, la rigueur au lieu de 1' à peu près  
de  Duhamel e t  de ses prédecesseurs qui a donné lieu au mot délèbre de d'Alembert allez 
en  avant et  la foi vous viendra. Non, on pe peut exposer toutes ces choses là comme de la 
géométrie. Savoir  ce que 1 on admet, ce qu on démontre e t  c ' e s t  un grand point. Ce besoin 
de  netteté e s t  si répandu que Moigno a un succès fou, malgré ses démonstrations indigestes, 
dans les universités anglaises e t  allemandes. On commence à tenir à la  r i guew e t  j ' a i  la 
conviction que vous vous trouveriez bien de suivre  mes  conseils .If 

Lettre du 25 févr ier  1875 

I l .  . . Vous exposeriez t r è s  bien,si vous suiviez m e s  idées,  ce que S e r r e t  a gâté. 
Vous vous obstinez pour une vétille. . . . . 

I l  s ' ag i t  dl un point t r è s  délicat où je voudrais vous voir réformer des idées 
universellement admises e t  fa i re  oeuvre de novateur. 

Lettre du 27 novembre 1875 

I1l'our ce qui concerne c e  fameux théorème des accroissements finis,  . . . . je vous 
a i  dit:votre démonstration n e s t  pas bonne 2 moins que vous n admettiel pas un certain 
point A qui n ' e s t  pas v ra i  pour toutes les fonctions. Vous ml  avez dit : mais j ' exclue 
les fonctions pour lesquelles c e  point A n ' e s t  pas vrai  . . . . . 
. . * 
Je vous a i  proposé a lors  de prendre cette démonstration du théorhme des accroissements 
finis qu i  se trouve dans le cours  dc S e r r e t ,  dans celui de Weierstrass e t  qui n'admet pas 
le point A . 
. . . .  
( ' e  point 1 e s t  le suivant : si un infiniment petit f(x, y )  s 'annule toujours quand, 
x restant lixe, y tend v e r s  zé ro ,  il rie S I  annule pas n e c e s s a i r e ~ e n t  quand x et y 
varient. 



Exemple : tend vers  zéro avec y quel que soit x fixe, mais si x x - a+v 
Y 4 varie e t  tend ve r s  a par la  formule x-at,y = y , l'infiniment présumé devient infini- 

ment grand. A t i t re  de renseignement, je dois vous dire que depuis que des objections 
de cette nature ont é té  faites, i c i  même dans les Cours de Spéciales, on a adopté la  marche 
que vous attribuez à Ser re t  e t  qui n ' e s t  pas plus à l u i  qu' à un autre.  (Elle serai t  dans 
tous les cas  à Bonnet). 

Lettre du 2 1 octobre 1875 

"Je vous a i  proposé un autre plan pour le commencement e t  vous n'avez pas voulu 
me  c ro i re .  

. . . . Si vous m'aviez écouté, vous auriez fait un traité comme il n1 y en a pas 
encore. 

Lettre d u  27 décembre 1880 

"Je ne demanderais pas mieux que de discuter avec vous s u r  tout ces  principes du 
Calcul Infinitésimal que Mansion d 'a i l leurs  agite sans les bien comprendre. . . . Quand une 
fonction es t  finie continue e t  réelle e t  que l 'on considère toutes les valeurs de la variable 
x comprises entre  a e t  b , la fonction a une certaine valeur minimum qui e s t  effecti- 
vement atteinte pour une valeur de x comprise entre a e t  b ou égale à une des 
valeurs extrêmes. Vous considérez ce théorème cornme évident e t  je le  veux bien, je crois  
que j ' en ferai de même si j ' écrivais un traité élémentaire, mais l a  preuve qu ' il n ' es t  pas 
évident, c ' e s t  qu ' i l  y a des fonctions discontinues pour lesquelles il n 'es t  pas vrai .  Du 
moment qu ' un théorème n ' es t  pas vrai  pour toutes les fonctions, il e s t  c la i r  qu ' il a besoin 
dl ê t r e  démontré dans le cas  des fonctions auxquelles il es t  applicable. 

Remarquez que vous insérez une belle démonstration de Cauchy pour prouver que 
si une fonction continue varie de a à b, elle passe par  toutes les valeurs intermédiaires. 
Or  c e  théorème Z i  l 'époque où Cauchy 1'  a énoncé e t  même pl us tard,  une foule de gens le 
considéraient comme évident. 

Let t re  du l e r  mai 1 880 

''Quant à c e  qui concerne les intégrales définies, l a  différentiation sous le signe 
il e s t  certain que ce  sont des questions difficiles e t  que si l 'on vous attaquait du bon 
côté, vous auriez de l a  peine à répondre. Mais ceci n ' e s t  pas un reproche à vous faire 

S 
spécialement. Bouquet e t  moi, nous avons vérifié que pas  une des démonstrations de 
S e r r e t  où l ' intégrale a une de ses limites infinie n ' e s t  exacte.' '  

Le t t re  du 2 janvier 1882 

"Je crois que nous ne nous entendrons pas s u r  la  discussion relative au maximum 
e t  au minimum. Je prends la fonction 

2 .  Voilà une fonction qui ,tant que x e t  y sont différents de zéro,  es t  égale à x i-3 + 
Elle es t  donc toujours supérieure à 2 dont elle s '  approche autant qu'on le veut 
lorsque x et  y deviennent de plus en plus petits. Cependant si l 'on fait x = y = O 
s a  valeur devient brusquement égale à 3. Vous voyez donc bien que voilà une fonction 
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