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: du Ju
Remplagant o’ ow’ par leurs valeurs
OBy Ry
__Op _ Ow
oF ' oF, 7
du ou
. T g . J oF, .
cette expression deviendra égale & SF- 5 &b comme —— a au point
1

. ou
(@0, Y05 ++ «5 WUg, Pg, Wy, «..) une valeur finie et différente de zéro, J;
sera lui-méme fini et différent de zéro.
On pourra donc, par hypothése, déterminer des fonctions ¢, w, ...
" des variables indépendantes z, y, ..., qui satisfassent identiquement
aux équations ®3 = 0, ¥3 =0, ..., quise réduisent & ¢y, w,, ... pour -
% =2,y =¥y, ... et qui admettent des dérivées partielles aux en-
virons de ce point. Substituant ces valeurs de ¢, w, ... dans Iex-
pression de u, on obtiendra pour u, ¢, w, ... des fonctions de z,
Y, ... satisfaisant aux conditions requises.

39. CGourbes continues. — Nous appellerons courbde la suite des
points représentés par les équations

xz=f(¢), y=9(t)

ou f, ¢ sont des fonctions de la variable indépendante ¢. Si ces fonc-
tions sont continues, la courbe sera dite continue.

Si ces fonctions ont une période commune v, la courbe sera fer-
mée. Elle aura d’ailleurs des points multiples si 2 et y reprennent
simultanément les mémes valeurs pour des valeurs différentes de ¢
(pour des valeurs qui ne soient pas égales aux multiples prés de la
période, s'il s’agit d’'une courbe fermée).

La distance d’un point fixe £, % 4 un point ¢, 2, ¥ d’une courbe
continue est une fonction continue de ¢; si le point (§, ) n’est pas
sur la courbe, cette fonction ne s’annulera pas; elle admettra donc un
minimum différent de zéro, qu'elle atteindra pour une certaine valeur
de'¢, et qu'on pourra appeler la distance du point (§,7) 4 la courbe.
- Soient de méme (¢, z, y) et (u,§, n) deux points pris sur deux courbes

s=f(1), “y=9¢(t) e E=F(u), 7=

Leur distance est une fonction continue de ¢ et de u. Si les courbes
ne se rencontrent pas, cette fonction ne s’annulera pas. Elle atteindra
donc, pour un certain systéme de valeurs de ¢, u, une valeur mi-
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588 . : SUR QUELQUES POINTS

nimum, différente de 2éro, qui sera la plus courte distance des deux’
courbes.

Soient, enfin,

(¢, 2, ) et (¢', ', y") deux points variables quelconques pris sur une
méme courbe;

A = (&' — @)+ ()’ — y )2 leur distance;

t'—t = h la différence de leurs arguments. Si la courbe est fermée,
cette différence n’étant déterminée qu’aux multiples prés de w,
nous'adopterons celle de ses valeurs qui est comprise dans l'inter-

W, w
valle de — — a4 —.
2 2

D’aprés les propriétés des fonctions continues, on pourra, quelle
que soit la quantité «, déterminer une autre quantité B, telle que,
pour toutes les valeurs de % dont le module est < B, on ait

mod(2'— z) < Nl , mod (y'—y) < —E-, d’otr A <L a.
V22 Va

Réciproquement, lorsque la courbe n’a pas de points multiples, si A
tend vers zéro, il en sera de méme de 4. En effet, A est une fonction
continue de ¢ et de &, qui ne s’annule que pour 2 =o. Si donc on
considére tous les systémes de points #, ¢ + &, o le module de A sur-

_passe une quantité fixe quelconque B', il existera dans cette suite un
systéme pour lequel A prendra une valeur minimum «, différente de
zéro. Si donc A < o', on aura nécessairement A& < §'.

Supposons maintenant 2 <, et considérons un point quelconque de
I'arc de courbe compris entre ¢ et ¢'. Son argument ¢'= £+ 0 2(0 >0<1)
différera de ¢ et de ¢’ d’'une quantité dont le module est < §. La dis-
tance de ¢ & chacun des points ¢ et ¢’ sera done < a.

Nous obtenons donc ce résultat :

St la distance de deux points t, t' d’une courbe sans points
multiples est infiniment petite, la distance de ces mémes points
& un point quelconque ¢’ de I’arc qui les joint le sera également.

40. Cela posé, soit C une courbe fermée sans points multiples. Don-
nons 3 'argument ¢ une série de valeurs infiniment voisines &, .-«
¢, ..., embrassant une période. Sur les points ainsi déterminés, con-
struisons un polygone inscrit P. La distance d’un quelconque de ses
sommets, tel que ¢;, aux divers points de l'arc de courbe ¢;Z;4+1, €t RO~
tamment 3 son autre extrémité £, pourra étre supposée < &, S.étant
une quantité infiniment petite, indépendante de la position du point tis
La distance d’un point quelconque ¢, pris sur I'arc £;Z;+1, @ un autre
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DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 989

point ¢ pris sur la corde ¢;¢;44 sera T8+ LU Tt + it < 28,

Le polygone P peut avoir des points multiples; mais on en déduit
aisément un polygone réduit P’ sans points multiples, et tel que la
distance de deux points quelconques ¢, ¢, pris sur une partie de la-
courbe et sur la partie correspondante de ce polygone, soit infiniment
petite, et cela uniformément.

Suivons, en effet, le contour du polygone P jusqu’a ce que nous
arrivions 3 un point multiple a; soit titivs le cOté sur lequel il est
situé. Continuons 4 suivre le polygone jusqu’a ce qu’on arrive a un
second cOté £r¢z+1, passant également par le point multiple a. Les
droites ¢;¢.44 et f4854 ayant une longueur << d et se coupant au
point @, la distance des points ¢; et £44q sera <29, quantité infini-
-ment petite. La différence ¢z4 — ¢; de leurs arguments sera donc < ¢
en valeur absolue, ¢ étant une quantité infiniment petite.

Si cette différence est positive, la distance au’ point #; d’'un point
quelconque de arc ¢;2;44... Lx+1 sera < 7, 3 étant un infiniment petit.
La distance d'un point quelconque ¢, pris surla partie ¢;. .. £, de cet
arc, & un point quelconque ¢ pris sur la droite #;a, sera donc < 7 =+ 9.
D’autre part, la distance de deux points quelconques, pris sur Varc
Lklr+1 et sur la droite afz, est << 28. Si donc, en décrivant le-
contour du polygone P, nous nous abstenons de décrire la boucle
@litq. .. fx @, de maniére & substituer a la ligne polygonale ¢;¢;44 ... 24
la droite ;@ et, au cOté £x4+q, la partie atz, de cette droite, nous
obtiendrons un polygone réduit Py, ayant moins de points multiples
que P, et tel qu'en prenant arbitrairement deux points ¢, # sur une
partie de la courbe et sur la partie correspondante du polygone, leur
distance soit constamment < «, « désignant un infiniment petit, égal
‘d la plus grande des quantités o + §, 28.

Si la différence 244 — ¢; était négative, au lieu de supprimer dans
le polygone P la boucle at;yy... ¢za, on supprimerait 'autre boucle
@li+1 ... @, et Pon arriverait évidemment au méme résultat.

Si ce polygone Py présente encore des points multiples, on y sup-
primera une nouvelle boucle, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive
a un polygone réduit P', sans point multiple, et jouissant des mémes
propriétés.

41. Ce nouveau polygone P’ divise le plan en deux régions, I'une
extérieure, Pautre intérieure.

Nous allons établir qu’il existe toujours un point p, situé dans la
région intérieure, et dont la plus courte distance P’ surpasse une
quantité fixe, différente de zéro. '

Soient, en effet, A= (¢,, 2y, 5,) et B = (1, 21, ¥1) les deux points de
la courbe C pour lesquels 2 atteint sa plus petite valeur 2 et sa plus
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590 SUR QUELQUES POINTS..

grande valeur 2,. La courbe sera formée de deux arcs, l’un allan de
A en B, l'autre revenant de B en A

Considérons sur ces deux arcs deux pomts (2, =, y) et(t z\y ), dont;
- les abscisses soient comprises entre +§3 et 2y —Q g étant une quan-

@€ —
tité fixe arbltralre, moindre que L ; La dlstance de chacu

ces points 4 'un quelconque des points A, B étant'S 5 B, les dlﬁ'érences:
des arguments, ¢ — &y, £y — ¢, ¢’ — #1, £, — &', surpasseront une quan‘
tité fixe y; et, comme l’argument varie de o quand‘”
courbe entiére, on en conclut que #— ¢ est compri
w — 2y. La distance des points ¢ et ' ne pourra dong s’
dessous d’une quantité fixe d. .

Cela posé, la distance entre deux points choisis & volont
portions correspondantes de la courbe C et du polygone _
z désignant un infiniment petit. On pourra donc déterminer.sut _
deux points A’, B', dont les distances & A, B soient respectwement <a 5o
et le polygone se composera également de deux arcs polygonaux; l’un‘
allant de A’ 3 B',l'autre revenant de B'a A’. Prenons respectlvement
sur ces deux arcs deux points (£, n) et (¢, 4'), dont les abscisses soient
comprises entre Zo-+ 8 +a et 2;— B —a. 11 existe sur la courbe des
points ¢, ¢ dont les distances & ces deux-1a sont < a; leurs abscisses
seront comprises entre zo~+ § et #y— B; leur distance sera donc > d,
et la distance des points (£, %), (¢, v') sera > d — 2, quantité qui
devxendra, lorsque a décroit, plus grande que dy, dy étant une quan-
tité quelconque moindre que 4. : e
Cela posé, coupons le polygone réduit par la droite # = —0—: wl
Les points A’ et B’ n’étant pas du méme cdté de ceite droite, elle
traversera chacun des deux arcs A’B’ et B’A’ en un nombre impair de
paints. En remontant cette droite & partir de Uinfini négatif, on sera
"d’abord en dehors du polygone. Au premier point d’intersection, on
entrera dans l'intérieur; on en ressortira au second, et ainsi de suite.

" Supposons, pour fixer les idées, que la droite en question traverse
d’abord P'ar¢c A’B’ en m points consécutifs, puis 'arc B'A’ en n points,
puis Parc A’B’ en m/ points, etc. La série des nombres m, n, m, ...
contiendra au moins deux nombres impairs. Soit, par exemple, 7' le
premier nombre de cette nature que contient la série. Le nombre

m -+ n -+ m' étant impair, le trongon de droite contenu entre le .
m —+ n -+ m™™* point d'intersection et le suivant sera intérieur au
polygone; d’ailleurs, ses deux extrémités sont l'une sur I'arc A'B,
Pautre sur Parc B'A’.

Considérons un point quelconque de ce trongon de droite. La somme
de ses distances aux portions g et ¢’ des lignes polygonales A'B’ et
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B’A’comprises entre les abscisses %o+ 8 +a et 2y — 8 —a est au moins
égale 4 la plus courte distance de ces deux lignes, qui est > dy. Or,
lorsque le point se déplace sur le trongon de droite considéré, sa dis-
tance & ¢, d’abord nulle, varie d’une fagon continue et devient plus
grande que d;. Il existe donc sur cette ligne un point p, oit cette dis-

. . . a . o s d
tance devient égale a ;—1 La distance de ce point & ¢’ sera > ?1

&y 4

D’autre part, l'abscisse de ce point étant égale & » sa dis-

tance a un quelconque des points des lignes A'B’ ou B'A’, dont I'ab-

scisse est moindre que 2o -+ § + « ou plus grande que #;—B — «, sera
Ty — X

au moins égale ® — B —a, quantité qui, pour « assez petit,

. ' . < pgs . 1 — X
devient plus grande que toute quantité d, inférieure & —12_°—p.

La plus courte distance du point considéré au polygone P’ sera donc
> 1, { désignant la plus petite des quantités 1 d; et ds.

42. Cela posé, le lieu des points du plan qui sont i la distance «
d’un coté du polygone P’ se compose de deux droites égales et paral-
leéles & ce codté et de deux demi-circonférences reliant leurs extré-
mités. Tragons ces droites et ces cercles pour chacun des cotés de P'.
L’ensemble de ces lignes auxiliaires décomposera le plan en un cer-
tain nombre de régions. Considérons, en particulier, celle de ces ré-
gions qui contient le point p. Elle est intérieure a P', et tous les
points de son intérieur seront & une distance de P’ plus grande que a.
Elle sera limitée par un contour fermé R sans point multiple, dont
chaque point sera & la distance « de P'. Le cercle de rayon I — a, dé-
crit’du point p comme centre, sera en entier dans son intérieur. Au
contraire, tous les points de la courbe C lui seront extérieurs, car
leur distance a P’ est < a.

. Décomposons le contour R en éléments infiniment petits par des
points de division a, @', @', .... Soient ab, a'd’, ... des droites
de plus courte distance menées de ces points au contour P’. Ces
droites auront « pour longueur commune. Elles ne peuvent rencontrer
sur leur parcours ni R ni P'; car, si cela avait-lieu, on aurait sur R
un point dont la distance & P’ serait < a. Elles resteront donc dans
Pespace annulaire compris entre R et P’. Enfin, elles ne peuvent se
couper mutuellement; car, si ab et a'd’, par exemple, se coupaient
en un point ¢ de leur parcours, on aurait évidemment

ab'+a'b<ab+ab <2aqa;

Pune des deux distances abd’, a'b serait donc << a. On aurait donc ici
encore, sur R, un point dont la distance & P’ serait < a.
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Cela posé, soient ab, a'b’ deux lignes de plus courte distance con-
sécutives. A la portion &cd' du polygone P, comprise entre b et o,
correspond un arc BB’ de la courbe C, dont les extrémités B, B’ sont
respectivement a une distance < « de & et de &'. La dlstance recti-
ligne des points B, B’ sera infiniment petite, car elle est au plus
égale a ' .

Bb -+ ba + aa'+ a'b'+ b'B,

quantité moindre que 4« + aa’. Donc tous les points de 'arc BB’
sont & une distance infiniment petite de B. Il en sera de méme
des points de la ligne polygonale b¢c#’, dont chacun est ¢loigné de
moins de « de I'un des points de BB'. D’ailleurs Ia ligne polygonale
Bbaa'b'B’ est également infiniment petite. Donc tout le contour po-
lygonal baa’b’ cb sera contenu dans un cercle de rayon infiniment petit
décrit autour de B, et tous les points de la région intérieure a ce
contour seront infiniment VOlSlIlS de B.

Donc tout point de la région annulaire comprise entre R et P’ sera
infiniment-voisin de la courbe C.

Le contour R, dont nous venons d’établir les propriétés, est formé
de lignes droites et d’arcs de cercle; mais ces arcs de cercle, s'il en
existe, tournent leur convexité vers lintérieur de P’ et, en rempla-
¢ant chacun d’eux par un polygone inscrit dont les ¢tés soient assez
multipliés pour que la distance du cercle au polygone soit moindre
que la plus courte distance de R 4 la courbe C, on obtiendra un nou-
veau polygone S uniquement formé de lignes droites et jouissant des
mémes propriétés que R, & savoir : 1°il n’a pas de point multiple;
2° il contient & son intérieur un cercle de rayon fini; 3° il laisse a son
extérieur tous les points de P’ et de G; 4° tout point de I'espace an-
nulaire compris entre P’ et S est infiniment voisin de C.

43. On pourrait considérer de méme, parmi les régions dans les-
quelles le plan est décomposé par les lignes droites et les cercles
auxiliaires, celle qui est extérieure & toutes ces lignes. On verrait aisé-
ment, par des considérations toutes semblables & celles que nous

"avons développées, que tous ses points sont A une distance de P’ plus
grande que a; qu’elle est limitée par un contour fermé R/, sans points
multiples, enveloppant le polygone P’ et la courbe C, et dont tousles
points sont & la distance « de P’; que tous les points de I'espace an-
nulaire, compris entre R' et P, sont infiniment voisins de C; enfin,

* qu'on peut remplacer R’ par un polygone S’ exclusivement formé de
lignes droites et jouissant des mémes propriétés.

44. 11 est donc établi qu'on peut, quelle que soit la quantité e,
trouver deux polygones S, S’ sans points multiples, intérieurs 'un &
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Tautre, entre lesquels la courbe se trouve contenue, et tels que chaque

point de I'espace annulaire qui les sépare soit 3 une distance de C
moindre que e.

Soient 7, n'les plus courtes distances de ces polygones a la courbe C;
€ une quantité moindre que 7 et v'. On pourra trouver deux nouveaux
polygones Sy, S, intérieur et extérieur, dont Pécartement i la courbe
soit < g ils seront évidemment compris entre les deux autres.

Continuant ainsi, on pourra former une série de polygones inté- -
rieurs de plus en plus grands S, Sy, ..., et une: série de polygones
extérieurs S', S, ..., comprenant toujours entre eux la courbe G et
s'en rapprochant de plus en plus.

Les points du plan seront de trois sortes :

1° Ceux qui, & partir d’un certain terme de la série, deviendront ex-
térieurs aux polygones ', 8, ...; on les nommera points extérieurs
& la courbe;

2° Ceux qui sont mterleurs a partir d’'un certain moment aux po-
lygones S, Sy, ...; on les nommera points intérieurs & la courbe;

3° Geux quisont intérieurs a tous les polygones de la suite S', S5 eens
mais extérieurs & tous les polygones B, Sy, .... Ces points, dont la

‘distance & la courbe est momdre que toute quantité assignable, seront
situés sur elle.

Il est donc établi que toute courbe continue C divise le plan en
deux régions, 'une extérieure, l'autre intérieure, cette derniére ne ,

' pouvant se réduire a zéro, car elle contient un cercle de rayon fini.

45. Deux points intérieurs ¢, ¢’ peuvent tou]ours étre réunis par
un trait polygonal sans traverser la courbe. Il existe, en effet, dans
la série S, S,, ... des polygones mteneurs, un polygone S; qui les
contient tous deux. Par les points g, ¢’, menons des droites quel—
conques qui coupent ce polygone en 7 et 7', Les droxtes gr, q'r
jointes 4 'un des deux arcs de S; qui réunissent r a 7', satlsferont a’
la question.

Deux points extérieurs pourront étre réunis de méme sans traverser
la courbe. -

Au contraire, toute llgne continue D, qui joint un point intérieur q

. 4 un point extérieur q', coupera nécessairement la courbe C; car, en
répétant le raisonnement par lequel on a démontré qu’une fOD.CthD
continue ne peut changer de signe sans s’annuler, on verra qu’il
existe sur la ligne D un point ¢”, tel que tout arc contenant g” con-
tienne 4 la fois des points intérieurs et des points extérieurs a C,
d’ott résulte que la distance de ¢" 2 la courbe G est moindre que toute
quantité assignable,

Remarquons, enfin, que toute ligne AC, continue et sans points.

_J. — Cours, 11I. ) ) 38
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multiples, menée dans P'intérieur d’une ligne continue et fermée sans
points multiples ABCD entre deux points A et G de son contour,
divise son intérieur en deux régions, limitées ’'une par laligne fermee
ACDA, Tautre par la ligne fermée ACBA.

46. Courbes rectlﬁables — Con51derons une courbe, définie par
les équations
: .Z‘:f(t), )/ZC?(t).»

Soient #y, t1, ..., tp, T une série de valeurs du paramétre ¢; z,, ¥;
&y, ¥1; ---; X, Y les valeurs correspondantes de @, . Le périmétre du
polygone inscrit 4 la courbe, et dont ces points sont les sommets,

“sera o A

(5) E V(@1 — @52+ (Vi1 — Yk )2

Si cette somme tend vers une limite déterminée et constante,
lorsque les intervalles ¢z — ¢z dans lesquels on a divisé l'intervalle
T— t, décroissent indéfiniment d’amplitude, cette limite représen-
tera la longueur de ’arc de.courbe correspondant a cet intervalle.

Pour que cette limite existe, il faut, en premier lieu, que la
somme (5) ne puisse pas croitre indéfiniment par un choix d’inter-
valles quelconque. Or I'expression

\/(Z‘Ic+1 — T )2 A (YVhr1 — Vi 2

est au moins égale 3 mod (@41 — #x) et & mod(yz+1 — ¥z ), mais ne
peut surpasser la somme de ces quantités. Pour que cette premiére
condition soit remplie, il est donc nécessaire et suffisant que les

somm.es
Emod(Zpr1— k),  Smod(Yrr1— Yi)

soient limitées et, par suite, que f(¢) et ¢(¢) soient des fonctlons a
variation himitée. '

47. Supposons cette condition remplie, et soit L le maximum du
périmétre des polygones possibles. Il faudra encore que le périmétre
de tout polygone, pour lequel les intervalles £y — ¢ sont suffisam-
ment petits, soit aussi voisin qu'on voudra de L. ~

Cherchons & exprimer analytiquement cette condition. Nous re-
marquerons tout d’abord que les fonctions f(z+8) et (£ + 8), onrd
est une quantité positive indéfiniment décroissante, tendront vers
des limites déterminées f(Z-+o0) et ¢(¢ -+ 0); car cela est évident
pour chacune des deux fonctions non décroissantes dont £(¢) ou ¢(%)
est la différence.
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