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Einleitung

Dicse Arbeit stellt sich die Aufgabe, vor allem die Homologie-Theosie der diskreten
suer. Dabei wird ausser ciner Endlichkeitsvoraussetzung (die unter dom
{okalen Endlichkeit gleich formuliert wird), zum Unt r\c‘med VOT
Tucker und Kelmogoroff 2, keine weitere Voraussetzung gemacht. ,
_ S6f cines diskreten Raumes ist mit dem Begrifi einer teilweise geordneten
Menge identisch {vgl. § 1 dieser Arbeit). Hin diskreter Raum (einc teilwe isu geordnete
Menge) heisst lokal-endlich, wemn die Anzahi der Elemente der teitweise geord-
neten Meuge, die auf ein gegebenes Element folgen, sowie die Anzahl der Elemente,
dic einem gegebenen Eiement vorangehen, immer (d. h. fir jedes Elemecnt) en ndlich ist.
Sedann wird oin r-dimensiopaler algebraischer Kompiex des diskreten
Raumes [0 und des Koeffizienionbereiches J definiert als eine schiel-symmetrische Funk-
ton frip,, ..., p) deren r—-1 Argumente alie {r 4-1j-tupel von Ejementen von D
durchlaufen, und deren Werte der Abelschen Gruppe J angehidren. Dabei wird verlangt
Nur wenn py, ..., p, Elemente elner geordneten Teilmenge der feilweise geordneten
Menge D sind, kann F'(pgy ..., p,) vor Null wverschieden sein. o
D‘ci“ Rmxd g, /" ist der durch diz folgende Vorschrift delinferte {r — 1)-dimensionale
algebraische Komplex /71!
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die Summe {iber aile pzD erstreckt.

urde am 16, Marz 1937 dor Moskauer Mathematischen Gesellschait vorgetragen.
L Die diskreten Rinme wurden von mir in der ‘\.cﬁ.c «Sur les espaces (iz:sutibb {Comptes

i Paris, 200, (1933), 16491 2ls Spezialiail topologischer Riume eingefilirt, Jﬁ.qui-.
valente Begrife wurden such viel Irither unter verschiedenen G"‘“mh;%pu“n T r verschiede-
nen Verfassern — darunder Garrett Dirkhoff, Tucker u. a.— betrachtet. Algebraisch geht, der
Begrlif noch auf Dedekind zuriick [«Duslgruppens, vgl ins b\,sund e O‘ r On the Foundation
of abstract alg eou, Aanals of 'ratu, 30 u%u;, 406—437}, mei t] ¢h wohi suf Haus-
dorfi und E. stel % : ey In du Darstellung wird
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2’xuus.er spaces, Annale Math, {19363, 92--100; Kotmogaoroii, Uber die
(G ; { Rec, Imt b, Moscon, 1 (433, {1936), 97—
ent als RO M. zitiat,

galitdl im

162, Diese Az"beit von }\@imogoig
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02 © P, Alexandeoif

Diese Deflnition des algebraischen Komplexes und seines Randes geniigh den dblichen
Voraussctzungen; lusbesondere ist der Rund des Randes einss algebraischen Komplexes
stets Null

Somit fihrt die obige Definition in dbficher Weise zu den Begriffen des Zyklus,
der Homologie und der Bettischen Gruppen.

Neben der Definition des gewdhnlichen oder unieren Randoperators wird im
Anschiuss an Alexander und Kolmogoroff 2 such der obete Randoperator .gc_;""
durch die ofhine jed# Endlichkeilsvorausseizung (d. k. itir ausnghmslos alle diskreten
Riume) ghttige Formel

(R R Y B T
{{0}; = J (pin IR vpr.s.[.' - :::(""" g g\':,")’

defindert, wobal {«&-) Hir (py ... s v Pror o+ , P, steht.

9. Diese Definitionen werden durch den Begritf der baryzentrischen Unter-
teilung D, elnes beliebigen {nicht notwendiz lokal-en ehien) diskreten Raumes D
moliviert. Darunter versteht man die (Im Sinne der gewdhniichen Inkju-
sionsheziehung) teilweise geordanete Meage D,,1 aller geordneten
Teiimengen von D. Man fiberzeugt sich leicht davom, dass

s die baryzenitische
Unterteilung  eines lokal-endlichen diskreten Raumes oin gewOiilicher simplizialer Kom-
plex ist. Ist der gegebeune diskrete Rawm ein Zellenkompiex im {iblichen Sinne, so stmmt
de hier gegcbene Definition seiner barvzentrischen Unterteilung  mit der  Klassischen
Definition berein.

~ Boeschrankt man sich fir cinen Augenblick einfachheitshalber aui dic Betrachiung
endlicher diskreter Réume, s0O sieht man, dass diese Teilsystemen von Simplexen
gewohnlicher endlicher simpliziater Komplexe isomorph sind; betrachtet man den gegebenen
ondlichen Rauwm O in dieser Weise als Tellmenge eines simplizislen Komplexes K, so
orhit man seine baryzentrische Untert:flung, wenn fman in der baryzentrischen Unier-
teilung von K nur diejenige Simplexe beibehill, deran Eckpunkte Schwerpunkte der zu D
gehdrenden Simplexe sind. Dadurch und durch den 1. Uberfithrungssatz von § 5 wird
det Begritf der baryzentrischen Unterteilung avch unseret Anschnuung nahegebracht.

Nun zeigt eine leichie Uoerlegung: die obige Dzfinition dzr Beitischen Gruppen
eines dskreten Raumzs ist inhaltlich identisch muit der gewdhnlichen Definition der
Bettischen Gruppen der baryzentrischen Untertetlung won D.

3, Die baryzenirische Unterteilung D, des diskreten Raumes D st der wichtigsie
antor den fani simplizialen Komplexen, dle auf eine sehr einfackie Weise fedem lokal-
endlichen Rawme zugeordnet werden konnen. Die Bezichungen zwischen diesen Kom-
plexen, die einen einfachen geometrischen Inhalt haben, werden in den §§ 2 und 3 unter-
sucht, Drabei tritt als Haupiresultat hervor

Bir eine sehr weite Klasse — der sogenanatei muliplikativen — Riume (gi den mul-
tplikativen Mengansystemen entsprechen} haben alle it «begleitenden  Komplezer
dieselben Homologis-Eigenschaften. ’

Das erfaubt im § 4 festaustellen, dass man for maltiptikative Riume diz oben skiz-
zierte Homologis-Theorle auch dadurch bekommen kann, dass man dizse Réume als im
Kisinen bikompakie Riume auiiasst und aui dieselben dann die allgemeiae Koimogo-
roffschen Definitionen ® anwendet.

‘3Kolmogorol], Les groupes de¢ Bettl «es espaces localement bicompacts, Comples
condus Acad. Sci. Parls, 202, {1926), 1144, Diese Arbelt wird im folgenden als C.R. zitiert.
y s L )
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Diskrete Riume 503

im § 5 werden endliche Uberdeckungen von Kompakten ais diskrate Riume boetrachtet,
und avsser dem schon erwihnten speziellen Uberfithrungssatz wird bewlesen, dass jedes
Kompaktum mittels einer e-Uberfihrung in die —als Poiveder aufgelassie - baryzentrische
Unterteilung  einer beliebigen seiner (abgeschlossenen DIW, offenen) multiplikativen
z-Uberdeckungen abgebildel werden kann, ' .

im § 1 werden fie elementaren Eigenschaften diskreter Rilume fesigesie {ellt.
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Die ldentitit zwischen diskreten Riumen, Mengensystemen und
teilwelsz geordneten Mengen

1. Ein diskreter Raum ist ein topologischer Raum ¢ [, in dem die Summe bGeliebig
vieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen, und also der Durchschnitt beliebig vieler
offener Mengen olfen ist.

Man kinn somit einen diskrelen Raum folgendermassen definieren:

Das ist eine Menge D von irgendwelchen Elementen, fn der gewisse Teilinengen
ausgezeichnet sind, und zwar so, dass

1} D und die leere Menge ausgezelchret sind,

9) Summe und Durchschaitt beliebig vieler ausgezeichneter Mengen wwezewhuet sind.

Cifenbar genligen danu die Komplementdrmengen zu den ausgezzchneten Mengen
denselben Bedinguugen 1} und 2). Man erhilt zwel verschiedene topologische — und
zwar diskrete — Riume, je nachdem man die ausgezelchneten Mengen als abgeschlossene
oder als oifene Mengen definiert, Dwae beiden Riumsz heissen zucinander dual. Man
erhilt aiso zu cinem diskreten Raum D den zu ihm dnalen Raum D, wenn man die
abgeschlossenen Mengen von D als die offenen Mengen des Ruumes D' erkiir, und
umgekehrt.

2. Der Inhalt des Begritfes «diskreter Raum» wird vom allgemein-mengentheoretischen
Standpunkt aus durch folgenden Satz klargemacht:

1. Ein dishreter T,-Raum?® D wird zu einer teilweise geordnelen Menge, wenn
man fir je zwei Pankte p und p' von D dinn und nur dann

| pr<p )
setzt, wenn
pPep (2)

4 Der Begrift «topologischer Raum» wird hier wie in Alexandroif-Hopi, Topolegle. i,
S. 37 versianden. Diesss Buch wird im folgenden als A.-H. - zitiert.

b T,-Raume sind Riume, In denes zwel verschisdens Punkle piemals diesclbe aDg schlos-
sene Hille haben. Disselbe Bediagung kann auch i:aic“-'nd@r*na%se“ formuliert werden: ven g
zwel verschiedenen Puniten besilzt mindestens efner eime Umgebung, welche den anderen
Punkt nicht enthilt {«nulites» odar’ Kolmogorofisches Tr\.n*m*wsax om; vgl. A.-H., S, 58}
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ist. Umgekehrt ldsst sich jede teilwelse g cordnete Menge D als ein diskreter T,-Kaune
aiffassen: man seist (2}, wenit C{E.Q“Ldé’i g ==p oder (1} gif, und definiert fur jede
nicht leere Teilmenge M won D die abgeschlossene Hille als Summe der ad ’rgsalzios—
senen Hillen der einzelnen Punkte von M, we rf:f‘ nd jiir die leere Menge U defini-
tionsgeindss 0 == 0 geseist wird.

Der Beweis geht automatisch ver sich; insbescondere besagh dau nuiite frmmmgs- {
axiom ® gerade, dass die Relationen p>>p' und p' > p miteinander unvertriglich sind.

Somit sind die Begriffe: diskreter Tj-Ravm und teilweise geordnete Menge dquivalent.

Fasst man cinen diskreten Ti-Raum ais teilweise geordnete Menge uuf, so sind seine abge-
schlossenen Mengen durch die folgemie Figenschalt ausgezcichnet: die Menge'enthilt zu jedem ihrer
Fiemente p alle Elemente o < p. Uie clfenen R‘leﬂg‘r . G sind umgekehrt daduich ausgezeichnet

dnss mit p auch jedes p' > p in G enthalten ist. Aus dieser Bemerkusg folgh:

. Der Ubergang zum duclen Raume bedeutst fiir die ieilweise geordnete Menge
dic Umkehrung der Ordnungsbeziehung (4. h., wenn fir zwei Punkte des diskreten
Raumes p>p’ ist, so ist im dualen Raume p' > o).

Von dieser Nummer an betrachien wir aussciliesslich diskrete T, Rdume: der
Ausdruck diskreter Raum soll also immer einen diskreten T-Raum bedeutien,

9. Jeder diskrete Raum IJ ist im folgenden Sinne cinem Mengensystesn <
isomor ph {oder: lasst sich dusch ein Mengensystem © darsteilen): die Punkie p von D
entsprechen den Elementen P von T eineindeutig; es ist dann wnd nur dann 7 =p,
wenn fur die entsprechenden P. 27 Zilt PP

Es geniigt in der Tat P== p zu setzen. Wir sehen:

Fs kann angenommen werden, dass diz Mengen des Systems O Teilmengen
vor D sind.

Die abgesclilossene Hiille M ciner Punktmenge M des diskreten Raumes [ ist— wie
im Falle cines beliebigen topologischen Raumes —die kieinsle abgeschilossene Menge
iber M (der Durchschnitt aller abgeschlossener Mengen = M), Nun sber ist in einem
diskreten Raume D iede Punktmenge M auch in einer Kkieinsien offenen Menge OM
enthaiten, und zwar ist OM der Durchschnitt aller offenen Mengen o M. Der Symmetrie
der Bezelchnungen haiber schreiben wir AM statt M, und nennen AM die Hiille
OM den Stern von M. Besonders wichtig sind natiirlich die Hitlen Ap und dic
Sterne Op deor einzelnen Pmi«"te p von [ Die Punkte peD mit Ap=p {die abge-
chlossenen Punlte)sollen Eckpunkte, die Punkte pe D mit p==0p (dieofienen

unkis) sollen Grundpunkte von D theissen. Die Op-Mengen stehen zu den Punkten
sD ebenso wie die A’)-le?,‘] en, in eincindeutiger Beziehung, und es ist p'zAp dann
und wur dann, wenn Ap' < Ap oder Op' = Cp ist.

Fiir jeden Punkt p,eD besteht Opy aus denjenigen p, fir welche pyehp ist.

Deiinition, Zwel Mengensysteme W= {A} und B= {B} heissen isomorph, .
wenn zwischen ihren Elementen ecine eineindeutige. die Inklusionsbezichung erhaltende,

J)

Y ’U 122

Zuordnung hergestellt werden kann,
Somit gili: .
Diz beiden Mengensysteme: das System (D} der Mengen Ap and das Sys-
tem O (D) der Mengen Op des diskreten Ruumes D sichen zueinander in folgender
Bezichung: das eine Mengensysien st dem System der Komplementdrmengen (in bezug
auf D) der Elemente des anderen Systems isomorph (d. I wenn Ay’ = Ap ist, soist
Op' = Op und umgekehrt). -

*
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Ferner gilt
W. lrgendein System wvon Op-Mengen {Op,} hat dann und nur dann einen aichi-
seeren Durchschnitt, wenn die betrefienden p, zu einem und demselben Ap gehdren.
Wir beweisen mehr, nimlich
sr Durchschnitt der Op, besteht aus allen denjenigen p, deren Hiillen Ap alle

cegebenen p, enthalten.

Denn enthilt Ap alle p, so ist p in allen Op, cnthalten, und uwmgekehrt.
71 der Definition eines diskreten Raumes bemerken wir noch folgendes. Ein dis-

o

wreter Raum kann ais eine Menge D aulgefasst werden, in der cinc eineindeutige Zuord-

nung zwischen den Elementen pel) wnd gewissen Teiimergen Ap < D crkidrt ist,
und zwar unter Geltung dor beiden foigenden Bedingungen:

Sodann definiert man Op als die Mengs alier Elemente 4 mit pzAg.
4. Definition. Ein Mengensystem D= { ‘2’} heisst vollstdndig, wenn jede

1

sichtleere Teilmenge einer Menge Me® wiederum ein Element von & st

Offenbar lisst sich jedes Mengensysiom D zu einem vollstindigen Mengeasystem g

dadurch  erginzen, dass man jedz nichtleerc Teilmenge einer Menge MS@ als Element
]

vor & erkldrt. heisst die vollstdndige Hiile von 2.

Rin diskreter Raum D helsst vollstindig, wenn er cinem voilstindigen Mean-
gensystem © isomorph ist. Dic Isomorphie ist dabei in dem zu Beginn von Nr. 3
orkiirten Sinne zu verstehen: die Punkte pzD entsprechen den : O eineindevlig, und
es ist p'sAp dann und nur dann, wenn lir die entsprechenden 2, P' aus D gilt:
P ch.

Man Gberlegt sich jeichi

 Fir die Volletandigkeit eines diskreten Roumes ist die Gesamiheit dur Jolgen-
den 8 dingungen notwerdig und hinreichend: '

1) jedes Ap.enthilt mindzstens einer Eckpunit,

23 hme zwei varschizdenen Ap-Mengen enthalten dieselbern Eckpunkte rd. i
s.nd Ap uzd Ap verschieden, so gibt es mindzstens in einer dieser Mengen einen
Eckpankt, der in der anderen nicht enthalten ist),

3) ist M diz Menge aller in cinem Ap enthaltenen Eckpunkte, so [dsst sich zu

(29

jeder nicktleersn Teilmenge M wvon M ein p'elp jfinden voii der Eigenschoft, dass M

die Menge aller in Ap' enthallenen Eckpunkte ist.

Dic Menge alier in Ap enthaltenien Eckpunkte heisst des Ceridist von p.

Die Bedingungen 1), 2), 3) bedeuten in fhrer Gesamtheit:

Das System der Crerz'e'sfe des Roumes D ist wollstindig, und D ist diescrmr

wvollstandigen Mengensystem isomorph.

Deshalb ist die einfachsie Vorschrift zur Konstrukiion cines vollstindigen diskreton
Reumes dic Iolgende:
givt in D die Eckpunkte an; man gibt ferner an, weiche Mengen von Echpunkten
Geriiste sind.

Dicse Vorachrift werden wir gleich benutzen, um il jeden diskreten Raum einige mit
im eng zustmmenhingende vollstindige Riume zu konsiruieren.
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Bemerkun g. Die obige Vorschrift zut Konstruktion vollstndiger diskreter Riume
1é st erkonnen, dass die vollstindigen Riume mit tanter endiichen Ap-Mengen mit den

Eckpunkibereichen & der embinatorischen Topologie identisch sind. Wenn man ferner
quter lokai-cndiichen Riumen diskrete Riume mit endtichen Ap
und Op-meﬁ"c versteht, so sieht man, dass die vellstandigen lokal-endlicher
Ridume mit den simplizialen Komplexen 8 der kombluatorischen Topologie zusammen-
fallen.

Die Hinf begleitenden Komplexe, inshesonders die baryze ntrische Unterteilung

{. Wir definjeren zuerst die vollstindige Hile V\u) und die baryzentrische Unter-
teilung D, eines diskreten Raumes D als vollsiindige diskrete Ridume Jolgendermassen:

Die Eckpunkte in V{D) und in D, sind die gleichen: das sind die sim iichen Punkte
wvon D. EBine Punktmenge in D vrzrd 2y einem Getlist von V{D) emannt, weun sie
Teilmenge ciner Ap-Menge von D ist. Eine Dunktmenge M in D wird zu sinem Ue-
rist in D, crnannt, wenn je zwei Punkte p,, gy vor M inzident sind, o, . ent-
weder p,ehp, oder peAp; ist. in der Sprache der teilweise geordneten Mengen bedeutel
dicse Definition offenbar:

Fine Punktmenge Mc D ist ein Gerlist, wenn sie (im Sinne der in D ‘cr;schenden
teilweisen Ordnung) geordnet ist.

Offenbar ist D, = V{D). Neben D, und V{Dj, die fir jeden diskreten Raum D
als michtleers vollstdndige diskrete Raunw definiert sind, erkldren wir die Eckpunkt-
nille v(D; ebenfalls als vollstindigen Raum iolgendermasser. Die Eckpunkie von
(D) sind diz sdmtlichen Eckpunkte von [J; cine Menge von Eckpunkten ist ein Geriist
von v (D), wenn sie Teilmenge giner Ap-Menge von D ish Unter Umstinden kaon
o (D} leer sein.

Die baryzentrische Unterteilung des zu D dualen Raumes D' ist offenbar mi
der buryzentrischen Unberfeilung Dy von D identisih.

An die vollstindigen Riume V(D), v (D), D, treten noch die voilstandigen Riume
V(D' und (D), dic wir auch bzw, mit V' (D) nad v (D) bezeichnen., Diese Riume
kbnnen natfislich direkt, unier alleiniger Benutzung des Raames D, definfert werden,
und zwar mit Hilfe des Begriffes Nerv cines Mengensysiems.

Unter dem Nerv eines Mengensystems @ versteht man den folgendermassen delinier-
ten wollstindigen diskreten Raum N (). Die Eupum t2 von N (©) sind die bdl’hh]chﬁﬂ
Elemente von &; eine Menge von Elemenin von & biidet ein Geriist von N(&),
wonn diese Elemente efnen nichileeren Durchschiniit haben

n’ia*; beweist leichi:

V(D) ist mt dem Nerv des Systems aller Ap-Mengen des Raames D iso-
.mwpnj v (D) mit dem System derjenizen Ap-Meng:n, welche Hillen der Grund-
punite von D sind.

Aus Dualititsgriinden ist V/(72) mit dem Nerv des Systems aller Op-Mengen von D,
und () mit dem Nerv des Sysiems der Starne der Bokounkte von D i3 ;omorph.

Bemerkung 1. Es Ist manchmal zweckmissig, als Eckpunkte von 7 nicht die
Punkie von O selbst, sondern andere diesen Dunkien elneindeutiy zugeordacte Uegen-

Sy
e
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stande, dic dann gewbhniich als die Schwerpunkte der betreffenden Punkic vonp
ezzic hnet werden, zu betrachten. Mit anderen Worten, es ist manchmal bequem D,
durch eire1 isomorphen Rium zu ersetzen bzw. iibethaupt isomorphe Riume vn‘wremandez
zu identifizizren. So, z. B., identifizicrt man gelegentlich V(D) mit dem Nerv der Op-
Mengen, V' (D) mit dem Nerv der Ap-Mengen usw. Schliesslich sel bemerkt: Dy ist
im Duarchschnitt won V(D) und V'(D) enthalien, ohwe jedoch im aligemeinen mit
diesem Durchschnitt identisch zu seh

Bemerkung 2. Offenbar bedeutst diz Voraussetzung der lokslen Endiichkeit nichts
Anderes, als dass V(D) und V' (D, simplizisle Komplexe sind.)

VI Jeder wollsténdige diskrete Roum D ist dem Norv eines Mzagensysiems
izp morp;z, H K

Denn ein wollstindiger Raum D ist mit seiner Eckpunkthiilie o (D) identisch, und
«izsse wieder mit dem Nerv des Systems der Starne der Bckpunkts vom .

Dagegen ist micht jeder vollstindize diskrete i{"tl der voliziindigen Hiflla cines
diskreten Raumes isomorph: so ist, z., B., der Dreiecksrand keine ﬁistmmgn "alk.
Ebenso ist anicht jeder vollstdindige Raum der baryzemriscaen Unterteilung  elne
diskreten Raumes isomorph. Eine notwendigs Bedingung hierfiir ist dic { Lfeﬂde, gel ﬁ-
72 fe zwei Element: einer EckDunk*fn—enge M je einem Geriiste an, so ist A seibst
ein Geriist. Jedoch st diese notwendige Bedingung — sogar im Falle endlicher Riume -—
nicht hinreicheand: ein {als emdlmenmorz ter Komplex zufzefisstes) n-Eck ist damn und
nur dann dic baryzentrische Unterteilung e¢ines diskreten Qdﬁﬁl\,a, wenn n gcr'*d z’st

LJ“

Y

{in diesem Falle st das n-Eck die baryzentrische Unterteilung des ~2— —Ec%{s).

e

Eine ungeldste Frage. Welches sind die notwendigen und hinreichenden-
Bedingungen dafir, dass ein vollstindiger diskeeter Raum {insbesondere ein endlicher
simplizialar  Komplex) der baryzentrischen Untertailung eines diskreten Raumes iso-
morp  ist? Y

Bine unaloge Frage kann man natirlich auch fir die vollstindigen Hillen diskreter
Riume stellen.

L e wem——— me

2. Die Moglichkeit, jedes Mengensystem zu einem volistdadigen Mengensystem
zn erweltern, erzibi, im Falle lokal-endlicher bzw. en-llicher diskreter Riume:

VUL, Man erh&lt einen beliebigen lokal-endlichen (bzw. endilchen) diskreten
Raum, wenn man in einzm simplizialen Komplex (bzw. in elnem endlichen simpli-
zialen Komplex) gewisse Nebensimplexe streicht.

VIV, Jeder endliche d'skrite Raum st einer Menge von Seilen cines Simplexes
Ainreichend grosser Dimensionszahi isomorph.

Diz sochen bowiescien Tatsachen sind— wenn auch fast seibstversiindilch — von
zweierlel Wichtigkelt, Erstens gewinnt durch ihre Vermitiluny der Begrill des diskreten
Raumes nicht nur lovisch, sondsrn auch gaometrisch eine volle Ubersichilichkeit, Zweitens
diznen siz dazu, um diz simplizialen Komnplexe aus der Stellung eines beguemen, aber mehr
oder weniger zufillizen Hilfsmittels fopologischer Uatersuthung zu einer togisch notwen-

Ead

g

dizen Katerorie unseres mathematischen Denkens zu crheben. Fir Komplexe stimmt
unser Begriff der baryzentrischeon Untertelluny mit dem  klassischen Begrai (berein,
Nimmt man {(immer im Falle elnes lokal-endlichen ) die baryzentrische Unterteilung des
;”omn]e 5 V(D) und behitt man in ike nur diejenizen Simplexe, deran Eckpunkie sdmtlich
Schwerpunkte von zu D gehidrenden Elemente des Komplexes V(D) sind, so eatsieht

Supplied by The British Library - "The world's knowledge”




ot
[
%

&lu a'u,m’ﬁ

die baryzentrischie Unterteilung von D. Auf diese Weise bekommt der Begrifl der ba-
ryzentrischen Unterlellung eines belichigen Ickal-endlichen Raumes cinen flaren geome:
irischien Inhalt. '

Zwei Beisplele: 1. D Destehe aus dem Dreieek abe, dessen OSeite ad und des
pmmm; a: die buryzentrische Unter'eflung von O ist das Dreiecl: oyn, wobel o
v Schwerpunkt des Dreiecks, «f der S hwerpunkt der Scite 2o ist.

52, Es bestehe D aus dem Dreieck abe und seinen drei Eckpunkien g, b, ¢. Die

baryzentrische Unterteifung von D %st der aus den drei Strecken oa, ob, oc und ihren

Er Adpunkteu o, a, b, ¢ bestehende cindimensionale Komplex.
X‘we fiir jeden topologischen Raum, g;t insbesondere fiir jeden diskreten Raum
Jer Bg iner stense.i Abbilcdung. Unter den stetigen Abbildungen scien
fusbos f:jcre die abpeschiossenen und die offenen 2 usgezeichnet, die — ausse

’%ar er Stetigheit — die Exgenscnaﬁ besitzen, dass sie jede abg schlossene  (bzw. of'fene}
Menge des Urbildranmes in eine abgeschlossene (hzw. offene) Menge des Bildraumes
iherfiihron. Rei diskreten Riumen l4sst sich die Abgeschlossenheit bzw. die Offenheit
ciner stetigen Abbildung f dadurch charakierisicren, dass die Ap- bzw. dic Op-Mengen
auf ebensolche Mengen abgebildet werden.

Es sei einc stetive Abbildung f von Dy sul D, gegeben; dann geht jeder Eckpunk

von D in cinen Eckpunki vonr D, liber. Ist sowohl D, als auch D, vo istindig, o0
zeichnen si“h die abgeschlossenen Abbildungen von D, aul D, dadurch aus, dass
das Cerist eines jeden Punktes peD aud das Geriist des Bildps unktes f{p) abgebildet
wird: die abgcs nlossenen Abbildungen stimmen also, im Falle wvollstindiger Riume,
mit den gerifisttreuen, oder—in naheliegender Verai}gemeinemng des Ausamcxs——

i
sunpliza(len Abbildungen Gberein, und werden somit durch die entsprechenden
Abbildungen der Eckpunkte allein vollstdndig definiert. ‘

Fine stetige Abbildung f eines beliebigen diskreten Rauwmes D, auf einen diskreten
Raum [, incuziert dadurch eine simpliziale Abbildung f, der baryzemnw"sw Untertellung
Dy, von Dy in die baryzentrische Unterteilung D,, von D,, dass man dem Schwer-
punkt eines beliebigen pe D den Schwerpunkt seines Bildes enisprechen ldsst. Ist dic
Abbildung f abgeschiossen, so ist f; eine Abbildung von Dy azzf L.

Eine stetige Abbildung f von D) auf D, < D, heisst nach Borsuk eine retrahierende
Abbildung, wenn sie auf P d"e Identitat ist. Falls cine retrahierende Abbildung von
D, aul D, existiert, so heisst L), }? trakt von D,. Tine Abbildung 7 von D aul
D, = D, heisst ferner quasiid entisch, wenn es zu jedem Punki 2 eDl eine
Ap-Menge von D, gibt, welche giei”h zeitig @ und f(@) eathdlt. Wir sugen schliesslich (in
ctwas unhcm:jcf«uemer Sprechweise), dass der simpliziale Komplex K Deio rua’nons—
retrakt von K, = K, ist, wenn sich die retrahierends Abbildung von K, auf K, duich
cine stetige Deformation des Polyoders i:.} in sich ez eugen 1458t f;:’ ist dabei das
sus allen Simplexen vonp K zusammengesetzies Polyeder. '

. fm Falle eines lokal-endlichen D ist v (D) Retrakt won V(D) wnd o' (D)
retralioronde Abbildung stets eine

[

try

Retraxct won V' (D), und zwar lisst sich al
guasi-identische simpliziale Abbildung wililen ®.

Beweis, Hs genfigt— wegen Vi-— die erste Behaup unt, AL b”\w”wﬂ Dicses Ziel
erreicht man dadurch, dass man jedem Punkt von Dir 1 Eckpunkten

CTQ

(‘]“!
o]
C,_L
@,
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142
=
o
=
e
@
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e

T Der Saiz gilt unter viel aligemeineren Be(mvm"u ex gentigt filr seine Galtigkelt, dass
jede Ap-Menge einen Fekpunkt enthilt. ’
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Diskrete Riume 509
cntsprechen ldssy, wrmurma eine simpliziale Abbildung von V([ auf v{{) entstcht,

die alle Eckpunkte, und folgiich alie iberhaupt Simplexe von v {{j, immobil Idsst,
W, %, b, W, . o .
i der soeben konstrulerten Abbildung gehit jedes Element p von D -——als Simplex

Bei .
von V{F} ‘fuf'*fefaﬂstw---in ein- wohldefinfertes . Element von ¢ (0} fiber —— ndmiich in
das durch die Eck punkte wvon p bes ?wmte Simplex  von ﬂr{;{)) i mtheit dieser
Simplexe bildet cinen diskreton Ranm £(0) < — v {Dj—den Eckpunktextrakivon 1.

st D von vornherein volistindig — also ein Komplex, -—so wird durch die obige

retrahierende Abbildung von V(D) auf rv{D) der Ranm D isomorph  aid i.-(;') =D
== £ () abgebildet. '

4. Wir seizen dic Untersuchung der gegenscitigen Bezichungen der in Nr. | defi-
nierten vollstindigen diskreten Riume fori. :

Die baryzentrische Unterteilung A,p von Ap- nennen wir die barvzentrische
Hillle, die baryzeatrische Unterteilung Opp von- Op den baryzentrischen Stern
von p {in bezug aui D). Wie ieicht -ersichilich, bilden die bqrvz,cmn“h e Hillen eln
mit [ isomorphes Mengensystem, woraus aus Dualitatsgriinden folgt, dass die bary-
zentrischen Sterne (in bezug auf D) ein mit dem dualen Raume [ isomorphes
Mengensysten  bilden. Insbesondere ist der Nerv des Svstems der bdaryzentrischen
Grundsterne {==der baryzentrischen Sterne det Eckp panktej von D mit v (D) identisch.
Da im Falleeines volistdndigen Ravmes D==< (Dy ist, ist jeder wollstidndige diskreie
Raum der Nero dzs Systems seinzr baryzentrischen Grundsierne, — das  ist  dic
natlirliche, Verallgemeinerung eines bekannten Satzes der Theoric der simplizialen
Komplexe.

5, 1n.dieser Nummer beschrinken wir uns aul die Betrachtung lokai-endlicher und
manchmal (einfachheitshaiber) sogar endlicher diskreter Rdume.

Bs sel D ein endlicher diskreter Raum. Wir kdmmen ® [ als eine Tellmenge eines
endiichen. simplizialen Komplexes K cines hinreichend-hochdimensionalen R" auffassen.
Das Po'iyede:.‘ welches als Vereinigungsmenge der Simplexe von K auftritt, bezeichnen
wit mit X, Jeder Punkt p von [) ist in unserer Darsteliung ein Simplex von K; dabei
ist hier .das Wort «Simplex» stets als «oifenes Simplexy (Simplex ohne Rand) zu ver-
stehen. Sodann besteht Ap aus dem Simplex p und aus gewissen Seiten von p. Dic
Verelnigungsmenge der zu L ge‘wren den -Simplexe von K bildet eine im aligemeinen
nicht abgéschlsssene Teilmenge von K, welche wir mit D bezeichnen. Die baryzen-
irische Hillz A.Jp entsta Et wenn mian den Schwerpunki op des Euklidischen Simplexes p
mit den Sxmol Xe n -eines gew;saeﬁ auf dem Rinde von p liegenden Komplexes gerad-

linig ve:bmdd Deshald ist das Polyeder A, p ein sogenanntes «Stermpolyeders (Vereini-

gungsmenge von Simplexen, dic einem Simplexstern im K" entnommen sind), und D
ist dem System der Polyeder A,p isomorph. Nun lisst sich aber schr leicht jedes

solche Polyedet AOp, wenr, es nicht von selbst elementar (d. h. topologisches

Bild eines konvexen Polyeders) ist, in eln clementares Polyeder so abdndern, dass das
System der abgednderten Polyeder dem  urspriing! lichen Polyedersvstem, d. h. dem
Raume D, isomorph ist. Die obige Uberlegung gilt wortlich auch Iir abzdhlbare fokal-
endliche diskrete Riume. Um auch die Abzéhibarkeitsbedingung zu bescitigen, miisste

8 Und zwar saf verschiedene Welsen S

Supplied by The British Library - "The world's knowledge"




510 - P. Alexandroff

man den R" durch lineare Rdume ohne abzdhibare Basis ersetzen, woraul wir hicr nich:
eingehien wollen. m Obigen ist enthalten: .

X Jjeder hochstens abzdhlbare lokal-endliche Raum D ist einem System vor
Sternpolyedern eines R" isomerph, deren Simpiizialzeriegungen in ihrer Gesamiheil
die baryzealrische Untertellung von D erceben, [ ist lberdies auch einem System
won elementaren Polyedern des R7 isomorpfh.

g3

Die multiplikativen Réume

[

1. 1n unserer weiteren Darsteliung haben wir u. & die Homologie-Theorle der
diskreten Riume im Auge; das veranlasst ums, schon an dieser Stelie zu bemerken,
dass — auch im Falle eines endlichen diskreten Raumes — die Homologie-Eigenschaften
von V{D) bzw. von v (D) mit den homelogischen Eigenschaften der baryzentrischen
Unterteilung D, nicht {ibereinzustimmen brauchen: es geniigt den diskreten Raum D zu
setrachten, welcher aus den vier Eckpunkten a, b, ¢, d und den zwel Dreiecken abc
und bed besteht. Wir werden aber gleich sehen, dass sich auf ecinem natiirlichen Wege
eine recht umfangreiche Klasse diskreter Réume definieren 14sst, fir die die Komplexe
V(D; und v () dieselben homologischen Eigenschaften wie [y haben.

Definition. Ein diskreter Raum heisst ein multiplikativer Raum, wenn der
Durchschritt eines beliebigen Systems seiner Ap-Mengen entweder leer oder eine Ap-
Menge ist {wenn das System seiner Ap-Mengen ein multiplikatives Mengen-
system ist). Eine leichte Uberlegung zeigt:

Diz multiplikativen Riumz und nur diese Rdume sind maltiplikativen Mengen-
systemen isomorph. Ist in einem volistindigen Raum D der Durchschniti einer ge-
wissen Menge von Ap-Mengen eine nichtieere Menge Ay, s0 haben die Gerliste der
entsprechenden Punkte p ebenfalls cinen nichtleeren Duschschnitt X, und fiir den Punkt
pos 0 mit dem Gerilst X, gilt: Apy=A,. Somit bilden die volisténdigen diskreten
Riume einen Spezialfall der multipizativen. Da jeder diskrcte Raum in  cinen
vollstindigen Raum cingebettet werden kann, so erst recht in eipen multiplikati-
ven. Jedoch Idsst sich die letztere Einbeltung auch ohnme Uberfluss zustandebrin-
gen: ein beliebiger diskreter Raum ist dem System © seiner Ap-Mengen isomorph;
wenn man B zu einem multiplikativen Mengensystem @ erginzt, so kaun man dieses
als einen multiplikativen Raum — die multiplikative Hille D, von D — auifassen.
Der zu Beginn dieses Paragraphen erwihnte Raum besitzt als volistandige Hille den
Komplex, der aus zwei Tetraedern mit gemeinsamer Kante besteht, wihreud seine mul-
tiplikative Hiille (die zufdllig in diesem Beispicl mit der Eckpunkthiiie zusammenidllt)
der Komplex zwejer Drefecke mit gemeinsamer Kante ist.

Xl. Gleichzeitig mit D ist. auch der duale Ranm D' maitiplikatio.

Zum Beweise penfigt es zu zeigen:

In einem multiplikativen Raume bildel dus durch dic leere Nienge erginzte Sys-
tem aller Op-Mengen einen multiplikativen Mengenbereich.

Diese Behauptung ist wiederum in der Gesamtheit der drei folgenden enthaiten: ein
System {Op,} von Op-Mengen hat dann und nur dasn einen nichifeeren Durchschnitt,
wenn die betreffenden p, in einer und derselben Ap-Menge enthalten sind (das Ist der
Satz V):in einem multiplikativen Raum gibt es in der Menge det Ap-Mengen, die alle
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dieser Ap-Mengen), und es ist Op, der Durchschnitt der gegebenen Op, .

In der Sprache dor feilweise geordneten Mengen bedeutet das multiplikative Axiom
folgendes:

Wenn diz Punktmenge M < D nach unten beschrankt ist (d. b. wenn mindestens
¢in p, e D mit p=ga, azM belicbig, existizrt), so Lesitzt M eine antere Grenze, d. h.
¢s existiert ein aesD mit den folzeiden Eigenschatten:

1y es st @< bei beliebigem as M,

2) wenn fir irgendein a'¢D die Bedingung o' <Ca bef jedem azi erfillt ist, so
ist o =<

Der Inhalt des Satzes X besteht aiso im folgenden:

Wenn jede nach unten beschrinkte Menge eine untere Grenze besitzt, so besitzt jede
nach oben beschrinkte Menge eine cobere Grenze.

Die multiplikativen Riume -—insbesondere die lokal-endlichen unter ihnen — sind
weitaus diz wichtigsten unter den diskreten Riumen. Sie bilden die natlirliche Verall-
gemeinerung der Zellenkomplexe, sind aber auch hinreichend allgemein: es iisst sich
insbesondere jedes endliche Meni{ensystém fefcht zu einem ebenfalls endlichen mul-
tiplikativen Mengensystem erweitern.

2. Erginzt man einen muitiplikativen Raum D durch zwel «ideale Punkte» —
den Nullpunkt O und den «Allpunkts 1, so enisteht ein algebraisches Gebilde (D) —
eine «geschlossene Strukturs in der Terminologie vou Qre®: zu ciner beliebigen nicht-
leeren Menge M von Flementen von (D) lisst sich das Produkt und die Summe
(alter Elemente von M) folgendermassen bestimmen. Wenn M das Element 1 (baw.
das Element 0) enthilt, und die Menge A der iibrigen Elamente von M nicht leer
ist, so soll das Produkt (die Summe) der Elemente von M gleich dem Produkt (der
Summe) der Elemente von M’ sein. Wenn M das Element 1 nicht enthilt, so ist das
Produkt der Elemente von M gleich O, wenn O wfter diesen Elementen vorkommt
oder dor Durchschnitt der Hiiflen der Elemente von M leer ist;ist dieser Durchischnitt
mcht leer, und zwar gleich Apg, pezD, so heisst py das Produkt der FElemente von M.
Schifesstich wird 1 X 1==1 gesetzt. Somit spielt bai dieser Multiplikation O die Rolle
des Null- und 1 diz Rolle des Einselzmentes.

Die Summe wird in dualer Weise definiert. Die Summe ist zunichst immer dann
1, wenn 1 ein Summand ist, oder es keinen Punkt von D gibt, in dessen Hiille alle
Summanden enthalten sind. Gibt es aber einen solchen Punkt p, so wird unter
allen diesen Punkten derjenige mit kisinster Hiille gewihlt und als Summe der gege-
benen Punkte erklirt. SchHesslich wird 0+ 0=10 gesetzi.

Die hier definierten Operationen der Addition und Multiplikation erfiillen die im § 1
der zitierten Arbzit von Ore aufgesteliten Bedingungen.

Fiir uns ist wichtig:

XII. Fs seien in D zwei nichtleers Punktmengen A und B, A< B, gegeben 1°.
Insofern dic Summe aller Elemente won B ein Punkt p von Db (:s0 nicht 1) isi.
ist die Summe aller Elemente von A ein Punkt p'cAp. ,

Beweis., Da Ac D aicht leer ist, ist dic Summez der Elemente von A vom
Nuilelement verschieden, Wegen 4 < B kdnnte diese Summe nur dann 1 sein, wenn

¢ Vgl. die unter ! zitierte Arbeit von Ore.
10 4 < B soll fiir zwel Mengen A und B bedeouten, dass A echite Teilmenge von B st
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kein Punkt von Ap, also Ap' keine Teflmeng
eine Ap-Menge, welche A enthdll; da

quch dic Summe aller Elemente von 4 gleich 1 wire, was nach unserer Vorausselzang
aicht der Fall ist, Es ist also die Sumine aller Blemente von A ein Punkt p'z D, Wire nun p
oo von Ap, so hitte mar io Ap-Ap==Ap’

Ap” < Ap' st wire p' fatsch gewdhlt.

In einers muitiplikativen Raume D entspricht jeder Teiimeng: M cines Geriistes

cindeutig ein Punkt pye D: die Summe aller Elemente von M. Die aui diese Weisc

<

gewonnene Abbildung von v(D) in D ist nach XU stetig. Somit gilt:

XIil, Fir multiplikative D lisst sich v (D) stetig unter Fesihaltung samilicher

Eckpunkte in D abbilden.

Auas 1X ergibt sich sodann — im Falle lokal-endlicher Riume — das gleiche Ergebnis

fae V(D).

Semerkung. Fasst man D und v (I7y als Teilrdume VOU V(D) aul, so dass

man insbesondere von zu D gehidrenden Eler enten (nicht notwendig Eckpunkisn) von
w ()} sprechen kanm, SO 1455t sich X1 insclern verschirfen, dass man die Festhal

‘tung nicht nur der Eckpunkte, sondern simtiicher zu D gehdrenden Ele-

mente voun v (D) im Wortlaute von XU verlangen dass. Wie einfache Gegenbeispicle
fohr:n, gitt— jedenfalls in dieser verschiriten Fassung — der Satz VIl fiir nicht multi-
oiikative Riume nicht.

3. Wann ldsst sich o(D) unter den Bedingungen des Satzes Xili auf D ab-

bitden? Beschrinkt man sich von vornherein auf multipifkative Riume, so ist hierfir
die folgende Bedingung notwendig und hinreichend:

Basisaxiom. Die Punkte von D entsprechen eineindeutic ihren Geriisten, und es

ist dann und nur dann p'e Ap, wenn das Geriist won p' Teilmenge des Geriistes von p ist.

Das Basisaxiom (angewendet aul beliebige, nicht notwendig muitiplikative, Riume)

besagt genau das Folgende:

D ist einem Teilraum seiner Eckpunkthille isomorpie

Bemerkung. Die im jetzien Absatz von Nr. 8 gemachte Bemorkung gilt offen-
bar nicht nur fir vollstandige Riume, sondern fir alle Riume mit dem Basisaxiom.’

XIV. FEin multiplikativer Raum erfilit das Basisaxiom immer dann, wenn seine

DPunkte ihren Geriistes eineindeutig entsprechen.

Seweis. Es sei G, das Geriist von 2y, G, das Geriist von 2. und G, < G,

wir definieren p' durch Ap' ==Ap -Ap,; olfenbar ist Ap' = Ap,, also p'eAp,. Ande-
cerseits st G, das Gerfist von g, also p'==p, und piehp,, w. z. bW

Wir konnen auch sagen: die multipliativen Rdume mit Basisaxiom sind diefe-

nigen multiplikativen Rdume, in denen jedes Elemen: Summe seinzr Eckpunkte ist.

Ohne das multiplikative Axiom genligt das eincindeutigz Entsprechen dar Punkte
und ihrer Geriiste fiir das Bestehen des Basisaxioms noch nichit. Als Beispicl diene der
olgende diskrete Raum. Er pesteche aus fiini Punkten py, Py & b, ¢, wobel &, &, ¢
Eckpunkte, und zwar die Eckpunkte von py, sind; ausser diesen Eckpunkien cnthalte
die Menge Ap, nur noch den Punkt p,, wihrend Ap, aus p,, @ und & bestehe.

Die Resultate der vorigen Nummer bekommen fir die multiplikativen Raume mit
Basisaxiom die folgende schiirfere Gestalt:

XV. Ein multipl kativer Raum D mit Basisaxiom ist quasi-idzatiscier etrakt 102
seiner Eckpunkthiile und seiner vollstindigen Hille; szine baryzentrische Unter-

102 Die retrahierende Abbildung braucht dabei nichi abgeschiossen 74 sein (Beisplel: D
hestehe aus einem Dreleck, seinen drei Eckpunkicn und einer Seite).
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teilung D, ist simpilaialer quasi-identischer Relrabt dar baryzentrischen Untertedungen
oon V (D), v{D), V' (D), v {Dj.

4. Wenn man in mengenthroretisehen Unfersuchungen (in denen diskreta — haupt-
sichlich endiiche — Raume zis Uperleckungen von Punkimengen auftreten} sich immer
aui die Betrachtung von multiplikativen Raumen hesehrinken kann, bildet das Basiz-
axiom eine in vielen Fillen zu starke Einschrinkung. Dashalb — vad auch an und fir
sich —ist es wvon Wihtigkeit, im Falle oines lokal-endiichen O die Homologie-
§quiva‘ienz aller bisher cingetiihrien Komplexe unier Voraussetzung des multiplikativen

Axioms allein zu beweisen. :

74 dissem Zweck belrachten wir D, E(D) = v(D) und (D} ais Teilrdume vou
V(D) und definieren S(D) als die Vereinigungsmenge wvon 2 und f"(i)}. Zundchst ist
kiar: infolge der in Nr. 2 definjerten Abbildung ist E (D} simplizialer quasi-identischer
Retrakt von S(D), folglich £¢ (D) Deformationsretr. kt - von .;,{D;. Man erhilf aber
queh eine retrahierende Abbildung von Sg(D) aul Dy, wenn man dem Schwerpunkt
cines beliebigen Elementes von S (D) sich s:1bst, baw. den Schwerpunkt der Summe der Eck-
punkie dieses Elementes entsprechen iisst, jenachdem das betreffende Element zu D ge ort
;)der aicht. Da £, (D) und D, gleichzeitig Delorm.ﬁmmr“trak*o von 8y {0} sind, haben —
im Falle eines lokal-sndlichen D —alle drei Komplexe disselben homoiogischen Eigen-
schaften,

Da E (D) dieselbe Eckpunkthitile fv(D) hdi wie [, und E( )< v (D) ist, geniigt
E{D) dem Lasisaxiom. Ferner st £{.), wie feicht ersichliich, multiplikativ {wenn L
multiplikativ ist). Folglich ist (nach "(V) E{D) quﬂsi-iden“sc er Retrakt von o (Dj,
also E,{Dj simpli zwier Deformationsretrakt von o, {D}. Also:

n‘v’i. Im Falle eines leliebigen mul:ipl Rativen lobal-endlicken Raumzs D sind
die simplizialen Ko,vzpicxe Dy, V(D), v(D), E\D), V' (D), v (DY homologis-dguivalznt
untzreinandar.

&. Die Homologie-Aquivalenz von D, und V (D), folglich auch die Homologie-
Agquivalenz von I und N(D), also — angesichis der Hom iwie-ﬁxquivalenz vorn V(D)
und v {D)— die Homelegie-Aquivalenz von Dy, V(D), ©(D), V' (DO), v (D) kann
quch ohne Zuhilf:nahme des Rawmes E{D) fir aile multiplikativen lokal l-endlichen Rium
dadurch bewiesen werden, dass man D, als Telikomplex von V{D) auffasst uind sodann
beweist:

XV, Es sei D ein lokal-endlicher multiplikativer Raum. Diz bdaryzenirische
Untertzilung Vo (D) von V(D) lisst sich simplizial oauf D, so abbilden, dass
dabei fhr jadzs x:Dy, die baryzentrische Hille A < Doy auf Ax o Dy abge-
boddzt wird,

Beweis. FBine simpliziale Abbildung von V,{D) aul D, erhiit man, wenn man
dem Schwerpunkt eines Simplexes (p; ... p,) von V(D) pieD, A=0,.,., r, den
Schwerpunkt der Summe der Elemente p., ..., 2 entsprechien {d3st. Nach Satz Xl
erzengt diese Eckpunkizuor inting ei: ¢ simpliziale Abbildung. Sie l#sst die Eckpunite
von V(D) (die ja mit den ZEckpunkien von D, identisch sind) fest und ldsst jedem
Eckpunkt cer haryzentrischen Unterteilung Dy von Dy < Vi{D) einen Eckpunkt seines
Trigers in [y entsprechen, bildet also nach bekannten Erhaltung;sitzen dic baryzen-
{rlscie Unferteilung eines jeden abge.chlossenen Simplexes von [y auf dieses Simplex
ab, W. 2. D. ¥

9 MaremaTHMECKs# efopHun, 7. 2 (44), N. 3
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~ Homotogie-Theorie der diskreten lokal-endlichen Rdume

i. Die otigen Uberlegungen fassen es natiirlich esscheinen, die Rettischen Gruppls
eines lokal-endlichen diskreten Raumes als die Bettischen Gruppen seiner baty entrischen
Unterteifung zu definierem. Der inhalt der Homologie-Theorie dieser Riume wire
dadurch gegzeben, YWas die Feorm belrifft, s¢ kann man gle verschieden wihlen, um
Anschiuss an die verschiedenen bereils oxistierenden Darsteliungen aligemeiner Homo-

R4

jogie-Theorie zu gewinnen. Die nachicigende Darsteliung ist an cie Kolmogoroiische
Theorie angepasst. |

Unter einem diskreten Raum versiehen wir in dieser und der folgenden Nummer
siets cinen lokal-endlichen Raum [D. Sodann nennen wir zwei Punkte p und g von D
inzident, wenn entweder p'zAp oder peAp’ ist, und definferen ginen r-dimznsiona-
lem aigebraischen Komplex in D als eine schief-symmetrische  Funition der
71 Argumente /7 (Bgy ov v Pps WObEL Doy venn Fr heliebige Punkie von D sind, und
die Werte der Funktion einer addiliven Abelschen Gruppe-— dem  jeweiligen Koeifizien-
tenbereich — entnommen  sind, Dabed soll immer F(Poy ...y P} = (¢ sein, wenn es
anter den pg, ..., p, mindesiens ein nicht-inzidentes Punktepacr gibt. [ie beiden Be-
randungsoperatoren sind sodann:

Sn

g ST=f"" 1Dy oo p'_}}zzf' (Py Pos v Do) {summiert dber alle peDy,
»

Wby

_-;*’éj”*:ffr‘n {(Pos + v es pr»i-l):E(

wobei (-p,+) die Folge Py, «oov Pimyy Prags oo Dy bedeutet 1. Die ganze Koimo-
goroftsche Theorie gilt, denn sie wird ia in Wirklichikeit im Sinne von «R. M. fiir Dy
entwick:lt. .

Um die Darstellungsform noch niher der Kolmogoroffschen (ats C. R.) anzupassemn,
wonnte man natirlich —im Falle der i-Theorie — f7 als additive schief-symmetrische
Mengenfunktion friMe, .o, M) definieren, wobei ¢ie M, endliche Punktmengen in L
sind, die, im Falle wenn sie einpunktig sind, der obigen Bedingung

sy N 21
JH‘ P vv s ,Dr) =, U}

- wenn nient je zwel p;, py inzident sind, geniigen; sodann wiirde man den g,-Operator
genau so definieren, wie bei Kolmogoroif, C. R.

9. Wir stellen uns jetzt die Frage: was ftir Bettische Gruppen erhilt man, wenn mat
den lokal-endiichen Raum D als 1okal-bikompakten Raum aufiasst, und die Bettischen
u-Gruppen dieses Raumes nach Koimogorofi, C. R., 1, bestimmt?

Es handelt sich zunichst um additive Mengenfunktionen f7 (Mg, ... M,), deren
Argumente M; = D in D bikompakt, d. h. sndlich sind. Folglich lassen sich diese
Funktonen wiederum auf Punktfunktionen surtickiihren. Der einzige Unterschied von
der obigen Definition hesteht also darin, dass die Bedingung (1) durch die foigendé
Bedingung ersetzt wird: '

Fripyy - oe s £y=0, wenn der Durchschaitt voen Apg, .o Ap, teer ist. (2)

1 Die lokale Endlichkeit braucht bei der Definition des go-Operators nicht vorausgesetzt
zu werden.
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Das bedeutet sber, duss die Beftischen Gruppen, die man erhilf, mit den Betisct
Gruppen von N{Dj}, also —ftir multiplikative Qaumﬂ-»-- mit den Bellischen Gruppen
von [ identisch sind, Das Resultst lautet somit:

Dic kombingtorische FHomologie-Theorie da2r mulliplikativen diskreten  Rlume
ordnet sich oine ;fzf: Zusaty in die Kolmogoroffsche menganthzorgtische  Auf-
fassung ein. .

312, Die Existenz einer natfirlichen teflweisen Ordnung in einam diskret2n Raum
erlaubt, die Definition insbesondere der oberan Bettischen "*uppen dadurch 2zu verein-
fachen, dass man — unter Beibchaltung der obigen Dafinition d2s obersn Randoperators
Soff—die Komplexe f nicht mehr als sclief-symmetrische Funktionen von r--1
Punkten, sondern direkl ais Funktionen dor aus r—1 Punkfen bestchenden (im Sinne
der in D herrschenden teilweisen Ordnung) geordaeten Telimengan von [ definiart, Mit
anderenn Wotler:  es wird  jatzt ffipy, ..., p) nur untzr der Voraussalzung
po<l py<...<_p, (im Sinne der teilweisen Ordnung in D) d:finizrt. Im Falle, wenn
der Koeffiziantanbereich J ein Ring ist, ermoglicht diese Bemarkung eine {iberaus ein
fache Konstruktion des Homologicringes ({im Sinne von Alexander-Cech-Whitney
fiir jeden {nicht notwendig lokal-endlichen) diskreten Reoum: es genigt in der
Tat

FFY=F(0ss oo s Prsdd =1 (Bor o es B FPrr ey Bra)

zy setzen. Der weitere Aufbau der Theorie geht wortlich wie bei  Alexander
vor sich. Die Konstruklion wvon Alexander hat ecinen zum Teil kiinstlichen Charalkter:
anstatt der dem Raume D invariant zukommenden feilweisen Ordnung wird eine
willkiirliche Ordnung der Eckpunkie eines gegetenen Komplexss eingafiihrt und wesentlich
benuizt. Nun ist die invarlante Teilordnung von D mit einer Teilordnung der Menge
aller Eckpuukte von [ identisch. Da die Teilordnung einer Menge mittels transiiniter
induktion immer zu einer Yolicrdnung erweitert werden kann, ist der soeben dzfinierte
Homologiering von D mit dem Alexandarschen Homologiering won D, identisch.

§5

Ubertihrungssitze

1. Bereits in § 2, Nr. 5 haben wir die Punktmengen = R definiert.  Offenbur
sind diese Punktmengen mit dem diskreten Raum D nicht invariant verknipit: verschie-
deneny Darstellungen von [ in der Form einer Menge wvon Simplexen des &% entspre-
chen verschiedene Punktmengen 0D, welche im aligemeinen mnicht homtomorph sind.
Es gilt aber Iolgender Satz:

\Vill.  Das  Polyeder E{, ist ein Retrakt von D. Die retrahicrende Abbildung
kann dabel so gewdhlt werden, dass sie mittels einer Deformation wvon D in sich
entsteht, und dass kzin Punkt von D wihread dieser U.,fwma,zorz sein abgeschlosse-
nes Trigersimplex in D variiisst.

Beweis. Es sei p die Menge aller {inneren) Punkte des Simplexes peD. Wir de-
"~ .
guieren folgendermassen die rﬂtsﬁ]ereme Abbjldung f von p in A,p in jeder ein-
T T

zelnen Punkimenge p - x, wobei x ein beliebiges {offeries) Simpiex der baryzentrischen

12 Der Inhzlt dieser Nummer verdauke lch ciner Anrzgung von Kolimogcs vl
g
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Untertellung des, aus dem Simplex p and allesn s»inen Saiten, bestzhend:n fomplexes
ist. Da angznommen warden kann, dass ;,;;. nicht lzer 3t, so gehort unter den Eck-
punktan von x mindestens einer (d- Schwerpunkt von p) zo D,. Wir betrachien alle
diejenigen Fckpunkiz vou &, diz zu Iy geh)rﬂi, s—z\' bestimmen ein: sbonfulls 2u Dy
g:horends Seite . Falls x'==4x i3t,s0ist p-x = Dy, und f wird als diz idantische
A‘Dbudunz erklirt. Sonst sei x" die der Seite x' gagenib: mﬁmndJ Seite von X wir
zerlegen x in ”foraﬁ.z iza olfane Streckm, deren j2de d2n einen Endpunkt aud ;r: und
n oifensn Stracie
gizichlbrmiz und gamd rno in r1 n zi x gehdrndan Endpuskt gleitan. Die auf diese
Weise in den einzzinen % bzw. p d>finizrizn Daformationen schlizssen anzinander stetig
an und ergeben die gesucht2 retratierand: Deformution.

o, berdeckungen als diskrete Raume. B3 sel & eine multiplikative
endliche Uberdeckung der Menge M,

T My, Myy e, M, M==M, =M, ... =M.

3

den andaren aul g h:-ft, und lassen je 2 n Punkt einer jzden solchs

i

Den Mengen M, lassen wir einafadautiz diz Punkte p, des mit 2 {somorphen dis- ¢

iy
krelan Raumes D entsprechen, so dass pj3Ap, o < M, gleichbedeutend ist. Ferner
definieren wir fir jedes i==1,2,...

s
>
oy

[
y &

JE—— — i A
Xi-Mf - 2__1 M
My« M

B

Die Mengen X, sind disjunkt und bilden cine Uberdeckung von M. Somit entsteht
eine Abbildung c(x) dar Menge M in den diskreten Raum D: es ist o{x) = p,. wenn
xe X, ist

Wir definleren jeuzt

M, =0~ (Op,) = > X
My My

Da die A, ein ebbﬁrdw qung von M bilden und X < /‘/g, {3t, bilden auch die M, eine
Operdzckung von M; d e Upsrdeckung heisst diz zu © duale Ube;ds kung D’; der
Name ist emstwei}:n nur da:i ureh barechitigt, dass diz qulus;onen M, < M; und M. = M
aonivalent sind. Jedoch i Jac‘ das Mengensystem D' mit dew a D dralen Raum [}'
aicht isomorph zu sein: es lkenn vorkommen, diss einige unter den Mengen ;s/",
i=1, 2,..., s, leer sind, baw. dass gewisse M;. zisamm e niallen, so dass die Anzaul
der verschiedenen nichtlzarin A kldnzr als diz Anzahl ¢ der M; sein kann, Zwel
Beispielz machen dizsse “/30721\.1111"‘11311 klar.

1. Bispial. M sei ¢laz Straeke mil¢
punkt der Stracks ab. Diz Ubardackuny &
und M, == {¢ (Ink,ucwe ¢) und aus My==¢

Bs ist M{=X,=0. Als

. Beispiel wihi:n wir das fol7ende Moangensystem ~D. Bs Desizhe aus efnem
Quﬂ’at ABCD, seinen viar S2it:n und vize Eckpuikizn, den baiden Hiltten AL un
= dar Saite AB, dem Punkt £ und dem an ABCD won auss2n lings iar Sirecke BE
anschlisssenden Quadrate BEST. Bezsichnet man das Quadrat ABCD etwe mit M,
seine Seite AB mit A, so st M;:M;

.»-g

!!}

o
W
=3
—t
[N
-
v
o
R
-
w
=
&
ot
=
-3

b, ¢ sei der Mittzi-
astehis aus M, == M, don Strecken ac == M,

&)

(D

Wir satzzn jatzt voraus, duss kzinz untzr dzn M2ngzn M Ve i s, leer ist, und

1 T fi

dass kzine 2w *ei unter ihnen zusemmenfallen. Dann st das Meng nsystem D den
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zu [ dualen Raum ¥ isomorph. Des weiteren sind dunn dic Relationen M < M) und
M, < M; gleichbedeutend, woraus sich miihelos ergibl: | '

X::M:—— ;S 7 '/W;:M}; MX%—M:S o :;j ‘Xh:.-:: | }j x..){k - 2 ‘Xh:)"i’
My < My b= o jo i My M i My DM My S M

so dass dic beiden zueinander dualen Uberdeckungen zu denselben X-Mengen
fithren. Der Ausdruck «zucinander duals ist durchaus berechiigt: konstrufert man
nach der obigen Vorschrilt dic zu D' duale Uberdeckung, so kommt man auf die
urspriinglich gegebene Uberdeckung D zuriick.

3. Wir betrachten jefzt zwel wichlige Spezialfdile, in denen die M, den M, einein-
deutig entsprechen, und folglich ©' mit D' isocmorph st
Der erste Speziaifall ist durch

X220, i=1,2,.... s

gegaben. In diesem Fali ist ¢ efne Abbildung von M auf D duraus und aus der
Definition der Mengen M, folgt, dass diese Mengen den Mengen M, eineindeutig
entsprechen. .

Die Bedingung X, =% 0 ist jedech von ziemlich einschrinkendes-Art: es kann vor-
kommen, dass eine multiplikative Uberdeckung einer Menge A keine mublliplikative
Teiliiberdeckung derseiben Menge enthili, welche dieser Bedingung peniigt, Um ein
Beispiel zu haben, ergdnze man die Figur von Nr. 2, 2. Beispicl, durch zwei weitere
Quadrate: ein Quadrat ABPQ, welctes bis avf die mit ABCD gemciniame Seite AB
ausserhalb der Fbene des letzten Quadrates liegt, und das Quadrat EAKS, welches
durch seine beiden Seiten £A und ES velistindig bestimmt ist. Bezcichnet man nach wie
vor AB mit M, , so sieht man, dass X, =0 ist. Andererseits enthilt unser Mengen-
system kein Teilsystem, welches eine multiplikative Uberdeckung des aus allen unsern
Quadratzn gebildeten Polyeders bildet.

Deshalb ist der zweite Spezialfall von Wich'igkeit, rdmlich der Full einer irredu-
ziblen multipikativen Ubcrdeckung. Darunter versteht man eine solche endliche mul-
tiplikative Uberdeckung © einer Menge M, die keine multiplikitive echte Teiltiberde-
ckung derselben Menge enthilt. Wie leicht ersichiiich, ist fir die Irreduzibilitdt ciner
muitiplikativen Uberdeckung die Cesamtheit der foigenden Bedingungen notwendig und
hinreichend:

1} ist M, ein Crundelement von D, so ist X;=£0,

2) jedes Element ven ©, welches nicht Crundelementist, ist Durchschnitt von Grund-
elementen,

Bs seion M, und M, zwei Elementz von B

A e [ LA Jup— . . Vs
Myz= Moo M My==My ..M,

wobei M,, und Mg, Crundelemente sind, Wir beweisen, dass M;#M} ist. In der
Tat, {ritt mindestens ein Fakior der Produktzerlegung des einen der belder Elemente
M, und M, nicht in der Produkizerlegung des anderen zuf. Wir ﬂehm'en an, dass etwa
M, m"cht unter den Fakto'ren vor 'M/- vorkommt. Denn ist X, < M; und  gleichzeitig
X, -M;=0, also sind M; und M; voneinander verschizden.

4, Es sel jutzt M ein Kompaktum, © dne irraduzible mulliplikative endliche abge-
schlossene {offene) Uherdeckung von M; denn ist die duale Uberdeckung D' offen
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(abgeschlossen). Ist © eine e-Uberdeckung, 30 ist D’ jedenifalls =ine 23-Uberdeckung.
: 1 N \ ~~ ™~ \ . 3 -
Da M in den {als Polyeder auigelassten) Nerven #n (Dy=w (D'} und c¢cbinsc in

i it = L H 4 . 9
n{Dy=wv (D} mittels elner 2e-{joerfithrung stetiz abgebillet werden kaum, und da
C

jede multiplikative Oberdeckung von M eine irreduzible multiplikative Uberdeckung vou

M enthalt, gilt:

XIX. Jedes Kompaktum ldsst sich mittels elner 2-Uberfithrung in die — als Po-
ivedar aufgefasste — Eckpunkthiiliz  jeder sziner endiichen abgeschlossenen bzw.
offenen multiplik.tiven z-Ubzrdckungen stetig abb.lden.

Aus XUT und VI folgt sodanm:

KX, Jedes Kompaktum ldsst sich mittels einer 9g-Uberflirung in die— als
Polyeder aufgefasste— baryzentrischs Unterteilung jeder sziner endlichan abges:hlos-
ener bzw. of enen multiplikativen z-Uberdeckungen ststig ebbild:n.

Hierin ist #ibrigens ein von Kolmogoroff und mir friher bewiesene 8 Satz enthalten:

Bel hinreichend klelmem & ist die Linge jeder abgeschlossenen und jeler oifenen
multiplikativen endlichen e-Uterdeckung eines n-dlmensionalen Kompaklums Z= n.

Bolschiewo — Komarovka bel

Moskau, am 31, Marz 1637,

{TlocTyu#AO & PENaKiiuio 41V 1937 1)

JlucKpeTHble NpOCTPAHCTRA
. C. Aaexcangpos (Mocksa)
{Pesome)

PaGoTa CTABWT cebe B OCHOBHOM B324auy TOCTPOWTh FOMONOTHUECKYK) TEOPHI auc-
KpeTHbIX TPOCTPAHCTE,

Mcxonst ¥a TOMEECTBA MEKLY HHCKPRTHHMH NPOCTPIRCTBAMH X HACTHUHD yTIGpsiao-
wenHsMd MuonecTBamu (M. § 1), Wbl H23bIBAEM ZHCKPETHOE MPOCTPARTTED D aokans
4O KOHEUHb M, SCIH MANKOMY SaeMeHTy [) TIDeRUIeCTBYCT W 32 AHM C/ASAYVET AR
KoHeuHce uncao ssementos D.

AarefparuecKiHfl KOMIJRKC 7 H3MCDERH #t 8 D onpenensietis KaK KOCO-
cammerprueckas Qywaws f{Po, -« .y Pph -1 aprymesTos KOTOPOH npoferawT BCe-
B03MOMHKE TOUKH [J, 2 SHANCHWR MDWUHAMIENAT K 3RJAQHOMY (U0 KOO@HUUEHTOB J,
[lpn sTOM CTABATCH CACAylowes TpeboBasue: AulLb €CAU Pgy ... P, CVM6 MOUKL
Hexomopszo  YnopaOOUERHIZ0 NIOMHONCELINES  HACMILLRO YHOPAOVOHENHCRD MHONCECINGA
D, auauenue ¢hyrenue [Py ..o p,) Mosicem Ovlmb OMAUNMO OM HYIR. Fpanunua
SATSSPAMYRCKOTO  KOMILIEKCA fr ounpesensercst xak  {r— 1)-MepHnift  anrebpanueckih
KOMIARKS

g'“ffEf"‘l (p‘f}' L avr_l.:s:: 2}

—~
Jf’ (P: Por ov ey ,@’,_1:3-
pD

18 Pund. math., 25, (1986), 267. Dle Linge e'nes Mengensysterms 9 ist—wena sie endlich
st — die grosste natiiriiche Zahl r von der Eigenschaft, dass es eine Folge von 7 abnehmenden
nichtieeren Meagea Ay > Az > ... > A, dies2s Systems gibt. Offenbar ist die Liuge von A um
1 grosser als die Dimenslonszahl der baryzenirischea Uaterteilung von 2L
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: Hnrckpernbie apocTpanctaa 310
AHEROTHNHO ONPENSNHRTCE H «BeDXHAA IDAHAULD 8 CMbICHR A]exandex’a—%{«:mmo:mpgga
= £ ‘ R SR B I TR
g{)/fr:":fr+1{.p()""’pf+}1 s E\ l)f{ pf i’
. i
v {-p;) 08neMERT (Pyy - veh Py Piiis o -. D). Onepamop e3nmug cepxuel 2pa-
RUGH Ke npedncauzaem AOKANLMOY Konewrocmu RpOCMOAKCMEa.
, ITH OnpRIesRNUg MOTHBHDYIOTCS MNOHATHENM GapHUeHTDPHYRCKOTO 104 pas-
% NEACHHE LHCKDETH cro npocrpancrea [ BapHugnTpruecxos noapasseienue
1

D, uaCTHUHO YNODPHAOMEHHOTO MEONKECTEA [) eCTh MZCTHUKO YMOPHACHSHHOE (B CMbiCae
GOBKHOBRHHITC BRMGUSHMA) MHOMKECTBC BCRX YHOPHAOYCHHAMX ROAMHGIHSITS UZCTAYHO
YHOPIAOUEHAOTO MHOMEITEN [h. DADULEHTDPHYECKOS NOADABARNLHAS NOKAILHC KOHEUHOTD
:;5bCT§ZHCTBE €CTh BCOTAA CHMONHLMAKbHBIE KOMIJIEKC.

. BapruesTpAueCKOe fOADAZARNCHAE KDOLTPAHCTEA [ &CTh Kaubonee BamHuil H3 naTh
| «COUPOBOKARKMUILY CHMIVIHUHRABHEIX KOMIVIZKCOBY, KOTODbIE 042Hb RCTECTREHHO CTPORTN
ANS KKLOTG NOKIABHD  KOHETHOTO  AHCKPETHOTO NPOCTPascTBE. OB cRSSaHs MEKIY
COBOI0 [POCTHIME FeOM2TPHYRSKA VY COOTHOWIRHHAMH, KOTOPbI® usyuaxren 5 §§ 2 u 8
H LDHBOIAT K TOMY, “TC {48 secsme OOWUPHORE KAQLCQ ORCKPEMEN Npocmparcms,
G UMEKRO ONR 600X MGK KUSBOCMHX MYAbMURAUKAMUEHX RPOCMPOKCMSE, €06 L0
HPOBCHCGUIOIIE KOMNAZKSb, LMeiom O0HE 1 Me N2 20M0A02LReLKIe L805cmsa.

B § 2 wsccaexyercs, MamLy 1DOTHM, S.eMEHTADHOTEOMSTDHUECKER CTPYKTYpPE KOHEU-
AKX RHCKP2THBI TIPOCTPAHCTE, KOTODHIE OKABLIBAKTCH NOLMHOKCTEAME OSLKHOBEHHAIX
KOHEUHAIX CHMIMHUMANIBHBIN KOMPISKCOR. 3TC [PHBOEHT K UANIEAHOHE TeoMerpuvecxod
HHTeDIPETAHH, 8 HACTHOCTH, H OapHLEHTPHURCKOTO NIOLPABLENCHUR.

B § 1 yCTaHUBRHBAIOTCS SNRMEHTADHLIE TEODRTHKOMHOMECTERE LS CEOHCTBE JUCKDRT-
HBIX  ApOCTparcte, 2 B § b xayuseTcs CBS3bL  MEMMY KOMTAKTAMH K PX  KOHLUHAIMH

DOKPITHIMIL, DACCMATDHBARMbIMH KaX AHCKPETHbI. ApPOCTPEscTEA. Colepwarse paGoTh,
TAKRM 00pa3on, OXBATHWEZRTCHA CNERVIOU(HM 28 OTNABRCHHEM:
§ 1. OxBMBANZHTHOCT: [OHATHH! HMCKPETHO? TDOCTDANCTEC, <HCTEMU MHONECTB.
YACTHUHO YTROPRAOUYSHHOR MHONECTRG.
2. [laTs CORPUBOMNAIOWEX KOMILIEKSOB.
3. MynpTHOAHKATHENBE UPOCTDAHCTES,
4. TOMOSOTHY2CKES TEODHA JOKWILHO KOHSUHBIX [POCTPEHCTE,
D, e-CLBHIH.

L WY A

Supplied by The British Library - "The world's knowledge”







