Uber den allgemeinen Dimensionsbegriff und
seine Beziehungen zur elementaren
geometrischen Anschanung,.

Von
Paunl Alexandroff in Moskan

Herrn L. E. J. Brouwer gewidmet.

Einleitang.

Die bisherige Entwicklung der Dimensionstheorie) hat im vollen Mafie
den dieser Theorie zugrunde liegenden Dimensionsbegriff als den richtigen
Dimensionshegriff gerechtfertigt: erstens ist dieser Begriff selbst der denk-
bar einfachste und natiirlichste, zweitens hat es sich gezeigt, daB diejenigen
Riume bzw. Mengen, die a priori von der Dimension # sein sollten (z. B.
der Euklidische n-dimensionale Raum R™), auch auf Grund der allgemeinen
Dimensionsdefinition die Dimension n erhalten, drittens lie§ sich mit Hilfe
des allgemeinen Dimensionsbegriffs unsere Erkenntnis des topologischen Auf-
baus der geomefrisch interessanten Réume, vor allem der Euklidischen
Riume und ihrer abgeschlossenen Teilmengen, wesentlich vertiefen und
vermehren.

Eine fiir die ganze Theorie prinzipiell wichtige ¥rage blieb aber bis
jetzt unbeantwortet.

Den Ausgangspunkt der allgemeinen Dimensionstheorie bildeten der
n-dimensionale Koordinatenraum oder, ¢in wenig allgemeiner, die im klassi-
sthen Sinne n-dimensionalen Gebilde (n-dimensionalen Komplexe?)), und

1) 8. wegen der Literatur z. B, meine Arbeit ,Simpliziale Approximationen in der
allgemeinen Topologie“, Math, Annalen 96, S, 489, wo die grundlegenden Arbeiten von
Brouwer, Urysohn und Menger zitiert sind.

%) 8. wegen der Definition des n-di jonalen Komp} z. B. H. Hopf, ,, Vektor-
felder fn »-di jonalen Mannigfaltigkeiben® {Math. Annalen 96, 8. 227), Vgl amch
meine umber ) gitierte Arbeit.

Unter einem im R® gelegenen Kompleve K?, p<n, soll folgendes verstanden
werden,

{Fortsetzung der Fubnote 2 anf nichster Seite).
Mathematische Annalen. 95. 41
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alle diese Gebilde sind zu einem Bestandteil der viel allgemeineren Klasse
der n-dimensionalen (abgeschlossenen) Mengen geworden, Nun fragt es
sich, ob es moglich ist, in der Gestalt jeder n-dimensionalen abgeschlossenen
Menge, so kompliziert sie auch soin mag, diese elementaren x-dimensionalen
Gebilde, die ja fiir unsre ganze Anschanung der Dimension maBgebend sind
und bleiben, irgendwie wiederzuerkennen?

Um nur ein einfaches Beispiel zu nennen, betrachten wir in der Ebene
ein Brouwersches ,unzerleghares“ Kontinuum, welches die gemeinsame Grenze
von drei {oder mehreren, sogar unendlichvielen) einfach zusammenhingen-
den Gebieten ist. Vom Standpunkte der allgemeinen Dimensionstheorie aus
ist ein solches Kontinuam, trotz aller Schwierigkeiten, die es der elemen-
taren geometrischen Vorstellung darbietet, eine Kurve. In diesem Spezialfall
lautet also meine Frage: Kann man in dieser Kurve dieselben primitiv-
anschaulichen geometrischen Elemente erkennen, die uns zwingen, z. B. eine
aus endlichvielen geradlinigen Strecken zusammengesetzte Figur ohne
weiteres als eine Linie zu betrachten?

Diese Frage, und zwar in ihrer allgemeinsten Form, mit einem Ja zu
beantworten, ist Zweck der vorliegenden Arbeit: es wird sich namlich zeigen,
dalBl die allgemeinen n-dimensionalen abgeschl Mengen geometrisch
dadurch vollig charakterisiert sind, dafi ste sich fir jedes £>0 in einen
n-dimensionalen Komplex stetig deformieren lassen, so daf wdhrend des
ganzen Deformationsprozesses kein Punkt um mehr als ¢ von seiner ur-

spriiglichen Lage entfernt wird.
Wir wollen jetzt dieses Resultat in einer méglichst scharfen und

prizisen Form aussprechen.

Jede Menge von g+ 1, ¢ < p Punkten des R®, die nicht in einem R?™! Hegen,
heiBe ein ¢-dimensionales Geriist ®¢. Hs sei weiter eine endliche Menge € von in R #
liegenden hdchstens p-dimensionalen Geriisten

@o, B, .., GF
gegeben, unter denen es wenigstens ein p-di tonales gibé; es wird auBerdem voraus-
gesetzt, dafi keines dieser Ceriiste eine Teilmenge ecines anderen Geriistes (des
Systems &) ist; sodann sind je zwei Geriiste G, B entweder zueinander fremd
oder ihr Durchschnitt bildet ein r-dimensionales Geriist (r < g:, 7 < ¢;).

Jedes Geriist B7 des Systems © besti eindeutig ein g-di ionales Sim-
plex TY, welches als seine Eckpunkte die Punkte von ®? hat. Die aus diesen Sim-
plexen und ihren samtlichen Seiten (aller Dimensionen) gebildete Figur heiie ein
p-dimensionaler Komplex. Zwei zu verschiedenen Simplexen baw. Seiten des Kom-
plexes gehbrende Pankte gelten im Komplex stets als verschiedene Punkte des Kour
plezes anch dann, wenn sie im Raume R® zusa fallen. Bequemlichkeitshalber
werden wir als Simplexe des Komplexes K¥ aunch simtliche Seiten jener Simplexe
hetrachten; wenn nokg, sollen diejenigen Simplexe von K?, die nicht Seiten anderer
Simplexe desselben Komplexes sind, als Houptsimplere von K? besonders gekenn
zeichnet werden.
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Unter einer abgeschlossenen Menge verstehen wir in der ganzen vor-
Liegenden Arbeit entweder eine beschrdnkie sbgeschlossene Teilmenge eines
Euklidischen Raumes beliebig hoher Dimension oder, noch viel allgemeiner,
eine beliebige abgeschlossene Teilmenge des Fundamentalguaders B des
Hilbertschen Raumes. Dabei ist B” die (kompakte, abgeschlossene) Teil-
menge des Hilbertschen Raunmes, die aus allen Punkten besteht, deren
Koordinaten den Ungleichungen

0<2,<, =»=1,2,. . ininf

[z, bedeutet die n-te Koordinate eines Punktes im Hilbertschen Ranme]
gentigen®).

Wir stellen weiter noch folgende Definition auf.

Es sel R der n-dimensionale Euklidische Raum R™ oder der Funda-
mentalquader B des Hilbertschen Raumes; es seien ferner F und @ zwei
in B gelegene abgeschlossene Mengen, und s eine positive Zahl.

Dann sagen wir, dafl F sich in & e-dberfithren 13Bt, falls @ ein-
deutiges und stetiges Bild von F ist,

{1 ¢ =o(F),

und diese Abbildung und die gegenseitige Lage von F und P so beschaffen
sind, dsB kein Punkt  von F von seinem Bildpunkt &= ¢(2) um mehr
als e entfernt ist*).

Es sei hiersu bemerkt, daf sich jede stetige Abbildung (1) einer
abgeschlossenen beschrinkten Teilmenge des Euklidischen Raumes auf
eine andere auf Grund bekannter Erweiterungssitze fiir stetige Funk-
tionen ¥} zu einer stetigen Abbildung des ganzen R™ auf sich selbst er-

®} Es gei hiersu bemerkt, dafl auf Grund eines bekannten Urysohnschen Satzes
{Math. Annalen 93, 8.302) jeder kompalie metrisierbare topologische Bawm einer ab-
geschlogsenen Teilmenge von R” homoomorph ist.

Y Der fiir die gunze Arbeit grundlegende Begriff der e-Uberfiihrung stammt,
seinemn Inhalt nach, von Brouwer und bildet den methodologischen Kern vieler geiner
Unterspebungen: man vgl z. B. den ,Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve*
(Muth, Aunalen 72, S. 422), durch den die vorliegende Arbeit in hohem MafSie ange-
regt ish.

% Brouwer, Math. Annalen 71, 8. 300 und 79, 5. 209; vgl. auch die (wohl allge-
meinste) Fassung des Erweiterungssatzes fiir stetige Funktionen bei Urysohn, Math.
Arnalen 94, 8. 298, wo man auch weitere Literaturangsben findet. Um von dem
Kasischen Erweiterungssatge fiir Funktionen (deren Werte reelle Zablen sind) zum
Erweiterangssatze fir stetize Abbildungen einer F auf cine € (beide im RB™) za ge-
Yengen, braucht man nur (wie ich einer noch nicht publizierten Arbeit von Hopl ent-
2¢hme) den klassischen Erweiterungssatz auf jede der Funktionen

’ &= (=), (i=1,2,...,3)

43 der 5 aof Seite)
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ginzen 1aft. Diese Abbildung kamn als eine stetige Deformation des R®
in sich betrachtet werden: es geniigt ja dazu, jeden Punkt von R™ sich
nach seinem Bildpunkt gleichformig und geradlinig bewegen zu lassen.

Wir kdnnen jetzt folgendes aussagen:

Es set F etne in B g abgeschl e A-dimensionale Menge
(R ist dabei wie frither B" R n>l oder R®). Es sei ferner e eine be-
liebige positive Zabl,

Es gelten alsdann die beiden Sitze:

1. Bs existiert ein in R gelegener A-dimensionaler Komplex K, in
den F sich e-iberfihren ldpt. Diese Uberfikrung 16t sich mittels einer
stetigen Deformation des Raumes B errveichen, wobei wihrend dieses De-
formaiionsprozesses kein Raumpunki sich wm mehr als = von seiner ur-
spriinglicken Lage®) entfernt.

Es éxistiert aber eine positive Zahl 2, von der Ari, dafi, fiir ¢ <e,,
K% in dieser Behouptung nicht durch einen Komplex niedrigerer Dimen-
sion ersetzt werden kann.

IL. Es existieren ein in B geleg 2-dimensionaler Komplex K, eine

bgeschl Umgebung U, von F7) und eine stetige Deformation A des
ganzen Raumes B in sich, so daf '

1. alle Punkte von U, von F um weniger als ¢ entfernt sind;

2. bei dieser Deformation U, in K. dbergeht;

8. wdhrend der Deformation 4 kein Punki von B wm mehr als & ver-
schoben wird wund (im Falle, wo R der R™ ist) die von F wm mehr als
& entfernien Punkte von R™ diberhaupt fest bleiben.

Es existiert aber eine positive Zahl &, von der Art, daf fir & < &,
Kl in dieser Behauptung nicki durch einen Komplex niedrigerer Dimen-
ston ersetzt werden Lonn.

Teh mochte zum SchluB noch erwdhnen, daf ich manche wertvolle
Anregung bei der im folgenden dargestellten Untersuchung dem Meinungs-
austausche mit Herrn Heinz Hopf und seinem im Sommer 1926 in Gottingen
gehaltenen topologischen Vortragszyklus entnommen habe; ey sei Herrn Hopt
an dieser Stelle mein herslicher Dank ausgesprochen.

anzuwenden (wobei « ein beliehiger Punkt von F und die £, die Koordinaten seines
Bildpunktes sind).

Weitere Verallgemeinerungen des Erweiter befinden sich in der bereifs
erwihnten Arbeit von Hopf (,Zur Topologie der stetigen Abbildungen®, erscheint
demmichst).

) Wir sagen kurz, daf eine s-Deformation des Raumes B vorliegh.

7) Unter einer abgeschlossenen Umgebung von F verstehe ich die ab
Hiille einer die Menge F enthaltenden offenen Menge U.

11 &
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Y. Das Brouwersche Invarianzprinzip.

1. Wir beweisen zuerst die zweite Hilfte der beiden Satze I und II,
d. b. daB man bei einem geniigend kleinen ¢ eine 1i-dimensionale Menge
nicht in eimen Komplex niedrigerer Dimensionszahl e-iiberfithren kann.
Diese Behauptung ist in folgendem allgemeinen Satz enthalten, der den
eigentlichen Kern des ersten Brouwerschen Beweises der Invarianz der
Dimensionszah! bildet:

Brouwersches Invarianzprinzip. Es sei F eine abgeschl A-di:
sionale Teilmenge des Buklidischen B™ oder des Pundamentalguaders B®
des Hilbertschen Rawmes. Dann lipt sich F fir ein hinreichend klernes &
in kesne Menge @ niedrigerer Dimension s-diberfiihren.

Beweis. Es sei in der Tat letztere Behauptung falsch. Dann gibt
es fiir jedes ¢ eine hichstens i — 1-dimensionale Menge &., in die sich F
s-iiberfithren 1aBt:

2 =g (F), elz, @ (x))<e.

Unm zu zeigen, daB dann auch dim F < 1— 1, geniigh es auf Grund
des Urysohnschen Uberdeckungssatzes®) zu beweisen, daB F fiir jedes ¢
cine (&, i)-Uberdeckung zulsft ).

Wir betrachten zu diesern Zwecke die abgeschlossene Menge &, = @

7
und eine (auf Grund der Ungleichung dim @ <1 — 1 gewiB existierende)
(%, l) - Uberdeckung
=@, +D,+...+D,

der Menge @. Es sel nun fiir jedes ¢ <s F, die Menge aller derjenigen
Punkte 2 von F, deren Bildpunkie £—= () zu @, gehdren. Erstens ist
F=F,+ F,+...+ F, (weil die ganze Menge F auf & abgebildet ist);
aweitens st 6 (F,) < 6(P;) + 2% < & {weil jeder Punkt 2« F von seinem

Bildpnunkte &= @ weniger als um i entfernt jst); drittens gibt es keinem
Punkt = von F, der zu 1-+1 oder mehr Mengen F, gehort, weil mit
ok Ry - Fy , suk ¢(z)=E¢c@ D, ... P, wire

Die Mengen F, bilden also eine (¢, 1)-Uberdeckung der Menge 7,
wie wir gie haben wollten,

% Mém. o | multiplicités Cantoriennes, ch. V (Fuond Math, 8, 8. 301). Der Satz
ist auch a.a. 0.%), Math. Avnalen 96, S. 499 zitiert.

®) Fine Darstellong F=F, +F+...+ F, heiBt eine (s, 1)-Uberdeckung der
Menge F, falls alle Mengen ¥, abgeschlossen sind, ihre Durchmesser simtlich kleiner
als s sind, und es keinen Punkt gibt, der in mebr als 4 anter den Mengen ¥, ..., F;
enthalten ist.
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Das Brouwersche Invarianzprinzip ist hiermit bewiesen.
Um auch die erste Hilfte der beiden Sitze I und II beweisen zyp
kOnnen, sind manche Hilfshetrachtungen nétig.

Ii. Ein Hilissatz.

2. Wir beginnen mit einigen Hilfskonstruktionen.

Vektorzerlegungen eines Simplexes®), Es sei 77" ein #»-dimen-
sionales Simplex, 7" irgendeine r-dimensionale Seite von T" (0 <r <an—1).
Wir definieren, was unter der Vekiorzerlegung von T" in bezug auf T" mu
verstehen ist. Es sei 7"777 die der Seite 7" gegeniiberliegende Seite
von 7. Durch die Seite 7%*~" und jeden Punkt z von 7" ziehen wir
eine {n— r)-dimensionale Ebene E;~"; sie schneidet 7" in einem {n — r)-
dimensionalen Simplexe 7;*”", das mit 77 den einzigen Punkt x gemein-
sam hat. Der Punkt x ist dabei ein Eckpunkt von 7077, Wir zerlegen
jetat T*77 in co™ "' gueinander bis auf den Punkt 2 fremde Vektoren
{= gerichtete Strecken) %y, indem wir 2 mit jedem Punkte y der dem
Punkte = gegeniberliegenden Seite 7™ "~* geradlinig verbinden.

Nachdem man dieses Verfahren anf jedes Simplex T)~" angewendet
hat, zerfills das ganze Simplex 7" in " ™" Vektoren ¥, deren Anfangs-
punkte z zu 7" gehoren, deren Endpunkte in 7 """ liegen, und die bis
auf evtl. Anfangs- bzw. Endpunkte zueinander fremd sind. Die auf diese
Weise definierte Zerlegung von 7™ in lauter geradlinige Strecken ist durch
die Wahl der Seite 7' vollig bestimmmt nund soll deshalb die Vektor-
zerlegung von T® in bezug auj T" heiffen.

Sie besitzt folgende Rigenschaften;

1. Es sel z, irgendein Punkt von 7™, der weder zu 77 noch m
T*""! gehort. Dann geht durch z, ein einziger Vektor V,= V(z,)-
Es gei
(1) Zys Bgs v wes By - e
irgendeine zum Punkt z, konvergierende Punktfolge, von der wir annehmen
diirfen, daB jeder Punkt z, =7" — (77 4+ 7™ ™% igt. Dann konver
gieren die
(2) Vi Vay oo ¥,

e s Ve =V(2,)
gegen V.
2. Es sei &, irgendein Punkt x, von 7', bzw. g, von 2™ 7" und (1)
wie frilher eine zum Punkt £ konvergierende Folge von Punkten
) Bs sei an dieser Stelle bemerks, daB, meines Wissens, die erste Anwendong

von dem Begriffe der Vektorzerlegung analogen Begriffen auf Untersuchungen (opo-
logischer Fragen von Brouwer herriihrt (vgl. Crelle 142 [1913] S.152),
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2, =T — (P74 T*7""). Dann 158t sich aus der Folge (2)%) eine
Teilfolge
(3) Vas Vags oo os Vs <o+

answihlen, so daB (3) zu einem, im Punkte &, =z, angebrachten baw.
im Punkte £, =y, endenden Vektor V(&) konvergiert.

3. Bs sei 7% irgendeine, weder in 7" noch in 7" "' enthaltene
Seite von T (woraus insbesondere folgt, dall 1 <g<n —1 ist). Bs sei
ferner T = T'. T"; dann bilden diejenigen Vektoren der Zerlegung von
7" in bezng auf 77, die in 77 enthalten sind, dse Vektorzerlegung von
77 in bezng auf 77,

Alle diese Eigenschaften wnserer Vektorzerlegung lassen sich auf Grund
elementargeometrischer Betrachtungen ohne Schwierigkeit beweisen,

Wir bezeichnen im folgenden die Zerlegung von 7" in bezug auf 77
durch @ (T, 7).

3. Die Vektorfelder @(K*"' K*%). Es sei K* ein im B* (n 2 p)
liegender'?) p-dimensionaler Komplex. Dabei kann K7 in B® Singularititen
aufweisen, d. h. zwei verschiedene Punkte von K” kdnmen in R™ geome-
trisch zusammendallen®?).

Es liege eine Simplizialzerlegung 3 von K7 und ein, aus gewissen
Elementen dieser Zerlegung gebildeter g-dimensionaler Komplex K7
(4 < p) vor.

Wir setzen vorans, daB jedes Element 7" yon B entweder in K7 ent-
halten ist oder zu K? fremd ist, oder wit KY genay eine {r-dimensionale,
07 £ 1~ 1) Seite gemeingam hat.

Die der letstgenannten Bedingung geniigenden Simplexe 7" nennen
wir die Grenzsimpleze von K* in berug auf K° oder, falls kein MiBver-
stindnis zu erwarten ist, einfach die Grenzsimplexe.

Die zu K* gehérende Seite eines Grenzsimplexes wollen wir seine
Handseite nennen. Die von der Zerlegung 8 soeben verlangte Eigenschaft
lautet also:

(a) Jedes Grenzsimplex besitzt nur eine Randseste.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man stets voranssetzen,
daB B die Eigenschaft (a) besitzt: in der Tat, falls dies nicht der Fall
wire, wiirde man nur jedes Simplex ans § haryzentrisch®®) unterteilen

) und also aue jeder Teilfolge der Polge (2).

%) Vgl. FuBnote %),

%) Baryzentrisch = regulir (Veblen, Analysis Situs (Cambridg Colloguium 1916},
B.41). Vgl auch meine Arbeit ,Zor Begrindung der u-dimensinalen Topologie®,
Math. Annslen 94, §. 996,
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miissen (s0 daB keine zwei Eckpunkte der a priori gegebenen Unterteilung
zu einem Simplex der neuen gehbren).,

Aunflerdem setzen wir noch voraus, daB

(b) falls zwei Grenzsimplexe, von denen ketnes eine Seite des andern
ist, nicht zueinander fremd sind, die ihren Durchschnitt bildende Seite
entweder die gemeinsame Randseite der beiden Grenzsimplexe, oder ein
Qrenzstmplex (niedrigerer Dimension) ist.

Auch die Bedingung (b) 4Bt sich (mittels evtl. Unterteilung der
Simplizialzerlegung 3) ohne Einschrinkung der Allgemeinheit exfiillen.

Eine den beiden Voraussetzungen geniigende Simplizialzerlegung des
Komplexes K” soll eine in bezug auf K* bequeme Zerlegung heifen.

Wir setzen also unsere Zerlegung 3 als in bezug auf K bequem
voraus und nehmen mit jedem Grenzsimplexe 77 die Vektorzerlegung in
bezg auf seine Randseite 77 vor.

Das auf diese Weise entstandene ,,Vektorfeld soll @,(K?, K9 oder
einfach @(X”, K?) heiBen. Die Vercinigungsmenge von KZ und von ailen
Strecken zy, die das Vektorfeld @ (K?, K?) bilden, bezeichnen wir mit
T (KY); da jedes Grenzsimplex von K? sowie K7 selbst zu U (K?) gehors,
so sind alle zu K? hinreichend nahe liegenden Punkte von K? in U (K7)
enthalten.

Es sei jetzt £ irgendein Punkt von U {K?). Dann sind nur folgende
beide Fille a priori moglich:

1. Fall. £ gehért zu keinem zn K? fremden Simplex der Zerlegung 3.

2. Fall. & gehdrt wenigstens zu einem Simplex der Zerlegung 3, das
zu K% fremd ist.

Tm ersteren Falle ist £ ein innerer Punkt der Menge U (KY) (relativ
m K”),

EcU(K").

Wir bemerken sofort, daB ein innerer Punkt & auch Endpunks eines Vek-
tors aus @ sein kann); falls aber £ U(K") weder zu K¢ selbst gehért,
noch Endpunkt eines Vektors aus @ ist, so geht durch £ jedenfalls ein
einziger Vektor ¥(£), und es gilt dann die Stetigkeitseigenschaft 1 des
§2. Falls dagegen & ein Anfangs- oder Endpunkt eines Vektors aus @ ist*"),
so ist er im allgemeinen Anfangs- bzw. Endpunké unendlich vieler Vektoren
aus @, und man hat dann die schwichers Stetigkeitseigenschaft 2 des § 2-

1) Dieser Fall wiirde sich {ibrigens beseitigen lassen, indem man wie frither die
Zerlegang § durch eine feinere Zerlegung ersetzt; das st aber fiir unsere weileren
Uberlegungen ganz bedeutungslos.

15) Wir sagen in diesem Falle kurz, £ sei ein Anfangs- bzw. Endpunké.
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(Bei der Formulierung der Bedingungen 1 bazw. 2 sind dabel unter den
Punkten 2, beliebige, von Anfangs- und Endpunkten der Veltoren von @
verschiedene innere Punkte von U(KY) zo verstehen) Endlich kason &
als innerer Punkt von U (KY) zu K7 gehoren, ohne daB dabei in & ein
Vektor aus € angebracht sel. Dies ist nur dann mdglich, wenn & zm
keinem Grenzsimplexe gehort, d. h. in einer hinreichend kleinen Umgebung
von £ die beiden Komplexe K* und K*? identisch sind. & ist dann ein
innerer Punkt von K (rel. zu K*), und in keinem der zu £ hinreichend
naheliegenden Punkten ist ein Vektor aus € angebracht.

Im zweiten Falle pehort zwar & zu wenigstens einem Grenzsimplex

’, aber dann ist & notwendig in der der Randseite von 7 gegeniiberliegen-
den Seite von T enthalten, d. b & ist Endpunkt aller zu § nicht fremden
Vektoren,

4. Radialisierung eines Komplexes inbezug auf einen Teil-
komplex. HEs haben K” und K7 dieselbe Bedeutung wie im worigen
Paragraphen. Ein Simplex 7° von X7 (welches natiirlich kein Haupt-
simplex®) von K% zu sein braucht) heiBt ein Randssmplex von K% wemn
es die Randseite wenigstens eines Grenzsimplexes von K¥ (in bezug anf
K*%) ist. Die sonstigen Simplexe von K* sollen #nnere Simplexe heiBen.
Aus dieser Definition folgt insbesondere, daB die Dimension eines Rand-
siraplexes von K* hochstens gleich p —1 ist.

Es sei nun o irgendein fest gedachter Punkt von K¥, der in keimer
ein Randsimplex von K’ enthaltenden (p — 1)-dimensionalen Ebene liegt.
Es folgt daraus insbesondere, daB jede Gerade, die den Punkt @ mit
irgendeinem Punks z eines Randsimplexes von KXY verbindet, dieses Simplex
mur in einem Punkte trifit, so daB, jalls T°(1 < g) irgendein Randsimplex
des Komplexes K* ist und man o mit allen Punkien x von T' gerad-
linig verbindet, mon ein (1 1)-dimensionales Simplex
4) T =0 (T »)
erhgll.

Der ans allen inneren Simplexen von K? und allen Simplexen (4) ge-
bildete Komplex soll 2(K¥, ) heiBen; dabei soll K die Basis und o der
Pol von Q(E*% o) heiSien.

Es a8t sich der ganze Komplex K” folgendermaBen auf £ (X% w)
eindentig und stetig abbilden. 1° Jeden Pu.nkt eines inneren Simplex
von K? lassen wir sich selbgt entsprechen. In jedem Punktex eines
Randsxmplexes von K?sind erstens ein einziger Vekf;or W(x)= Zds, sweitens
im allgemeinen wnendlichviele Vektoren V(z)=zy des Feldes ©(K®, K%)
angebracht. Nun bilden wir jeden Vektor V(2) ==y des Feldes & pro-
portional auf den Vektor W(z) =z so ab, daB dabel der Punkt o fest
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bleibt {und also y in o Hbergeht). Auf diese Weise wird zuniichst T (K7)
auf Q(K% w) abgebildet; man erhslt jetzt eine Abbildung des ganzen
Komplexes K auf 2 (K% w), indem man: 3°. Jedem Punkte von K¥, der
nicht zu U (KY) gehdrt, einfach den Punkt w entsprechen lBt.

Die auf diese Weise erhaltene Abbildung
{3) Q(K*, 0) = (K"
it stetig in jedem Punkte von K*; sie 1aBt sich ndmiich mitlels einer
stetigen Deformation des Komplexes K¥ in den Komplex 2{K* w) erzeugen.

In der Tat brancht man nur den Endpunkt jedes Veltors des Feldes &
und jeden zu U (K?) fremden Punkt gleichfsrmig und geradlinig in den
Punkt e hineingleiten zu lassen; dadurch geht jeder Vektor ¥(z) in den
Vektor W(z) iiber'®), alle Punkte der immeren Simplexe von K? bleiben
fest, und alle sonstigen Punkte von K® werden in den Punkt o beférdert®?).

Die stetige Abbildung (5), die allein durch die Kenntnis von X7, K¥
und w bestimmt ist, soll die Radialisierung des Komplexes K” in bezug
auj die Basis K* und den Pol o heiflen.

Sie besitzt folgende, fiir weitere Schliisse wichtige Eigenschaften:

1. jeder Punkt von £ (K% w) ist Bildpunkt wenigstens eines Punk-
tes von K?;

2. falls der Durchmesser von K? kleiner als ¢ ist, entfernt sich withrend
des ganzen Prozesses der Radialisierung jeder Punkt von K® um weniger
als ¢ von seiner urspriinglichen Lage;

3. jedes Bimplex von K geht in ein Simplex von Q (XY, ) (im all-
gemeinen anderer, jedoch nicht héherer, Dimension) iiber?®),

5. Es seien jetzt im R™ zwel Komplexe K? und £ (g*Zg<n)
und eine stetige Deformation
(6) K™= (k%)
gegeben, so dall dabei

(«) jeder Punkt von k7 Bildpunkt von wenigstens einem Punkte
von K?ist;

) Dabei kann wibrend dieser Uberfibrang ein Vektor V(z) sich fiir einen
Augenblick auf einen Punkt zusammenzichen, was aber kein Hindernis bedeutet, weil
in jedem Augenblick die Baln jedes Punktes von ¥ (z) trotzdem bestimmt bleibt.

37y Man kénnte sich von der Stetigkeit der Abbildung (5) anch mittels eiber
direkten Anwendung der ,Stetigkeitseigenschaften® 1, 2 der Vektorserlegungen (wie
sie im § 1 definiert sind) b

19 In der Tat geht bei der Radialisierung jedes inners Simplex von K in sieh
selbst, jedes Gromzsimplex 7 mit dem Randgimplex 77 in des Stmplex @ (T% w) und
jedes sonstige Simplex in den Eckpunkt » von Q (K9, o) dber.
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{#) wihrend des ganzen Deformationsprozesses kein Punkt von K¢
siech um mehr als & von seiner urspriinglichen Lage entfernt;

(y) jedes Simplex von K’ in ein Simplex von K7 von derselben oder
einer niedrigeren Dimension iibergeht.

Es sei endlich o ein Paokt, der in keiner (n — 1)-dimensionalen Ebene
liegt, die Randsimplexe®) von K’ oder K7 enthilt.

Dann ¢nduzert die Deformation (6) eine eindeutig bestimmte De-
formation von 2(K‘, w) in Q(Eq‘,m). N

In der Tat braucht man nur jeden Vektor z e in den Vektor ;(;)_cu
durch stetige Uberfilhrung des Endpunktes # in den Endpunkt f(z) mu
deformieren.

Dieses Resultat a8t folgende unmittelbar einleuchtende Verallgemeine-
rong zu.
Es sei K ein aus dem (nicht notwendig zueinander fremden) Teil-
komplexen
Kq,’ Kﬁa .. Kﬂ:
gebildeter in B" gelegener Komplex
L3
() K= K" (g=n—1),
=1
der sich unter Geltung der Bedingungen (&), (3), (y) in den Komplex
\ &k
() K*= 3 ke
i=1
abbilden 138, wobei K% (¢ <g¢,) das Bild von K ist, das zufolge der
Bedingung (y) ein Komplex ist™):
(8) K* = 1(K).
Wenn dann e, 3, , ..., w, in keiner, Randsimplexe von X bzw, X * tragenden
Hyperebene des R liegen, so induziert die Deformation (8) eine eindentig

bestimmte Deformation des Komplexes @ (K,[e])= i'Q(K ¥ w;) auf
=1

den Komplex 2(K*,[w]) =;§’Q(f{”f,wi), bei der die Bedingungen (u),
i=1
{8), (y) ebenfalls gelten.

%) Dabei sind die Randsimplexe von K7 unter den hichstens (% —1)-di
nalen Simplexen von K? a priori ausgezeichnet und das Bild eines Randsimplexes von
K9 soll Randsimplex von X% heifien.

%) Diese Eigemschaft der }%9; wird uns erlauben, demndchst von Komplezen
Q(K*q:) 7u sprechen.

3
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6. Wir sind jetzt imstande, in wenigen Worten unsern Hilfssatz zu
beweisen. Er lautet folgendermalien:

Hilfssatz. Hs seen II, 1,,...,II, p-dimensionale in R ohme
Singularititen®) legende Kompleve, die ein (e, 1+ 1)-System®®) bilden.

8
Dann lift sich der Komplex II== 3 II, in einen i-dimensionalen Kom-
§=1

plex K 0 e-dberfihren, daf sich diese Uberfiihrung zu einer stetigen
Deformation des ganzen Raumes B" in sich erwestern lapt, die keinen Punk:
von R"™ um mehr als ¢ von sciner wrsprimglichen Lage entfernt, wund
jeden von IT wum mehr als & entfernien Punkt tiberhaupt fest laft.

7. Beweis. Essei IT,;, ;, die (eventuell leere) Menge IT, . JT; - ... - II,
(B <2415 sy k45, wenn B <<A" < k).

Da die II; ein (e, 141)-System bilden, so gibt es ein 2’ von der
Eigenschaft, dab fiir jedes ¢

Iy <&’ < e
ist.

Wir nehmen jetat eine folgenden Bedingungen geniigende simpliziale
Zerlegung 3 des ganzen Raumes R™ vor:

1. Samtliche Simplexe der I, ., (k=1,2,..., 1+1) werden
durch 3 in Teilsimplexe zerlest, so daB man jedes IT ;. als einen aus
Simplexen von § zusammengesetzten Komplex betrachten kann;

2. jedes Simplex der Zerlegung 3 hat einen Durchmesser <C —j_:—;l,

3. die durch die Zerlegung 3 hervorgerufene simpliziale Zerlegung
jedes nieht leeren Komplexes I7;;,...;, ist in bezug anf die Vereinigungs-
menge Kij ., aller in 11, ,, enthaltenen II; ; . ;4 , im Sione des § 38
bequen.,

Wir betrachten jetzt alle nicht leeren unter den Mengen I7; ;. 54, .5
zwel verschiedene solche Mengen koénnen unmiglich gemeinsame Punkte
haben (weil es sonst Punkte geben wiirde, die zu mehr als 11 ver-
schiedenen II, gehorten). Wir wahlen nun in jeder nicht leeren Menge
Ik s,...5p%,,, ¢inen Punkt ®i,4g...474),, Und radialisieren jeden Komplex
IL s, .56, in bezug auf den Pol D4 4y..09,, Wnd die leere Menge als
Basis, d. h. einfach wir ziehen im Raum R™ jede Menge IL 6, iy stetig
anf den Punkt @54, zusammen. Dadurch wird der Komplex

)  Ohne Stngularititen — das heiBt, daff zwei im Komplex als verschieden

. geltende Punkte auch im Raum R? tatséchlich verschieden sind.
#) Do h. daBl fir jedes s §(IL)<e ish, und daB es iberdies keinen Punks
gibt, der zu mehr als 2+ 1 verschiedenen IZ; gehért, wohl aber wenigstens fiir eine
Indizeskombination 4, i,,...,%;, 4, , die Menge 1L, - I,- ... «IT@').:II;“i nicht leer ist.

-84
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Korn= 2 s in,= 2 K.y
By -emr gy TS /)

stetig unter Geltung der Bedingungen (), (8), (») in den nulldimensio-
nalen Komplex

o .
K*=_ 2'. Diyip...igigyg
. LETRNN "I
deformiert.
Es sei jetzt der Komplex
)] Kiin= 2 EKiin.o= X . .
Gy i A

unter Geltung der Bedingungen («), (§), () in den (1 — k)-dimensionalen
Komplex

(10) E** = 3 K'3F . (wobei K}3E.,, dasBild von Ky s, is6™)
Brp ears b

stetig deformiert.

Wir radialisieren jeden nicht leeren Komplex Il .. in bezug auf
Kii...ix 8ls Basis und einen in I7, ; ; auBerhalb aller Randsimplexe von
Kipey und K% enthaltenden Hyperebenen liegenden Punkt w;,q,.. s, als
Pol %), Da der Durchschnitt je zweier Il s, i, in Ky g, 4, Kty enthalten
ist, und bei unseren Radialisierungen simtliche Punkte von Ky, fest
bleiben, so schlieBen sich die Radislisierangen einzelper IT,, ., stetig
aneinander und ergeben eine stetige Deformation von
(11) K(k)= .2 Hé,ﬁ...ik= 2 Kix'ig...q',k_,

. Brsevas Bl LIPS
in
Q( K41, [0]) =, Ei Q (Kt iir Oiitaenic)
Lavner U

Die vermoge unserer Voranssetzung hereits definierte Deformation von
(9) auf (10) induziert alsdann (nach der Vorschrift des § 5) eine den
Bedingungen (), (8), (y) geniigende®?) stetige Deformation von (11) auf

den (i~ k- 1)-dimensionalen Komplex

Fibr Q(fl—k, [©]),
wodurch die Induktion weitergefithrt wird.

23) Das auf Grund der Bedingung (y) e¢in Teilkomplex von KL% st

23} Die Bedingung i, ...i 5 4,...4; st natiirlich unwesentlich: es wiirde
geniigen, o;,4,...¢; 80 dicht bei Ik s,., .4 ‘zu wilhlen, daBl fiir jeden Punkt 2 von
Tips...ins @@yt ) <" s

%) Es st unmittelbar klar, daf die induzierte Deforration von K, in Krh+
keinen Punkt mebr als um (k1) = verschiebt, was fiir das Endresultat (1 + 1) ¢ ergibts
auf Grund der Feinheitsbedingung 2, die der Simplizialzerlegung von B” auferlegt war,
1586 sich aber behatpten, dafl die Bedingung (£) im vollen MaSe gils
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Das SchluBergebnis tritt bei % =:1 auf und lautet dapn, dag
Ky =3 II;, = II anter Geltung der Bedingungen («) und (8) (auf die es

(1:1
jetizt allein ankommt) in den Z-dimensionalen Komplex £+ mittels stetiger
Deformation abgebildet wird.

Uns bleibt also nur iibrig, diese stetige Deformation auf den ganzen
Raum R™ zu erweitern, und das geschieht wie folgt.

Wir schlieBen den ganzen Komplex I7 in einen hinreichend grofie
Wiirfel @ ein und verfeinern, wenn nétig, die unserer ganzen Unter-
suchung zmgrunde liegende Simplizialzerlegung des R " s0, daB die dadurch
hervorgerufene Zerlegung von @ in bezug auf II im Sinne des § 3
beguem ist.

Wit betrachten jetzt das Vektorfeld @(@, ), und es sei V{z)= x——f;
irgendein Vektor dieses Feldes®) (siche § 3). Wir bezeichnen durch z die
Mitte der Strecke i-ﬁ und bilden ;3; auf sich selbst stetig ab, indem wir
;‘rfz) proportional aaf g]; abbilden und die ganze Strecke 2% auf den
Punkt zc IT zusammensiechen. Auf diese Weise JaBit sich die Deformation
von H in K* zu einer ebenfalls stetigen Deformation von U (I) in sich
erweitern, die alle zu IT hinreichend nahe liegende Punkfe des Raumes
in I7 iiberfithrt (um sie dann mittels der Deformation von II selbst in
Punkte von X* mu beférdern) und alle Endpunkte der Vektoren V aus
6(Q, I fest 1aBt. Da diese Deformation jeden nicht inneren Punkt von
U (IT) fest bleiben 14Bt, so erweitert man sie anf den ganzen Raum einfach
dadurch daB man auch alle ibrigen, d. h. nicht zu I7 (JT) gehtrenden Punkte
von R” sich selbst entsprechen 1aft. Die auf diese Weise entstandene
stetige Deformation des Raumes in sich geniigt allen Forderungen unseres
Hilfssatzes, w. z. b. w.

IIL Beweis der Sitze I und IL

7. Es sei zmerst F eine im E" gelegene abgeschlossene i-dimensio-
nale Menge, und ¢, so klein, daB keine ;- [Uberfilbrang der Menge ¥ in
eine Menge niedrigerer Dimension moglich ist. Es sei ferner £ < g, eine
beliebig kleine positive Zahl und
(12) F=F+ F+4 ...+ F;
eine (%,i.—{—l) -Uberdeckung der Menge F. Wir nchmen mit B" eine
so feine Simplizialzerlegung & vor, daB, wenn I7, (1 £L7 <) die Ver-
einigungsmenge aller zu F, nicht fremden Simplexe ans ¥ ist, jede Menge

2 Dabei ist « dexr zu [T gehirende ,Anfangspunkt” vonz?g.
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IL‘;C;..J}= Hi,'m,' aae 'Hik
(A) { nur dann picht leer ist, falls
Fops—=F; For o B 0,29

und daf aullerdem fitr jedes ¢ <5 8(IL) < 5 bleibt. Insbesondere bilden
dann die IT ein (—;—, i+ l)rSystem. Das System © aller Komplexe
(13) ,1,,... 11

¥
geniigt allen Voraussetzungen unseres Hilfssatzes, so dafl JI=IT, 4-II,
— ...+ I, sich mittels einer, allen Voraussetzungen des Satzes IT geniigen-
den, %-Deformation 4 des ganzen Raumes R" in einen i-dimensionalen
Komplex K = K(©) stetig fiberfilhren liBt. Da I/ eine abgeschlossene
Umgebung von F bildet, so ist hiermit fiir die letztere Menge der Satz IT
bewiesen ?¢).

Durch die Deformation A4 geht die Menge F in eine abgeschlossene
Teilmenge @ von K iiber.

Wir setzen jetzt identisch K= K, @,~ ® und setzen voraus, es
wire uns gelungen, einen Teilkomplex K, von K und eine abgeschlossene
Menge @, < K, so zu konstruieren, daB

%) Hs sel F,-F;,- ... - Fy, = 0. Dann bezeichnen wir durch 8;,¢,...; eine so kleine
positive Zahl, daB kein Punkt des Ranmes gleichzeitig von allen Mengen Fj,, Fy,, ..., Fi,
eine Entfernung < 8y 4,...q; hat. Es sei 8 die kleinste aller Zahlen dy,4,...¢;- FEs ge-

niigt dann vorauszusetzen, daf die Simplexe von T einen Durchmesser < - ) haben.

) Wir wollen den Lkombinatorischen Aufban des Komplexes X (@) niher nnter-
sachen und bemerken zu diesom Zweek vor allem, daf K (&) durch Anwendung der
beim Beweise des Hilfssatzes dargestellten Konstruktion anf das System & der Kom-
plexe II; entstanden und nichts anderes als der Komplex Ez des § 6 ist. Nun hat
jeder Komplex J ! folgende kombinatorische Struktur: Es sei o4,i,...4; ein be-
Eebiger, einer nicht leeren Menge If y,...4; entsprechender Punkt, und

(14) [CFE "SRUPE ' PN C FPL “FOTNIE T Y B (7 T PO L1+
unter der Bedingung, daB IT, 4, ...4;... 4 = O ist, und sonst beliebig gegeben. Daun ist
dureh die Bckpunkte

{15) g gy Pighgepipay’ T Phigee fpenip

ein Simplex von Brb postimmt (und jedes Simplez von BV 1 sich auf diese
Weise konstruieren).

Diese Behsuptung st fir k=41 selbstverstﬁx:dljoh. Vaorausgesetzt, sie ist fiir ein
gewisses k richtig, d. b, os ist jedes Simplex 7 von K% durch seino Bokpunkte (15)
charakterisiert. Jedes Simplex von X ¥A—E+2 4ot aber von der Form © (Toopy o)
0 daBl zu den Eckpunkten (15) noch der Eekpunkt o, . Innzukomm and
unsere Vorschrift sich also ameh fir k—1 als richtig erweist, Fir B=1 ergibt sl
sldann das kombinatorische Schema von K}, d.h. von E(8).
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1. jedes Simplex von einer Dimension 21 —m 41 (falls es in K,
vorhanden ist) in @, enthalten ist;

2. die Menge @ sich in @, stetig so deformieren 138t, daf jeder
Punkt von @ wihrend der ganzen Deformation in demselben Simplex von
K bleibt, in dem er urspriinglich enthalten war.

Wir bilden jetat den Komplex K, ., folgendermafien: K, .. besteht
ans allen in K, vorhandenen mindestens (1 — m -+ 1)-dimensionalen Sim-
plexen, aus den in & enthaltenen (1 — m)-dimensionalen und aus allen
- dimensionalen, r <1 — m, Simplexen von K .

Die Menge @, , , entsteht durch eine stetige Deformation A, von &,
die ans folgender, auf alle nicht in @, enthaltenen 1 — m-dimensionalen
Simplexe von K, angewandten, ,Ausfegungsoperation besteht. Es sei
P*=™ ein nicht in @, enthaltenes Simplex von K,. Dann liBt sich im
Innern von 7™ ein zu T*™™ homothetisches Simplex zi- finden, welches
keinen Punkt von &, enthalt.

Nun deformieren wir 74— homothetisch in 7™, wodurch alle Punkte
des Zwischengebietes

T}.—m — i.—-m’
insbesondere auch alle Punkte von @ auf den Rand von 7™ befordert
werden.

‘Wahrend der Deformation 4, bleibt jeder Punkt ven &, in dem-
selben Simplex von K. Da aber dasselbe auch von der @ in &, iiber-
fithrenden Deformation 4, gilt, so ist aach fiir die aus 4, und Ay, resul-
tierende, @ in @, ,, liberfithrende Deformation 4, ., die Bedingung 2
erfiillt.

Der ProzeB bricht fir m = i--1 mit einem Komplexe Ky, ab
der mit der entsprechenden Menge @, identisch ist. @ 4Bt sich in
K., so deformieren, daf jeder Punkt von Kj;,, Bildpunkt ist, und wih-
rend des ganzen Deformationsprozesses kein Punkt von & das Simplex
von K, in dem er urspriinglich enthalten war, zu verlassen braucht. Da
aber aus der Konstruktion des Komplexes K *7) hervorgeht, daB jedes
Simplex von K einen Durchmesser é% hat, so wird wihrend der ganzen
Deformation von @ in K;,, kein Punkt von @ um mehr als —;— ver-
schoben. Andererseits gilt dasselbe fiir die Deformation von F in &, so
daB die Deformation von F in K., die durch die sukzessive Ausfithrung
der beiden soeben erwihnten Deformationen entsteht, keinen Punkt von F
um mehr als %—}..;_—;E von seiner usspriinglichen Lage entfernt. Als

2% Biehe den Beweis des Hilfssatzes und insbesondere FuBnote ).
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Teilkomplex von K ist Kiy, hiochstens 1-dimensional; aus der Wahl der
Zahl £, folgt aber, daB K;., auch mindestens {-dimensional, also genau
i-dimensional ist.

Der Satz I ist hiermit fiir alle in Euklidischen Réumen gelegenen
Mengen hewiesen.

Die Erweiterung der soeben gewonnenen Abbildung (von F auf K344}
auf den ganzen Raum geschieht sodann auf Grund der in der Einleitung
erwihnten allgemeinen Erweiterungssitze (wobei man mit Hilfe des in
§ 6 dargestellten Verfahrens ijberdies fiir eine beliebige Simplizialumgebung
von F erreichen kann, daB auferhalb derselben die erweiterte Abbildung
mit der identischen iibereinstimmt).

8. Es sei jetst F eine 1-dimensionale abgeschlogsene Teilmenge des
R®, ¢ eine beliebig kleine positive Zahl und F,, F,,..., F, eine {&, 1-}-1)-
Uberdeckang der Menge F. Es gibt dann®) ein so kleines 4 > 0, da8
die Mengen S(F,8)¥4%), {=1,2,...,8, en (e 4+ 1)-System bilden,
woraus insbesondere folgt, dal eine beliebige 6-Deformation der Menge ¥
in eine Menge @ die F. in soleche @, iiberfithrt, daB letatere Mengen eine
(g, 1+ 1)-Uberdeckung von @ bilden. Es geniigt jetzt ein n so zu wihlen,

dafl 2 ;ﬂ%<6 ist, und den ganzen Quader R®, der ja durch die Un-
M=

gleichungen
02, < - (m=1,2,... iniaf.)

definiert ist, auf das gewdhnliche rechtwinklige Parallelepipedon Q" = R®,

1
02 <1, o 082, Sy, Zy =0, =...=0,
zu projizieren, indem man jedem Punkt
Z== (&, Loy ervy Tyogs Ty ov-)

von R” den Punkt
2= (X, Fys e Tpgs 0, 100)
von @"* entsprechen liBt. Dadurch wird kein Punkt von R” um mehr
als d <& verschoben und die Menge F<=R® in eine Menge < @""
iibergefithrt, womit alles auf den Euklidischen Fall zuriickgefiihrt ist.
Aus der letzteren Uberlegung folgt noch, daB die beiden Sdtze I und 11
aych fir unendlichhochdimensionale Mengen gelten, nur wichst die Dimen-

sionszahl der entsprechenden Komplexe mil : notwendiy ins Unendliche.
27%) §(F;,8) bedemtet die Gesamtheit aller Punkte von R®, deren Entfernung
von F; hochstens gleick & ist.
Mathematische Annalen, 9. 42
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IV. SchluB.
9. Es sei © irgendein endliches Mengensystem
M, M, .., M.

&

Wir bezeichnen als Nery dieses Mengensystems den folgendermalen
konstrulerfen Komplex N(S). Jeder Menge M, , 7z, <s, lassen wir einen
Eckpunkt c; des Komplexes entsprechen; jedes System von &k -+1 Eck-
punkten oy, w;,, ..., Oy, O, bestimmt dann und nur dann ein k-dimen-
sionales Simplex von RN (S), wenn
, My Moo My My 0
ist.

Wir wollen durch *(&) denjenigen Komplex bezeichnen, der durch
baryzentrische Zerlegung®) jedes Simplexes von (&) entsteht. Nun
besteht die baryzentrische Zerlegang des Simplexes
(18) Tk=[wi;awiw'": Dis Vi, |
von N(&) darin, dab man jeder r-dimensionalen Seite

T’=[a>,—,p,m.:p sy 1, 0<rZk—1
von T baw. dem Simplexe 7™ selbst einen ,Schwerpunkt® o; s, ..i,
bEW. ®is,... 404, z0ordnet und P* durch die Gesamtheit aHer ( k+1)
Simplexe .
[0, Dty o o o5 Dt et r Dintacivina ]
ersetzt. Das heilt mit anderen Worten: man schreibt alle Eckpunkte
von T in einer bestimmten Reihenfolge, z B. in der Reihenfolge
17) Dy Diys oo vy Doy Dy
auf und erhilt dann, als ein Simplex der baryzentrischen Zerlegung, dag
Simplex
(18) (05, Biuis - s Diytnn s Dt cenigen]-
Indem man auf alle (k-+1)! miglichen Weisen die Reihenfolge (17}
wihlt, erhdlt man alle (%--1)! Simplexe der baryzentrischen Zerlegung
von T,

‘Wenn man das soeben Gesagte mit dem Ergebnisse der Fuinote %) ver-
gleicht, so sieht man, daB der in dieser FuBnote erwihnfe Komplex K(€}
(der ja der im Satze IT vorkommende Komplex ist) vom kombinatorischen
Standpunkt aus nichts anderes als der Komplex ¥ (&) ist (wo & dasim
§ 7 betrachtete System von Komplexen ist). Wenn man aber hemerkt, daB
auf Grund der Bedingung (A) (des §7) das System & -={IT, I}
denselben Nerv hat wie das Mengensystem SEi"'={F, cens Fods
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welches eine (&, 4 -+ 1)-Uberdeckang der Menge ¥ darstells, gelangt man
zu folgendem Resultate:

Der Komplex K. des Satzes 11, in den sich die Menge F sami
einer gewsssen Umgebung U, sietig deformieren 13ft, kann vom kombi-
natorischen Standpunki aus als der durch baryzenirische Zerlegung des
Nerves einer gewissen (s, i - 1)-Uberdeckung B2™ won F enistundene
Komplex beirachtet werden.,

Der Komples KM, in den auf Grand des Satzes 1 die Menge F selbst
e-tibergefihrt werden kann, entsteht oledann dadurch, daf man gewisse
Simplexe von KX+ durch die Gesamiheit ihrer Randsimpleze (, Ausfegung*)
erselzt.

Nun habe ich in meiner unter ) ztierten Arbeit gezeigt, dafi die
Komplexe, die ein die Menge F (im Sinne der soeben erwihnten Arbeit)
approximierendes Speltrum bilden, nichts anderes sind, als die Nerven
einer Folge von (¢, 4 + 1)-Uberdeckungen

ST L LB, Bme =0,
k>
die gegen Null konvergierenden Werten von ¢ entsprechen, wodarch ein
enger Zusammenhang zwischen der abstrakten ,Spektralapproximation®
und dem auf dem Begrifie der s-Uberfilhrang beruhenden, in der vor-
liegenden Arbeit auseinandergesetzten geometrischen Approximationsver-
fahren festgestellt wird.

Le Batz (Loire-Inférieure), August 1926.

(Bingegangen am 10. 10. 1826.)

Naehtrigliche Bemerkung *.

Es ist leicht, dem Hauvptergebnis dieser Arbeit eine Form zu geben,
die von der Einbettung der Menge F in einen {Euklidischen oder Hilbers-
schen) Raum unabhingig ist. Es gilt in der Tat der Satz:

F sei ein belichiger endlich- und 2wor 1i-dimensionaler kompakier
metrischer Baum; dann gibt es zu jedem noch so kleinen & etnen A-dimen-
sionalen Kompler K und eine eindeutige stetige Abbildung des gamzen
Roumes F auf den ganzen Komplex K} von der Bigenschaft, daf die Menge

* Gemacht bei der Korrektur (am 5. 7. 1927),
42%



