
Uber den allgemeinen Dimensionsbegriff mad 
seine Beziehmagen zur elementaren 

geometrischen Ansehauung. 
Vorl 

Paul &lex~aflroff in Moskau. 

Herrn L. E. ft. Bronwex gewidmet. 

Einleitang. 

Die bisherige Entwieklvmg der Dimensionstheorie ~) hat im vollen Mal~e 
den dieser Theorie zugrtmde liegenden Dimenaionsbegriff als den r ic tdigen 

Dimeusionsbeg~itt gereehfferti~: erstens is~ dieser Begrit~ selbst der deak- 
bar e i n~ hs t e  and naVdrliohste, zweitems lm~ es sick gezeigt, daft ~ieje~g~n 
R~ume bzw. Mengen, die a priori yon der Dimension n sein sollten (z. B. 
der Euklidische n-dimenslonale P~um R~), aueh auf G.rnnd dex allgemeinen 
Dimensionsdefmigion die Dimension n erhalten, dritt~ns lie6 sieh mit tEIfe 
des atlgeroeinen Dimensio~sbegriffs unsere Erkenntnis des ~opologisehen Aut- 
haas der geome~riseh intere~antma R~ume, vor allem der Euklidisehen 
R~ume und ihrer ~bgeseMossenen Teilmengen, wesenglieh vertiefeax und 
vermehrea. 

Eine fiir die gauze Theorie p~inzipietl wiehtige Frage blieb abet bis 
jetzt unbeantwortet. 

Den Ausgangspnnkt der allgemeinen Dimensionstheorie bildeten der 
n-dimensionale Koordinatenraum oder, ein we~ig Mlgemeiner, die im klassi- 
schen Sinne n-dimenslonalen Gebilde (n-dimensionalen Komplexe~)), and 

~) S. wogen der Literatur z. B. meine Arbeig ,Simplizia/e ApI~o~dm~ionen in tier 
aJlgemeinen Topologie ~, Math. Annalen 96, S. 489~ wo die grundlegende~ Arbei~ voa 
Bronwer, Urysohn mad Menger zitiert s~nd. 

s) S. we~en der Definition des n-dimensionalen Komptexes z.B. ~L HopI, ,Vek~r- 
fdder in ~-dimemsionaien Mannigfaltigkoii~m ~ (Math. 2mu~len 96, S. 2'27), VffL aueh 
meine under ~) zitierte Arheit. 

Unte~ e~uem ~m R n f t ~  Kom~le.re ts ~, 1~ ~ n ,  sorl /olgendes vemtanden 
~e~den. 

(~om~et.za~ ~ ~r s a~ n~hs~ez ~ } .  

Ma~he~a~tische Annale~ 98. $~1 
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alle dies~ Gebilde sind zu einem Bestandteil der viel allgeme~neren Klasse 
der n-dimensionalen (abgesehlossenen) Mengen geworden. Nun frag~ es 
sivh, ob e8 mSgtieh izL in der Gestalt jeder n-dimensionalen abgeschlossenen 
Menge, so kompliziert  sic such sein meg, diese elementaren n-dimensionalen 
Gebitde, die ja fiir unsre ganze Ansehauung der Dimension mal~gebend sind 
und bleiben, irgendwie wiederzuerkennen? 

Um nut  ein einhtches Beispiel zu neaaen, b~traehten wit in der Ebene 
ein Brouwersehes ,,unzerlegb.ares" Kontinunm, welches die gerae}nsame Grenze 
yon drei (oder mehreren, sogar unendiiehvielen) einfaeh zusammenh~ngen- 
den Gebieten ist. Veto Standpankte der allgemelnen Dimensionstheorie aus 
ist ein solches Kontinuum, ~rotz aller Sehwierigkeiten, die e~ tier elemen- 
taren geometrischen Vorstellung darbietet, eine Kurve, In  diesem Spezialfall 
lautet  also racine Frage: Kana man in dieser Kurve dieselben primitiv- 
ansehauliehen geometrisehen Element~ erkennen, die uns zwingen, z. B. eine 
aus endliehviel~n geradlinigen Strecken mlsammengesetzte Figur ohae 
weiteres ale eine Linie zu betrac2at~n ? 

Diese Frage, und zwar in ihrer allgemeinsten Form, mit  einem Ja zu 
beantworten, ist Zweek der vorliegenden A_~beit: es wird sieh n-amlieh zeigen, 
da~ die edlgeme~en n-dimenss abgesehtossene~ Mengen geometriseh 
dadurvh vdllig eharakterisiert dnd ,  da]3 d e  sieh /iZr jedes e ~ 0 in  einen 
n-dimensionaler~ Komplex stetig de/ormieren las, en, so daft wdhrend des 
ganzen De]orma$ion~prozesses kein Punkt  um mehr ale e yon seiner nr- 
s,pri~ngl~chen Lags ent]ernt wird. 

Wit wolten je~zt dleses Resul~at in einer mSgliehst sehaffen und 
pdizisen Form ansspreehen. 

Jede Menge yon q+ t. q '~ ~0 Punkten des /~n die nicht in einem R q-1 liegen, 
heil~o ein q-dimensionales Gerfist ~q. Es sei welter eine endliehe Menge ~ yon in ~n 
liegenden h6eh~ene/~-dimeu~ionalen Geri~t, en 

gegeben, ~zter denen e,s wenigsten~ ei~ ?-di~ne~sgoJ~e~ gibt; es wird attflexdem vomus- 
gese, tzt~ dab keines dJeser Geriiste eine Teilmenge eines anderen G ~  (des 
Systems ~)  i~;  sodann sind je zwei Geriiste ~ ,  ~ entweder zuein~nder fremd 
oder ihr Durchschmst hi]dot ein r-dimension~les Gerfiet (r<: ~,-, r < ~,-). 

Jedee Geriist (~q des Systems ~ bestirnmt eindeutig ein ff-dimensionales Sim- 
plex T r welches ale s~ine Eekpankte die Punkte yon r ha~. Die ans diesen Sim- 
plexen und ihren s~mtlir Seiteu (slier Dimensionen) gebflde~e Figur hei/~e ein 
/~-di~enswc~r Kom/~e~. Zwei zu verschiedenen Simp]exen b~v. 8eit~n des Kom- 
p]exes ~l~rende Pankte gelten im Komplex stets a/s versa~Z~ne Pu.~l~e d~s Ko~ 
l~ezr2~ aaeh daml, wenn sic s Raume R ~ zusammeaffalten. Bequemliehkei~shaIber 
werden wit ale Simplexe des Komplexes ~:~ bueh samtl~ehe Seiten jener Shnplexe 
betrachte~u; wenn nStig~ sollea diejenigen Simptexe yon K ~, die nieh~ Seiten ~nderer 
Simplexe desselben Koml~lexns sind, ale H a u p t M n ~  yon K ~ besonders gekema- 
zelelmef, werden. 
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Unter  e~ner ahyes~osse~e~ Menge verstehsn wJr in der g a l e n  vor- 
liegenden Arbeit  entwedec sine bese]~dn~e abge~chloa~nr Teilmenge sines 
Euklidischen Raumes beliebig holler Dimension oder, noch viel allg~meiner. 
sine befiebige abgesoMosscne Teilmenge des . E u n d a m e ~ ' u a d e r s  R ~ des 
Hilb~rtsehen Raumes. Dabei ist / ~  dis (kompal~te, abgeschlossene) TeLl- 
menge des Hllbertschen Raumes, die aus alien P u n k ~ n  besteht, deren 
Koordinaten den Ungleiehungsn 

1 
0 ~ x .  ~ - ~ - ,  n = l ,  2 . . . .  in inf. 

[x~ bedsu~e$ die n - t s  Koordinate sines P u n k , s  im Hilbertsehen Raume] 
geniigen ~). 

Wir stellen welter aooh folgsnde Definition auf. 
Es sei R d ~  n-dimensionale Euklidische Raum R"  oder der Fuada- 

mentalquader _ ~  des Hilbertsehsn Raumes;  es seisn femer F u n d  q5 zwei 
in R gslsg~ne abgesshlossene Mengen, und e sine positive Zahl. 

Dann sagen wit, dab F sich in r e-~ber[tihrez~ l~l~t, falls ~ sin- 
deufiges und stetlge~ BiId yon F i s t ,  

tmcl diess Abbildtmg und die gegsnssit~gs Lugs yon F trod ~ so besehaffen 
sind, daft kein Punk-t x yon F yon seinem Bildpunlr~ ~= q~(x) urn mehr 
als e ent~ern~ is~).  

Es sei hierzu bemer~ ,  dat~ sieh jede stetige Abbildung (1) einer 
abgeschlossenen beschr~inkten Teilmenge des EuklMischen Raumes auf 
sine a n d ~ e  auf Grand bekannter Erwsitertmgss~tze flit stefige Ftmk- 
tionen ~) zu einer stetigen Abbildang des ganzen R ~ auf siCh selbs~ er- 

�9 ) Es sei hierzu bemerkt, dab auf Grand sines bekann~en Uryzehneehen ~ , e s  
(Ma~h. Annalen 9~, S. 302) ~e~e,r kom~a/~e met~i~erbare t~x~yischr Baur~ e~ner ab. 
~cMos~nen Teilmenge yon R ~ ~ o r ~  ist. 

4) Der fiir die gauze Arboit grundlegende Begriff der *-Uberffihrung staanmt, 
seinem Inhalt hash, yon Brouwer mad bilde~ den metJaodologlsehen Kern vieter eainev 
Untemueh-magen: man vgL z. B. den ~Beweis der Invaxk~nz der gesehlo~senen Kurve" 
(Math. Aunalen ~2, S. 422), dareh den die vorliegende Arbei~ in lmhem MaSs ange- 
tegt isf~ 

~) Bzeuwer, Math. Annalen ~1, S. 309 und 79, S. 209; vgl. auoh die (wohl aIlge- 
r~dnste) Faesang des Er~eiterangsz~atzes ~ir ste~ige Fum~onen bei Urysohn, ~Iath. 
Annalen 94, S. 298, we man aueh weitere LiCera/mrangahen finder. Um yen dem 
~ h e n  Erwei~rungs~t~e ~ Funktionen (deren W~te reelle'Za~len sind) 
~weitezu~gssa~ze ifir stehige Abbildangen einer F ~u/ sine �9 (beide im ~ )  zn g~ 
langen, br~ueh~ ma~ nut (wie ieh einer noeh nieh~ publizierfen Arb~i$ yon Hop/ e~- 
~ehme) den ~ h e n  Erweiterungssa~z auf jede der Funkfionen 

41" 
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g'~inzen l~i~t. Diese Abbildung kaun aIs eine stetige De/ormation des R ~ 
in sida botrachtet werdon: es geniigt ja dazu, jeden Punkr yon / ~  sida 
naeh seinem Bildpunkg gleiclffSrmig und geradlinig bewegen za lassen. 

Wit kSnnen jetzg ~olgendes aussagen: 

Es sei F eine in R geleyene ahge~chlossene 2-dimensionale Meng~ 
(R ist dabei wie friiher R ~, u ~ 2 ,  oder R~). Es sei ]erner s eine be- 
liebige positive ZahL 

Es gelten alsdann die beiden S~tze: 

I. Es existiert ein in R gelegener 2.dimensionaler Komplex K~, in 
de~ F sich e-iiber/i~h~'erb Idflt. Diese b~ber/iihrung 15flt sieh mittels ein~ 
~etigen De]ormation des Raumes R evreiehen, wobei wdhread dieses De. 
]orma~ionsprozesses keiu Raumpun~ eich um mehr ale e yon eeiner ur- 
epri~nglichen Zaffe 6) ent/ernt. 

Es ~xistiert aber elne positive Zahl e o yon der Art, daft, /iir e ~ ~o, 
K~ iu dieser t~ehauptung nicht dutch einen Kom~lex niedri~erer Dimen- 
sitm ereetzt werden l~ann. 

II. Es existieren ein in R gelegener )~-dimensionaler Komplex I ~ ,  eine 
abgesehlossene Umgebung U, van F ~) und eine stetlge De/ormatio~, A des 
ganzen Raumes t~ in sieh, so daft 

$ 

1. alle Punkte you U, vo~ ~ um wenigev ale e ent]ernt sind ; 
2. bei diese~ De]ormation U, in f ~  ilbsrgeht; 

3. wdhre~d der De/ormatim~ A kein Punkt yon R u m  mehr als e vet. 
eehoben wird und (ira Fallv, we R der R ~ ist) die yon 72 um mehr a~ 
e ent]ernten Pun~e vaa R ~ iiberhaupt /est bleiben. 

E~ ewistivrt abet eine positive Zahl ~o van der Art, daft ]i~r e ~ ~o, 
~ 2  , 

K~ an dieser Behauptung nleht dutch e i~n  Komplex niedriyerer Dimen- 
dou ersetz~ werden kann. 

Ich mScht~ zum Schlu~ noch erwiihnen, da~ ich manche wer~vol|e 
Aaregung bei der im ~o]gendea dargestellCen Untersuahung dem Meinungs- 
austausehe mi~ Herin I~einz Hopf and seiaem im Sommer 1926 in GSttlngen 
gehalteaen topologisehea Vortragszyklas ent~ommen babe; es sei Herrn Hopi 
an dieser Stelle mein herzlieh~r Dank ausgesproehen. 

anzuwenden (wobei x ein beliehigor Punkt yon F und di~ ~r die Koordlna~en seines 
Bildpanktos sind). 

We4tere Vera]Igemeinerungen des Erwei~erungssatzes befinden slob in der berei~ 
er~ghngen Arbeit vo~ Hopf (,Zur Topologie de~ stefig6n Abbildungen ~, ersehein~ 
demn~hst). 

~) Wit sagen kin% da~ eine *-Deformation des Raumes B vortiegk 
r) Unt~r einer abge~ehloeaenen Umgebung yon F ve~r i~h die abgcsohlo~ae 

Hfillo einer die Menge F enthalC~uden offenen ~enge U. 
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L Das Brouwersche Iuvarianzprinzip. 

1. Wit beweisen zuers~ die zweite HAlfte der boiden SD~e I und II, 
d. h. dal~ man bei einem geniigend kleinen e sine 2-dimcnsionule Mengo 
nicht in einen Komplex niedrigerer Dimensionszahl e-iiberfiihren kann. 
Diese Behauptung ist, in folgendem allgemeinen Sat~ en~alten, der den 
elgentlicheu Kern des ersten Brouweraehen Bewelses der Invarianz tier 
Dimensionsza3a/ bi/det: 

Brouwersehes Invarianzprinzip. Es ~ei F eine abges~hlosaene 1-dimen- 
sionale Teilmenge des Euldidische~ R ~ oder des Fundamerttalquaders R ~ 
des Itilbertscha, Raum~s. Danu ldflt aivh F ]iir ein hinreivt~end kleCne~ e 
in keine Menge q) niedrigerer Dimension ~-i~er[i~hren. 

Beweis .  Es sei in der Tat letztere Behauptung falsch. Dann gibt 
as fiir jedes e sine h6chstens 2 - -  1-dimensionale ~Ienge ate, in die sich F 
e-iiborfiihren 1/i~: 

Urn zu zeigen, dal~ dann aueh dim 2 <  2 -  1, genii~ cs auf Grand 
des U~Tsohnschen Uberdeckua~sa~es s) zu beweisen, dM] F file jedes 
dne (e, 2)-Uberdeelamg zal~ig~). 

Wit betraehten zu diesem Zweeke die abgesehlessene Menge ~5 = r 
T 

and sine (auf Grand dor Ungl~iehtmg dim �9 < 2 - 1  gewig exis6erende) 

tler Menge ~.  Es sei nun fiir jedes i < s F~ die Menge aller derjenigen 
Punkte x yon F, deren Bildpunk~ $=q~(x)  za ~ gehSren, Erstens i~  
iv = je~ -~- F~ - ~ . . .  -4- F.  (well die ganze ~enge F auf q* abgebilde~ is~); 

~,weltens ist 6 ( ~ )  < j ( q i )  q_ 2 ~  < e (wail jeder Punk~ x = F  yon seinem 

Bildpunkte ~ = q~ weniger als u m +  enffexnt ist); drittens gib~ es keinen 

Pmakt x yon ~ der zu 2 + 1 oder mehr Mengen ~ gehSrt, weil mit  

Die Mengen ~ bilden also eine (~, 2)-Uberdeekung der Menge ~', 
wie wir sis haben wollten. 

s) M6m. ~L 1. multiplieifks Cantoriermes, ch. V (Finial. Math. 8~ S. 301). Der So,~z 
i~t~ almh a=a. 0.~), Mabh~ .Annalon 96, S. 499 ~2~iart. 

a) ~Eine D~rstdlung /~=F~-~/~+...+IV~ heliOS eine (~, 2)-Uberdcokung der 
~nge F, fails alle Mangen /~ abge*e~alossen siad, i ~  Darchme~er e~mtli~h ktein~ 
als ~ sind, und es keiaen Punkt ~b~:, der in rnehr a~s 2 untex den Mengen F~,...~ F, 
~thalten ia$. 
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Das Brouwersche Invarisnzprinzip is~ hiermit  bewiesen. 

Um auch die erste H~lfte der beiden SM.ze I mad I I  beweisen za 
kSnnen, sind manche Hilfsbetrachtungen nS~ig. 

ILl. E in  Hilfssatz.  

2. Wi t  beginnen mi t  einigen Hflfskonstruktionen. 

V e k t o r z e r l e g u n g e n  e i n e s  S implexes~~  Es sei T"  ein n-dimen- 
sionales Simplex, T ~ irgendeine r-dimensionale Seite yon T ~ ( 0 ~< r __<n -- 1). 
Wir  defmieren, was unter der Vekt~zerlegung yon T "  in  bez ,~g au] T" zu 
verst~hen ~st. Es  s~i T ~-~-~ die tier Sei~e T r gegenfiberliegsnde Sei~e 
yon T '~. Dutch die Seite T "-~-1 tmcI ~eden Punkt  x yon T ~ ziehen wit 
r (n - -  ~)-dimeasionale Ebene E~-~;  sie echneidet T ~ in einem (n --  r)- 
dimensionalen 8implexe T, *-r, das mi t  T ~ den einzigen Punkt  x gemein- 
sam hat. Der Punkt  x ist  dabei ein ]~ck'punkt yon T~ -~. Wi t  zerlegen 
j e s t  T~ *-~ in co ~-,-~ zueinander bis auf den Punkt  x fremde Vekto~en 
( ~  gerichteto Streeken) xy,~ indem wit  ~ mi t  jedem Punkte  y der dem 
P a n k ~  z gogeniiberliegenden Seite T ~ - ' - I  gezadlinig vezbinden. 

Nachdem man dieses Veriahren auf jedes Simplex T~ -~ angcwendet 

hat, zerfKl.lS das gaazr Simplex T" in ~ - 1  V6ktoren ~y ,  deren Anfangs- 
punkte z zu T ~ gehSren, deren Endpunkte in T ~- ' -~ hegen, und die Ms 
auf evtL Anfangs- bzw. Endpunkte zueinander fremd sin& Die auf dlese 
Weise definierte Zerlegung yon T ~ in lauter geradlinige Strecken is t  dutch 
die Wahl  der Seite T ~ vSllig best immmt und soll deshalb die Vektor. 
zerlegung vor~ T'* i~z b e z ~  au!  T ~ heiSen. 

Sie bes/t~t fotgende Eigenschaften: 

1. Es sei z o irgendein Punl~ yon T", der weder zu ~ "  noch zu 
T . . . .  ~ gehSrt. Dann geht dutch % ein einziger Yektor V o =  V(zo). 
Es sei 

(1) z~, z~ . . . . .  z ,  . . . .  

irgencleine zum Punks z o lconvergierende Punktfolge, yon alex wit  anne/amen 
diirfem, d~l~ jeder Punks z~ m T ~ -- (T" + T . . . .  1) ist. Darm konvex- 
gieren die 

(2) L ,  ~ . . . . .  ~ . . . . . .  ~,~ = v ( ~ )  
gegen Vo- 

2. Es sei ~o irgendein Punkt  x o yon T , bzw. Yo yon ~'~-~-~ u~d (1) 
wle frfiher eine zum Punkt  $o konvergierende Folge yon l~n!cf~ 

~) E~ ~ i  an dS~r  ~ [ l e  bemerk~, daB, meiue~ Wi~ena~, die er~te ~knwendm~g 
yon dem Begriffe tier Vokto~'zerlegung aualoge= Begr~ea auf Untervavhmagen topc- 
logiseher Fr~gen ~on Brouwe~ herrfihr~ (vgL CvoIle 14~ [1913~ S. t52). 
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z c T ~ - - ( T ~ + T  . . . .  ~). Dan~ l ~ t  sieh a~  ~ r  Folge (2) ~) eine 
Teigolge 

(3) r ~ ,  v ~  . . . . .  v~.~ . . . .  

ausw~hlen, so dab (3) zu elnem, im Punkte ~o ~ Zo angebrachten bzw. 
im Punkte $0 = go endenden Vekt~r V(~o) konvergiort. 

3. Es sei T ~ irgendeino, weder in T r nooh in T ~-~-a enthaltene 
Seite yon T ~ (woraus insbesondere folgt, daIl 1 < q < n -- 1 ist). Es sei 
ferner T " =  T r TT; dann bilden diejenigen Vek~ren der Zerlegung yon 
T n in bezllg auf T r, die in T a enthal~en sind, die VekCorzerlegung you 
T q in bezug auf T/ .  

Alte diese Eigenschaften unse~er Vektorzerlegung lassen sich au~ Grand 
elementargeometriseher Betrachmngen ohne Sehwierigkei~ beweisen. 

Wit bezeichnen im folgendea die Zerlegmag yon T ~ in bezug aaf T" 
dutch O (T ~, Tg.  

3. Die Vektorfe lder  O(K2'+~,Ka). Es seiK vo'm i m / ~  (n>~p) 
liogender :'~) p-dimensioaaler Komplex. Dabei kann K ~ in R ~ Singulari~ten 
aufweisen, d. h. zwei versehiedene Punkte yon g7 ~ kSnuen in R ~ georae- 
triseh zusammenfallenZ~). 

Es liege sine Simpliziatzerlegung 3 yon K v und sin, aus gewissen 
Elementen dieser Zerlegung gebildeter q-dimensionahr Komplex ~ a  
( q ~ p )  vor. 

Wir set~en vorau~, da~ jedes Element T ~ yon 3 entweder in K q ent- 
halten is~ oder zu K ~ fremd ist, oder mit K ~ g~a'u e~ne (r-dimensionale, 
0 ~ r _< t -- 1 ~ Seite gemeinsam hat. 

Die der letztgenannten Bedingung geniigenden Simplexe T t nennsn 
wit die G~renzsim/pl~zs yon K ~ in bezug au/ K a, oder, falls kein MiBver- 
sthndnis zu erwarten ist, einfaeh die Grenzsimplexe. 

Die zu K q geh6rende Sei~e eines Grenzshnplexes wollen wit seine 
Rands~ite nennen. Die yon der Zerlegung 8 soeben verlangte Eigensehaft 
]autet also: 

(a) Jedes Grenzsimpl~ beMtzt nut eiue Randseite. 

Ohne BeschrRnkung der hllgemeinhei~ daft man sCet~ vorausset~en, 
dal] ~ die Eigenscha/$ (a) besitzt: in der Ta~, falls dies nieh~ der Fall 
~/i~e, wiirde man nut jedes Simphx aus 3 bary zentriseh~a) under,ellen 

~) und aJao aua jeder Teilfolge der Folge (2). 
~) Vgl. Ful~no~ % 
~*) l~ryzen~isch = regular (Veblen, .amaly-~ Situ~ (Cambridge Colloquium 10t6), 

8. 41). VgL aueh meine Arbei~ ,Znr Beg~iindung der ~-dimenuionalen Topologie", 
Amlal~n 94, S. 296. 
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miissen (so dab keint ~rei Eekpuak~e der a priori gegtbenen Unter~tilung 
zu tintm Simplex dex neuen gehSren)., 

Aul~erdem setzen wit noth voraus, dab 

(b) ]alls zwei Grenzsimptexe, yon dense keines eine Seite des a.ndern 
ist, nicht zueinander ]remd sind, die ihren Durehsehnitt bildende ~eite 
entweder die gemeinsame l~andseite der beiden Orer~simplexe, oder ein 
Grenzsimplav (niedrigerer Dimensio~) int. 

hnch die Bedingung (b) I~Qt sieh (mittels evtl. Unterteihmg der 
Simpllzia]zerlegaag ~) ohne Einsthr~nl~mg der Allgtmeinheit erilillen. 

Eine den beiden Voraussetz~lngen geniigeade Simplizialzerlegang des 
Komplsxts K ~ soil eine in bezug au/ K e bequeme Zerlegung heil3en. 

Wir se~en also unsere Zerlegung 3 als in btzug auf K q bequeIa 
versus uad nehmtn mit jedem Grenzsimplexe T s dis Vek*orzerlegung in 
bezug auf seine Randsei~e T" vet. 

Das auf diese Weise entstsndene ,,Vekt.orftId" sell O,(K ~, K g) oder 
einfaeh O(K ~, K q) heiBen. Die Vereinigungsmenge yon K~ und yon allen 
S~reeken ~-~, die das Vektorfeld O(K ~', K q) bilden, bezeiehnen wit mi~ 
U(K~); da jedes Grenzsimplex von K * sowie K ~ selbst ztt f f ( K  q) gehSr~, 
so shtd alle z u  .K q hinreiehend nahe liegenden Plml~e yon K v in if(I/g) 
enthalten. 

Es sei ittz~ $ irgendem Ptmkt yon /] (Kq). Dann sind n~r ~r 
beide F/iUe a priori m6glich: 

1. :Fall. ~ gehSr~ zn keinem zu K ~ fremden Simplex de~ Zerlegung ~. 

2. Fall. ~ gthSr~ wenlgs~ens ztt eiaem Simplex der Zerlegung ~, das 
zu K q fremd ist. 

Im trsteren Falls ist ~ tin immrer Punkt dex Menge U (K q) (rela~iv 
z~ K~), 

~= u(gq) .  

Wit bemerken so~ort, dai~ tin inner~ Ptml~ $ such Endpunkt sines Vek- 
tom aus 0 sein kannX~); falls abet ~ U(K e) wedtr za K ~ sell)st gthSrt, 
noeh Endpunkt tints Vtkt~ors aus O ist, so geh~ dutch $ jedenfalls sin 
einziger Vektor V(~), ned es gilt dann die Stetigkeitseigensehaft 1 des 
w 2. Falls dagegen ~ tin Anfangs- oder Endpunkt sines Vel~ors ans O isr 
so ist er im altgemeinen Anfangs- bzw. Endpnnkt unendlieh vieler Vtkt, oren 
aus O, und man hat dann (tie sehw~ehere S~efigkei~seigensehaf~ 2 des w 2~ 

14) Dieser Fall wfirde sich iibrigens beseitigen lassen~ indem man wiv frii.her die 
Zerlegang ~ din'oh eino ~oinere Zerlegung eme~t; dan is~ abet ffir uasere weigeree 
Uberlegungen ga~ bedoutangslo~ 

~) Wit sagen in diesom i~allo kam, ~ sol sin Anfangs- lrzw. Endpmakt~ 
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(Bd der Formulie~un~ de~ ~ e n  I bzw. 2 ~Jnd dabei unt~ den 
Punkten z,~ beliebige, yon Anfangs- und Endpunl~ten der Vekgoren yon 0 
versohiedene innero Puak~ yon U(K r zu verstehen). Endlich kann 
als innerer Punk~ yon U ( K  ~) zu K a geheren, ohne dab dabei in ~ ein 
Vektor aus 0 angebradat seL Dies is~ nttr dann mSgljda, wean $ za 
keinem Grenzslmplexe geher~, d.h.  in einer tfin~eiehend ldeinen Umgebung 
yon ~ die beiden Koraplexe K v und K ~ identisch sin& ~ ist dann ein 
innerer Punkb von K a (rd. zu KV), und in kebaem der za $ hi~.reiche~d 
naheliegenden Punkten is~ ein Yektor aus O angebracht. 

Im ~rei~en FaUe gehSr~ zwar ~ zu wenigs~ens dnem Grenzsimplex 
T ~, abet d~m. is~ ,~ notwendig in der de~ Randseite van T ~ gegeniiberliegen- 
den Sei~ yon T t e~thalte~, d. h. ~ isg Endpunkt alle~ zu ~ nieht fremden 
Vektoren, 

4. R a d i a l i s i e r u n g  eines Korap lexes  i nbezug  au/  e inen  Te l l .  
koraplex.  Es haben K ~ und K ~ dieselhe Bedeutung wie im vorigen 
Paragraphen. FAn Simplex T ~ von ~ (welches na~firlich kein Haup~- 
simplex ~) yon K ~ ~u sein braueht) heil3t ein ~andsiraplex yon ~-a, wenn 
es die Randseite wenigsteas eines Grenzsimplexes yon K v (in bezag auf 
K ~) ist~. Die sonstigen Simplexe yon K ~ sollen in~vere SimpIexe heil$en. 
Aus dieser Definition fo]gt insbesoadere, d~t~ die Dimension eines Rand- 
simplexes yon K a h5ehstens gle[eh ? ~ -  1 ist. 

Es sei nun eo irgendein :~est gedaehter Punlrb yon K ~, tier in keiner 
dn Randsimplex yon ~ en~altenden ( p -  1)-dimensionaten Ebane liegt. 
Es folg~ darau~s insbesondere, daft jede Gerade, die den Punl~ o rail; 
irgendeinera Punk~ x eines Randsimple~es yon K ~ verhindet, dieses Simplex 
nut in einean Ptmkte trifft, so dal~, [alls T~(l <5 q) ir~endein Randsimplex 
des Komplexes K ~ ist u~ut man o~ mit allen Punkten x vo~ T ~ gerad- 
linig verbindet, man ein (1 ~ 1)-di~nsion~es Simplex 

(4) T T M  = ~ ( ~ ' ,  o~) 

srh~lt. 
Der aus allen inneren 8iraplexen yon K ~ und allen Simplexen (4)ge-  

bildete Koraplex soil D ( K  g, co) heil~en; dabei sell K ~ die Basi~ mad eoder 
Pol yon .O(K ~, r heil~en. 

Es lgflt sich der ganze Koraptex K v ~olgenderma{le~a auf ~ (K ~, o~ 
dndentig und stetig abbildem 1 ~ Jedea Punk~ eines inneren ~mplex 
yon K ~ lassen wir sioh selbs~ entspmchen. 2% In jedem PanlC~e x eines 
Randsimplexes yon K a sind ers~ens ein einzigex Vel~or W(x) ~ ~ zweitezas 
im allgemeinext unendlie.hviele Velrt, oren V ( x ) =  ~ des Feldes O ( K  ~, K ~) 
angebraeht. ~un  b~]den w~r ~edet~ Velrtor V ( x ) ~ x ~  des Feldes O pro,- 
~rt, lonal aaf den VeJC~r W ( x ) =  ~'~ so ab, da~ dahei dee Panl~ x fes~ 
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bIeibt (and also y in co iibergeht). Auf diese Weiss wird zun~ichst U (K ~) 
~uf #J(K ~, eo) abgebiIdet; man erh~lt jetzt eine hbbildung des ga~zen 
Komplexes K p a u i  Q (J~, a)), indem man: 3 ~ Jedem Punkte yon K ~, der 
nicht zu U ( K  q) geh5rt, einfach den Punkt e) entsprechen l~Bt. 

Die au/ diese Weise erhaItene Abbildung 

(5) ~ ( K  +, o~) = + (K ~) 

i ~  ste~ig in ]edem Punkte vor~ K~; Me ldflt sich ndmlich mittele einer 
stetigen De/ormation des Komplexes K ~ in den Komplex D ( K q, co) erzeugen. 

In  der Tat braueht, man nut  den Enclpunl~ jedes Vek~ors de~ Feldes O 
und jedell mz U (K q) f~emden Punkt  gleiehf6rmig und geradlinig in den 
Punkt eo ldneingleiten zu lasssn; dadureh geht jeder Vek-~or V(x) in den 
Vektor W(x) iiber~6), alle Punkte der jnneren Simplexe yon K r bleiben 
lest, und alle ssnstigen Punl~e von K * werden in den Punkt o) befbrderv~'~). 

Die stetige Abbildung (5), die allein dutch die Kenntnis y o n / ~ ,  K '+ 
und co bestJmmt ist, soll die Radialisierung des Komplexes K ~ in bezug 
au] die Basis K s und den PoZ ~ heit~en. 

Sie besitzt folgende, fiir weitere Sehliisse wichtige Eigenschaften: 

1. jeder Punkt yon f2 ( K  q, m) ist Bildpunkt wenigstens eines Punk- 
~e.~ von K~; 

2. falls der Durchmesser yon K v kleiner als ~ is~, entfernt sich wiihread 
r ganuen Prozesses der Radialfsierung jeder Punkt von K p u m  weniger 
ale e yon ssiaer urspriingliehen Lage; 

3. ~edes Simplex yon K ~ geht in ein Shnplex von ~9 (K g, co) (ira all- 
gemeinen anderer, jedoch nicht hbherer, Dimension) iiber~s), 

5. Es ssien jetzt im R a zwei Komplexe K q und /~q* ( g * ~ q ~ n )  
und eine stetige Deformation 

(6) K = f(  K ~) 

gegeben, so daiS dabei 

(a) jeder Punkt yon Kq* Bi]dpunlrt yon wenigstens einem Punkte 
yon K q ist; 

~) Dabei kann wiihrend di~er L'beffiihrung ein Vektor F(x) sigh ffir einen 
Augenbliek au:[ einen Punkt zusammenziehen, was abet kein Hindernis bedeut~t, well 
in jedem Augenblick die Balm jedes Puaktes yon V(x) trotzdean bestimmt btei~4. 

a~) Man kbnnge ~ieh yon tier Stetigkeit der Abbildung (5) aueh mittel~ einex 
dixe]rten A~wend~mg tier .b~ei~gkeit~eigenseha~en" 1, ~ der Ve:ktorzerlegungen (wie 
sie imw 1 defmier~ sind) 5bemeuger~ 

~) In tier Tat geht b~ tier Ir jed~s innere Simplex yon K ~ ill sieh 
selbst, ]edes Orenzsimplex T m~ dem Randsimplex T ~ in des Simplex .Q (T ~, m) ~md 
jedes sonst~ge ~mplex in den Eckpunk~ ~o yon ~ (K q, ~) fiber. 
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(fl) w~hrend des gauzea Deformationsprozesses kein Punkt  vet1 K r 
sieh um mehr als ~ yon seiner m~prii~gliehe~ Lage en6-gernt; 

(?) jedes Simplex yon K ~ ha ein Simplex yon ~:q* yon dexselben oder 
einer niedrigeren Dimension tibergeht. 

Es sei endlieh co eln Punkt ,  der in keiner (~ --  1)-dimensionalen Ebene 

]iegt, die Randsimplexe ~9) yon K g oder ~q* enth~lt. 

Dana indvziert die Deformation (6) eine eindeutig bestimmte De- 

formation yen ~ ( K  q, o )  in D,(K , ~ ) .  
+ 

In  dex Tat  braueht man nmr jeden VekCor ~ in den Vektor f(x)eo 
d ~ e h  stetige Uberfiihrung des Endpunktes x in den Endpunkt  f ( x )  za 
deformieren. 

Dieses Resultat  l/il~t folgende unmitte]bar einleuchtende Verallgemeine- 
r0.ng zu. 

Es sei K ein ans den (nicer no~wendig zue~nander fremden) Teit- 
]~omptexen 

K q', K ~  . . . ,  K r 

gebildeter ia R"  gelegener Komplex 
$ 

(7) ~ : =  2 ~c ~' (q~ <= ,~ - 1),  

der sich uuter Oeltung der Bedingungen (g), (fl), (?) in den Komplex 

s 

(7*) K *  = 2 Kg** 

abbilden liit~t, wobei Ke; (q~ <: qi) das Bit4 yon K q' JSt, dab zu/olge der 
Bedingung (7) ein Komplex ist /. 

(8) K * =  f (K) .  

Wean dana con, w~ . . . .  , ~ ia keiner, Randsimplexe yon K bzw. K* r 
Hyperebene des R"  ]iegen, so induziert die Deformation (8)eine eindeutig 

s 

hestimmte Deformation des Komplexes f2 (K,  [co]) ~ ~ ' ~  (K ~, m~) auf 
t = 1  

s * . 

den Komplex ~2 (K*,  [ eo ]) = Z / 2  (K q' , co,), bel der die Bedingungen (a), 

(fl), (7') ebenfaUs gelten. 

t~) D~bei sind die l~ndsimplexe yon K q tulter den hSe2nstaus ( n -  1)-dimenzio- 
~,len S~aplexen yon K ~ a priori ausgezeielmer und da~ Bitd eiaes Randsimploxos yon 
K q sell l~ndaimp]ex yon Kq* heil~en. 

~o) Diese Eigem~chaft~ der ~'~ wird tins erlauben, demn~chst yon Komplexen 
~(K~)  zu spreehen. 
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6. Wir siad jet~t imstande, in wenigen Worton unsern ttilfssat~ zu 
beweisem Er lautet folgendermafiea: 

Hi l f s sa tz .  Es segen 111, H~ . . . . .  TI  p-dimensionale in R ~ ohne 
Singularitdteu a~) ~iegende Komplexe, die ein ( e, 2 + 1) -~y~em ~'~) bilde~. 

Dann lSflt $ich der Komplex I1 ~ Z 1I i in  dnen  2.dimensianalen Kom- 

plex K ~ so e-~ber/iihren, daft sich diese ~]ber/~hrung zu einer stet*:gat~ 
De/ormation des ganzea Raumes R n in sivh erweitern ldfll, die keinen Puukt 
yon R ~ um  mehr a l s e  yon seiner urspri~nglichen Lage en$]ern~, und 
]eden yon H u m  mehr a l s e  ent/ernten Pu.~kt i~berhaupt lest tdflt. 

7, Beweis.  Es sei//~,~--.i~ die (evsntuell leore) Menge I I~ ,1 I i ,  . . .-1I~ 
( k = < i - [ - l ;  i;~,+Q,,, wsnn h'  < h " < k ) .  

Da die // i  ein (e, 2+ l ) -Sys~em bitdsn, so gibt ss sin e' yon der 
Eigsnsehait~ d~l~ ffir jedes i 

ist. 

Wit nshmsn jetat sins folgsndsn Bsdingungen genfigende simp]izia!e 
Zerlegung ~ des ganzen Raumes R" vor: 

1. S~m~iehe Simplexs der //~,~...~ ( / c ~ 1 , 2  . . . .  , ~-+-1) werden 
dutch ~ in Teilsimplexe zerlegt, so dag man j e d e s / / ~ . . . ~  als einen arts 
Simplsxen yon ~ zusammsngssetztsn Komplex betrachten kann; 

2. jedes Simplex der Zerlegung ~ hat einen Dutchmesser < :~-~;  

3. die dumb die Zerlsgung ~ hsrvorgsrufene simpliziale Zerlegung 
jedes nieht leerem Komplexes H~,r ist in bezug auf die Vereinigungs- 
menge K~,~...~ alter in //~_.. .~ enthaltenen H ~ . . . ~ , ~  im Simae des w 8 
bequem. 

Wir betrachten jetzt alle nicht lssren unter den Msngsn/ /q%.. .s~+~;  
zwsi versshiedens solshs Mengen kSanen unmiiglish gemeinsame Pankte 
lmben (well es sonst Punk~e gebsn wiirde, die zu mshr als ,~-~-1 ver- 
sehiedenen //~ gehSrten). Wit w~,hlen nan in jodar nioht teeren Menge 
//~-,,...~z~x+~ sinen Plmkt mqq,..~zq+~ mad radialisieren jedsn Komplex 
H~aq.,.~z+~ in bezug auf den Pol mq%. . .~+~ und die lssre Msnge als 

Basis, d. h. einfaeh wk" ziehen im Raum R ~ jede Msnge / /q%.. .~.+~ stetig 
aui den Punk* e~%...~;,+~ zusammen. Dadarsh wird dsr Komplsx 

e~) ~Okae 8ingu]~rit~t~n u --  da~ hei~, d~ zwei fin Komphx ~Ls vers~hiedea 
gelt, ende Pu,u~e aueh im l~um /~n mt,~eldieh ver~bJeden sin& 

~) D. h. dab ffr jede~ i<:s ~(H~')<:~ is~, uud daft es Rbordie~ keinea ptmkt 
gibt~ dot zu mehr al~ ~ + 1 veraehledenen //~ gehOr~, wstff ~b~r wenig~t~ns flit eine 
lmdize~kombinat~sn ia, ie,.,,, iz, iz+x die Menge llQ. 1/i,, . . . . .  IIi2: IIis nie, ht leer i#~ 
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sgefig under Geltung der Bedingungen (a), (fl), (y) in den nulldimensio- 
nalen Komplex 

~1, ---,~2+1 
deformiea~. 

Es sei jetz~ der Komplex 

(9) K~+~)= Z K~,...~= Z lZ~...~ 
Q, ..,t:k Q, .--,~x+l 

unter Geltung der Bedingangen (a), (#), (y) in den ( 2 -  k)-dimensionalen 
Komplex 

: (wobel K~ . . . r  k das Bild yon K~,..~k is~a)) 

stefig deformier~. 

Wit radialisieren jeden nicht leeren Komplex 11r in bezug auf 
K~.. .~a als Basis trod einen i n / / ~  ~_..~ aullerhalb alter 1~adsimplexe yon 
K~r+l~ und /~,~-~ enthMt~nden Hyperebenen liegenden Punkt o~.~,.,,~ ads 
Pol-~). Da der Durcl~schnit~ jo zweier H ~ . . . ~  in K ~ , . . ~ =  K~+~ r 
ist, und bei unseren Radialisierungen ~m~hehe Puakte yon K~+~ fe~t 
bleiben, 8o se, htiel~en sich die Radialisierungen einzelnex / 7 ~ . . . ~  sb t ig  
aneinander and ergeben ei~e stetlge Deformation yon 

in 

Die vermSge unserer Voraussetzm~g bereits definiert~ Deformation yon 
(9) auf (10) indnzier~ alsdann (naeh der Vorschrif~ des w 5) eine den 
Bedingungan (~), (fl), (~) geniigende ~'~b) stegige Deformation yon (11) auf 
den (2 - -  k --' 1)-dimensionalen Komplex 

= ~ ( K  ,[~h),  
wodureh die [nduktion weitergefilhrt wird. 

~) Das auf Grund der Bcdingung (y) r Teilkomplex von K. 2-/~ is~. 
~aa) I)io Bedingrtmg o~r i~ natiirlioh tmwesont~lich: e~ wiirde 

genfigen, wi~r so dioh~ bei/Tt'~q=...l, 'zu w/12den, dnll ffir jeden Pank~ z van 

~a~) Es is~ unmittelbar klar, daft die induzier~ Deforroafion yon ~t) in K, l-r+~ 
keinen Pankg mehr als um(  k + I) ~ ver~hiebt, was Ifir daa Endremflt~ (~ + 1) ~ ergjbt~ 
nuf Orund tier Feinheitsbexlingung 2, die tier Shnplizialzerlegtmg yon R ~ ,~fforlegt~ war, 
lgfit ~oh ~ber behaupten, daub die Bedi~gung (fl) ira vollon M,~o 
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Das Sehlul~ergebnis tri~ bei k ~ 1 auf and Iaute~ damn, dab 
~ 1 ) = Z / / r  : 12 unfair Geltung de~ Bedingtmgen (~) and (fi) (auf dioes 

(Q} 

je t~ allein ankommt) in den 2-dimensionalen Komplex/~z mitt~ls stetiger 
Deformation abgebildet wird. 

Uns bleibt also nur iibrig, diese stefige Deformagion auf den ganzen 
Raum R" zu erwei~ern, and das gesohieht wie folgr 

Wit sohlieSen den ganzen Komphx H in einen hinreiehend grol~e 
Wiirfel Q efil und verfeinem, wenn n6tig, die unserer ganzen Unt~r- 
suchtmg zugrunde tiegende Simplizialzerlegung des R ~ so, da~ die dadureh 
hervorgerufene Zerl%nang yon Q in bezug auf / /  im Sinne des w 3 
bequem ist. 

Wit betraehten jetz~ das Vek~orfeld O(Q, I1 ) ,  u n d e s  sei V(x)  = z y 
irgendein Vektor dieses Feldes ~) (siehe w 8). Wit bezeiehnsn dutch z die 

Mitte der Streeke x~  mad bilden ~ y  aM sieh selbst s~etig ab, indem wit 

y z  proportional aaf y x  abbilden and die ganze Streoke z~x a ~  den 
Ptmkt x =  H zusammsnziehen. Auf diese Weise l~,flt sieh die Deformation 

yon H in ~z  za einer ebenfalls stetigen Deformation yon i f (H)  in sieh 
erweitem, die alle zu H hinreiohend nahe liegsnde Pmlkts des Raumes 
i n / /  iiberfiihrt (urn sie dann mittels der Deformation yon H selbst in 

Punkte yon /s za bef6rdern) and alle Endpunkte der Vektoren V aus 
O(Q,11) lest lggt. Da diese Deformation jedeu nieht inneren Punkt von 
Lv(//) lest bleiben 1/i~t~ so erweitert man sie auf den ganzen Raum einiaeh 
dadureh, dab man such sUe iibrigen, d. h. n~oht zu U (17) gehSrenden Ptmkte 

R ~ yon sieh sslbst enf~prechen lgflt. Die auf diese Weiss entst~ndene 
stetige Deformation des Raume~ in sieh geniigt allen Forderungen unseres 
Hilfssatzes, w. z. b. w. 

IIL Beweis der S~tze I mad IL 

7. Es sei zaerst F eine im R ~ gelegene abgesehlossene 2-dimensio- 
nale Menge, und s o so klein, dall keine eo-Uberfiilmmg tier Menge F in 
sine ~ffenge nisdrigerer Dimension m5glieh ist. Es sol femer e < �9 o sine 
beliebig kleine positive Zahl and 

(~2) P =  F ~ +  F ~ +  . . .  + F~ 

eine (~-, 2q-1)-13berdeckung cter Menge F.  Wit nehmen mit R"  sine 

so feine Simplizialzerlegung ~ vet, daft, wenn //~ (l__~i_~<s) die Ver- 
einigungsmenge aller zu ~ nicht fremdsn Simplexe aus ~ is% jede Menge 

~) Dabei ist z tier zu //geh~rende .AMmagslauakt" vonzy. 
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/I~=~...~= & . ~  c . . . .  Z/~ 
(A) nut dann nicht  leer ist, fails 

F~. . .~ ,  = ~ c &  . . . . .  ~ + o, ~ ) 

trod dal~ 0all~erdem fiir jedqs i ~ s 3(H~;) <: ~2 b ldb t .  Insbesondere bilden 

(la) & ,  zz. . . . . .  r t  

geniigt nllen Voraussetzungen unseres gi l fasatzes,  so d~/~ H =  H a -{-//~ 
+ . . .  + / / ~  sich mi~geIs elner, allen Vo~&usse~zungen des SaCzes I I  g~niigen- 

den, ~ -Defo rma t ion  A des ganzen Raumes  R ~ in einen 2-dimensionalen 

Komplex K ~ . K ( ~ )  st~ iibexfShren lgt~g. Da H ein~ abgesehlossene 
Umgebung yon _~ bilde~, so ist hi~ fiir die letztero Menge dot Satz I [  
bewieaen ~).  

Durch die Deformatioa A geht die Menge /P in eine abgeschtossene 
Teitmenge ~5 yon  K tiber. 

Wi t  setzea jeta~ idenfisch K o ~ K ,  ~o  = ~ und  set~en versus, es 
w~re uns gehmgen, ~ Teilkomplex K~, von K und  sine abgesehlossene 
Menge ~ K~ so zu konstruieren,  da/~ 

~o) Es sea F~- F ~ . . . . .  Ft~ = 0. Daam bezelohnen wir dutch 8~ Q...r eine so kleine 
positive Z~hl, d ~  kein P~mkt des Raames gleiehzeSCig yon Mien Mengen Fi~, F~ . . . . . .  .F~;~ 
eino Entfernung ~ i~ . . .~h-  ha~. Es sei $ die ldeins~e aller Zahlen At~G...r , .  Es ge- 

niigt d~nn vorauszusetzen, da~ die Simplexe yon % einen D~damesser <,~. hahen. 

~) Wit wolten den kombln~t~ri~otmn Aufl~u de~ Komplexes K (~) n~.her tmter- 
mehen and bomer~en zu diescm Zweek vor all~ dab K(~ )  d a s h  Auwendung der 
bairn Beweiso des Hilfss~t~cs d~gestellten Kons~ruk~ion a ~  da~ System ~ der Kom- 
plexe s ontstanden und niohts and~ als dot Komplex /~z de~ w 6 ist. Nun ha~ 
jeder Komplex ~ . -k+~ folgende kombin~orisvhe Struktur: Es sei o~G.,.i~ ein be- 
liebiger, einer nieh~ leeren Mengo Hi~i=...~ entspreohendor Ptmkt, uad 

(t4) (~ ,~ ,  . . . ,~) ,  ( i , ,~  . . . . .  i~,~+~), . . . ,  (~ ,~ , . . . ,~ . , ) ,  ( ~ ' < ~ + ] )  

tUa~r d ~  B~dingung, d ~  H~ ~..-r ~' -- 0 iat, und sonst bali~ gegeben. Dann ~st 
4~& die Eeb/mnlge 

(t5) o,h%...~, ~ , % . . . g ~ + ,  . . . . .  r g...iz, 

dr, 8invplex ,~,~ K -~+x bestiramt (um~ je~e~ S~midez yon ~z -~+t  last .s~e,h a~/ d ~ e  
~/e~e konstruiwe~). 

Dioso Beh~atptlmg i~t ~ k = l + I  selb~verstgndiJoh. Vomnsgeset~ sio ~ ~u' ~ 
gewi~es k richtig, d. h. es is~ jedes Simplex g yon ~1-~+ ~ dutch se~ue Eokpunkte (15) 

k o eharaktorisiert. Jedes Simplex yon K ;t- +" ist abet you der Form D(:T, eoi~th...i~_,), 
m clal~ z~ den ~ekpunkten (15) noeh der Eekpm~k~. eo#~r ~_.. hi~ukommt uxtd 
maSere Vorschrift sieh also ~ueh ffir k - - I  als rmhtig orwois~. ~ k = l  ergot  mo 
aR~lann das kombinntotSs~he Schema yon K .  ~, d.h.  yon K(~) .  
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1. jedes Simplex yon einer Dimension ~ 2 -- m + 1 (/a//~ e~. in K., 
vorhand~n i~) in ~.~ ent~a2~en ist; 

2. die Mgngg q5 siah in q~ st~tig so deformieren l~flt, da~ jeder 
Ptmk~ yon ~ wgihrend der gunzeu Deformation in demselben Simplex yon 
K bleibt, in dem er urspriinglich enthalten war. 

Wir bilden jetzt den Komplgx K,,+I folgenderma~en: K,~+I besteht 
arts alle~ in K~ vorhandengn mindestens ( 2 -  m .4-1)-dimensionalen Sim- 
plexen, aus den in �9 enthaltenga ( 2 -  m)-dimensiotmlea und &us alien 
?- dimensionalen, r < 1 -- m, Simptexen yon K~. 

Dig ~enge r entsteht dureh eine stetige Deformation A~ yon ~ ,  
die aus folgender, auf alle nighs ia q~ enthslteaen 2 -  m-dimensionatgr~ 
Simplexe yon K~ anggwandten, ,Ausieguu~soperation" bes~ht. Es sei 
Y a-~ gin night in ~5 enthaltenes Simplex yon K~. Dann l~Bt sigh im 
Innern yon T z-m ein zu T a-~ homothetisohes Simplex z x-~ finden, welches 
keinen Punkt yon c5,~ enth~ilt. 

Nun deformieren wir z z-~ homothetisgh in T ~-~, wodureh alle Pur~e 
des Zwisehenge&'etes 

T 2 - ~  _ T2-~n 

insbesondg~e aueh alle Punk'te yon ~ au~ den Rand yon T z-m be~Srdert 
we.~dgl2. 

W~hrend der Deformation An~ blelbt ]eder Punkt yon ~ in dem- 
selben Simplex yon K. Da abet dasselbe augh yon der q~ in ~m iiber- 
flihrendgn Deformation d~ gilt., so ist aach flit die aus A thud A~ resul- 
figrende, ~b in r iiberfiihrende Deformation z/~+ 1 die Bedingung 2 
erfiillt. 

Der ProzeB bright flit m ~ 2 + 1 mit einem Komplexe Kx+~ ab, 
dgr mit der entspreehenden Menge q~.+~ identisch ist. �9 l~i~t sigh ia 
K~ea so deformle~en, da~ jeder Pankt yon K~+~ Bildpunkt ist, und w~h- 
read des ganzen Deformationsprozesses kgin Punkt yon q5 das Simplex 
yon K, in dem er ttrspriinglieh enthal~en war, zu verlassen brought. Da 
abet arts der Konstruk~ion des Komplexes /t~ ~)  hervorggh$, dab jedes 

< L  Simplex yon K einen Durchmesser ~ 2 hat, so wird w~ihrend der ganzen 

Deformation yon r in Kx+t kein Punkt yon ~ um mehr als ~ vgr- 

sehoben. Andererseits gilt d~selbe fiir die Deformation yon F m ~, so 
dab die Deformation yon F in K~+~, dig d~u'eh die sukzessive Ausfiihruag 
der beiden soeben grwShngen Deformationen entsgeht, keinen Ptmkt yon F 

g 
um mehr als y d - ~  e yon seiner urspriingliehen Late en~ernt. Al~ 

~) glebe den Bowels des Hilfssa~e~ und inshesondere FuBno~ ~). 
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Teilkomplex von /l: ist K~+~ hSchstens 2-dimensional; aus der Wahl der 
Zahl % folgt abet, da~ Kz+l auch mhldestens 2-dimensional, also genau 
~-dimensional ist. 

Der Satz I i s t  hiermi~ fiir alle in Euktidis~ea R/iumen gelegemen 
Mengen bewiesen. 

Die Erwei~rmag der soeben gewonnenen Abbildung (yon F auf Kz+l) 
aft den ganzen Raum geschieht sodann sift Grtmd der in tier EiIaleiiv.ng 
erw~anten allgemeinen Erweiterungssiitze (wobei man miC HiKe des in 
w 6 dargesteHten Veris iiberdies fiir eine beliebige Simplizialumgebtmg 
yon F erreiclaen kama, daft aul~erhalb de~selben die erweiterte Abbildang 
mit der identischen iibereinsLimmt). 

8. Es sei jetzt iv eine 2-dimensionale abgeschlossene Teilmenge des 
R ~, ~ eine beliebig kleine positive Zahl und F~, ~..z . . . . .  F, eine (~,1-]-l)- 
Uberdeckamg der Mengr F. Es gibt dann ":5) ein so kldnes ~ > 0 ,  cla~ 
die Mengen S(F~, ~) ~7~), i = 1, 2 . . . .  , s, ein (, ,  2 + 1)-System bilden, 
woraus insbesondere folgt, dal~ eine beliebige 8-Deformation der Menge F 
in eine Menge ~ die ~ in solche q~ iiberfiihrt, da$ le~z~ere Mengen r 
(e, 2 + 1)-13be~deckung yon q) bilden. Es geniigt j e s t  ein n so zu w~hlen, 

clafl 2 J < a is~, und de,, ganzen Quader R ~, der ja dutch die Un- 

glei~hungen 

0 =_<x,,s ( m = 1 , 2  . . . .  i~ mr.) 

Q = B ,  definiert, is~, auf das gewShnliehe rechtwinklige Paralldepipedon ~-* 

1 
O = < x , ~ l  . . . . .  O ~ x . _ x ~ _ - ~ f ,  x = x . + ~ - -  . . . .  O, 

za projizieren, indem man jedem Punkt 

x ~ ( x , , x . 2 , . . . , x ~ _ l , x , . . . )  
Yon R ~ den Punkt 

z *  = ( x , ,  z . . . . . .  x . . . .  0 . . . .  ) 

yon Q"-a entsprechen 1/illt. Dadurch wird kein t 'unkt yon R ~ van mahr 
als ~ < ~ verschoben and die Menge F = R  ~ in einr Menge # ~ Q ~ - ~  
iibergefiihrt, womit alles auf den Eaklidischen Fall zuriickgefiihr~ ist. 

Aus clef tetzteren 13berlegtmg Iotg~ noch, dal~ die beiden Sdtze I u n d  II 
auch /ii~ unendlicMwchdime~ionale Mvn~en ffel~en, nut  w&chst die Dimea. 

sionszahl der ent, preehenden Komplexe mit 1 no~wendig ins Unendliehe. 

~'~) S(I~}, $) bedeatet die Gesamtlleit alter Punkte yon R ~', deren Entfernung 
v~n ~ hS~hstens gleiah $ is~. 

~athematisclle lnnalen, 9~. 4~ 
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IV. SehlulL 

9. Es sei ~ itgendein endliches Mengensystem 

~,~, ..... ~. 

Wir bezeiehnen als Nerv dieses Mengensystems den folgendermal~ea 
kons~ruiert~n Komplex ~ ( ~ ) .  Jeder Menge M~, i x ~ s, lassen wit einen 
Eekpunkt eof~ dos Komplexes entspreehen; jedes System yon k + l  Eck- 
punk~n ~ , ,  coo,,..., eo~, o~r bestimm~ dann und nut  dann ein b-dimen- 
sionales Simplex yon ~ ( ~ ) ,  worm 

M~- M~, . . . . .  M~. M~k~ + 0 
ist. 

Wit wollen dutch ~ * ( ~ )  denjenigen Komplex bezeiehnen, der dutch 
baryzen~isehe Zerlegung 1~) jedes Simplexes yon 9~(~) entsteh*. Nun 
besteh0 die baryzentrisehe Zerlegung des Simplexes 

(16) T ~ = [eo~, to~ . . . . . .  w~k, e ~ ]  

yon ~ ( ~ )  daxin, dal~ man jeder r-climensionalen Seite 

~/'" =[o%, o%, . . . ,  %~.~], o < r = < k - I  

yon T ~ bzw. dam Simplexe T ~ selbst elunn ,SohwertntnLq" co% ~ ...i~ 
bzw. w~,~...i~i~+~ zuordnet und T k dutch die Gesamtheit a] ler ' (k+l")~ 
Simplexe 

[c%, ~ , % ,  . . . .  r %...%, o~,,,..~+~] 

erset~t. Das heillt mit anderen Worgen: man sehreibt alle Eekpunlde 
yon T ~ in einer bes~immten Reihenfolge, z. B. in der Reihenfolge 

(17) co~, co~ . . . . .  o~,  co~+, 

auf und erh/ilt dana, als ein Simplex dot baryzentrischen Zerlegm~g, das 
Simplex 

Indem man auf alle ( k + l ) !  m6gliehen Weisen die Reihenfolge (17) 
wght% erhiilt man alte (k + 1 ) !  Simplexe der baryzentrischen Zerlegm~g 
yon T ~. 

Wenn man des soeben Gesagte mit dem ]~rgebnisse dar Ful~note ~) ver- 
gleieht, so sieht man, da~ der in dieser FaI~uote erwghnt~ Komplex ~(~) 
(der ]a der ira Seize II vorkommencle Komplex ist) veto kombinatorischon 
Standpunk-t ans nichts anderes Ms der Komplex 9~* (| ist (we ~ des ~ra 
w 7 betraehtete System yon Komplexen ist). Wean man aber bemerkt, dal3 
auf Orund der Bedingung (A) (des w 7) des System ~ = {//i, Hs . . . . .  H~} 
denselben Nerv hat wie des Mengensysf~m ~ + ~ = { ~ , F ~  . . . . .  ~,}, 
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weledaes eino (~, 2 + l)-Uberdeckang dex Mcnge ~ darstetl~, gelmagt man 
zu folgendem Resuttate: 

Der Komp/ex /~/+1 des Sat~es II ,  in de~ sqeh die Memde F saint 
dner ~ewis~e~ Umyeb2ny U~ aeldg de/ormieren ldflt, kann ~ kom~'- 
natorisehe~ 8tandpunkt aus als der dutch baryzentrischs Zerlegu~] des 
Nerves einer ge~iasen ( e , 2 +  1)-/Tberdeekung ~ + ~  yon F enf*fandene 
Komplex lmSrael~ werde~. 

Der Komplex K~ +1, in den au/ Grand des Satzes I die Menge F sd~t 
e.~berge]iihrt werden kann, erdsteht a~dann dazlurch, daft ~na~ gewi, se 
~implexe van ~ +1 dur die Gesamtheit ihrer Randsimplexe (,husfegung") 
ersetzt. 

Nun habe ich in meiner under 1) zitierten Arbeit gezr dull die 
Komplexe, die ein die Mengr F (ira Sinne der soeben r Arbeit) 
approximiarendes Spslda'am bilden, niches andsres sind, Ms die Nsrvsn 
einer Folge yon (e~, 2 + 1)-UberdeekUngen 

~ ,  , . . . , ~ , ,  , . . . ,  l i m ~ O ,  
J;-~w 

die gegen Null konvergierendea Wertea yon s enfspreehen, wodureh sin 
enger Zusammenhang zwiseheaa dsr abstrakt~n ,Spektralapproximation" 
and dem aui dsm Bsgriffe der ,-Uherfiihrung beruhenden, in der vor- 
liegcnden Krbeit auseinandergesetzt~n geome~risehen Approximationsver- 
hhten fest~es~ellt wird. 

Ls  Ba~z (Loize-Inf6rieure), August 1926. 

(Eingegangen am 10. 10. 1926.) 

Naehtr~gliche Bemerknng*. 

Es ist leieht, dem I-Iauptergobnis dieser Arbeit eins Form zu gsben, 
die vonder  Einbet~ung der Menge F in elnen (Eaklidischen odor I-Iitbcr~- 
sehen) Raum unabh~ngig isK Es gilt in der Tat der Satz: 

F sei ein beliebiger aM2ic~ und ~wo~ ~.dimensionaler kom~taer 
raariaet~er 3~ura; dann qiM es zu jedem noah so kZeX~ s ~ ~-dimen- 
aona~en Komplex K~ und ein* eindeu~ige ~ t ige  AbbiMung dee eanzen 
Rauraea F au/ den ganzen Komplav K, ~ yon der ~'gen,~ha~, daft die Menge 

* Gemacht bei der KozrekCttr (am 5. 7. 1927~ 
42* 


