Theorie der Zdpfe.

Von EMIL ARTIN in Hamburg.

§ 1. Einleitung.

Die vorliegenden Untersuchungen sind als ein Ansatz zu einem
Wege gedacht, dem Studium der Knoten und Verkettungen naher zu
kommen. Ks handelt sich um eine Kennzeichnung einfacherer topo-
logischer Gebilde, der Zopfe. Dabei ist unter einem Zopf im wesent-
lichen ein Geflecht aus Fiaden zu verstehen, wie schon der Name sagt.
Die Zopfe geben AnlaB zu einer Gruppe, da man aus zwei von ihnen
durch , Aneinanderhingen“ einen dritten komponieren kann. Die Kon-
stitution dieser Gruppe ist einfach genug, um mit einem finiten Verfahren
die Entscheidung zu ermdglichen, ob zwei vorgelegte Zspfe sich ineinander
deformieren lassen oder nicht. Schlieft man einen Zopf, verkniipft man
also Anfang und Ende, so entsteht eine Verkettung. Umgekehrt la6t
sich auch jede Verkettung in diese Gestalt bringen. Von hier aus bis
zum Knotenproblem ist aber noch ein weiter Weg. Immerhin gestatten
bereits die gewonnenen Resultate, Aussagen iiber die Verkettungen, vor
allem iiber ihre Fundamentalgruppe, zu machen.

Mein besonderer Dank gilt Herrn O. SCHREIER, der mich bei der
Abfassung dieser Arbeit tatkriftig unterstitzt hat, insbesondere aueh bei
den langwierigen Rechnungen, mit denen wir zunéchst durchzukommen

hofften. Seine Hilfe kam mir besonders beim Beweis von Satz 9
zustatten.

§ 2. Komposition und Gruppenerzeugende.

Unter einem Zopf Z von n'** Ordnung verstehen wir folgendes
topologisches Gebilde:

Im Raum sei ein Rechteck mit Gegenseiten ¢, g3 bzw. Iy, 1; (der
~Rahmen“ von Z) vorgelegt. Auf jeder der beiden Seiten ¢, und g,
seien n Punkte 4, 4s--- dn bzw. B, B, - - - B, gegeben, wobei der Sinn
der Numerierung von 4, nach A, laufe. Jedem Punkte 4; sei ein-
eindeutig ein Punkt B, zugeordnet, mit dem er durch eine doppelpunkt-
freie Raumkurve p; verbunden ist, die keine andere Kurve u; schneidet.
Die Kurve p; erhalte noch die Orientierung von .4; nach B,. Zwei
solche Zopfe heiBen #quivalent oder kiirzer gleich, wenn sie sich
ineinander ohne Selbstdurchdringung deformieren lassen. Bei dieser
Deformation betrachte man auch die Verlangerungen von ¢, und g
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als undurchdringlich. Man beachte die beiden Orientierungen, die
im Zopfe liegen. Die erste betrifft die Numerierung der Punkte A,
die zweite den Sinn der Kurve p;. Bei der Deformation hat man aunf
diese Orientierungen Riicksicht zu nehmen.

Diese Definition werde nun eingeengt durch die weitere Forderung:
Nach passender Deformation von Z sollen die Projektionen der Kurven
p; auf die Ebene des Rahmens ganz im Innern des Rechtecks laufen,

A, A, y sich nur in endlich vielen Punkten schneiden und

3 mit einer zu ¢, parallelen Geraden nur einen Punkt

gemein haben. Da man dreifache Punkte dnrch

leichte Abanderung in Doppelpunkte auflésen kann,

\ wollen wir auch noch annehmen, daf bei der

Projektion nur einfache Schnittpunkte auftreten.

Schematisch wird sich dann ein Zopf durch eine

> Zeichnung reprisentieren lassen, wie sie in Fig. 2

zur Darstellung gebracht ist. In Fig. 1 ist als

Beispiel ein Geflecht gezeichnet, das wir nicht

als Zopf betrachten werden. Im weiteren Verlauf denken wir uns die
Zopfe gleich in einer solchen ,Normalgestalt gegeben.

Aus zwei Zopfen Z, und Z; von n*** Ordnung kann durch Kom-
position ein dritter gebildet werden, indem man durch Deformation der
Normalgestalten  die
beiden Rechtecke in

) einer Ebene so an-

einanderlegt, daf die

Seite ¢, von Z; an ¢

Z, von Z, anstoft, die
Punkte B; von Z, mit

zusammenfallen und A1,

\ B\, den Punkten A4; von Z,
Z, 7,
hs in die Verlinge-

Al /4, s /A4 5 ~ N
rungen von Ay und 7,
fallen. Sodann losche
Z, man die Gerade go=g1.

Das Resultat ist ein
neuer Zopf, den wir mit

B' BB \‘B B >/ Z, Zy bezeichnen. Der
! 2 ’ ‘ s Zopt Z, Z, wird also
Fig. 2. kurz gesagt durch An-
einanderhingen der beiden Zopfe 7, und Z, erhalten. In Fig. 2 ist dies
andeutungsweise wiedergegeben. Man achte dabei wieder auf die
Orientierungen. Wir erwahnen noch ausdriicklich. obwohl dies schon

¥

B, B, B,
Fig. 1.

v
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aus den Definitionen hervorgeht, daf bei diesem Prozess der ¢t¢ Faden
von Z, nicht notwendig mit dem s**® Faden von Z; zu verkniipfen ist.
Ist vielmehr u, die Verbindung von 4; und B, , so hat man ja B, mit
dem Punkt A4;, von Z; zusammenfallen zu lassen, so daf w; mit dem
Faden u;, von Z; verkniipft wird. In Fig. 2 ist z. B. der erste Faden
von Z, mit dem dritten Faden von Z; verbunden.

Das assoziative Gesetz

(1) A (Zz Zs-) = (Zx Zz) Zy

fiir unsere Komposition leuchtet unmittelbar ein. Denn offenbar erscheint
derselbe Zopf, wenn man an Z, den bereits verkniipften Z, Z, anhingt
oder aber an Z, den Zopf Z; und an das Kompositionsresultat Z;.
Dagegen ist im allgemeinen die Reihenfolge von Z, —>
und Z; wesentlich, d. h. es gilt nicht das kom- SRR
mutative Gesetz.

Die einfachsten Typen von Zopfen n'e* Ordnung

sind in Fig. 3 dargestellt. Wir haben: 1 Y T

<

1. Den Zopf E, bei dem der Punkt 4; mit B;
verbunden ist und die Fiden #; miteinander nicht
verschlungen sind. (Bei passender Deformation
schneiden sich dann die Projektionen unserer Kurven ¥ y [~

\

nicht.) Ersichtlich gilt, wenn Z ein beliebiger
Zopt ist: >
Fig. 3.

(2 ZE = FEZ = Z

Unser Zopf E spielt also die Rolle der Einheit und werde deshalb auch
einfach mit 1 bezeichnet.

2. Der Zopf i, bei dem A; mit Bit; und 4;; mit B; verbunden
ist. wobei der 7** Faden einmal iiber dem (- 1)t® Faden lauft, die
iitbrigen Faden aber wie bei E laufen. (Also unverschlungen von A,
nach B,.)

3. Der Zopt o;7, hei dem derselbe Sachverhalt wie bei o, vorliegt
nur daB der /** Faden einmal unter dem (i 1)ter lauft.

Komponiert man den Zopf o; mit ¢;!, so kann man den <'*® Faden
vom (7 1)!" herunterheben, erhilt also den Zopf E. Ebenso wenn
o' mit o, komponiert wird. Es gilt also:

’

3) 0.0 = o710, = 1.

Aus diesem Grunde wurde der dritte Typus ¢! genannt.
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Nunmehr kann man leicht einsehen, dag jeder Zopf durch passende
Komposition der Elementarzopfe o}, 67 ... o1 erhalten werden kann,
da man ihn nach leichten Deformationen in solche Schichten zerlegen
kann, so daB in jeder einzelnen Schicht nur eine Uberkreuzung liegt.
Die in Fig. 2 vorkommenden Zéopfe gestatten zum Beispiel die Darstellung:

Z, = o, 067 07 6,0, 0,07ty Z, = 0,06, 06; 0, 0,070, o1,

Dies hat aber zur Folge, da8 es zu jedem Zopf Z einen inversen /!
gibt, fiir den gilt:

4) ZZ7'= 7717 = 1.

So ist z. B.: Z[' =0, ¢; 0, 067 6, 6, o', Die geometrische Bedeutung
von Z~!ist auch unmittelbar zu erkennen. Man erhilt ihn nimlich, wenn
man die Projektion von Z an der Geraden g, spiegelt, die Orientierung
der Kurven aber im Spiegelbild einfach fortsetzt.

Somit bilden die Zopfe nte* Ordnung eine Gruppe 3, mit den (n—1)
Erzeugenden oy, 63 - - - 05—1.

Als Beispiel eines einfachen Zopfes 3. Ordnung fithren wir noch
den allgemein bekannten Damenzopf an. Er hat die Formel:

Z = (o, 0,1 k
Auch die Flechtart:
Z = (0,0, 0,7} K

bei der vier Faden verwendet werden, findet baufig Anwendung.

§ 3. Definierende Relationen.

Die Darstellung eines Zopfes Z mit Hilfe der o; ist natiirlich nicht
eindeutig, da zwischen den o; noch gewisse Relationen bestehen werden,
die von den erlaubten Deformationen von Z herrithren. Es wird sich
nun zunichst darum handeln, die definierenden Relationen unserer Gruppe
zu bestimmen, die Deformationen also zu arithmetisieren. Man iiberlegt
sich nun leicht, daf eine Deformation von Z aus einer Normalgestalt in
eine andere stets auch in der Normalgestalt ausgefithrt werden kann,
s0 daB es nur auf ein Umordnen der Faden ankommt.

Dieses Umordnen der Fiaden soll nun in einzelne Schritte zerlegt
werden. Statt mehrere Fiden zugleich umzuordnen, kann man sukzessiv
die einzelnen Fiden tiber oder unter die anderen wegziehen. Dabei
wird man allerdings mehrmals zum gleichen Faden zuriickkehren miissen,
nachdem man inzwischen die anderen Fiden passend umgelegt hat. Jeden-
falls besteht aber ein einzelner Schritt darin, da ein gewisser Faden
allein deformiert wird und die anderen fest bleiben.
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Dieser einzelne Schritt kann nun weiter in noch einfachere zerlegt
werden. Verfolgen wir namlich die Fadendeformation, so wird unser
Faden in gewissen Augenblicken benachbarte Faden iiberschreiten oder
unterschreiten, ferner werden sich die Uberkreuzungen, an denen unser
Faden beteiligt ist, verschieben. Geschieht dies an mehreren Stellen
zugleich, so kann man dies wieder hintereinander ausfithren. Denken
wir uns nun an einer Stelle den '*® Faden iiber den (i 1)t gelegt,
so wird knapp nach der Uberschreitung an dieser Stelle des Zopfes der
Teil o, 0, eingeschoben erscheinen. Dies gibt uns also keine Relation.
Ebenso bedeutet die umgekehrte Operation nur das Weglassen eines
Teils o, o7

Es bleibt also noch das , Verschieben® zu betrachten. Es handle
sich etwa um ¢;. Solange man mit o; nicht eine Uberkreuzung passiert,
an der der (4 1)t®¢ Faden beteiligt ist, kann im Ausdruck fiir Z hochstens
die Verinderung eintreten, daB o;, das vor dem Verschieben einem
Gliede o folgte, nunmehr diesem vorangeht. Dabei muf k 4 ¢+ 1 sein,
da der st und (7 -+ 1)t¢ Faden in dem

betrachteten Zopfteil nur an der / /
Uberkreuzung o; beteiligt sind. (Vgl. / = /
Fig. 4.) Diese Umordnung gibt also / /

Fig. 4.

die Relation:

(5) G; Oy == Oy 0;.

/
Wenn man aber beim ,Ver- y _ C )
schieben* von o; (etwa nach ,,oben*) - 4
eine Uberkreuzung passiert, an der / \

der (i+ 1)t Faden beteiligt ist, also _
%1, so entnehmen wir Fig. 5, 6, in Fig. 5.

denen natiirlich nur das betroffene / N }
Segment unseres Zopfes gezeich- / _ w
net, ist: -

0.} 0, = oflo, oflafl L //

i+1 ¢ i+1°
Fig. 6.

Dies gibt in beiden Féllen die Relation:
(6) 0,651 0 = 0410 Giqp.

Die vollkommene Symmetrie von (6) weist schon darauf hin, da8
man nichts Neues erhilt, wenn man etwa o¢; nach ,unten“ verschiebt
oder wenn man den ¢t*® Faden iiber den (.—1)*® zieht. Man kann sich
davon miihelos explizit iiberzeugen. Ebenso fithrt auch das Verschieben
von o1 nur anf (5) und (6).
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Das Umordnen der Féden liuft somit nur auf wiederholte An-
wendung der Relationen (5) und (6) hinaus, so daB diese ein System
definierender Relationen fiir unsere Gruppe sind. Wie haben also:

Satz 1. Die Gruppe 3n der Zopfe n' Ordnung lifit sich aus den
(n—1) Erzeugenden oy, Gy, --- 6,1 arfhauen, zwischen denen die Relationen
bestehen :

1) G0  kti—1, i+1
(8) 0; Gj41 6; =— 0341 0; 05, | = 1, 2, ceem— 2,

Dabei bedeutet nach J. NIELSEN') das Zeichen > die Vertausch-
barkeit von o; und oy.

Fir » = 3 hat man z. B. die beiden Erzeugenden o, and o, sowie
die eine Relation
9) 0, 0s 0, == Gy G} Gy,

Man erkennt iibrigens, daf die Gruppe 3; isomorph ist mit der
Fundamentalgruppe der Kleeblattschlinge.

$ 4. Zusammenhang mit der Permutationsgruppe von » Ziffern.

Wir bemerken zunichst, daB sich die Gruppe 8. immer durch zwei
Erzeugende darstellen 1&8t. Wir setzen némlich:

(10) @@ == 0, 0303 -+ Op-—1
(11) g — 0y,
Dann hat man wegen (7):
a0 = 06, 0z-:-0;_10;0i41"G;Gity20jtg--°0n_1.

Wendet man (8) an, so wird:

A6, = 01+ Gi—1-0i41 0041 Ojyz - Op—1,
also wegen (7):

Q0 == Gip1-01 - 0;—10;0i41° - Opy = Oi41° 04
oder:
(12) 0 = ao;a" L.

Durch wiederholte Anwendung erschlieft man daraus:

(13) 0; = ai~lgq @D,

) J. Niersex, Die Isomorphismengruppe der freien Gruppen. Mathematische
Aunalen, Bd. 91, S. 169.
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Damit sind aber die o; durch die beiden Elemente a und ¢ aus-
gedriickt. Wir wollen noch die Relationen auf a¢ und o umrechnen.
Dazu gehen wir so vor. Die Gruppe 3. kann man sich auch erzeugt
denken durch die n + 1 Erzeugenden ¢;, a und ¢ mit den Relationen
(7), (8), (10), (11), (13). Dann ist (12) eine Folge von (13). Wendet
man nun (12) wiederholt an auf die Relation (9), so erhidlt man die
allgemeine Relation (8). Man benotigt (8) also nur fir ;= 1. Aber
auch dies ist iiberfliissig. Nach (7) ist nimlich ¢, vertauschbar mit dem

Produkt o,0,---0, ,, wegen (10) also mit a; 0" a. Dies gibt:

“1g—1lg =— g-lg—l,.
0,:0,°0,°a == 0,70 a-d;.
Nun ist nach (12): a9, = oz a. Tragt man dies ein, so wird:
—1 =1 — 1 1
0, 0, 0 = ‘fz— ”1— 0.

Dies erkennt man aber nach leichter Umrechnung als Relation (8) fiir
¢ = 1 wieder.

Aber auch (7) bendtigt man wegen (12) nur fir ¢ = 1. Trigt man
in ihr (13) ein, so erhalt man nach leichter Anderung der Bezeichnung:

(14) o2adtoa fir 2<i<n—2

(fir n = 3 keine Relation).

Umgekehrt liefert (14) und (13) die Relation (7). Es bleiben also
noch die Relationen (10), (11), (13), (14). Man trage nun (13) ein in
(10) und erhalt:

a =caca---aca "2 = g l(aapt. a="2,

Dies gibt die Relation:

(1d) a* = (a o)*1,

Aus (15) und (13) ergibt sich umgekehrt (10), so daB man der Gruppe
3. auch die Relationen (11), (13), (14), (15) zugrunde legen kann. In
ihmen haben aber (11) und (13) nur den Charakter von Benennungen.
so daf man sie weglassen kann. Dann aber bleiben nur die beiden
Erzeugenden « und o mit den Relationen (14) und (15) iibrig.

Die Elemente « und a ¢ erzeugen auch die ganze Gruppe. Nach
(15) ist a® Potenz von jeder dieser Erzeugenden. Somit ist «* mit
ihnen, also auch mit jedem Element der Gruppe vertauschbar. Dies
folgt allein aus (15). Nun ist leicht zu sehen, daf man die Hailfte der
Relationen (14) weglassen kann. Aus (14) folgt ndmlich nach Trans-
formation mit a—:

a‘ca’ > o
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also:

¢ 2 ateat = a*-a"oqt-a"
oder

¢ : am—'i) a-a—(u—i)

Wir haben also:
Satz 2. Die Gruppe 3n besitzt die zwei Erzeugenden a und o mit
den definierenden Relationen:

(16) a® = (ao)r~!
n

(17) 6 2 dioat fir 2 <7< 'R

VA ] In Fig. 7 sind die beiden Zopfe « und «o"
a / fiir n = 4 gezeichnet. Wir erkennen, daB «"
/ 7 aus dem Zopf E durch eine volle Torsion aller
Fiden erhalten wird, und sehen nunmehr auch
anschaulich ein, daB q® mit jedem Zopf ver-
tauschbar ist.
Nehmen wir nun zu unseren Relationen (16).
(17) noch die weitere, in unserer Gruppe 3,
natiirlich nicht erfiillte Relation:

Y
\\Y
#
N

-~
y

N\

R

Fig. 7. (18) o' = 1

hinzu. Was fiir eine Gruppe ergibt dies? Aus (13) folgt dann auch
o} =1 oder o,-= o', Dies bedeutet geometrisch, daf es bei einer
Uberkreuzung nicht darauf ankommt, welcher Faden oben lduft, dal
also bei den Deformationen eines Zopfes auch Durchdringungen der
Fiaden zugelassen werden. Wenn aber das der Fall ist, so kommt es
aber offenbar nur noch darauf an, mit welchem Punkte B, ein Punkt .{;
verbunden ist, da man, falls Durchdringung erlaubt ixt. jede Verschlingung
der Faden in jede andere deformieren kann. Es kommt also nur auf

. . 1 23 ...9 . . o
die Permutation o 7_1 an. Komponiert man zwei Zopte, so
1 Te 1y T

komponieren sich die zugehorigen Permutationen. Die gesuchte Gruppe
stellt sich also als die Permutationsgruppe €, von n Ziffern leraus.
Wir haben also:

Satz 3. Die symmetrische Gruppe Sn der Permutationen  ron
n Ziffern besitzt zwei Erzeugende a und ¢ mit den definierenden Relationen
(16), (17), (18).

Offenbar ist ¢ die Transposition (1, 2) und « der n-gliedrige Zyklus
(n,m—1,.--,2,1). Literaturangaben iber das Relationensystem der
symmetrischen Gruppe findet man in der schon zitierten Arbeit von
J. NieLsEN Y. Es werde noeh hervorgehoben. dafi bei NIELSEN die weitere.
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nach dem Bewiesenen iiberflissige Relation a” = 1 gefordert wird. Sie
mull Folgerelation von (186), (17), (18) sein, was man auch durch direktes
Rechnen, wenn auch etwas umsténdlich, bestdtigen kann.

Der gruppentheoretische Zusammenhang zwischen 3, und &, ist
der, daB &, die Faktorgruppe des vom Element ¢® erzeugten Normal-
teilers P, in bezug auf 3, ist. Die geometrische Bedentung von P,
ist die, dal P, die Grappe aller Zopfe mit identischer Permutation
bezeichhet.

§ 5. Der geschlossene Zopf.

Wir betrachten im Raum irgendeine Gerade A, die ,Achse“. Ferner
sei ein Zopf Z vorgelegt. Wir schlingen Z, ohne ihn zu tordieren, um
die Achse A, so daB die Geraden g, und ¢, zusammenfallen und der
Punkt A4; auf B; zu liegen kommt. Nun loschen wir den ,Rahmen®.
Das entstehende topologische Gebilde, bei dem also das Ende von u; mit
dem Anfang von g, verkniipft ist, nennen wir den zu Z gehdrigen
geschlossenen Zopf.

Als erlaubte Abanderung betrachten wir dabei jede Deformation
der Faden, bei der die Achse 7 nicht Giberschritten wird. Dabei darf
die Deformation auch an den frither festzuhaltenden Punkten A; aus-
gefithrt werden. die jetzt gleichberechtigt mit allen anderen Punkten
sind. Da somit die in den Punkten .4; urspriinglich bestehende Orien-
tierung ihre Bedeutung verliert, liegt in einem geschlossenen Zopf nur
noch die eine Orientierung, die die \
Fiaden erhalten haben, also der Um-
laufsinn um die Achse /i. In Fig. 8 ist
ein Beispiel eines geschlossenen Zopfes

fir n == 3 gezeichnet. Er gehort zum / \
Zopf: — \

[/ —1 -1
Z—ao'lqg o, 0,

7
\)
e % ‘
Welche Zopfe Z' geben den kﬁ—/ > ")

gleichen geschlossenen Zopf wie Z? Zu
den frither besprochenen Abanderungen
kommt noch hinzu. dall man jetzt auch
an der Verkniipfungsstelle abandern
darf. Man kann dort also das (Glied X~!. X einschieben. Dies fiihrt aber
auf den Zopf 2’ = XZX~' AuBerdem hat man noch die Relationen
von 8, anzuwenden. Schneidet man den geschlossenen Zopf an einer
anderen Stelle auf, etwa von der Art, daf erst nach dem Zopfteil ¥ die
alte Verkniipfungsstelle kommt, so filhrt dies auf einen Zopf Z”" = 7 Z1
da ja hinten der Teil 1 wieder fehlen muf. Dies sind aber jetzt alle
nen hinzukommenden zulissigen Abdnderungen, so dafl wir haben:

-
>

Fig. 8.
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Satz 4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
zwei Zopfe Z und Z' denselben geschlossenen Zopf erzeugen, ist die
Existenz eines Zopfes X, so daf

(19) 7' = XZX™

ist, daB also Z in Z' transformierbar ist.

Zu jedem geschlossenen Zopf gehort also eine ganze Klasse
aquivalenter Elemente aus 5, und umgekehrt.

Loscht man bei einem geschlossenen Zopf auch noch die Achse %,
s0 geht er in eine Verkettung einer gewissen Anzahl geschlossener
orientierter Kurven bzw. in einen Knoten iiber. In unserer Fig. 8 liegt
eine einzige Kurve, also ein Knoten vor (iibrigens die Doppelschlinge).

Man iiberlegt sich leicht, wie man aus dem Ausdruck fiir Z erkennt,
in wieviel Kurven der geschlossene Zopf zerfillt. Zu jedem Z gehort
namlich eine gewisse Permutation #, die man erhalt, wenn man in Z
das Element o; durch die Transposition (7, ¢ 4 1) ersetzt. Man zerlege
nun 7 in Zyklen. Die Anzahl dieser Zyklen ist dann die Anzahl der
Kurven, in die der zugehorige geschlossene Zopf zerfillt.

Hier setzt nun der Zusammenhang mit beliebigen Verkettungen
und Knoten ein. Es gilt namlich

Satz 5. Jede beliebige Verkettuny (oder Knoten) 1ift sich hei
beliebiger Orientierung der Komponenten als geschlossener Zopf darstellen
(matiirlich nicht eindeutig).

Herrn H. KNESER verdanke ich die Mitteilung, daf fiir diesen Satz
bisher schon zwei Beweise vorliegen. Der eine stammt von H. BRUNN?),
der andere von J. W. ALEXANDER®). Ich unterdriicke daher hier meinen
urspriinglichen Beweis und verweise etwa auf die Alexandersche Arbeit.
Der dortige Beweis laft an Einfachheit und Durchsichtigkeit nichts zu
wiinschen ibrig. Es sei nur noch gestattet darauf hinzuweisen, daB
sich aus diesem Satz unmittelbar eine Vermutung von H. WEITH*) be-
statigen 148t, nach der jede Verkettung nach passender Deformation
eine wendepunktfreie Projektion besitzt.

Es mogen noch als Beispiele einige einfache Knoten und Verkettungen
als geschlossener Zopf dargestellt werden:

1. Verkettung auf dem Torus mit »-Langsumlaufen und »-Quer-
umlidufen: Ordnung des Zopfes Z ist daun n und Z = a", wo a durch
(10) erklirt ist.

. 3 H. Brexy, Uber verknotete Curven. Verli. Math.-Kongr. Zirich 1897, S. 256.
3) J.W. ALEXANDER: A Lemma on Systems of Knotted Curves. Proc. Nat. Ac.
U.S. A, vol. 9, S. 93.
%) Vgl. Enzyklopadieartikel M. Denn IIT AB3. Seite 209.
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Fiir die beiden Kleeblattschlingen hat man insbesondere Z = o
bzw. Z = ¢ bei n = 2,

2. Doppelschlinge: Zopf 3. Ordnung Z = (o, 0,71)"%

3. Verkettung zweier Kreise mit verschwindendem Verschlingungs-
integral (vgl. Enzyklopadieartikel I1II AB3, Fig. 21) n = 3 und etwa:
Z = o626 la o1,

4. Verkettung dreier Kreise, bei denen je zwei unverkettet sind:
n =3 und Z = (o, 9;,})%

Die Umformung eines Knotens in einen geschlossenen Zopf macht
iibrigens auch bei komplizierten Gebilden keine Schwierigkeiten, wenn
man die zum Beweis von Satz 5 Dbenutzte Methode verwendet. Ohne
Aunlehnung an diese Methode, also durch reines Probieren, ist sie ein
empfehlenswertes Geduldspiel.

Will man niun auf diesem Wege dem Studium der Knoten und Ver-
kettungen niherkommen, so hat man zunichst zwei Probleme zu lgsen:

1. Wann sind zwei Zopfe Z und Z' einander gleich? KEs wird
also nach einem finiten Verfahren gesucht, das gestattet zu entscheiden,
ob zwei Elemente Z und Z’ unserer Gruppe, die in o-Darstellung gegeben
seien, auf Grund der definierenden Relationen ineinander iiberfiithrbar
sind. Nach DEHN nennt man diese Frage das Wortproblem fiir die
Gruppe. 3n.

2. Wann sind zwei geschlossene Zopfe einander gleich, wann sind
also zwei Elemente Z und Z' ineinander transformierbar? Dies ist das
Transformationsproblem unserer Gruppe 3.

Wenn diese Probleme geldst sind, kann man an die Frage heran-
treten, wie die verschiedenen Arten eine Verkettung als geschlossenen
Zopf darzustellen miteinander zusammenhingen. Ich glaube, daf es
moglich sein wird, auf diese Frage cine befriedigende Antwort zu geben.

Im folgenden beschéiftigen wir uns hauptsachlich mit der ersten
Frage. Ihre Losung wird uns gelingen, sobald wir den Zusammenhang
mit den iiblichen Begriffen der Topologie, vor allem mit der Fundamental-
gruppe einer Verkettung hergestellt haben.

§ 6. Die Fundamentalgruppe.

Wir betrachten einen Zopf Z und den zugehorigen geschlossenen
Zopf. Die dazugehorige Verkettung besitzt eine Fundamentalgruppe
(im iiblichen Sinne), zu deren Bestimmung wir uns nun wenden.

Wir wihlen also im Raum einen festen Punkt P und betrachten
die von P ausgehenden geschlossenen orientierten Wege. Dabei wird
ein Weg die Identitit genannt, wenn er sich auf den Punkt P zusammen-
ziehen laft. ohne die Verkettung zu itberschreiten; dabei wird allerdings
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Selbstdurchdringung des Weges zugelassen. Allgemein heifen zwei Wege
gleich, wenn sie sich, ohne die Verkettung zu schneiden, ineinander
deformieren lassen. Unter der Fundamentalgruppe der Verkettung ver-
steht man dann bekanntlich die Gruppe dieser Wege, wobei Komposition
ein sukzessives Durchlaufen der Einzelwege bedeutet.
Sei nun
Z = O".il 51 O’;_,l “ee 0’1:;&1).
Wir denken uns gemaB dieser Darstellung den geschlossenen Zopf wirklich
in Schichten zerlegt, deren erste aus o;, deren zweite aus o; usw. besteht.
Fassen wir nun im ersten Abschnitt die Faden knapp vor o; ins Auge
und nennen einen Umlauf um den »te® Faden ¢,. Dabei soll man, wenn
man sich etwa wie in unserer Figur den Punkt P links vom Zopf gelegen
denkt, vom Punkte P aus iiber die Faden von 1 bis » —1 weglaufen,
den »*® Faden von unten her
[
1

1s umkreisen und wieder iiber die

vorangegangenen Faden zum
Punkt P zuriickkehren. Die
analogen Umliufe um die Faden

\ der zweiten Schicht knapp vor gy
' / nennen wir 1, &, --- tn.  Das-
selbe machen wir in jeder der
Schichten. Die letzten Umlaufe,
die eingefiihrt werden, knapp von 64—y, heiien £0~». Geht man noch eine
Schicht weiter, so kommt man, da der Zopf geschlossen ist zur ersten,
also zu den Umlaufen ¢ #; --- #, zuriick, denen wir deshalb auch den

- (r) y
Namen #y°, &5 --- t3’ geben.

Fig. 9.

Die Erzeugenden der Fundamental-
gruppe und die definierenden Relationen
findet man nun wohl am einfachsten mit
Hilfe einer Methode, die Herr WIRTINGER
in seinen Vorlesungen entwickelt hat und
deren Kenntuis ich Herrn SCHREIER
verdanke.

Man denke sich zunichst den Zopf
so gelegt, daB seine Projektion anf
die Zeichenebene schematisch unsere
Zerlegung in Schichten wiedergibt.
Nunmehr lege man durch jeden Punkt

| des Zopfes eine Gerade, die auf der
i I Zeichenebene senkrecht steht und be-
Fig. 10. trachte die .untere” Halfte diese:
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Geraden. Diese Halbstrahlen erfiillen einen Zylinder, der vom geschlossenen
Zopf berandet wird. Unsere Fig. 10 zeigt ihn fiir den Fall der Kleeblatt-
schlinge in Seitenansicht. Die Verlangerungen der Selbstdurchdringungs-
kanten des Zylinders laufen dann durch einen Uberkreuzungspunkt des
Zopfes.

Ein beliebiger Weg um unseren geschlossenen Zopf wird nun den
Zylinder in gewissen Punkten durchdringen. Da nun der lings des
Zylinders aufgeschnittene Raum einfach zusammenhiingt, ist der Weg
umgekehrt durch Angabe der Durchdringungspunkte, ihrer Reihenfolge
und der Richtung der einzelnen Durchdringung bis auf Deformationen,
die den Zylinder nicht treffen, eindeutig bestimmt. Bei Komposition zweier
Wege sind ferner die Durchdringungspunkte der Komponenten hinter-
einander zu setzen.

Die Selbstdurchdringungskanten zerlegen den Zylinder in einzelne
Wandteile, die ihrerseits frei von Durchdringungskanten sind (dabei hat
man allerdings die Selbstdurchdringungskanten auf den Zylinder bis zum
aufersten Rand zu verlingern). Da man auf einer solchen Wand den
Durchdringungspunkt bei einfachster Deformation des Weges beliebig
verschieben kann, kommt es also fiir die Fundamentalgruppe nur darauf
an, welche Winde durchsetzt werden. Aus dem bisher Gesagten geht
hervor, daB man einen beliebigen Weg stets aus solchen Elementar-
wegen komponieren kann, die jeweils nur eine Wand in einem bestimmten
Sinn durchsetzen.

Das tun nun unsere vorhin eingefithrten Umliaufe; andererseits gibt
es auch zu jeder Wand einen Umlauf, der gerade sie durchsetzt. Die &
sind also Erzeugende der Fundamentalgruppe. Dabei wollen wir aber
gleich hervorheben, daf die Durchsetzungen einer Wand mitunter ver-
schiedene Namen haben. Zum Beispiel durchsetzen die Umliufe i,
und # genau dieselbe Wand, wenn dieser Teil des Zylinders an der
Uberkreuzung o; nicht beteiligt ist, wenn also » 4 7, i -+1 ist. Dies fiihrt
bereits auf die Relation:

(20) o=t vFi, i+l

Analoge Relationen gelten natiirlich zwischen ¢, und #.

Um nun die Relationen der Fundamentalgruppe zu bestimmen, hat
man zu beachten, daf ein Weg einer beliebigen Deformation unterworfen
werden darf, sofern nur unser Zopf nicht iiberschritten wird. Eine solche
Deformation lafit sich immer auf den Zusatz kleiner Kreise zuriickfiihren,
die den Zopf nicht umschlingen. Wir finden also die Relationen, wenn
wir die Bedingung dafiir aufstellen, daB ein solcher kleiner Kreis stets
die Identitat ist. Dabei kommt es natiirlich nur auf die Wiande an,
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die dieser Kreis durchsetzt. Durchsetzt er nur eine Wand, so liefert
dies nichts Neues, da dies nur auf das bereits beriicksichtigte Verschieben
eines Durchdringungspunktes auf einer Wand hinauslduft. Es bleiben
dann noch zwei Moglichkeiten. (Siehe Fig. 11.)

1. Der kleine Weg umkreist eine Selbstdurchdringungskante, etwa
die von ¢f' herrithrende. Dies fithrt auf:

ittty =1

-+, oder
(21) titivn = 1t

2. Der kleine Weg umkreist

Tt die Verlangerung einer Selbstdurch-
dringungskante, etwa die bei o}!.
Hier muf man unterscheiden. Fiir
Z = o' ... erhalt man:
Fig. 11. ,
¢ (22) i = tiy1,
fir Z = o;! ... aber wird
(23) ti+1 —_ t;.

Daraus findet man insgesamt:
tu = t;l fﬁl‘ V#'l., Z+1

Z=oi---{ti =t;ir11 bzw.Z:a;l...{ti =ttt
timn= tntitiqa tiy1 =t

(24)

Analoge Relationen natiirlich zwischen ¢, und ¢’ usw. Dies sind

dann die gesuchten Relationen der Fundamentalgruppe. Dabei beachte

. +1 . .
man nur, daf bei den zum Segment von g—» gehorigen Relationen
rechts 0 = ¢ ist.

Die Relationen (24) lassen sich nach f, auflisen, wie ja schon
aus der Symmetrie der urspriinglichen Relationen hervorgeht. Daraus
folgert man, daf schon die Umlaufe ¢, %, - .- ¢, Erzeugende der Fun-
damentalgruppe sind, da man ja die iibrigen Umlaufe ¢,, ¢ - - - durch sie
ausdriicken Kkann.

Um nun die Relationen in diesen Erzeugenden allein zu haben,
hat man aus (24) und den analog gebauten Gleichungen die iiberfliissigen
Grafien zu eliminieren. Dies geschieht so. Man setze in (24) fiir die ¢
ihre Ausdriicke durch die ¢/ ein (es sind dies die im zweiten Segment
aufzustellenden Relationen, die genau wie (24) aussehen). Dadurch ist
#, eliminiert und ¢, durch die ¢, ausgedriickt. Die ¢ driicke man durch

die #" aus und fahre so fort. Hat man schlieBlich die £ " durch die ¢’
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ausgedriickt, so beachte man ¢ = t, und erhalt so die gewiinschten

Relationen zwischen den ¢, allein.

Um diese Rechnung bequemer ausfithren zu konnen, betrachte
man (24) als Substitution, in. der man dann die Akzente weglassen kann.
Man ordne also dem Element o; die Substitution

- ('{; t; b )
T T -
L AT Frutl A T

zu, wobei » # 4, {41 ist. Ebenso dem Element o' die Substitution:

1 (t,, 2 ti-}—l)
i t, it 1! t

v it Y i
Beziiglich dieser Schreibweise bemerken wir, daB eine leichte
Rechnung die Substitutionen o, und ¢,~! wirklich als inverse nachweist.
Der Proze8, in (24) # durch die ¢/ aunszudriicken, liuft nun auf
Komposition der Substitutionen ;*! und g;*! hinaus. Um das Endresultat
zu erhalten, hat man die Substitution

~—+t —H+1 —+t

0, Oy -+ Gy

. . o . . = ty
auszurechnen. Wir wollen sie mit Z bezeichnen. Es sei nun Z = ( 1',)
1 4

wo T, ein Potenzprodukt der 7, ist. Dann lauten die gesuchten Rela-
tionen der Fundamentalgruppe: t, = T, (v = 1,2, .- n).

Satz 6. Um die Fundamentalgruppe der zu einem geschlossenen
Zopf Z gehorigen Verkettung zu erhalten, ersetze man im Ausdruck fiir 7
die Elemente o; bzw. 671 durch die Substitutionen:

— t, t ti+1 ..
(25) o, — (’ ; 1ot (wo v £ 4,74 1).
v i+1 i1 Vi Tl
(26) gl ( tr ti ti+1).
' t, 4 ti—i—l t ! 2

Das Resultat, nach Komposition aller Substitutionen, ist eine gewisse
Substitution Z etica:

@n Z:(;,”) y =1,2,8..-n,
1 4

wo die Ty Potenzprodukte der t, sind. Die Relationen der Fundamental-
gruppe lauten dann:

(28) fp —_ Tp Yy — 1’ 2’ 3’...n.
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Wir haben noch, einer spateren Anwendung willen, die geometrische
Bedeutung der Relationen (28) zu erliutern, wenn wir die ¢, in der
urspriinglichen Weise als Umlaufe deuten.

Was zunichst (24) betrifft, so gibt dies an, wie sich die Umliufe ¢,
durch die ¢, ausdriicken, wenn man sie aus dem ersten Segment des
Zopfes in das zweite verschiebt. Unsere Relationen (24) hitten auch
auf diese Weise gewonnen werden konnen und man iiberzeugt sich leicht
an der Hand einer Skizze, daf man sie so in der Tat erhilt. Der
daraufhin angewendete Prozef der Elimination besagt nun einfach, daB
ein Umlauf ¢, vom ersten Zopfsegment ins zweite verschoben wird, von
dort ins dritte usw., bis man schlieflich wieder im ersten Segment an-
kommt. Aus ¢, ist dann eine Verschlingung 7% mit den urspriinglichen
Fadenteilen geworden, so daB sich 7% direkt durch die ¢, als Potenz-
produkt ausdriicken li8t, ohne das erste Segment weiter zu verlassen.
Die Relation ¢, = T, besagt also, daB #,, nachdem es einmal um den
ganzen Zopf herumgefithrt wird, die Form 7’ angenommen hat.

Es sei noch erwihnt, daf bei der Komposition der o; zwischen
den # keinerlei Relationen vorausgesetzt werden diirfen, daf sie also
als freie Veridnderliche zu betrachten sind.

§ 7. Das Wortproblem.

Nunmehr lassen wir fir den Augenblick die Beziehung unserer
Substitutionen zur Fundamentalgruppe beiseite und beirachten sie an sich.

Hingt die Substitution Z ab von der Art und Weise, wie Z durch
die o; ausgedriickt ist?

Dies ist nicht der Fall. Denn man rechnet miihelos nach, daB
die Substitutionen o; auch die Relationen

i = Ok, kfit1
(29)

i Git1 6 = Gii1 G OifL

identisch in den ¢, erfilllen. Ferner wurde schon bemerkt, daf o¢; und
;! wirklich inverse Substitutionen sind.

Eine Anwendung der Relationen (7), (8) auf Z bewirkt also keinerlei
Verinderung in der Substitution Z, da ja die o; die gleichen Relationen
erfilllen. Z ist also eindeutig durch Z bestimmt.

Aus der Definition von Z folgt ferner direkt:

(30) Zl Zg - Z Zg; F = Z—l.
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Die Substitutionen Z bilden also eine mit 3, isomorphe Gruppe 3.
Man wird nun schon vermuten, daB dies ein einstufiger Isomorphismus
ist, daB also auch aus

Z, = 7y folgt 2, = Z.

Wegen (30) ist dies gleichwertig mit Z, Z;? =1 und Z, Z;1 = 1.
Es geniigt also nachzuweisen, daf aus

Z=1 folgt Z=1.

Dieser Nachweis gelingt nun in der Tat. Denn nach der geome-
trischen Bedeutung von Z besagt Z7 = 1, da der Umlauf ¢, in sich
selbst iibergeht, wenn man ihn einmal um den ganzen Zopf herumfiihrt.
Wir denken uns nun den Umlauf ¢ von folgender Beschaffenheit.

Der Punkt P werde zunichst in Richtung der Achse des geschlossenen
Zopfes ins Unendliche verlegt. Von P aus gehe man lings einer Kurve €
(die natiirlich der urspriinglichen Bedeutung von ¢, entspricht) bis knapp
an den »t*" Faden, umkreise ihn lings eines kleinen Kreises und laufe
langs € wieder zuriick nach P. Verschiebt man nun den Umlauf ¢,
einmal den ganzen Zopf entlang, so beschreibt die Kurve € eine Fliche F,
die den Zopf an keiner Stelle trifft, da man ja von € dasselbe voraus-
setzt. Beachten wir nun, daB ¢, wenn es einmal herumgekommen ist,
sich identisch in ¢, tiberfithren 1aBt (ohne etwa wieder riickwirts zu
laufen, denn dies war ja die geometrische Bedeutung von 7). Die
Flache F wird dann geschlossen. Man kann es nun auch noch so ein-
richten, daB die Fliche ¥ auch die Achse des Zopfes nie durchsetzt,
da sich ja die wesentlichen Deformationen weit entfernt von der Achse
abspielen,

Der kleine Kreis aber beschreibt einen Torus, der auf der Beran-
dung der Fliche F' aufsitzt und im Innern einen Faden enthilt. Dieser
Faden ist somit schon nach einem Umlauf geschlossen, also ein Kreis.
Man lasse diesen Faden nun auf die Wandung des Torus gleiten, von
hier auf die Fliche F und dann diese.Fliche entlang ins Unendliche.
Bei dieser Deformation des Fadens trifft er nie die iibrigen Zopfteile,
da ja weder Torus noch Flache F die Zopfteile schneidet. Aus dem-
selben Grund trifftt er nie die Achse. Dieser Kreis ist somit mit dem
Rest des Zopfes unverkettet. Da der »** Faden beliebig war, 148t sich
also der geschlossene Zopf Z in n unverkettete Kreise um die Achse
deformieren. Wegen Satz 4 gibt es also ein X von der Art, daff

XZX1=1

ist. Dies besagt aber 7 = 1, womit alles gezeigt ist.
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Satz 7. Die den Zispfen Z zugeordneten Substitutionen Z sind ihnen ein-
vindeutig zugeordnet, sie bilden also eine mit B, einstufig isomorphe Gruppe.

Nun ist es ein leichtes, das Wortproblem unserer Gruppe 3, zu
lisen. Darunter verstehen wir, wie schon erwihnt, die Angabe eines
finiten Verfahrens die Identitit zweier Elemente Z, und Z,, die in
ihrer Darstellung durch die o; gegeben seien, zu entscheiden. Sie sind
eben dann und nur dann gleich, wenn die zugehorigen Substitutionen
7, und Z, identisch iibereinstimmen. Dies ist aber unmittelbar zu ent-
scheiden. Wir erhalten also:

Satz 8. Um die Identitit zweier Zipfe Zy, und Zy zu entscheiden,
bilde man nach der Vorschrift von Satz 6 die zugelisrigen Substitutionen
Z, und Zy. Man sehe nun nach, ob Z — 7, ist oder micht.

Durch dieses Verfahren ist die Fundamentalgruppe der zugeho-
rigen geschlossenen Zopfe gleich mitbestimmt. Wenden wir es auf ein-
fache Beispiele an, so erhalten wir in der Tat nach leichten Um-
formungen die Relationen.

§ 8. Algebraische Kennzeichnung
der Fundamentalgruppe einer Verkettung.

ti

Die aufgestellten Substitutionen Z = ( T
i

naheliegende Frage ist es nun, wodurch sich die Potenzprodukte 73
algebraisch kennzeichnen lassen. Fiir den Fall der Gruppenerzeugenden
(25) erkennen wir, daB ¢, iibergeht in eine gewisse Transformierte eines
anderen f,. Dasselbe muf also auch bei den T gelten, sie haben also

die Form
(31) Ti= Qi t,Q:.

) bilden eine Gruppe. Eine

-

Dabei ist @; ein gewisses Potenzprodukt und (:) die zu Z gehorige
1

Permutation. Man kann annehmen, daff (31) die unverkiirzbare Form
von Ty ist.

Die Gruppenerzeugenden (25) filhren ferner das Produkt ¢ £y --- iy
in sich fiber. Auch dies mub allgemein gelten, es ist also identisch:

H?) Tx Te Tn:fl fa oo

Die Bedingung (32) ist anschaulich
einleuchtend. Denn die rechte Seite ist, wie
man sich leieht iiberlegt, ein Umlauf um alle
Fiaden unseres Zopfes zugleich und wird
somit beim Herumschieben nicht verindert.
Siehe Fig. 12.

» X
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DieBedingungen (31)und (32) reichen aberbereitshin. Potenzprodukte

T;, die sie befriedigen, liefern in Z = (;,‘) auch umgekehrt eine zu einem
3
Zopt gehérige Substitution.

Zum Beweise gehen wir ahnlich vor wie NIELSEN bei der Iso-
morphismengruppe der freien Gruppe. Die 7; mogen. also in unver-
kirrzbarer Form die Gestalt (31) haben und identisch (32) befriedigen.

Wir behaupten nun zunichst: Es gibt ein » von der Art, daB ent-
weder Q, in (32) den rechts davon stehenden Teil Q,F, tr,,, verzehrt
(daB sich dieser Teil also gegen einen Teil von @, hebt) oder aber

Q. den links davon stehenden Teil tr, Q... Ein solches » kann es nur
dann nicht geben, wenn identisch gilt 7, =¢, (»=1,2, ... n), ein
Fall, der sofort zu iibersehen ist, da dann die identische Substitution
vorliegt, der zugehtrige Zopf also die Einheit ist.

Damit namlich (32) zutrifft, miissen sich auf der linken Seite
Kiirzungen vornehmen lassen. Dabei kann es zunichst geschehen, da8
es ein Glied 7 gibt, das von seinen Nachbarn Ty, und 7%, zur Ginze
verzehrt wird. Betrachten wir zunichst diesen Fall. Dann verschwindet
beim Kiirzen in

Q:l tr‘_l Qi—l . Ql—l tf‘ Qi : Qi:'ll t'4+l QH'I

der mittlere Teil vollstindig. Beobachten wir nun, wogegen sich ¢,
weghebt. Da kommen zunéichst die Terme ¢, _, und ¢, ihres Exponenten
wegen schon nicht in Betracht.

Kiirzt sich nun ¢, gegen ein Glied aus Qi4, so verzehrt vor dieser
Kiirzung der Term Q;' sicher die Glieder ,_ @i—1 und wir sind fertig.
Kiirzt sich ¢, gegen Q;_;, so muB vorher Qi_, sicher auch noch @i,
im ganzen also Qi t,, verzehren und wir sind wieder zu Ende. Kirzt
sich ¢, aber nach rechts gegen Qifi, so muf Q:y die Glieder 2, Q; ver-
zehren, kiirzt es sich gegen Qy41, so muB wieder das Glied @; die Terme
Qi+ tr,,, verschluckt haben. In jedem Falle ist also ein solches » gefunden.

Der andere Fall wire der, daB keines der Glieder 7: von seinen
beiden Nachbarn vollig verzehrt wird. Nehmen wir dann in (32) diese
Kiirzungen vor, so bleibt von jedem Teil 7; ein Uberrest R; stehen,
der gegen seine Nachbarn keine Kiirzung mehr zuléBt und durch sein
Vorhandensein auch Kiirzungen entfernterer 7, ausschlieft. Die linke
Seite geht dann in den unverkiirzbaren Ausdruck R, R, - .- R, iiber, der
gleich ¢ ¢,--.¢, sein soll. Dies geht nur, wenn R; = ¢ ist. Beim
Kiirzen bleibt also von 7 genau ¢; stehen. Nun schlieBen wir so weiter:

Von T; bleibt ¢ stehen. Da links von 7) iiberhaupt nichts steht,
muf also 7) mit diesem Glied ¢, beginnen. Hierbei treten wieder zwei
Fille auf.
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1. @ % 1. Dann hat Q" die Form @' = t, Q1’, also
Ty = Q1" tr, Q. Der Teil @1 ! ty, @ mus sich nun gegen T, = Q:t tr, Q2
wegheben, da ja jetzt Kiirzungen nur zwischen Nachbarn eintreten und
von T, nur ¢, stehen bleibt. Dabei wird sich ¢ wieder entweder gegen
Q; " kiirzen oder gegen ;. Im ersten Fall mu8 Q;" das Produkt ¢, @
verzehren, im zweiten Fall aber wird @, die Glieder ;" #, verschlucken
miissen. Wieder sind wir zu Ende.
2. @ = 1. Dannist T\ = ¢, . Da aber in dem jetzt betrachteten
Fall T, mit #, beginnen soll, muB also 7, = ¢, sein. Dann kann man
aber in (32) auf beiden Seiten das Glied ¢, = T, heben und erhalt die
analoge Gleichung
Ty o Tn = taly -+ tn

An ihr kann man bei 75 die SchluBwbsise wiederholen. Wir erkennen
also in der Tat, daB ein solches » nur im trivialen Fall T, = ¢,
(» = 1,2 ... n) nicht existieren kann.

Die Summe der Absolutbetrage aller im Ausdruck von 7; vor-
kommenden Potenzexponenten wollen wir nun in Anlehnung an NIELSEN')
die Lange des Gliedes 7; nennen. Die Summe der Langen aller T
heifle die Lange des 7;-Systems. Aus (31) geht nun hervor, daf jedes
T: mindestens die Linge 1 hat, ein T;-System also mindestens die Lange n.
Bei einem 7;-System dieser Minimallinge » miissen nun die einzelnen 7}
die Linge 1 haben. "Nach (31) ist also T; = ¢,. Wegen (32) muf} aber
genauer gelten T; = ¢, Dies fithrt auf die identische Substitution.

Fiir ein 73-System der Lange n ist also unsere Behauptung, da (31)
und (82) die Substitutionen kennzeichnen, richtig. Wir konnen also voll-
stindige Induktion anwenden und annehmen (wenn 7’ vorgelegt ist), dafl
unsere Behauptung fiir alle kleineren Liangen bereits bewiesen ist.

Nun bestimmen wir auf Grund des vorhin Bewiesenen die Zahl ».
Dabei treten zwei Fille ein.

1. Q, verzehrt Qr3:1 1y, , So daB man setzen kann: Q= Qv 4, Qr.1
(und zwar in unverkiirzbarer Form). Man setze nun:

Ty, =T, fir ptr,v+1,
(33) T = Tva und
Tiv = Tt Tr Tos1 = Qi1 Q" tr, Qv Qup.
Die T, haben wieder die Form (31) und es gilt:
Ty - Th =Ty Toeeo T = tity--+ ta,

s0 daB sie auch die Bedingung (32) befriedigen.



Theorie der Zopfe. 67

Fir p 4 », v+ 1 hat nun T, dieselbe Liinge wie T,,. Der Term T,
hat die gleiche Ldnge wie 741, Tvi: aber hat eine kleinere Linge
wie Ty, da in Q11 — Qo Q.41 mindestens das Glied f, aus Q. in
Fortfall gekommen ist (vielleicht mehr, da ja diese Form von @}.+; nicht
notwendig unverkiirzbar ist). Das System der 77 hat somit eine kleinere

Liange wie das System der 7;. Unsere Behauptung trifft also fiir die 7% zu,
( ;f,) ist also eine unserer Substitutionen, die mit S bezeichnet werden moge.
1

. —-1 G :
Nun berechne man ¢, -S5. Es ist

_— t,u b t:'-{—l .
oy = (f/‘ botoss 60 1 ) fir ptv, v41,
Also:
—_1 = t/‘ tr fy+1
o 8= (T,’; T} Ti T T.’.) '

Aus (33) folgt aber:

T,= T, fir pi}y,v+1
und

T)’- ’,’.+1 Tll'_‘l = Tl’;. Tli = T"'T"l'
Es ist also

el 5 = (;)

;’,) als Substitution erkannt ist.
t

2. Q41 verzehrt nach links tr, Qv, so daB Q,;1 die Form
Qg =+ Q,,+1 tr, Qv hat. Man setze wieder

womit auch (

7,=T, fiir pEv, v+1,
(34) T = T, Tra Tv' = Q" Qh b, Qria @
T.i.H - T,r.

Wieder haben die T3 die Form (31) und wieder erfiillen sie (32).

Da sie, genau wie vorhin, eine kiirzere Gesamtlange haben, ist ( 1:,) eine
i

unserer Substitutionen, etwa S. Man errechnet nun:

. - (,‘ ty tr-{—] tl
Ty S _— ( ' , 1—1 ’ , ) = ( ) .
T/l Tl'-H 1 r41 Ta' T:'—H T;

Auch in diesem letzten Fall ist unser Satz als richtig erkannt.
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Wir haben also:
Satz 9. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf

der Ausdruck ( Tt:) eine unserer Substitutionen ist, besteht darin, daf die
1

Potenzprodukte T; die Form (31) Laben und identisch die Gleichung (32)
befriedigen.

Dieser Satz scheint mir schon deshalb bemerkenswert, weil ja
unsere Substitutionen spezielle Isomorphismen der freien Gruppe sind,
die Gleichungen

Xi = T;(tv)

sich also nach den ¢, auflésen lassen miissen. Dies wird in Satz 9 nicht
gefordert, folgt also amch aus (31) und (32).

Kombinieren wir nun dieses Resultat mit den Sitzen 5 und 6,
so folgt:

Satz 10. Die Relationen der Fundamentalgruppe einer beliebigen
Verkettung lassen sich stets auf die Form bringen:

(35) ti = T; =12 ... n).
Dabei bedeuten T; Potenzpredukte der Form:

(36) Ti = Q' tr, Qs

und erfiillen identisch die Gleichung:

37 T\T, --- Ton = tty - tn

Umgekehrt ist jede Gruppe mit den Relationen (35) Fundamental-
gruppe einer Verkettung, wenn nur die Bedingungen (36) und (37) er-
Sillt sind.

Die Fundamentalgruppen von Verkettungen sind damit in einem
gewissen Sinn algebraisch gekennzeichnet.

§ 9. Die Fille n = 2 und n = 3.

Die niedersten Fille n = 2 und » = 3 lassen eine gesonderte
Behandlung zu, da diese Gruppen besonders einfach sind.

Die Zopfe 2'¢* Grdnung liefern eine triviale Gruppe. Man hat dann
eine Erzeugende 6, =— ¢ und keine Relation. Es liegt also eine un-
endliche zyklische Gruppe vor.

Sowohl die gewohnlichen Zopfe als auch die geschlossenen haben
dann nur die eine Darstellung 7 = ¢".



Theorie der Zopfe. 69

Was nun die zugehdrigen Verkettungen betrifft, so sind zun#chst
die beiden Ausnahmefille 7 = o und Z = o~! zu betrachten. Man
erkennt leicht, daf dies Kreise sind. Im Falle » = 4+ 2 sind die beiden
Zopfe Z, = o? und Z; = ¢~? die einfachste Verkettung zweier Kreise.
Sie lassen sich ineinander iiberfilhren, wenn man die Orientierung der
einen Komponente #andert, sind dagegen verschieden, wenn man die
Orientierung festhilt.

Alle iibrigen Fille liefern nach M. DEHN®) (da sie auf dem Torus liegen)
verschiedene Knoten und Verkettungen, und zwar ist Z = ¢” fiir gerades »
eine Verkettung zweier Kreise, fir ungerades » ein Knoten. Die beiden
Fille » = 43 liefern die Kleeblattschlingen. Was die Fundamental-
gruppe betrifft, so findet man leicht fiir v = 2k:

o )
(8 )% 1 (4 ty)* (h t) " 6 (4 )%

Fihrt man die neuen Erzeugenden ¢ =1, und « = 4 #; ein, so

liefert dies die Relation:

k

—
t = et

die sehr leicht zu behandeln ist und auf eine iibersichtliche Gruppe fiihrt.
Ebenso gibt » = 2k 4 1:

4 ts

i | )
(t Y % to (£ 6)F (b0 1)~ FFD ¢ (4 £ty

So findet man die eine Relation:
b= (L t)* 4 (4 b,

da die andere eine Folge von dieser ist (Gleichung (37)). Man nehme
als neue Erzeugende: « = t,¢,, 8 = (4, t:;)*¢,. Das gibt aufgelost:
hh = a ¥ 8, t, = B1«*,  Setzt man dies ein in unsere Relation, so
geht sie i{iber in:

a g = qk gl g2k,

Dies aber gibt nach leichter Umrechnung:
@kl = g2

Diese Gruppe hat wieder eine leicht zu iibersehende Banart. . Damit
sind die wesentlichen Fragen fir n = 2 beantwortet. Wir wenden uns
nun zum Falle n = 3.

) M. Derx, Die beiden Kleeblattschlingen. Math. Ann., Bd. 75, S.402.
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Hier fiihren wir an Stelle der in Satz 2 verwendeten Erzeugenden ¢
die Erzeugende b = a o ein. Der Zusammenhang mit ¢, und o; ist dann
gegeben durch die Formeln

(38) a = 0,0y; b = a6 = 0,6;0,,

(39) 6, = a'b; o = ba ! (wegen (12)).
Zwischen a und b besteht die eine Relation

(40) a® = b* (siehe (16)).

Diese Gruppe wurde ausfilhrlich von DEHN®) und ScCHREIER®)
behandelt. Insbesondere die Untersuchungen von SCHREIER gewéhren
genauen Einblick in die Struktur der Gruppe. Das Element ¢ = a®=10?
ist, wie wir schon in § 4 sahen, mit jedem Element vertauschbar. Es
148t sich somit jedes Klement Z auf die Form bringen:

(50) Z = a'b-a" b ... atlb.ck

Darin kann das erste Glied a*' oder das letzte Glied » fehlen.
Diese Darstellung ist nach SCHREIER eindeutig, so daB fiir » = 3eine neue
Losung des Wortproblems vorliegt.

Aber auch das Transformationsproblem 148t, wie mich Herr SCHREIER
aufmerksam machte, dieselbe Behandlung zu. Zwei Zopfe Z, und Z;
sind ineinander transformierbar, wenn sie sich durch zyklische Ver-
tauschung ihrer Erzeugenden ineinander tiberfilhren lassen.

Insbesondere laBt sich jeder geschlossene Zopf in die Form (50)
setzen, wo diesmal die Anfangs- und Endglieder nicht fehlen diirfen, es
sei denn, Z habe eine der Formen c*, a*'c* oder bck. Die einzigen
wesentlichen Abinderungen, die man noch mit dem geschlossenen Zopf
vornehmen kann, sind die zyklischen Vertauschungen der einzelnen
Faktoren a*!b.

Es moge nun noch untersucht werden, wanun ein geschlosseiter
Zopf ,amphicheiral® ist, d. h. wann er dquivalent ist mit jenem Zopf, der
aus ihm entsteht, indem man alle Uberkreuzungen in die inversen ver-
wandelt.

Man hat also im Ausdruck von Z die Erzeugenden o, und o, durch
o7 ! und a;* zu ersetzen. Dabei geht a iiber in 671 o;! = b~1a2 0!
=0bla b und b in oo 0 =bTa b b la =0 = b1 b

%) O.Scererer, Uber die Gruppen 4° B* = 1. Hamburger Abhandlungen Bd. 3,
S. 167.
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Man hat also a und b durch a~! und b~! zu ersetzen und sodann
den Zopf mit b zu transformieren. Da es sich aber um einen geschlossenen
Zopf handelt, kann man sich diese letzte Operation ersparen. Es geniigt
also, a und b durch o' und b~! zu ersetzen. Dabei geht ¢ = a*® in
¢! iiber. Hat man also:

Z = a"barb.--arh.k
wo »; = =+ 1 ist, so geht Z iiber in
Z' = q b lag .. a7 b R,
Dies formt man leicht um in:
7' = aba b a7 b,

Soll also Z sich in Z' transformieren lassen, so muB zunichst
gelten: 2% = —+. Man hat also r == 25, k = —3s:

I

7z at ba* b...a'» b.c8

Z = a"bha " b...a"ub. ¢S

Die Zahlenfolge »y, vy, - - - o5 muB also durch zyklische Vertauschung
iibergehen in —-wy, —wy, ... — ¥y Man iiberlegt sich nun leicht, da8
sich Z auf die Form bringen lafit:

Z J— (arq b a2 b e qt'm b ca" b a—": b R b)k A C—’mk,

wobei x>0 und »; = 41 ist. Die Doppelschlinge zum .Beispiel wird
nach leichter Umformung:

Z = (aba10)?.c2%

Ein mit Z verwandter Zopf ist auch der, den man durch Umkehr
der Orientierung aus Z erhalt. In der o-Darstellung hat man zunachst
Z von riickwirts zu lesen, und iiberdies o, und o, zu vertauschen.
Dabei geht a iber in sich, b aber in 63 6,6, = 0,05 6;, also auch in
sich. In der Darstellung durch « und ) hat man Z also einfach von
hinten zu lesen. Ist also:

Z = a"ba" b---a"b-c
s0 wird
Z" = a"bha1b...a¥ l.
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Einen Zopf, bei dem Zin Z"” transformierbar ist, wird man zweck-
mibig einen symmetrischen Zopf nennen. Die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir ist, da8 die Zahlenfolge »y, »o .. », durch
zyklische Vertauschung iibergeht in die Folge », v, ... »,. Man iiber-
legt sich leicht, da sich dann durch passende Transformation Z auf
eine der Formen (v; = +1)

Z=a"bab---ambamba~1b...a"b.&
Z=a"ba?b...amrbhamha™1bh...amh- &

Z=qa"bamlh...a" b-amba’mbh...a" b-*

bringen lassen muB. Die Doppelschlinge liefert wieder ein Beispiel
eines symmetrischen geschlossenen Zopfes, und zwar von der zweiten Form.

Endlich konnen die beiden besprochenen Abinderungen zusammen-
gesetzt werden, Dabei geht einfach Z iiber in Z—!. Entsteht so wieder
derselbe Zopt, ist also Z in Z—! transformierbar, so wird man Z etwa
ambig nennen. Dann muf die Zahlenfolge »i, ».. - - - ¥ durch zyklische

Vertauschung iibergehen in —v,, —vy—q, .- - —»; und wieder » = 2s;
k = —s sein. Man findet leicht, daf die ambigen Zipfe die Gestalt
haben:

Z=ua"bah---ab-ah.oqa2ha b8

Hamburg, Mathematisches Seminar, Januar 1925.



