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Résumé. Une caractérisation des sous-espacesU d’un espace quadratique non dégénéréq : V → k
sur un corpsk de caractéristique2 non quadratiquement séparablement clos tels que
toute forme quadratique ayant même forme bilinéaire queq et coïncidant avecq surU
a même invariant de Arf queq et une extension de cette caractérisation au cas des formes
quadratiques sur les groupes finis donne une preuve élémentaire et algébrique d’une ré-
extension des formules de signature de Rohlin de [4] et [3] qu’indépendamment Degtyarev,
Itenberg et Kharlamov [5] ont établie par des méthodes de topologie algébrique. 2000
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Subspaces determining the Arf’s invariant and a Rohlin’s theorem on
the signature

Abstract. A characterization of subspacesU of a non-degenerated quadratic spaceq : V → k on a
characteristic2 non-quadratically separably closed fieldk such that any quadratic form
with the same bilinear form asq and equal toq onU has the same Arf invariant asq and
an extension of this characterization to the case of quadratic forms on finite abelian groups
extend the applicability of the Rohlin’s signature formulae in[4] and[3], a result independly
obtained with algebraic topology means by Detyaev, Itenberg and Kharlamov[5].  2000
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Sous-espaces déterminant, l’invariant de Arf, la classe de Witt

L’invariant de Arf (cf. [1]), une classeArf (q) ∈ k/P (k), où P est le morphisme d’Artin–Schreier
x 7→ x2 − x, est défini pour toute forme quadratique non dégénéréeq : V → k sur un corpsk de
caractéristique2, il ne dépend que de la classe de Witt (cf. [2]) de q et est non trivial sik n’est pas
quadratiquement séparablement clos. On suppose désormais quek est un tel corps.

Soit q : V → k une forme quadratique non dégénérée, dont la forme bilinéaire est notéeb, et U ⊂ V
un sous-espace vectoriel deV . Un qU -raffinement quadratiquedeb est une forme quadratiqueq′ : V → k
ayantb pour forme bilinéaire et coïncidant avecq surU . Le sous-espaceU Witt-caractérise(resp.Arf-
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caractérise) q si tout qU -raffinement quadratique deb est Witt-équivalent àq (resp. a même invariant de
Arf queq).

PROPOSITION 1. –Les sous-espaces Arf-caractérisant une forme quadratique non dégénéréeq : V → k
sont les orthogonaux des sous-espaces isotropes. En particulier, ils Witt-caractérisentq.

Démonstration. –Si U = I⊥ est l’orthogonal du sous-espace isotropeI, alorsI est isotrope pour tout
qU -raffinement quadratiqueq′ deb puisqueI ⊂ I⊥ = U . Ainsi (cf. [2]) un telq′ : V → k est Witt équivalent
à la forme induite parq′ surI⊥/I = U/I qui ne dépend donc que de la restriction deq àU .

Réciproquement, si l’orthogonalU⊥ deU contient un élémentf non isotrope, donc non nul, il y a une
base symplectiquee1, f1, . . . , en, fn deV telle quef1 = f . Soitϕ = b] (f) : V → k. Pour toutλ ∈ k la
forme quadratiqueqλ = q+ λ

q (f) ϕ
2 est unqU -raffinement quadratique deb avec

Arf (qλ) = Arf (q)− q (e1) q (f1) +
λ

q (f)
q (f) = Arf (q)− q (e1) q (f1) + λ.

Ainsi, commek n’est pas quadratiquement séparablement clos, il y a unλ ∈ k non congru àq (e1) q (f1)
moduloP (k) etU n’est pas Arf-caractérisant.2
2. Sous groupes déterminant la classe de Witt

Soit q :G→Q/Z= T une forme quadratique non dégénérée sur un groupe abélien finiG (cf. [2]) dont
la forme d’enlacement est notéeb, etH ⊂G un sous-groupe deG. Un qH -raffinement quadratiquedeb est
une forme quadratiqueq′ :G→ T ayantb pour enlacement et coïncidant avecq surH . Le sous-groupeH
Witt-caractériseq si toutqH -raffinement quadratique deb est Witt-équivalent àq.

PROPOSITION 2. –Les sous-groupes Witt-caractérisant une forme quadratique non dégénéréeq :G→
T sont les orthogonaux des sous-groupes dont la2-torsion est isotrope.

Démonstration. –Rappelons que siQ : X → T est une forme quadratique représentant un élément du
noyauV (Q,Z) de l’oubli WQ (Q,Z)→W (Q,Z) qui à la classe de Witt d’une forme quadratiqueQ
associe celle de son enlacementB, alors (cf. [2]) X a un sous-groupeL égal à son orthogonalL⊥, il y a un
élémentΩ deX , ditQ-élément de Wu pour le LagrangienL, bien défini moduloL et dont le dièseB] (Ω)
est égal àQ surL. De plus,Q (Ω) ne dépend que de la classe de Witt[Q] deQ, ce morphisme[Q] 7→Q (Ω)
réalisant un isomorphisme deV (Q,Z) sur la8-torsion deT.

Soit H ⊂ G un sous-groupe deG. Les qH -rafinements deb sont les formesq′ = q + b](w), où
w parcourt les éléments de2-torsion de l’orthogonalH⊥ de H . Les formesQ = q′ ⊕ −q sont dans
V (Q,Z) et Ω = (w,0) est unQ-élément de Wu pour la diagonaleL = {(g, g) | g ∈ G}. La proposition
découle de ce queQ(Ω) = q (w) + b (w, w) = 3q (w) et doncQ (Ω) = 0 si et seulement siq (w) = 0 car
4 q (w) = q (2w) = 0 puisque2w= 0. 2
3. Une ré-extension d’un théorème de Rohlin sur la signature

Une sous-variété lisse et propreV n−2 ⊂Wn de codimension2 dans une variétéWn lisse, et orientée
de dimensionn estcaractéristiquesi W r V a une trivialisationτWrV de son fibré tangent au-dessus du
2-squelette d’une triangulation de(W, V ), ne s’étendant à aucun2-disque transverse àM .

Soiti : F 2 ⊂M4 une surface caractéristique d’une variété lisse fermée et orientée de dimension4. Rohlin
(cf. [4] et [3]) a construit sur le noyauK dei∗ : H1(F ; Z/2Z)→H1(M ; Z/2Z) une forme quadratique

qM,F :K −→ Z/4Z ⊂
n7→n

4

T
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d’enlacement : la restriction àK de la forme d’intersection homologiqueb deF .
Il prouve que siF × I est caractéristique dans une variétéW 5 de dimension5 ayantM qN comme bord

et telle quei1∗
(
H1(F ; Z/2Z)

)
= 0⊂H1(N ; Z/2Z) alors la classe de Witt deqN,F ne dépend que deM

et son invariant de Brown,α (qN,F ) ∈ Z/8Z, vérifie la congruence2α (qN,F )≡ σ (M)− F · F mod 16,
oùσ (M) est la signature deM etF · F l’auto-intersection deF dansM .

La formeqN,F = qτMrF dépend de la trivialisationτMrF et, en faisant varier cette trivialisation, on
obtient tous lesqτ0K -raffinements quadratiques de la forme d’intersection deF . Ainsi, la proposition 2 (si
F est orientable, le cas de [4], l’invariant de Brown est celui de Arf et la proposition 1 suffit) étend [4] et [3]
(cf. [5] pour une preuve de topologie algébrique) :

THÉORÈME 3. –La forme de Rohlin est nulle sur le radicalR = K ∩ K⊥ et l’invariant de Brown
α (q̄M,F ) ∈ Z/8Z de sa régularisée,̄qM,F :K/R→ Z/4Z⊂ T, vérifie la congruence :

2α (q̄M,F )≡ σ (M)− F ·F mod 16.
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