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Résumé. Une caractérisation des sous-espdéedun espace quadratique non dégéngréd” — k
sur un corpsk de caractéristiqu@ non quadratiquement séparablement clos tels que
toute forme quadratique ayant méme forme bilinéaire gt coincidant aveg sur U
a méme invariant de Arf que et une extension de cette caractérisation au cas des formes
quadratiques sur les groupes finis donne une preuve élémentaire et algébrique d’'une ré-
extension des formules de signature de Rohlin de [4] et [3] gu’indépendamment Degtyareyv,
Itenberg et Kharlamov [5] ont établie par des méthodes de topologie algéhric@00
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Subspaces determining the Arf’s invariant and a Rohlin’s theorem on
the signature

Abstract. A characterization of subspacés of a non-degenerated quadratic spageV — k on a
characteristic2 non-quadratically separably closed fiekdsuch that any quadratic form
with the same bilinear form agand equal tog on U has the same Arf invariant asand
an extension of this characterization to the case of quadratic forms on finite abelian groups
extend the applicability of the Rohlin’s signature formulagdihand[3], a result independly
obtained with algebraic topology means by Detyaeyv, Itenberg and Kharl@hou 2000
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1. Sous-espaces déterminant, I'invariant de Arf, la classe de Witt

Linvariant de Arf (cf. [1]), une classeArf (q) € k/P (k), ou P est le morphisme d’Artin—Schreier
x — x? — x, est défini pour toute forme quadratique non dégénéré® — k sur un corpsk de
caractéristique2, il ne dépend que de la classe de Wif. (2]) de ¢ et est non trivial sik n'est pas
guadratiguement séparablement clos. On suppose désormaiggtien tel corps.

Soit ¢ : V — k une forme quadratique non dégénérée, dont la forme bilinéaire estin@éd C V
un sous-espace vectoriel ffe Un g -raffinement quadratiqude b est une forme quadratiqué: V — k
ayantb pour forme bilinéaire et coincidant avecsur U. Le sous-espacl Witt-caractérise(resp.Arf-
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caractéris@ ¢ si tout ¢y -raffinement quadratique deest Witt-équivalent & (resp. a méme invariant de
Arf queg).

PROPOSITION 1. —Les sous-espaces Arf-caractérisant une forme quadratique non dégénérée k
sont les orthogonaux des sous-espaces isotropes. En particulier, ils Witt-caractérisent

Démonstration. -Si U = I+ est 'orthogonal du sous-espace isotrdpalors est isotrope pour tout
qu-raffinement quadratiqug deb puisquel C I+ = U. Ainsi (cf.[2]) untelq : V — k est Witt équivalent
a la forme induite pag’ surI+/I = U/I qui ne dépend donc que de la restrictionycelU .

Réciproquement, si 'orthogonal* de U contient un élément non isotrope, donc non nul, il y a une
base symplectique;, fi,..., e, f, deV telle quef; = f. Soity = b* (f) : V — k. Pour tout) € k la

forme quadratiquey = ¢ + ﬁ ©? est ungy-raffinement quadratique deavec

Arf(gr) = Arf(q) —q(e1) q(f1) + ﬁ q(f)=Arf(q) —q(er)q(f1) + A

Ainsi, commek n’est pas quadratiquement séparablement clos, il y a @k non congru & (e1) ¢ (f1)
moduloP (k) etU n’est pas Arf-caractérisant.;

2. Sous groupes déterminant la classe de Witt

Soitq : G — Q/Z = T une forme quadratique non dégénérée sur un groupe abélién (aii [2]) dont
la forme d’enlacement est notéget H C G un sous-groupe d€'. Un gy -raffinement quadratiquee b est
une forme quadratiqug : G — T ayantb pour enlacement et coincidant avesur H. Le sous-groupé/
Witt-caractérise; si toutqy-raffinement quadratique deest Witt-équivalent g.

PROPOSITION 2. —Les sous-groupes Witt-caractérisant une forme quadratique non dégenétée-
T sont les orthogonaux des sous-groupes dogtiarsion est isotrope.

Démonstration. -Rappelons que € : X — T est une forme quadratique représentant un élément du
noyauV (Q,Z) de l'oubli WQ (Q,Z) — W (Q,Z) qui a la classe de Witt d’'une forme quadratiqie
associe celle de son enlacem&hialors €f.[2]) X a un sous-groupg égal & son orthogondl, il y a un
élément? de X, dit Q-élément de Wu pour le Lagrangién bien défini moduld. et dont le diése3* (1)
est égal & sur L. De plus,@ (©2) ne dépend que de la classe de \\iit de @, ce morphisméQ)] — Q ()
réalisant un isomorphisme d&(Q, Z) sur la8-torsion deT.

Soit H ¢ G un sous-groupe d€&'. Les gy-rafinements deéh sont les formes; = ¢ + bf(w), ou
w parcourt les éléments dtorsion de I'orthogonalf+- de H. Les formesQ = ¢’ & —¢ sont dans
V(Q,Z) etQ = (w,0) est un@-élément de Wu pour la diagonale= {(g, g) | ¢ € G}. La proposition
découle de ce qu@(?) = g (w) + b (w, w) = 3¢ (w) et donc@ (2) = 0 si et seulement sj (w) =0 car
4q(w)=q(2w)=0puisquw=0. O

3. Une ré-extension d’'un théoréme de Rohlin sur la signature

Une sous-variété lisse et propve*—2 C W™ de codimensior2 dans une variétél’" lisse, et orientée
de dimensiom estcaractéristiquesi W ~. V' a une ftrivialisationry .1y de son fibré tangent au-dessus du
2-squelette d’une triangulation d&’, V'), ne s’étendant a auc@ndisque transverse &l .

Soiti : 2 C M* une surface caractéristique d’'une variété lisse fermée et orientée de dimeridrin
(cf.[4] et [3]) a construit sur le noyaH dei. : Hy(F'; Z/27Z) — H,(M ; Z/2Z) une forme quadratique

qM7F:K—>Z/4Z c T

= .
n— 2
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d’enlacement : la restriction & de la forme d’intersection homologiqaele F'.

Il prouve que sit’ x I est caractéristique dans une variété de dimensiors ayantM I1 N comme bord
ettelle queir, (Hy(F; Z/27Z)) =0 C Hy(N; Z/2Z) alors la classe de Witt dey, » ne dépend que d&/
et son invariant de Browny (qn,r) € Z/8Z, vérifie la congruenc@ o (gn, r) = o (M) — F' - F mod 16,
olUo (M) est la signature d&/ et ' - F' I'auto-intersection dé' dansM .

La formegn, r = ¢-,,» dépend de la trivialisatiom,;. r et, en faisant varier cette trivialisation, on
obtient tous leg,, ,-raffinements quadratiques de la forme d'intersectio'déinsi, la proposition 2 (si
F estorientable, le cas de [4], I'invariant de Brown est celui de Arf et la proposition 1 suffit) étend [4] et [3
(cf. [5] pour une preuve de topologie algébrique) :

THEOREME 3. —La forme de Rohlin est nulle sur le radicdl = K N K-+ et I'invariant de Brown
a(qm, r) € Z/8Z de sarégulariséejy;, p : K/R — Z/AZ C T, vérifie la congruence :

20(qu, ) =0 (M) — F - F mod 16.
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