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Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten 
und Riemannscher Gebiete. 

Von 
HEINRICH BEHNKE und KARX~ ST~xN in Mfinster (Westf.). 

1. E i n ] e i t u n g . -  In der klassisehen Funktionentheorie kennt  man als 
Abschliel3ung der komplexen Ebene nur die dureh einen Punkt.  In der Funk- 
tionentheorie mehrerer Ver~nderlichen treten dagegen schon .frfih in der 
Literatur verschiedene AbschlieBungen auf. Am verbreitetsten ist die Ab- 
schlieBung des Raumes R 2n  der komplexen Ver~nderlichen z l , . . .  , z n durch 
eine (2 n - 2)-dimensionale analytische Ebene zum komplex-projektiven Raum. 
AuBerdem wird h~ufig, z. B. im Lehrbuch yon OSGOODI), die zur Gruppe der 
Transformationen 

, a ~ + b ~  !a~bi # 0  i = 1  . . . . .  n ,  
(1) z~ = c i z l  -I- d i  ' ! c l a i t  ' 

gehSrige Absehliellung des R 2 n  benutzt. Bei dieser AbsehlieDung werden die 
Ebenen der Veranderliehen z i einzeln durch je einen Punkt  gesehlossen, was 
auf Hinzunahme yon n unendlichfernen analytischen Ebenen der Dimension 
2 n - 2 zum R 2n  hinauslauft. 

Es gibt dagegen keine AbsehlieBung des R ~n (n > 1) zu einer kompakten 
komplexen Mannigfaltigkeit dureh Einffihrung eines einzigen unendliehfernen 
Punktes. Zwar hat  R. FUETER in seiner Theorie der einseitig-reguli~ren 
Quatemionenfunktionen 2) den vierdimensionalen Raum einer Quaternionen- 
variablen dutch einen Punkt  abgesehlossen. Abet diese AbsehlieBung, die 
topologisch die 4-Sphare liefert, ist in der Funktionentheorie zweier komplexer 
Veranderliehen nicht brauchbar. Ware namlieh eine in diesem einzigen unend. 
liehfernen Punkte  P~  regulare Funktion f (z 1, za) gegeben, so miiBte f aueh 
noeh auf d e n  Rande einer geniigend grol~en Hyperkugel Iz~t2+ t z s I '~  r s 
regular sein. Dann aber liege sieh / n a c h  einem bekannten Satze yon HAR- 
TOGs-OsGooD 3) auch in das Innere dieser Hyperkugel regul~  fortsetzen, 
folglich ware f eine Konstante. Insbesondere wtirde also zu P~  kein Paar  

ortsuniformisierender Funktionen exis~ieren (wie in der Ebene / (z) ~ 1 ) .  - 

Dariiber hinaus ist es auf keine Weise mSgliieli, wie H. Hor~  gezeigt hat, die 
4.Sphare dureh Einffihrung irgendweleher lokaler komplexer Koordinaten 
zu einer komplexen Mannigfaltigkeit zu maehen4). 

~) OSGooD, W. F.: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II]l, 2. Auflage, Leipzig und 
Berlin 1929 (ira folgenden zitiert als OS~OOD Lb.); vgl. in~besondere Kap. t, § 17 (S, 53ff.). 

~) Ft~Trm, R.: Die Funktionentheorie der Differentialgleiehungen A u = 0 und 
A A u = 0 mit vier reellen Ver~derliehen, Comment. Mat. helvet. 7, 307~330 (1935), und: 
Die Theorie der reg~Jlfixen Funktionen einer Quaternionenvariablen, C. r. Congr. int. 
Osto 1936. 

s) Vgl. OsGoov Lb. Kap. 3, § 11 (S. 206ff.), 
4) HoPF, H.: Zur Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten, Studies and FJmays 

pre~nted to R. COmmAS+T, S. 167~185, New York 1948, 
Mathematische Annalen. 124. 1 



2 HEINRICH BEHNKE U. K~I~ STEIN: 

Andererseits gibt es neben den oben angefiihrten beiden AbschlieBungen 
des komplexen R 2n noch weitere, sogar solehe mit  ,,iiberunendlichfernen" 
Punkten.  Zu einer derartigen AbschlieBung des R 4 kommt  man, wenn man 
yon dem BmBrRrAcHsehen Beispiel einer Abbildung 

z~' = h (Zl, z2) 
z~' = / ~  (zl, z~) 

des R 4 auf  einen echten schlichten Teil ~ yon sich 5) ausgeht und jedem Punkte  P 
als neue komplexe Koordinaten die Koordinaten des dutch die BIEBE~BACH- 
schen Funktionen erzeugten Bildes yon P zuordnet. Die Randpunkte  yon 
im etwa projektiv abgeschlossenen (zl', z~')-Raume reprasentieren dann unend- 
lichferne Punkte,  die ~uBeren Punkte  yon ~ abet fiberunendlichferne Punkte  
des (z~, z~)-Raumes. 

Offenbar liefert jede umkehrbar  eindeutige analytische Abbildung des 
offenen R 2~ auf ein eehtes Teilgebiet einer komplexen Mannigfaltigkeit ~y~e n die 
Einfiihrung unendlichferner und gegebenenfalls iiberunendlichferner Punkte,  
also eine komplexe Fortsetzung des offenen R 2n. Is t  ~}~2n kompakt ,  so kommt  
man dutch die Hinzunahme atler Punkte  yon ~ %  zu einer AbschlieBung 
des R 2n. 

Dutch diese Betrachtungen wird die Frage nahegelegt, ob tats~chlich fiir 
die komplexe Ebene die Hinzunahme eines unendlichfernen Punktes die einzig 
mSgliche Erg~nzung zu einer kompakten  komplexen Mannigfaltigkeit ist. 
Die best~tigende Antwort  wird gelegentlich yon Autoren hervorgehoben6). 
Geht man yon der durch einen unendlichfernen Punkt  zur kompakten  
komptexen Mannigfaltigkeit ~ abgeschlossenen Ebene aus, so steUt sich die 
eben angeschnittene Frage folgendermaSen dar:  Wie kann ~ dutch Heraus- 
nahme eines Punktes P und Fortsetzung yon ~)~ -- P zu einer um/assenden kom- 
plexen Mannigfaltigkeit *~1~ erweitert werden ~ Mit diesem Thema und seiner 
Verallgemeinerung auf beliebige komplexe Dimensionen wollen wit uns hier 
beschiiftigen. ~Tir betrachten neben komplexen Mannigfaltigkeiten allge- 
meiner Riemannsche Gebiete, in denen auch Punkte ohne im strengen Sinne 
uniformisierbare Umgebungen - ein solcher Punkt  t r i t t  schon im Existenz- 

gebiet yon ] (z v za) ~ ~z t • z~ auf - als inhere Punkte zugelassen sind. (N/~heres 
siehe in 2.). 

I)er  Ausgangspunkt unserer l~berlegungen ist ein vorgegebenes Riemann- 
sches Gebiet qfi2n. Aus ibm wird ein kompaktes  Stiick ~ eines analytischen 
Gebildes herausgenommen. Wir fragen nach den Riemannschen Gebieten 
.q~2n, die q ~ 2 n _ ~  in der ~qachbarschaft yon ~ und nur dort fortsetzen. 
Einen derartigen ~bergang yon (~2n zu *(~2n nennen wit eine Modi/ikation 
yon ~2n in ~ .  (Pr/izisierung in 3.). Es wird bewiesen: 

Falls in einer Um~ebun9 lI (~) eine dart eindeutiye re~ulSre Funktion F ~ 0 
existiert, die au/ ~ verschufindet, so unterschddet ~ich ]ede solche Modi/ikation 
• (~n  nur durch Stiicke analytischer Gebilde yon (~n  _ ~ .  

In  dem besonderen Falle, dalt ~ ein isolierter Punkt  P ist - -  wie bei der 
oben aufgeworfenen ~rage nach den Modifikationen der abgeschlossenen 

~) BIEBERBACH, L.: Beispiel zweier ganzer Funktionen zweier komplexer Variablen, 
welche eine schlichte volumentreue Abbildung des R~ auf einen Tell seiner setbst vermitteln, 
Sitzgsber. Preufl. Akad. Wiss., Phys.-math. KI. 19~t~. 

6) Vgl. z. B. L. S~1aIO, ~ e r  Riemannsche Fl~chen mit hebbarem Rande, Ann. Acad. 
Sci. fenn. A I, No. 50 (1948), insbesondere § 12. 
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komplexen Ebene in z = oo - -  ist die Voraussetzung fiber ~ immer erfiillt. 
I s t  dagegen ~ ein geschlossenes analytisches Gebilde hSherer Dimension, so 
braucht  die Voraussetzung iiber ~ nieht erfiillt zu sein. Ein Beispiel dafiir 
bietet die unendtichferne Ebene des komplex-projektiv abgesehlossenen R 4. 
Dort  ist auch, wie oben am BI~BERBACHschen Beispiel auseinandergesetzt 
wurde, die Aussage unseres Satzes falsch. Andererseits bleibt die Voraus- 
setzung fiber 92 erfiillt, wenn man aus dem durch die Transformationen (1) 
abgeschlossenen R 2 neine gesehlossene Ebene z i = const, herausnimmt. 

Unsere Aussage bedeutet fOx n = 1, dab ~ - P in P nur durch Hinzunahme 
von P geschlossen werden kann. I m  F a l l e n  > 1 t~13t sich dagegen {~2n_ p ,  
wie aus der algebraischen Geometrie bekannt,  in P auch durch Hinzunahme 
von (2 n -  2)-dimensionalen analytischen Fl~chen zu einem Riemannschen 
Gebiete fortsetzen. Zum Beispiel wird eine Modifikation einer komplexen 
Mannigfaltigkeit ~ 4  im Punkte  P durch den yon H. HOPF als Einsetzen einer 
Tr~gersph~re bezeichneten ProzeB gewonnen, bei welchem P durch die Gesamt- 
heir der in P angreifenden komplexen Linienelemente ersetzt wird. Einen wesent- 
lichen Anstol~ zur Abfassung der vorliegenden Arbeit gab ein Vortrag yon 
H. HOPF in Oberwolfach, in dem die Bedeutung dieses Prozesses fiir die Theorie 
der komplexen Mannigfaltigkeiten aufgewiesen wurde. 

2. Komplexe Mannigialtigkeiten und Riemannsehe G e b i e t e . -  Wit  stellen 
in diesem Abschnitt einige sparer benStigte Begriffe und Aussagen zusammen. 

Unter  einer 2n-dimensionalen k o m p l e x e n  M a n n i g / a l t i g k e i t  93~ 2n  wird eine 
2 n-dimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne der Topologie - -  d. h. ein zusam- 
menh~ngender, im Kleinen 2n-dimensional-euklidischer HAUSDORFF§cher Raum 
mit  abz~hlbarer Basis:) - mit  der fblgenden Eigenschaft verstanden: ~j~un 
ist mit  lokalen Systemen komplexer Koordinaten ( z l '  , . . . .  z n ' ) ,  ( z l " ,  . .  . z n " ) ,  . . . 

iiberdeckt, derart, dab die Transformationen beim ]~bereinandergreifen zweier 
solcher Systeme durch n regul~re Funktionen mit  nicht verschwindender 
Funktionaldeterminante vermittelt  werdenS). Eine in einer Punktmenge 
von ~ 2 n  gegebene komplexwertige Funktion / heiBt in ~ r e g u l a r ,  wenn sie es 
in einer Umgebung jedes Punktcs yon @ in bezug auf  ein dort gegebenes 
lokales komplexes Koordinatensystem ist. 

Der Begriff der 2n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit stellt fiir die 
Funktionen~heorie mehrerer Ver~nderlichen noch nicht das vollst~ndige 
Analogon zunf Begriff der Riemannschen Fliiehe der klassischen Funktionen- 
theorie dar. Zur Riemannschen Fl~che ~R einer Funktion /(z)  gelangt man, 
indem man in der Menge der algebroiden Funktionselemente yon ] in der 
bekannten Weise einen Umgebungsbegriff einfiihrt. Entspreehend l~Bt sieh 
einer analytischen Funktion / (z I . . . . .  %) ein topologischer Raum (~en zuordnen, 
der als R i e m a n n s c h e ,  G e b i e t  von ] (z a . . . . .  zn )  bezeichnet werdeg). Verzweigungs- 

7) Zu den bier und im folgenden benutzten Begriffen und S~¢zen der Topologie vgl.: 
P. ALEXANDROFF-]t. HOPF, Topologie I, Berlin 1935, und: H. SSI~ERT und W. THI~EL- 
FALL, Lehrbuch der Topologie, Leipzig und Berlin 1934 (abgekiirzt: SEIFERT-THRELFALL 
Lb.). 

*) Zur Theorie der komplexen Mannigfaltigkeiten vgl. 4) sowie S. Bocm~ER, On com- 
pact complex manifolds, J. Indian math. Soc. 11, 1--21 (1947). 

~) Vgl. hierzu: OSGOOD Lb. Kap. 2, insbesondere § 11; B. O. KOO1,MA~ und A. B. 
BROWS, The Rienmnn multiple-space and algebroid functions, Trans. Amer. math. Soc. 86, 
618--626 (1934); - -  H. HERMES, Analytische Mannigfaltigkeiten in Riemann~hen 
Bereichen, Math. Ann. 1~0, 539--562 (1949); F. HIRZEBRUCH, ~ber vierdimensionale 
Riemannsche Fl~chen mehrdeutiger analytischer Funktionen yon zwei komplexen Ver- 
gnderlichen, Dissertation Mtinster 1950. 

1" 
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punkte (endlieher Ordnung) werden dabei genau (lurch die lokal niehteindeu- 
tigen Funktionsetemente gegeben. Wahrend nun aber die Verzweigungs- 
punkte endlieher Ordnung yon ~ s~mtlich Umgebungen besitzen, die im 
strengen Sinne uniformisierbar, d. h. umkehrbar eindeutig und analytisch auf 
schliehte Gebiete der z-Ebene abbildbar sind --  hierin liegt, dab ~ eine kom- 
plexe Mannigfaltigkeit ist --, braueht entsprechendes ffir die Verzweigungs- 
punkte des Riemannsehen Gebietes einer analytischen Funktion mehrerer 
komplexer Ver~nderliehen nicht zuzutreffen. Ein Beispiel liefert /(za, zz)----- 

~/z 1 • z~. Das Riemannsehe Gebiet q~4 yon [ (zl, z~) ist dem R 4 zweiblattrig mit 
Verzweigungspunkten fiber den Ebenen z I = 0 und z 2 = 0 fiberlagert. Der 
Verzweigungspunkt P0 fiber (0,0) besitzt keine im strengen Sinne uniformisier- 
bare Umgebung; dies ist wie folgt einzusehen. Setzen wir 

z l = t a  2, z~=t~ 2, 

so wird der komplexe (t 1, t~)-Raum umkehrbar eindeutig auf eine vierblattrige 
t?berlagerung ~4 des (z 1, z~)-Raumes abgebildet. Die Verzweigungspunkte 
yon (~4 liegen wiederum si~mtlich fiber den Ebenen z 1 = 0 und z~ = 0: Ober 
(0,0) liegt genau ein Punkt/3o, in ihm hi~ngen alle vier Blatter yon (~a zusam- 
men; fiber einem Punkte (0, z~) mit z~ # 0 bzw. (zl, 0) mit z~ # 0 liegen jeweils 
zwei Verzweigungspunkte, in denen je zwei Bli~tter von (~4 zusammenhangen. 
~4 ist zugleich eine zweifache t?berlagerung yon $4, und zwar ist q~4 aul~erhalb 
/30 relativ ~u q~4 unverzweigt. Der einzige Verzweigungspunkt yon ~4 in bezug 
auf $4 ist/3o, hier hi~ngen die beiden Blatter yon ~4 in bezug auf q~4 miteinander 
zusammen. Sei nun 1I (Po) irgendeine Umgebung yon Po in q~a; dann gibt es 
in (~4 als zweifache t?berlagerung yon 1I (P0) eine zugehSrige Umgebung 1"I (/30). 
Insbesondere ist !I (f0) --  t3o eine sogar relativ unverzweigte zweifache ~ber- 
lagerung yon 1I (Po)--Po.  Dieser Sachverhalt ware aber ausgesehlossen, 
wenn 11 (Po) einem Gebiete des R 4 topologisch aquivalent ware (ira R ~ kSnnen 
Verzweigungspunkte nicht isoliert liegen). 

Wir wollen im folgenden den Begriff des (abstrakten) Riemarmsehen 
Gebietes prazisieren. Hierzu sind zunaehst einige weitere Begriffe zu erlKutern. 

Sei ~)1 ein beschranktes Gebiet im R 2" und ~) ein in bezug auf ~)~ kompaktes 
Teilgebiet yon ~ .  Sei ferner / (z a . . . . .  zn) ~ 0 eine in ~ eindeutige regulare 
Funktion, die in ~) Nullstellen besitze; das Nullstellengebilde yon / in ~)1 
heille ~. Naeh B. O. Kooe~A~ und A. B. BaowN ~°) lal~t sieh ~) in einen end- 
lichen zusammenhiingenden 2n-dimensionalen simplizialen Komptex K, der 
noeh ganz in ~)~ liegt, so einbetten, dab tier in K geiegene Teil yon ~ einen 
(2 n -- 2)-dimensionalen Teilkomplex F yon K ausmacht. K daf t  als rein ange- 
nommen werden, d. h. jedes k-Simplex (k < 2n) in K ist Seitensimplex wenig- 
stens eines 2n.Simplexes. Unter einer m-/achen ~Jberlagerung K yon K mit 
Verzweigungspunkten h6chstens iiber F wird nun eine endliche 2n-dimensionale 
berandete Pseudomannigfaltigkeit n) mit einer bestimmten simplizialen Zer- 
tegung verstanden, die dtrreh eine stetige Abbildung T auf K bezogen ist, so 
daft folgende Bedingungen erftillt sind: 

~e) Koor,~t~, B. 0., a. A. B. Bm3w~: On the covering of analytic loci by complexes, 
Trans. Amer. math. Soe. 84, 231--251 {1932). 

~) Vgl. S ~ - T m ~ E L F ~ L  Lb., § 24 (S. 88ff.). 
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1. T ist eine simpliziale Abbitdung, und zwar entspricht jedem Simplex 
aus K ein Simplex gleicher Dimension in K. 

2. Jedes Simplex aus K ist Bild wenigstens eines Simplexes yon /~; 
jedes Simplex aus K, das nicht zu F gehSrt, ist Bild yon genau m versehiedenen 
Simplexen aus ]~ ; jedes Simplex aus F i s t  Bild von h6chstens m verschiedenen 
Simplexen aus K. 

3. Sei F der Teilkomplex derjenigen Simplexe in /~, die dutch T auf 
Simplexe von F abgebildet werden. Dann ist T i n / ~ - -  F im Kleinen topo- 
logisch, d. h. : zu jedem Punkte Q aus K --  _P gibt es eine Umgebung, die durch 
T topologisch auf eine Umgebung des Bildpunktes Q von Q abgebildet wird. 

4. Sei S ein Simplex von F u n d  M (S) der Teilkomplex derjenigen Simplexe 
in/~,  die mit Sinzident  sind. Dann ist M {S) eine zusammenh/~ngende beran- 
dete (2n-dimensionate) Pseudomannigfaltigkeit. 

Wir betrachten nun den Teilraum ~* derjenigen Punkte von/~,  die dureb 
T in Punkte von ~) abgebildet werden. ~* braucht nicht zusammenh~ngend 
zu sein, zerf/tllt aber in hSchstens endlich viele zusammenh/~ngende Kompo- 
nenten. Zu jeder solchen Komponente ~) geh6rt eine ganze Zahl s ~ 0, derart, 
dab jeder Punkt yon ~ -  ~ vermSge T Bildpunkt von genau s Punkten aus 

ist. ~) heiBt dann eine s-tache ~.]berlagerung yon ~ mi t  Ferzweigungspunkten 
h6ch~tens i~ber ~ oder kfirzer eine s-/ache analytische ~Jberlagerung yon ~3. 

Das Verzweigungsgebilde ~ von ~ besteht genau aus denjenigen Punkten von 
~,  in denen die Abbildung T nicht im Kleinen topologisch ist. Falls s = 1 ist, 
liefert T einen HomSomorphismus yon ~ auf ~). Wird ein Punkt /~ yon 
durch T auf den Punkt P := (z 1 . . . . .  %) in ~ abgebildet, so sagen wir, P liege 
fiber dem Grundpunkt P, und z 1 . . . . .  z n heiBen die Koordinaten von/5.  

Ist  ~ ein Bereich, d. h. eine offene Punktmenge, in ~ ,  so heil]t eine in 
definierte eindeutige komplexwertige Funktion g (t5) in ~ reguliir, w e n n  sie 
in einer Naehbarschaft jedes Punktes von ~ ganz-algebroid ist, d. h. : Is t /5o 
irgendein Punkt von ~ und Po sein Grundpunkt, so gibt es eine Um~ebung 
U (P0) in ~ und dazu eine Umgebung fi (P0) in ~,  die ihrerseits eine endlich- 
faehe analytische ~berlagermlg yon 1I (P0) mit Verzweigungspunkten hSch- 
stens fiber ~ ist, derart, dal] g in 1] (P0) einer Gleiehung 

~ k _ ~  Cl (Z 1 . . . . .  Zn ) . ~ k - - l _ ~ _  . . . .~_ Ck (Z 1 . . . .  , Zn)  = 0 

genfigt, we die ¢~ als Funktionen der Koordinaten der Punkte aus U (P0) 
sogar in 1I (Po) eindeutig und deft  regul/~r sind. Liegt iS0 nieht auf dem Ver- 
zweigungsgebilde yon ~ ,  existiert also eine ,,sehlieh~e" Umgebung ~ (t'o) 
in ~ ,  die dureh T topologiseh auf eine Umgebung ~ (Po) abgebildet wird, so 
ergibt sich aus bekannten S/~tzen fiber Pseudopolynome12), dal] g als Funktion 
der Punktkoordinaten in ~ im iibliehen Sinne regul/ix ist. Falls ~ nieht zusam- 
menh/~ngend ist, so spreehen wir yon einer in ~ I~gul/ixen Funktion aueh dann, 
wenn die in den einzelnen zusammenhi~ngenden Komponenten gegebenen regu. 
l~ren Funktionen nieht dureh analytisehe Fortsetzung ausei~ander hervorgehen. 

~) Vgl. OSQOOD Lb., Kap. 2, §§ 5---7 {S. 95 ft.) 



6 HEINRICH BEHNKE U. KARL STEIN: 

Es folgt: Ist eine Funktion h in ~ auflerhalb der iiber ~ geleqenen Punkt- 
menge ~ yon ~ eindeutig reguldr und bleibt h dort in ]eweits einer Nachbarscha[t 
]ede8 Pun]ores yon ~ beschrdnkt, so ist h in ganz ~ eindeutig reguldr ]ortsetzbar 
und geniig$ dort einer Gleichunq 

(2) h $ ,~ a l  (z 1 . . . . .  z n  ) . h s -  1 + . ,  . + as (z 1 . . . . .  z~,) -~ O, 

wo die ao (z 1 . . . . .  zn) in ~ eindeutige und reguldre Funktionen der Koordinaten 
der Punkte aus ~ sind. --  Zum Beweise bilden wir in ~) - - ~  die s etementar- 
symmetrischen Funktionen a 1 . . . . .  a~ der s dort fiber jedem Grundpunkt 
erkl~rten Zweige yon h. Die a, sind dann, als Funktionen der Grundpunkte 
aufgefaBt, in ~ ) - - ~  eindeutig regular und bleiben in einer Umgebung jedes 
Punktes yon ~ innerhalb ~) beschr~nkt. Nach einem Satz fiber hebbare 
Unstetigkeiten 13) sind die a, dann in alle Punkte yon ~ innerhMb ~ eindeutig 
regular fortsetzbar. Die Funktion h genfigt nun in ~ ) - - 9  der Gleichung (2). 
Damit ist aber zugleich eine regulate Fortsetzung yon h in die Punkte yon 
gegeben, und diese ist wegen der Stetigkeit regul~rer Funktionen eindeutig 
bestimmt. --  I)as Pseudopolynom auf der linken Seite yon (2) kann reduzibel 
sein. Dies tr i t t  dann ein, wenn die s Zweige yon h nicht samtlich verschieden 
sind. Wann zu vorgegebenem ~ eine dort eindeutige regul~re Funktion mit 
lauter verschiedenen Zweigen fiber ~ existiert, bleibt ein offenes Problem. 

Seien .!~1, ~2 Bereiche in endlichfaehen analytischen ~berlagerungen ~1 
bzw. ~)2 beschr~nkter Gebiete ~)1 bzw. ~2 im RUn; die zu ~)1, ~)2 gehSrigen 
stetigen Abbildungen in ihre Grundgebiete ~1 bzw. ~)2 seien T 1 und T 2. ]~s sei 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung ~ yon ~1 auf ~2 gegeben. Wir sagen, 
~0 sei eine analytische Abbildung yon ~t  auf ~ ,  und ~2 heiflt analytisches Bild 
yon ~1, wenn die Abbildungen T 2 • ~ und T 1 • ~ -  1 jeweils durch n regulate 
Funktionen in ~1 bzw. in ~ gegeben werden. 

Wit betraehten nun einen HAUSDOI~FFschen Raum ~s n mit abz~hlbarer Basis, 
in dem ss sin Umgebungssystem (1I (P)} mit folgenden Eigensehaften gibt: 

a) Jedes der 1I ist dureh sine zugehSrige topologische Abbildung Au auf  
eine endliehfaehe analytische ~berlagerung ~u einer offenen Hyperkugel ~u 
im R un bezogen. --  ~u heit3t Repr'~sentant yon 11 fiber dem R~n; die 1I heii~en 
ausgezeiehnste Umgebungen. 

b) Haben zwei ausgezeiehnete Umgebungen 1I 1 (P), 11s (Q) in ~sn einen 
niehtteeren Durehschnitt, so wird auf Grund yon a) eine umkehrbar eindeutige 
Beziehung ~ yon Teilbereiehen ~I, f~2 der Rspr'~entanten ~1, ~2 yon 1tl, 11~ 
aufeinander hervorgerufen. Es wird gefordert, dab ~ eine analytische Abbil- 
dung yon !~  auf t ~  ist. 

Zwei SystemeausgezeiehneterUmgebungen(U}bzw. ('11}in~Unmit zugeord- 
neten Abbildungen (Au} bzw. {'A,u) hei~en dquivalent, wem~ die Vereinigung 
der beiden Syst~me (U, Au} und ('U, 'A,u} zu einem einzigen System ('11, *A.u} 
ebsnfalls die Forderung b) erffillt. 

Unter einsm Riemannsche~ Gebiete ff~u n wird nunmehr ein HAUSDOR~Fseher 
Raum dsr betraehteten Art mit einer K[asse ~quivalenter Systeme ausgezeich. 
neter Umgebungen vsrstanden. 

~*) Vgl. 0soooD Lb., Kap. 3, § 5, 1. Satz (S. 191). 
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Es ist klar, dab jede komplexe Mannigfaltigkeit insbesondere ein Riemann- 
sches Gebiet ist. Ferner ist ein Teilgebiet eines Riemannschen Gebietes ~ n ,  
d. h. eine offene zusammenh~ngende Punktmenge in (~2n, wieder ein Riemann- 
sches Gebiet. 

Eine im Riemannschen Gebiete ~2n eindeutig definierte komplexwertige 
Funktion / heiBt in (~2 n reguldr, wenn sie jeweits als Funktion in den RelaVasen- 
tanten ~ der ausgezeichneten Umgebungen 1I aus ~t 2n regular ist. Von einer 
in einem Teilbereich !D von ~2n regut~ren Funktion f wird gesprochen, wenn in 
]eder zusammenh~ngenden Komponente ~ j  yon !~ eine regul~re Funktion ]j 
gegeben ist; es wird nicht verlangt, dab d ie / j  dureh analytische Fortsetzung 
auseinander hervorgehen. / heiBt eine nirgends identisch verschwindende Funk- 
tion, wenn keines d e r / j  identisch versehwindet. 

Wir sagen, die Punktmenge ~ im Riemannschen Gebiete ~2 n sei ein analy- 
tisches Gebilde, wenn zu jedem Punkte P yon 9~ eine Umgebung !~ (P) in (~2n 
existiert, derart, dab 9~ in !8 (P) genau charakterisiert wird durch endlich viele 
Gleichungen f~ = 0 mit in !8 (P) reguli~ren, nirgends identisch verschwindenden 
f,. Es werde ausdrficklich bemerkt, dal~ wir nicht die Abgeschlossenheit von 
in G un fordern. Reduzibilit~t von ~, evtl. in Bestandteile verschiedener 
Dimensionen, ist zugelassen. - Wir benutzen hier die Bezeichnung ,,analy- 
tisches Gebilde" an Stelle der h~ufig fibliehen ,,analytisehe Mannigfaltigkeit". 
Denn ~t kann Punkte mit nichtuniformisierbaren Umgebungen besitzen, 
und in diesen Punkten hat 9~ nicht Mannigfa]tigkeitseharakter im Sinne 
der Topologie. (Beispiel im R e : z3 ~ - z 1 z 2 = 0; vgl. die obigen Ausfiihrungen 

~2 . . . . . . . . . . . . . .  

zum Riemannschen Gebiete von Vzlz2.) 
Wird ein Riemannsehes Gebiet {~n auf ein Riemannsches Gebiet (~2n 

durch eine umkehrbar eindeutige Abbildung ~ bezogen, so ist ~b eine analy- 
tische Abbildung von $~n auf (~n,  wenn zu jedem Punkt  P2 yon (~2nund jeder 
ausgezeiehneten Umgebung lI 2 (P~) eine ausgezeiehnete Umgebung 121 (P1) 
des Punk~es/)1 = ¢ -  1 (p~) existiert, so da~ durch ~b eine analytisehe Abbildung 
des Repr~sentanten ~ yon 1I I (P1) auf ein Teilgebiet des Repr~sentanten ~ von 
112 (P2) hervorgerufen wird. M i t ¢  ist dann auch ~ - 1  eine analytische Abbil- 
dung. Es ist leicht naehzuweisen, was hier nieht ausgefiihrt werden soll, dab 
eine in (~n  regul~re Funktion stets aueh als Funktion der Bildpunkte in ~ n  
regular ist. 

Analog zu den Riemannsehen Fl~chen fiber der z-Ebene sind die konkreten 
Riemannschen Gebiete iiber dem R 2n zu definieren. Das Riemannsche Gebiet O2n 
heiBt fiber dem R un gelegen, wenn mit $ ~ n n  in G un eindeutige regul~re Funk- 
tionen z I = ~I (P) . . . .  , % --~ ~n (P) lest gegeben sind, so da9 die durch sie 
festgelegte Abbildung S yon ~2n in den R 2n die folgende Bedingung erfiillt: 
Jeder Punkt  P yon (~n  besitzt eine ausgezeichnete Umgebung 1t (P), in der 
S = T .  Au gilt; hierbei bedeutet An die Abbfldung, die 11 (P) auf ihren 
Repr~sentanten ~ bezieht, und T sei die zu ~ gehSrende Abbildung in das 
Grundgebiet ~. Wir sagen, P liege fiber dem Grundpunkt (z~ . . . . .  z,,) = 

(Y~ (P) . . . . .  V- (P)) des Run, und z~ . . . .  , z~ heil~en die Koordinaten von P.  
Ein Punkt  P eines Riema~mschen Gebietes (~2n heil~e uni/ormisierbar, 

wenn eine Umgebung yon P analytiseh auf ein schliehtes Gebiet im R 2n 
abbfldbar ist. Hiernach bilden die uniformisierbaren Punkte in (~un eine offene 
Menge. Andererseits folgt aus der Struktur der Repr~sentanten ~ ausgezeich- 
neter Umgebungen in (~2~,, dal~ jeder nichtuniformisierbare Punkt  H~ufungs- 
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punkt yon uniformisierbaren Punkten ist und dab keine Umgebung eines 
nichtuniformisierbaren Punktes durch die Gesamtheit der nichtuniformisier- 
baren Punkte zerlegt wird. Denn nichtuniformisierbare Punkte eines 
k6nnen hSchstens auf dem Verzweigungsgebilde yon ~ liegen. Nimmt man 
aus (~2 n die nichtuniformisierbaren Punkte heraus, so erhglt man eine komplexe 
Mannigfaltigkeit, die als die zu (~2n geh6rige komplexe Mannig/altigkeit ~2n 
bezeichnet werde. 

Eine in $2n regul~re Funktion ist in ~2~ in dem ffir komplexe Mannig- 
faltigkeiten definierten Sinne regular. Umgekehrt gilt: Ist ] in ~2n eindeutig 
reguldr und bleibt / dort in jeweils einer Nachbarscha]t jedes nichtuni/ormisier- 
baren Punktes yon ~2n beschr~in~t, so la'flt sich { in ~2n eindeutig regulSr ]ort- 
setzen. - -  Hierzu betrachten wit / i m Repr~sentanten ~ einer ausgezeichneten 
Umgebung i~endeines nichtuniformisierbaren Punktes. / ist auSerhalb des 
Verzweigungsgebildes ~ yon .~ regular und in einer Nachbarschaft jedes 
Punktes von ~ beschr~nkt. Dann l~Bt sich / aber, wie oben nachgewiesen, in 
ganz ~ hinein eindeutig regul~r fortsetzen. - -  Es sei angemerkt, dab in der 
obigen Aussage die Voraussetzung der Beschr~tnktheit yon ] sogar entbehr- 
lich ist. 

3. Modilikationen. - -  Wir kommen nun zu dgm fiir unsere ~berlegungen 
wesentlichen Begriffe der Modifikation eines Riemannschen Gebietes (~2n. 
Sei ~ eine abgeschlossene Punktmenge in (~2n, so dab (~n__  ~ nichtleer und 
zusammenh~ngend ist. Wir nennen das Riemannsche Gebiet .~2n  eine 
Modi]ik~tion yon ~ 2 ,  in ?~, wenn es den folgenden Bedingungen geniigt : 

a) .(~2n enth~lt (~2n__ ~ als echtes Teilgebiet. 
b) Wird eine Umgebung 1I (~) in ~un beliebig vorgegeben, so gibt es zu 

jedem Punkt  P* aus *(~2n--((~2n~9~) eine Umgebung H* (P*) in *(~2n, 
derart, daft 11" (P*) A ($~n - -  ~)  in 11 (~) - -  ~ enthalten ist. 

Jede Modifikation yon ~2n in ~ ist also insbesondere eine Fortsetzung 14) 
yon ~ u n _ ~ .  Wir betrachten im folgenden vor allem diejenigen Modifika- 
tionen, bei denen ~ ein kompaktes Stiick eines analytischen Gebildes in (~2n ist. 
Speziell kann ~ ein einzelner Punkt  P sein. In diesem Falle lii~t sich, wie 
unmittelbar aus der obigen Definition folgt, die Modifikation von (~un in P 
zum Riemannschen Gebiete .~un  auch so charakterisieren: Die Abbildung 
yon * ~  auf  ~ " ,  bei der 

1. die Punkte yon .~2n, die zu ~ 2 n ~  p gehSren, auf sich selbst abgebildet 
werden, 

2. die iibrigen Punkte yon *~2~ ~uf P abgebildet werden, 
ist stetig. 

Auf Beispiele yon Modifikationen Riemannscher Gebiete ist schon in der 
Einleitung hingewiesen worden. So ergeben die verschiedenen AbschlieBungen 
des  offenen R ~a zu kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten ~ n  wechsel- 
~ i t ig  Modif'~ationen der ~ n  in der jeweils festliegenden Menge der unendlich- 
fernen Punkte  des R 2~. Weitere Beispiele: 

~) Zur Fortsetzung insbesondere Riemannseher Fl~chen vgl.: T. R~(t :  ~ber e'me 
nicht fortsetzbare Riemannsche Mannigfaltigkeit, Math. Z. 20, 1--6 (1924); S.BocH~R: 
Fortsetzung Riemannscher F|l~chen, Math. Ann. 98, 406--421 (1927); M. H. H~INs: On 
the continuation of a Riemann surface, Ann. of Math. 48, 280--297 (1942); sowie ~). 
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(a) Sei (~4 der offene (za, z~)-Raum R a und 92 der Koordinatenanfang Po == 
= (0,0). Wit  nehmen zwei weitere Exemplare 'R a, "R 4 des vierdimensionalen 
Raumes mit  den komplexen Koordinaten (Zl', z~') bzw. (Zl", z~") hinzu. Es 
werden nun Punkte aus R ~ -  Po, 'Ra, "Ra identifiziert, und zwar jeweils 
solche, die sich vermSge wenigstens einer der Transformationen 

{z~ = z ~ ' . z ~ '  , z ~ + O ,  z~'@O }, (I): z~=z2 '  

( } (II):  z I=~1  z ~ : z l " ' z ~ " '  z~=~0, z~"=~0 , 

( I I I ) :  ~ ~ ~ "  , z~' 4~ 0,  z2" 4 : 0  
Z 2  t ~ 7,1 H • Z 2  ~ 

entsprechen. Wir kommen zu einer komplexen Mannigfaltigkeit ,Oj~4, die 
eine Modffikation des R 4 im NuUpunkt darstellt. *9X 4 unterscheidet sich yon 
R a -  P0 nur durch die Punkte eines geschlossenen irreduzibten anatytischen 
Gebildes, das durch z~' = 0 bzw. za" = 0 charakterisiert wird. - Es entsteht  
die gleiche Modifikation des R 4 in Po (genauer: eine zu , ~ 4  analytisch/~qui- 
valente Modifikation), wenn P0 durch die Gesamtheit  der in Po angreifenden 
komplexen Linienelemente ersetzt wird. Von H. HOPF wurde dieser ~bergang  
als Einsetzung einer TrEgersph~re in Po bezeichnet. 

(b) Sei (~2n der Polyzylinder 

{Izl] < 1 . . . . .  iznl < 1} 

und ~ das in ( ~ n  gelegene Sttiek der anMytisehen Ebene 

( z~=O . . . . .  z k==O, l ~ k ( n } .  

I m  (zl', . . . .  zn')-Raum wird die Punktmenge 

 k'i < . . . . .  < < 1 . . . . .  I .'i < 1} 
gebildet; es werden sodann solehe Punkte aus 6J 2 n  ~ und ,{~2,~ identifiziert, 
die sich vermSge der Beziehungen 

{ } z ~ = z ,  "z k ,  ~ =  I . . . . .  k - l ,  (z 1 . . . . .  zn) nieht a u f ~  
zk+~ k+~,  ,~==0, . .  , n - - k ,  z k + 0  

enNpreehen. Wit  gewinnen als Nodifikation yon N2n in ~ eine komplexe 
Mannigfaltigkeit . ~ 2 n ;  an die Stelle yon ~ t r i t t  in * ~ e n  ein Stfiek des dureh 
z k' = 0 gegebenen (2 n -  2)-dimensionalen analytisehen Gebildes. 

4. Erweiterung eines Satzes yon T .RAD(~. -  Zum Beweise unse1~es Haupt -  
satzes im ni~chsten Abschnitt  wird eine Aussage benutzt,  die sich auf  einen von 
T. R~D6 aufgestellten Satz ~) stiitzt und diesen erweitert. Der Satz yon RAD5 
lgBt sich folgendermal~en aussprechen: 

Sei ~ ein 8chlichtes beschrSnlctes einfachzusammenhdngendes Gebiet in der 
z-Ebene, /erner ~ '  ein einfachzusammenMingendes echtes Teilgebiet yon @. 
In  ~}' sei eine reguldre Funktion / (z)  gegeben mit der Eigenschaft, daft ~tets 
lira f (z~) = 0 gilt ]i£r ]ede Folge vor~ Punkten z i aus ~' ,  die gegen einen im Innern 
j---~ oo 

yon ff~ gelegenen Randpunkt yon $ '  I¢onvergiert. ,Dann verschu~indet ] (z) identisch. 

1~) Vgl. die in x4) zitierte Arbeit yon T. RA~)6. 
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Der naheliegende Gedauk~, zum Beweise ~ '  konform auf  den Einheitskreis 
abzubilden und sodann aus dem Versehwinden von [ in einer l ~ n d p u n k t -  
menge auf da~ identische Verschwinden yon [ i m  E. K. zu schlieBen, ftihrt 
jedenfalls nicht auf  einfaehe Art zum Ziele, da die Bildpunkte der im Innern 
von $ gelegenen Pmndpunkte yon (~' keinen Randbogen des E. K. vollst~ndig 
zu bedecken brauchen. T. RAD6 hat  hierauf unter Hinweis auf ein von P. 
KOEB~ angegebenes Beispiel aufmerksam gemacht. - -  Der Vollst~ndigkeit 
halber sei der RADbsehe Beweis des Satzes hier wiedergegeben15a): 

Es daf t  angenommen werden, dab ~ ~ul~ere Punkte in bezug auf  (~' ent- 
hi~lt. I s t  dies noeh nicht der Fall, so betrachten wir eine zweifache l~berlagerung 

von (~, die in genau einem, fiber einem Randpunkt  yon {~' im Innern von (~ 
gelegenen Punkte verzweigt ist. (~' drfickt sich in zwei verschiedene Teil- 
gebiete von (~ durch; eines yon ihnen sei mit  ~ '  bezeichnet. Die Funktion [ 
kann dann zugleich als Funktion in ~ '  aufgefaBt werden. (~ wird nun konform 
auf ein schtichtes besehriinktes Gebiet (~ abgebildet, dabei geht ~ '  in ein 
Teilgebiet ~ '  und f in eine Funkt ion7 fiber. Es genfigt zu zeigen, dal~ ]~identiseh 
versehwindet. Auf (~, $ ' ,  ] treffen aber wieder die Voraussetzungen des Satzes 
zu, und ~ enth~lt guBere Punkte in bezug auf (~'. - -  Wir kehren zu den alten 
Bezeichnungen zurfick. 

Sei P ein Randpunkt  yon (SJ' im Innern yon (~, der in jeder seiner Um- 
gebungen ~uBere Punkte in bezug auf ~ '  aufweist. Es li~Bt sieh eine ganz im 
Innern von ~ gelegene offene Kreisseheibe ~ mit  dem Mittetpunkt P so w~hlen, 
daI3 ein Teilbogen des Randes von ~ ganz aus ~ul~eren Punkten in bezug auf  
(~" besteht. Der Durehschnitt  ~ r ~ '  ist nicht leer, und ~ bleibt in ~ ~ (~ '  
besehr/inkt. Wit  bilden ~ linear auf  den Einheitskreis ab, derart, dab der 
Nullpunkt innerer Punkt  des Bildes ~ *  von ~r~(~'  wird; die aus [ in ~ *  
entstehende Funktion heiBe ]*. Auf der Peripherie des E. K. gibt es sieher 

2 ~ (~ geeignet positiv-ganzzahlig), der einsehlieB- einen Bogen yon der IAnge -~-- 

lieh seiner Endpunkte  yon Randpunkten  von ~ *  frei ist. Werden nun naeh- 
einander die Drehungen 

- - . 2 z i  
z ' = e "  .z ,  ~ = 1 , . . . , ~ - - 1 ,  

ausgeffihrt und geht ~8" hierbei naeheinander in !8~ . . . . .  ~ -  1 fiber, so enthitlt 
der Durchsehnitt  ~ = i8" ~ ~ r ~ . . .  ~ f8,*_ ~ den Nullpunkt als innerea Punkt,  
und die Komponente  ~o yon ~ ,  in der z = 0 enthalten ist, liegt einsehliel~lieh 
ihrer l ~ n d p u n k t e  ganz im Innern des E . K .  Wir bitden in ~o: 

(3 )  ',~ (z)  ~ [*  ( z )"  / /  1" • • 

Bei Ann~herung gegen einen beliebigen Randpunkt  yon ~0 geht immer 
wenigstens einer der' Faktoren reehts in (3) gegen Null; da andererseits alle 
Faktoren in ~0 besehrlinkt sind, s trebt  auch ~v (z) bei Ann~herung gegen den 
Rand yon ~o stets gegen Null. Daher muB ~v (z) identiseh versehwinden. 
Gleiehes gilt darm ffir wenigstens einen der Faktoren, also auch fiir [. 

,0 a) Vgl. auch C. C~R~TH~ODO~Y, Conformal Representation, Cambridge Tracts 28 
(1932) ,  S .  82.  
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Die von uns benStigte Erweiterung des RAD6sehen Satzes lautet nun: 

Satz 1 : Sei ff~2n ein Riemannsches Geblet und ~ '  ein echtes Teilgebiet yon 
(~2 n,/erner / eine in ~ '  eindeutige, reguldre, nicht identisch verschwindende Funk- 
tion ; es gelte stets llm / ( Pj) = 0/i ir  ]ede Folge yon Punkten Pj aus ~' ,  die gegen 

einen im Innern yon (~2n gelegenen Randpunkt yon ~ '  lconvergiert. Dann ist 
in das gesamte Riemanneche Gebiet ~2n eindeutig reguliir /ortsetzbar, und die im 
Innern yon @2n liegenden Randpunkte von (~' gehSren zu dem ( 2 n -  2)-dimensio- 
nalen analytischen lYullstellengebilde yon / in ~ n .  

Wir ffihren den Beweis in drei Schritten. 

(a) Zunachst sei n = 1, und (~, (~' seien Gebiete in der Ebene einer kom- 
plexen Ver~nderliehen z. Wir w~hlen irgendeinen Randpunkt  P von (~' im 
Innern von (~  und dazu eine offene Kreisscheibe ~ mit P a l s  Mittelpunkt, 
die noch ganz im Innern von (~2 liegt. Der Durchschnitt ~ m, (~' ist nicht leer, 
zerfi~ltt jedoch eventuell in mehrere getrennte Gebiete. Eines der in ~ ( ~ '  
enthattenen maximalen Gebiete werde herausgegriffen und mit $ "  bezeiehnet; 
jedenfalls ist dann ~ "  ~= ~. ~ "  kann nicht einfach zusammenh~ngend sein; 
anderenfalls miiBte auf Grund des RAD6schen Satzes die gegebene Funktion/(z) 
identiseh verschwinden. Daher gibt es in (~" einfach geschlossene Jordan- 
kurven, deren Inneres 16) nicht ganz zu (~" geh5rt. Sei ~ eine dieser Jordan- 
kurven. Es daf t  

m = Min t/(z)t > 0 
zE¢~ 

vorausgesetzt werden; nStigenfalls ist ~ geeignet abzu~ndern. Das yon 
begrenzte, zu ~ gehSrende abgeschlossene Gebiet werde mit ~¢  bezeichnet, 
ferner sei ~ = @" A~¢.  Dureh w = / (z) wird (~ aufeine Riemannsche Fl~che 
fiber der w-Ebene abgebfldet. Wir behaupten, da~ ~ fiber jedem Punkte des 
punktierten Kreises 0 ~ l wl ~ m die gleiche Anzahl N von Punkten besitzt. 

Hierzu werde ~ dureh abgesehlossene Gebiete (~  ausgesehSpft, die so 
gew~hlt seien, dab ~ zum Rande jedes ~ gehSrt und da6 die fibrigen Rand- 
komponenten ~(1 ~), ~(') . . . .  ~ yon ~ ebenfalls einfaeh geschlossene Jordan- 

kurven sind; es gelte ferner (~  C ~--~ + 1 fiir alle ~. Sei nun w ein fester Punkt  
aus 0 ~ t wl ~ m. Da / (z) bei Ann~herung gegen die im Innern yon ~ gelegenen 
Randpunkte yon ~ gegen Null strebt, l~6t sich ein r o so festlegen, dal~ fiir 

~ v o stets If (z) l < ] w l  ist, wenn z auf einer der Randkurven ~(~), ~r(~) 

yon ~ ,  gew~htt wird. Alle Stellen in (~, in denen / (z) = w ist, liegen also sehon 
in (~o; ihre Anzahl ist 

N (w) 1 / ]' (z) d z 
= ~ ~ ¥  l (z) - w 

- -  2 ) - i -  d log [[ (z) - -  w]  + v '  d log [] (z) - -  w ] .  
~ lg~o) 

~) Unter dem Inneren einer einfach gesehlossenen Jordankurve in der Ebene wird 
das yon dieser Kurve begrenz~e Gebiet verstanden. 
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Wegen t/(z) t < i wl auf  allen ~,[~('*) sind aber die Integrale rechts fiber die ~ 
siimtlieh Null, folglich ist 

1 / f' (z) dz .  
N (w) = 2 ~  ~ I/(z) - -  w 

N (w) h~ngt analytiseh yon w ab und ist andererseits eine ganze Zahl; daher  
bleibt N (w)- - -N konstant.  Sieher ist auch N > 0 ,  denn in (~ nimrat ] (z) 
jedenfalls Werte aus 0 < t wl < m an. Die Riemannsche Fl~ehe ~ weist also 
fiber 0 < Iw] ~ m keine Randpunkte  auf  und besteht dort aus genau N Bl•ttern. 

Es ist leicht zu sehen, dab sich 9t durch Hinzufiigen von gewissen Punkten 
fiber w : 0 zu einer fiber der gesamten Kreisseheibe [w I ~ m algebroiden 
N-bl~ttrigen Riemannsehen Fl~che 91" fortsetzen l~Bt: Wir bilden ffir den 
fiber 0 < l wl < m gelegenen Teil ~ von 91 die N elementarsymmetrischen 
Funktionen a I (w) . . . . .  air (w) der N Zweige v o n / -  1 (w) ; damn genfigt z = ] -  1 (w) 
der Gleichung 

z N + al (w). z ~¢ - 1  + . . .  + a~- (w) = 0. 

Die a~ (w), ]t = 1 . . . . .  N ,  sind in 0 < lw I < ra eindeutig, regular und beschr~nkt, 
sie lassen sieh daher nach w == 0 regul~ir fortsetzen. Das aber bedeutet, dab  
z = ] -  t (w) aueh in N (evtl. teilweise zusammenfatlende) Punkte  fiber w = 0 
ganz-algebroid for4gesetzt werden kann und dab 91 als Riemannsche Fl~ehe 
von z = / -  1 (w) fiber w = 0 wie behauptet  zu einer Riemannsehen Ftache 91" 
ergi~nzbar ist. 

Ffir das Gebiet (~ in der z-Ebene folgt, dab seine im Innern der Jordan- 
kurve ~ gelegenen Randpunkte  isoliert sind: Sie ergeben sieh als Bildpunkte 
der fiber w = 0 gelegenen Punkte vermSge z = / - 1  (w), ihre Anzahl ist also 
hSchstens N. Wird f (z) in diesen Punkten durch Zuordnung des Wertes (~ 
erkli~rt, so ist damit  / (z) in das ganze Innere von ~ reguli~r fortgesetzt. 

war irgendeine in (~" nicht berandende Jordankurve.  Demnaeh ist ] (z) 
in das kleinste, ~ "  umfassende, einfaeh zusammenh~ngende Gebiet (~* reguli~r 
fortsetzbar. Es ist notwendig ~ *  = ~, sonst miiBte wiederum auf Grund des 
RAD6schen Satzes ] (z) identisch verschwinden, im Widersprueh zur Voraus- 
setzung. ~ enth~lt daher in seinem Innern  nur isolierte Randpunkte  yon (~'. 
und f (z) kann in diese Punkte  regular fortgesetzt werden. Da gleiches ffir 
]ede im Innern  von ~t~ gelegene Kreisscheibe mit  irgendeinem Randpunkt  
yon $ '  als Mittelpunkt gilt, so ist unser Satz ffir den betrachteten Sonderfall 
bewiesen. 

(b) Seien jetzt {~2n und ~ '  Gebiete im R 2" (n > 1). Wir greifen irgendeinen 
Randpunkt  P yon $ '  im Imlern von ~un heraus und legen um P a l s  Mittelpunkt 
eine Hyperkugel ~, die noch ganz in (it un liegt. In  ~ liegen innere Punkte von 
(~'; wir kSnnen einen dieser Punkte Q so w~hlen, dab die zweidimensionale 
analytisehe Verbindungsebene ~ von P und Q aus ~ '  f~ ~ ein zweidimensio- 
nales Gebiet ~' mi t  Q als innerem Punkt  heraussehneidet, auf  dem die gegebene 
Funktion f (z I . . . . .  z.) nieht konstant  gleich Null ist. Es bedeutet keine Ein- 
schr~nkung, anzurmbmen, dab P der Koordinatenanfang und ~ die Ebene 
z~ . . . . .  z~_~ = 0 ist; nStigenfatts ist eine geeignete lineare Koordinaten- 
transformation vorzunehmen. Die aus ~ dureh ~ ausgeschnittene Kreis- 
seheibe ~, das Gebiet fl' und die Funktion ] (0 . . . .  0, z,,) erfiillen nun die 
Voraussetzungen des schon bewiesenen Teiles unseres Satzes. Folglieh l~Bt 
sich ] (0 . . . . .  0, z.) (als Funktion der einen Variablen zn) in ganz fi hinein 
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eindeutig regular fortsetzen, und fl ' besitzt im Innern von g nur isolierte 
Randpunkte,  unter ihnen sicher den Punkt  P. Es gibt daher auf ~ um P 
einen Kreisring 0 ~ e~ < [z, [ ~ e~ und dazu ein (~ > 0, so dal~ der Polyzylinder 

nur innere Punkte yon ¢ '  enth£1t. In ~ l~Bt 
+ ¢ o  

! (z l  . . . . .  zn)=  Z '  a#(zl, 

sieh [ in eine Laurentreihe 

. . . .  ~ _  ~) .  z~ 

Funktionen darstellen. Andererseits ist [ (z I . . . . .  zn) auf jeder Ebene 

e2 (z~o), (°) , ~o,, ,o) . • . . ,  zn-1):  {zl = . . . , z n - l = z n - , j  

mit [z~ °)] < ~ . . . . .  [ z(n°)-~ t< ~ als Funktion der einen Variablen z n in den gesam- 
ten Kreis ]z~[ < e~ regular fortsetzbar, denn entweder ist [ auf ~2 (z(1 °) . . . . .  
z(O) n -  1) in el < tzn ]< e2 konstant gleich Null, oder es litBt sich wieder, iihnlich wie 
oben ffir @~ = ~,z (0 . . . .  0), der schon bewiesene Tell unseres Satzes anwenden. 
Daher mu6 die angegebene Laurententwieklung ffir feste z(1 °) . . . . .  z~ )-- 1 mit 
t~i°)i < ~ , . . . ,  I ~ - , I <  ~ in e i , e  gew~bn~ohe roten ,re ihene , twioklung ~ber- 
gehen. Es ist also stets a~ (z(1 °), _(o) . . . .  ~ n  - -  1) = 0 ,  d.h.  a ,  (z 1, . . . ,  z~ _ 1) ~ 0 ,  

fiir ff < 0. In ~ ist demnach 
+ o o  

! ( z . . . . ,  ~.) = ~ '  a .  (Zl . . . . .  z~_ ~). z~. 

Diese Reihe konvergiert aber im gesamten Polyzylinder 

mithin bleibt [ dort regular. Bei Ann~herung gegen die in ~1 gelegenen Rand- 
punkte von $ '  geht ! gegen Null; das bedeutet, dab diese Randpunkte zu den 
{2 n -  2)-dimensionalen analytischen NullsteUengebilden v o n !  in ~1 gehSren 
miissen. 

Entspreehendes gilt nun in der Nachbarschaft jedes im Innern von ~ l n  
gelegenen Randpunktes von ~ ' ,  denn der Punkt  P war als solcher nicht speziell 
gew~hlt. (~' kann sich daher yon @2 n nur durch Stiicke analytiseher Fl~ehen 
im Innern yon (~2n unterscheiden, und diese Fli~chen sind Nullstellenfl~chen 
der im gesamten Gebiete (~in regular und eindeutig bleibenden Funktion 
l (z~ . . . . .  z, ,) .  

(e) Nunmehr sei ¢un (n _~ l) ein beliebiges Riemannsches Gebiet und ~ '  
irgendein echtes Teilgebiet yon (~n.  Es sei P ein in (~2n gelegener uniformisier- 
barer Punkt,  der zugleich Randpunkt  yon (~' ist. P besitzt ,,schliehtartige ~' 
Umgebungen in ~un; ~fir w~hlen eine solche zusammenh~ngende Umgebung 
1I (P) und bilden sie an~lytiseh auf ein sehlichtes Gebiet 10 im R un ab. Der 
Durehschnitt 1t (P) f~ @' ist nicht leer, ihm entsprieht in ~ ein Teilbereieh ~*.  
Ist  ~ '  ein in ~*  enthaltenes maximales Teilgebiet, so erffillen ~ ,  ~ '  und die aus 
der gegebenen Funktion ! in ~ '  entstehende Funktion '!  die Voraussetzung 
unseres Satzes. Nach dem bereits Bewiesenen ist also '!  in ganz i~ eindeutig 
reguli~r fortsetzbar, und !~' unterscheidet sich yon ~ nur dutch Stfieke des 
Nullstellengebildes yon '!. Gehen wir wieder zum Riemannsehen Gebiete ~ 
fiber, so folgt, daft sieh [ in die gesamte zu 63 ~n geh6rige komplexe Mannig- 
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faltigkeit (~2n eindeutig regular fortsetzen l~i3t und dai~ sich ~2n vonde r  zu 
~ '  gehSrigen komptexen Mannigfaltigkeit (~' nur durch Stiicke des Null- 
stellengebildes yon f unterscheidet. Gleiches gilt dann aber auch in bezug auf  
~2n und G'. Denn jeder nichtuniformisierbare Punkt  Q in G 2n, der zugleich 
Randpunkt  yon G' ist, besitzt sicher eine Umgebung II (Q), derart, dab / in 
1I (Q) ~ (~2 n beschr~nkt bleibt: ferner hat / in Q den Grenzwert Null. Nach der 
am SchluI3 des Abschnitts 2 bewiesenen Aussage l~Bt sich / a]so in Q regular 
fortsetzen und verschwindet in Q. 

Damit ist der Satz bewiesen17). 
Bemerkung: Aus Satz 1 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage: 

Sei G ein Gebiet im R 2 n, / (z 1 . . . . .  Zn) eine in G reguldre Funktion, /erner P 
ein Randpunbt yon G mit der Eigenscha/t, daft in einer Umgebung 1I ( P) die Rand- 
punlcte yon G nicht einen Teil eines analytischen Gebildes ausmachen. Strebt dann 
] bel jeder'Anniiherung aus dem Inneren yon (~ gegen einen in 1I (P) gelegenen Rand- 
punkt yon G gegen Null, so verschwindet f identisch. 

Die Aussage ti~I~t sich noch erweitern. An Stelte der Gesamtheit aller in 
1I (P) gelegenen Randpunkte yon ~ k5nnen geeignete Teilmengen dieser Gesamt- 
heit betrachtet werden, etwa die durch eine in G eindringende Hyperebene 
(oder dutch andere analytische Regelfl~chen mit bestimmten Eigenschaften) 
ausgeschnittenen Randpunkte. Wir wollen hierauf jedoch nicht n~her ein- 
gehen. 

5. Modifikation Riemannscher Gebiete in kompakten Teilen analytischer 
Gebilde. 

Satz 2: Sei (~2n ein Riemannsches Gebiet und 3 eine ]compaIcte PnnIctmenge 
in G 2n mit der Eigenscha/t, daft in einer Umgebung 1I (3) eine eindeutige, reguldre, 
nirgends identisch verschwindende Funktion F existiert, die in allen Punkten yon 
3 Null wird. Sei/erner *G un eine Modi/ikation yon G 2n in 3 .  Dann unterscheidet 
sich .(~2n yon G 2 n _  ~ nur dutch Stiicke eines analytischen Gebildes. 

Beweis: ~ ist kompakt,  also auch bikompakt. Wir ordnen jedem Punkte 
von 3 eine Umgebung in ~2n zu, deren abgeschlossene Hiille kompakt und in 
U (~) enthalten ist; dann wird 3 schon von endlich vielen dieser Umgebungen, 
etwa von !81 . . . .  , ~r, iiberdeckt. Die Vereinigung ~ = ~1 ~J. • • ~ !St ist dann 
ebenfalls eine Umgebung von 3 ,  ihre abgeschlossene Hiille ~ ist kompakt und 
liegt ganz in U (~). Sei nun P* ein Punkt  in *G ~n, der zugleich Randpunkt  
des Teilgebietes G 2 n - - 3  yon *G 2n ist. Es gibt eine zusammenh~ngende 
Umgebung U* (P*) in *(~2n, so dal~ U* (P*) ~ (G2n- -3)  in ~ - - 3  enthalten ist. 
Eines der in 1t* (P*)f~( (~2n--3)  enthaltenen maximalen Gebiete werde 
herausgegriffen und mit G'  bezeichnet. Wir behaupten, dat] fiir U* (P*), 
(~' und die insbesondere in G' definierte Funktion F die Voraussetzungen von 
Satz 1 zutreffen. W~re dies nicht der Fall, so g~be es einen Randpunkt Q* 
yon G' im Innern yon 1I* (P*) und eine gegen Q* konvergierende Folge yon 
Punkten Qj aus G', derart, dal3 stets IF (Qi) I~ e fiir ein e ~ 0  ist. Die Punkt- 
folge {Qi} liegt ganz in ~ - - 3 ;  sie besitzt sicher eine Teilfolge {Qi~}, die, als 

~) Es sei angemerkt, dal~ sich Satz 1 auch mit Hi]fe eines Resultates yon P. T H U ~  
fiber die we~sentiichen Singularit~ten ana]ytischer Fl~chen gewinnen l~ t .  Vg|, P. THUL- 
~N: ~ver die wesentlichen Singularit~ten analyt, ischer F~mktionen und Fl~ichen imRaume 
yon n komplexen Ver~nderlichen, Math. Ann. 111, 137--]57 (1935). - -  P. THULLEN hat 
dort den R~DSscben Satz auf einfache Art aus seinem Hauptsatz abgeleitet. 
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Punktfolge in (~2, aufgefaBt, gegen einen Punkt  Q yon ~ konvergiert. Q mul3 
notwendig ein Punkt  yon ~ sein. Dann ist aber lim F (Qt,)---F (Q)= O, 

V . - . ~  oQ 

womit ein Widerspruch hergestellt ist. 
Naeh Satz 1 lgSt sieh F demnach in ganz U* (P*) hinein eindeutig regulgr 

fortsetzen, und 11" (P*) unterscheidet sieh von ~ '  nur dureh Stiicke des Null- 
stellengebildes der so fortgesetzten Funktion F. Da Entspreehendes in bezug 
auf Umgebungen beliebiger Randpunkte  von { ~ n _ _ ~  in *(~2ngilt, ist Satz 2 
bewiesen. 

Wir sehlieBen noeh einige Bemerkungen an. (~ -°n, ,(~2n, ~ ,  1I (.~) mSgen 
im folgenden welter Riemannsche Gebiete bzw. Punktmengen bezeichnen, 
die den Voraussetzungen des Satzes 2 geniigen. 

(a) Jede in 1I (9l) eindeutige regul~re Funktion g tg8t sieh yon It  ( ~ ) -  
her eindeutig regulgr in a]le Punkte yon ~ *  = , @ 2 n _  ( ( ~ n _ ~ )  fortsetzen. - -  
Denn g i s t  in *(~2n~ (U (~) - - ~ )  eindeutig regular und bleibt dort jeweits in 
einer Naehbarsehaft  jedes Punktes von ~ *  besehr~nkt. Naeh dem schon im 
Absehnitt  2 benutzten Satze tiber hebbare Unstetigkeiten regul~rer Funktionen 
in analytischen Gebilden sehliehter Gebiete lg8t sich g dann zun~chst wie 
behauptet  in die uniformisierbaren Punkte von ~ *  fortsetzen und danaeh 
auf  Grund der Aussage am SehluB von Absehnitt  2 auch in die nichtunifor- 
misierbaren Punkte yon ~*.  

(b) Wird ~ in 1I (~) genau eharakterisiert dutch endlich vide Gleiehungen 
Fj = 0 mit  in U (~) eindeutigen regulgren F j - - -was  insbesondere bedeutet, 
dab ~ aus endlieh vielen gesehlossenen irreduziblen analytischen Gebflden 
besteht - - ,  so ist ~ * =  , @ 2 n _  (@2n_~)  ein in *@2n abgeschlossenes analyti- 
sches Gebilde. Denn die F i sind eindeutig regulgr aus lI  (~) - ~ in ~ *  hinein 
fortsetzbar, und 9~* f~llt genau mit  der Menge ihrer in (lI ( ~ ) - - ~ ) w ~ *  
gemeinsamen Nullstellen zusammen; auBerdem ist ~ *  in ,(~2n abgesehlossen. 
Die irreduziblen Bestandteile yon ~ *  brauchen nicht notwendig geschlossen 
zu sein. 

(e) Die Voraussetzung unter (b) wird insbesondere erfiillt, wenn ~ ein 
isolierter Punkt  P ist. Sind (~2n und * ~ n  iiberdies komplexe Mannigfaltig- 
keiten, so ist ~*  = , ( ~ 2 n  ( ( ~ n _  p)  entweder ein isolierter Punkt  P*  in 
• (~2n, d. h. es ist , ( ~ n  = 6j2n, falls P und P* identifiziert werden (dieser Fall 
t r i t t  stets fiir n = 1 ein) ; oder die irreduziblen Bestandteile von ~ *  sind sgmtlich 
yon der Dimension 2 n - 2. - U m  dies zu zeigen, legen wir in (~n  eine Umgebung 
1I (P) lest, in der ein lokales komplexes Koordinatensystem (z~ . . . . .  zn) erklgrt 
ist; es daf t  angenommen werden, dal~ P = (0 . . . . .  0) ist. Sei Q* irgendein 
Punkt  yon ~*.  Es gibt in , ( ~ n  eine Umgebung 1I* (Q*), derart,  dab 
11" (Q,) f~(@2n_ p)  in 11 (P) - -  P enthalten ist. Wit wghlen ti* (Q*) so klein, 
dab auch in 11" (Q*) ein lokales komplexes Koordinatensystem (z~* . . . . .  z**) 
definiert ist. In  U* (Q*) ~ (@~ ' - -  P) hgngen darm die (z~ . . . . .  zn) und 
(z~* . . . . .  z~*) durch eine umkehrbar  eindeutige Transformation 

{ z~= ~ % * , . . . , z ~ * )  
(IV) 

z~ = ~ (z~* , . . . ,  z~*) 

miteinander zusammen. Die Funktionen qv~ . . . . .  ~0~ sind in 1I* (Q*) ~ ( ,$2~ _ R , )  
regulgr und gehen bei Anngherung gegen die in 1I* (Q*) gelegenen Punkte 
von ~ *  gegen Null; daher sind ~ q , . . . ,  ~n in ganz 1I* (Q*) eindeutig regulgr 
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fortsetzbar, und ihre gemeinsamen NullsteUen sind dort genau die Punkte  
yon ~*.  Entweder ist nun die Funktionaldeterminante A yon (IV) in Q* yon 
Null verschieden. ])ann wird eine voile Umgebung yon Q* in *{~n durch (IV) 
auf  eine volle Umgebung yon P in (~2n umkehrbar  eindeutig bezogen, und 
~ *  kann nur aus dem einen Punkte  Q* bestehen. Oder A versehwindet in Q*. 
In  diesem Falle muB ~ *  in 1I* (Q*) mit  dem durch die Gleichung A = 0 
gegebenen analytischen Gebilde ~, dessen irreduzible Bestandteile s~imtlich 
(2 n -- 2)-dimensional sind, zusammenfallen. Denn A kann in keinem weiteren 
Punkte  Q** yon ~ *  innerhalb 11" (Q*) yon Null verschieden sein, da sonst naeh 
der eben angestellten ~berlegung ~ *  nur aus Q** bestehen kSnnte. Andererseits 
kann aueh kein Punkt  v o n ~  zu U* (Q*) ~ (*(~n _ ~*)  geh6ren, da eine analy- 
tisehe Transformation eines schliehten Gebietes auf  ein schlichtes Gebiet nur 
dort  eindeutig umkehrbar  ist, wo ihre Funktionaldeterminante nicht ver- 
sehwindet. Fiir n = 1 mul~ notwendig A (Q*)~= 0 sein; anderenfalls w~re Q* 
isolierte Nullstelle yon A und daher in einer geeigneten, in 1I* (Q*) enthaltenen 
Umgebung ~ *  (Q*) der einzige Punkt  yon ~ * ;  dann kSnnte (IV) abet  ffir 
(zl* . . . . .  zn* ) aus ~*  (Q*)f~ (,(~2n _ ~ , )  nieht umkehrbar  eindeutig sein. 

(Eing~angen am 10. Marz 1951 .) 


