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Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten
und Riemannscher Gebiete.

Von
Heinrics BeanNke und Karn SteEm in Minster (Westf.),

1. Einleitung. — In der klassischen Funktionentheorie kennt man als
Abschlieung der komplexen Ebene nur die durch einen Punkt. In der Funk-
tionentheorie mehrerer Verénderlichen treten dagegen schon Jfrith in der
Literatur verschiedene AbschlieBungen auf. Am verbreitetsten ist die Ab-
schlieBung des Raumes R2% der komplexen Veréinderlichen z,, ..., %, durch
eine (2n — 2)-dimensionale analytische Ebene zum komplex-projektiven Raum.
AuBerdem wird héufig, z. B. im Lehrbuch von Oscoop?), die zur Gruppe der
Transformationen

r oz by agh; -
1) z = P fcidi#:o’ t==1,..., m,

gehorige AbschlieBung des R%* benutzt. Bei dieser Abschliefung werden die
Ebenen der Verdnderlichen z; einzeln durch je einen Punkt geschlossen, was
auf Hinzunahme von » unendlichfernen analytischen Ebenen der Dimension
2 n — 2 zum R?* hinausliuft.

Es gibt dagegen keine AbschlieBung des R2® (n >> 1) zu einer kompakten
komplexen Mannigfaltigkeit durch Einfilhrung eines einzigen unendlichfernen
Punktes. Zwar hat R. Furrer in seiner Theorie der einseitig-reguliiren
Quaternionenfunktionen?) den vierdimensionalen Raum einer Quaternionen-
variablen durch einen Punkt abgeschlossen. Aber diese AbschlieBung, die
topologisch die 4-Sphiire liefert, ist in der Funktionentheorie zweier komplexer
Veriinderlichen nicht brauchbar. Wére ndmlich eine in diesem einzigen unend-
lichfernen Punkte P, regulire Funktion f (2, z,) gegeben, so miifite f auch
noch auf dem Rande einer geniigend groBen Hyperkugel |z;[? + |2,[® < 72
regulir sein. Dann aber lieBe sich f nach einem bekannten Satze von Har-
T0@8-0s600n?) auch in das Innere dieser Myperkugel regulir fortsetzen,
folglich wire f eine Konstante. Insbesondere wiirde also zu P, kein Paar

ortsuniformisierender Funktionen existieren {wie in der Ebene f (z) = —:-) . —

Dariiber hinaus ist es auf keine Weise mdiglich, wie H. HoPr gezeigt hat, die
4-Sphire durch Einfihrung irgendwelcher lokaler komplexer Koordinaten
zu einer komplexen Mannigfaltigkeit zu machen?).

3} Osc;oon, W. F.: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. 11/1, 2. Auflage, Leipzig und
Berlin 1929 (im folgenden zitiert als Oscoon Lb.); vgl. insbesondere Kap. 1, § 17 (8. 53f.).

#) Fuurer, R.: Die Funktionentheorie der leferentmiglemhnngen Au=90 und
A A u = @ mit vier reellen Veranderlichen, Comment Mat. helvet. 7, 307-—330 {1935), und:
g;eioii‘isgnne der reguliren Funktionen einer Quaternionenvariablen, C. r. Congr. int.

6.

%) Vgl. Osgoop Lb. Kap. 3, § 11 (8. 206f.).

%} Horw, H.: Zur Topologxe der komplexen Mannigfaltigkeiten, Studies and Eassays
preserited to R. CouraxT, S. 167185, New York 1048;
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Andererseits gibt es neben den oben angefiihrten beiden AbschlieBungen
des komplexen R2%” noch weitere, sogar solche mit , iiberunendlichfernen
Punkten. Zu einer derartigen Abschliefung des R* kommt man, wenn man
von dem BirpsgrBacHschen Beispiel einer Abbildung

%' =h(z %)

2 = f3 (&, %)
des R? auf einen echten schlichten Teil T von sich’) ausgeht und jedem Punkte P
als neue komplexe Koordinaten die Koordinaten des durch die BIEBERBACH-
schen Funktionen erzeugten Bildes von P zuordnet. Die Randpunkte von &
im etwa projektiv abgeschlossenen (z,’, z,')-Raume reprisentieren dann unend-
lichferne Punkte, die suBeren Punkte von ¥ aber tiberunendlichferne Punkte
des (2, z,)-Raumes.

Offenbar liefert jede umkehrbar eindeutige analytische Abbildung des
offenen R2” auf ein echtes Teilgebiet einer komplexen Mannigfaltigkeit 9827 die
Einfithrung unendlichferner und gegebenenfalls iiberunendlichferner Punkte,
also eine komplexe Fortsetzung des offenen R27. Ist IR2* kompakt, so kommt
man durch die Hinzunahme aller Punkte von 27 zu einer Abschliefung
des R%»,

Durch diese Betrachtungen wird die Frage nahegelegt, ob tatsichlich fiir
die komplexe Ebene die Hinzunahme eines unendlichfernen Punktes die einzig
mogliche Erginzung zu einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit ist.
Die bestitigende Antwort wird gelegentlich von Autoren hervorgehobenS).
Geht man von der durch einen unendlichfernen Punkt zur kompakten
komplexen Mannigfaltigkeit 2 abgeschlossenen Ebene aus, so stellt sich die
eben angeschnittene Frage folgendermafien dar: Wie kann SR* durch Heraus-
nahme eines Punktes P und Fortsetzung von N2 — P zu einer umfassenden kom-
plexen Mannigfaltigheit *IN? erweitert werden ! Mit diesem Thema und seiner
Verallgemeinerung auf beliebige komplexe Dimensionen wollen wir uns hier
beschiftigen. Wir betrachten neben komplexen Mannigfaltigkeiten allge-
meiner Riemannsche Gebiete, in denen auch Punkte ohne im strengen Sinne
uniformisierbare Umgebungen — ein solcher Punkt tritt schon im Existenz-

gebiet von f (2, 2,) = i/z1 + zy auf — als innere Punkte zugelassen sind. (Nédheres
giehe in 2.).

Der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist ein vorgegebenes Riemann-
sches Gebiet ®2%. Aus ihm wird ein kompaktes Stiick N eines analytischen
Gebildes herausgenommen. Wir fragen nach den Riemannschen Gebieten
*@2n, die @27 —N in der Nachbarschaft von N und nur dort fortsetzen.
Einen derartigen Ubergang von ®2” zu *@2” nennen wir eine Modifikation
von ®27 in RN. (Prazisierung in 3.). Es wird bewiesen:

Falls in einer Umgebung 11 (N) eine dort eindeutige reguldire Funktion F == 0
existiert, die auf N verschwindet, so unterscheidet sich jede solche Modifikation
*@G2n nur durch Stiicke analytischer Gebilde von G2r — R,

In dem besonderen Falle, daB RN ein isolierter Punkt P ist — wie bei der
oben aufgeworfenen Frage nach den Modifikationen der abgeschlossenen

5} BreBERBACH, L.: Beispiel zweier gangzer Funktionen zweier komplexer Variablen,
welche sine schlichte volumentreue Abbildung des E, suf einen Teil seiner selbst vermitteln,
Sitzgsber. PreuB. Akad. Wiss., Phys.-math. KI. 1983,

%) Vgl. z. B. L. 8anio, Uber Riemannsche Flichen mit hebbarem Rande, Ann. Acad.
Sci. fenn. A 1, No. 50 (1948), insbesondere § 12.
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komplexen Ebene in 2= oo — ist die Voraussetzung iiber N immer erfiilit.
Ist dagegen M ein geschlossenes analytisches Gebilde hoherer Dimension, so
braucht die Voraussetzung iiber ¢ nicht erfiillt zu sein. Ein Beispiel dafiir
bietet die unendlichferne Ebene des komplex-projektiv abgeschlossenen R4
Dort ist auch, wie oben am BieBErBAcHschen Beispiel auseinandergesetzt
wurde, die Aussage unseres Satzes falsch. Andererseits bleibt die Voraus-
setzung tiber N erfillt, wenn man aus dem durch die Transformationen (1)
abgeschlossenen B2 eine geschlossene Ebene z, — const. herausnimmst.

Unsere Aussage bedeutet fiir =1, dafl &2 — P in P nur durch Hinzunahme
von P geschlossen werden kann. Im Falle n > 1 1dBt sich dagegen @27 — P,
wie aus der algebraischen Geometrie bekannt, in P auch durch Hinzunahme
von (2 n — 2)-dimensionalen analytischen Flichen zu einem Riemannschen
Gebiete fortsetzen. Zum Beispiel wird eine Modifikation einer komplexen
Mannigfaltigkeit 9% im Punkte P durch den von H. Hopr als Einsetzen einer
Trigersphére bezeichneten ProzeB gewonnen, bei welchem P durch die Gesamt-
heit der in P angreifenden komplexen Linienelemente ersetzt wird. Einen wesent-
lichen AnstoB zur Abfassung der vorliegenden Arbeit gab ein Vortrag von
H.Horr in Oberwolfach, in dem die Bedeutung dieses Prozesses fiir die Theorie
der komplexen Mannigfaltigkeiten aufgewiesen wurde.

2. Komplexe Mannigfaltigkeifen und Riemannsehe Gebiete. — Wir stellen
in diesem Abschnitt einige spéter benttigte Begriffe und Aussagen zusammen.

Unter einer 2n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit 2% wird eine
2n-dimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne der Topologie — d. h. ein zusam-
menhédngender, im Kleinen 2n-dimensional-euklidischer Hauspor¥rscher Raum
mit abzéhlbarer Basis”) — mit der folgenden Eigenschaft verstanden: gR2#
ist mit lokalen Systemen komplexer Koordinaten (2,,...,2,’), (&",...2,”), . . .
tiiberdeckt, derart, dafl die Transformationen beim Ubereinandergreifen zweier
solcher Systeme durch n regulire Funktionen mit nicht verschwindender
Funktionaldeterminante vermittelt werden®). Eine in einer Punktmenge &
von M2» gegebene komplexwertige Funktion f heiBt in & reguldr, wenn sie es
in einer Umgebung jedes Punktes von € in bezug auf ein dort gegebenes
lokales komplexes Koordinatensystem ist.

Der Begriff der 2n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit stellt fiir die
Funktionentheorie mehrerer Verinderlichen noch nicht das vollstindige
Analogon zum Begriff der Riemannschen Fliche der klassischen Funktionen-
theorie dar. Zur Riemannschen Fliche R einer Funktion f (z) gelangt man,
indem man in der Menge der algebroiden Funktionselemente von f in der
bekannten Weise einen Umgebungsbegriff einfithrt. Entsprechend 148t sich
einer analytischen Funktion f (%, ..., 2,,) ein topologischer Raum @27 zuordnen,
der als Riemannsches Gebiet von f (z,, . . ., 2,,) bezeichnet werde?). Veraweigungs-

*) Zu den hier und im folgenden benutzten Begriffen und Sitzen der Topologie vgl.:
P. Auexaxprorr-H. Hoer, Topologie 1, Berlin 1935, und: H. Skirert und W. THREL-
iﬁ’ Lehrbuch der Topologie, Leipzig und Berlin 1934 (abgekiirzt: SerFert-THRELFALL

8) Zur Theorie der komplexen Mannigfaltigkeiten vgl. %) sowie 8. Booaweg, On com-
pact complex manifolds, J. Indian math. Soc. 11, 1—21 (1947).

%) Vgl. hierzu: Oscoon Lb. Kap. 2, insbesondere § 11; B. O. KoormMaxw und A. B.
Brown, The Riemann multiple-space and algebroid functions, Trans. Amer. math. Soc. 88,
618—626 (1034); — H. Hemmes, Analytische Mannigfaltigkeiten in Riemannschen
Bereichen, Math. Ann. 120, 539--562 (1949); F. Hmzesrucr, Uber vierdimensionale

Riemannsche Flichen mehrdeutiger analytischer Funktionen von zwei komplexen Ver-
#nderlichen, Dissertation Miinster 1950.
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punkte {endlicher Ordnung) werden dabei genau durch die lokal nichteindeu-
tigen Funktionselemente gegeben. Wihrend nun aber die Verzweigungs-
punkte endlicher Ordnung von R séimtlich Umgebungen besitzen, die im
strengen Sinne uniformisierbar, d. h. umkehrbar eindeutig und analytisch auf
schlichte Gebiete der z-Ebene abbildbar sind — hierin liegt, daB R eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit ist —, braucht entsprechendes fiir die Verzweigungs-
punkte des Riemannschen Gebietes einer analytischen Funktion mehrerer
komplexer Veriéinderlichen nicht zuzutreffen. Ein Beispiel liefert f (2, z,) =

3‘/ 2y - 2, . Das Riemannsche Gebiet @ von f (z, z,) ist dem R? zweiblittrig mit
Verzweigungspunkien iiber den Ebenen z; = 0 und z, = 0 iiberlagert. Der
Verzweigungspunkt P, iiber (0,0) besitzt keine im strengen Sinne uniformisier-
bare Umgebung; dies ist wie folgt einzusehen. Setzen wir

n=4>, =1,

so wird der komplexe (¢, t,)-Raum umkehrbar eindeutig auf eine vierbliittrige
Uberlagerung &+ des {2, z,)-Raumes abgebildet. Die Verzweigungspunkte
von §¢ liegen wiederum sémtlich tiber den Ebenen z; = 0 und 2z, = 0: Uber
(0,0) liegt genau ein Punkt P,, in ihm hiingen alle vier Bliitter von $* zusam-
men; iiber einem Punkte (0, z,) mit 2z, == 0 bzw. (2;, 0) mit z; == 0 liegen jeweils
zwei Verzweigungspunkte, in denen je zwei Bliatter von &* zusammenhiingen.
&t ist zugleich eine zweifache Uberlagerung von ®*, und zwar ist @&* auBerhalb
f’\“ relativ 2u &% unverzweigt. Der einzige Verzweigungspunkt von ®¢in bezug
auf @*ist Py, hier hiingen die beiden Bliitter von &* in bezug auf @* miteinander
zusammen. Sei nun U (P,) irgendeine Umgebung von Py in ®*; dann gibt es
in @* als zweifache Uberlagerung von 1 (P,) eine zugehérige Umgebung it (P,).
Insbesondere ist 1 (P,) — P, eine sogar relativ unverzweigte zweifache Uber-
lagerung von U (P,)— P, Dieser Sachverhalt wire aber ausgeschlossen,
wenn 11 (P,) einem Gebiete des £* topologisch dquivalent wire (im R? kénnen
Verzweigungspunkte nicht isoliert liegen).

Wir wollen im folgenden den Begriff des (abstrakten) Riemannschen
Gebietes prizisieren. Hierzu sind zunichst einige weitere Begriffe zu erliutern.

Sei D, ein beschrinktes Gebiet im B2” und ® ein in bezug auf ¥, kompaktes
Teilgebiet von ®,. Sei ferner f (z, .. ., 2,) = 0 eine in D, eindeutige regulire
Funktion, die in ® Nullstellen besitze; das Nullstellengebilde von f in D,
heiBle . Nach B. O. Koormaw und A. B. Browx*?) 148t sich D in einen end-
lichen zusammenhiingenden 2n-dimensionalen simplizialen Komplex K, der
noch ganz in D, liegt, so einbetten, daB der in K gelegene Teil von § einen
(2 n — 2)-dimensionalen Teilkomplex F von K ausmacht. K darf als rein ange-
nommen werden, d. h. jedes k-Simplex (k¢ < 2n) in K ist Seitensimplex wenig-
stens eines 2n-Simplexes. Unter einer m-fachen Uberlagerung K von K mit
Verzweigungspunkten hichstens diber F wird nun eine endliche 2n-dimensionale
berandete Pseudomannigfaltigkeit!!) wit einer bestimmten simplizialen Zer-
legung verstanden, die drch eine stetige Abbildung T auf K bezogen ist, so
daB folgende Bedingungen erfilllt sind:

19} Koormax, B, O., a. A. B. Brown: On the covering of analytic loci by complexes,
Trans. Amer. math. Soc. 84, 231—251 (1932).
1) Vgl, Sereerr-THRELFALL Lb., § 24 (8. 884f.).
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1. T ist eine simpliziale Abbildung, und zwar entspricht jedem Simplex
aus K ein Simplex gleicher Dimension in K.

2. Jedes Simplex aus K ist Bild wenigstens eines Simplexes von K;
jedes Simplex aus K, das nicht zu F gehort, ist Bild von genau m verschiedenen

Simplexen aus R; jedes Simplex aus F ist Bild von hochstens m verschiedenen
Simplexen aus R.

3. Sei F der Teilkomplex derjenigen Simplexe in R, die durch T auf
Simplexe von F abgebildet werden. Dann ist T in K — ¥ im Kleinen topo-
logisch, d. h.: zu jedem Punkte @ aus K — F gibt es eine Umgebung, die durch
T topologisch auf eine Umgebung des Bildpunktes ¢ von 4] abgebildet wird.

4. Sei 8 ein Simplex von Fund M (S) der Teilkomplex derjenigen Simplexe
in K, die mit § inzident sind. Dann ist M (@) eine zusammenhingende beran-
dete (2n-dimensionale) Pseudomannigfaltigkeit.

Wir betrachten nun den Teilraum ©* derjenigen Punkte von K, die durch

T in Punkte von ® abgebildet werden. ®* braucht nicht zusammenhiingend
zu sein, zerfillt aber in hochstens endlich viele zusammenhéngende Kompo-

nenten. Zu jeder solchen Komponente D gehort eine ganze Zahl s > 0, derart,
daB jeder Punkt von ® — & vermoge T Bildpunkt von genau s Punkten aus

D ist. D heiBt dann eine s-fache Uberlagerung von D mit Verzweigungspunkten
hichstens iiber ¥ oder kiirzer eine s-fache analytische Uberlagerung von D.

Das Verzweigungsgebilde ;? von D besteht genau aus denjenigen Punkten von
9, in denen die Abbildung 7' nicht im Kleinen topologisch ist. Falls s = 1 ist,
liefert 7' einen Homdéomorphismus von ® auf D. Wird ein Punkt P von D
durch 7 auf den Punkt P= (2, ..., z,) in D abgebildet, so sagen wir, P liege
iiber dem Grundpunkt P, und z,, ..., 2z, heillen die Koordinaten von P.

Ist B ein Bereich, d. h. eine offene Punktmenge, in f@, so heiBt eine in B
definierte eindeutige komplexwertige Funktion g (P) in B regulir, wenn sie
in einer Nachbarschaft jedes Punktes von B ganz-algebroid ist, d. h.: Ist 130
irgendein Punkt von B und P, sein Grundpunkt, so gibt es eine Umgebung

U (Py) in D und dazu eine Umgebung i (j’o) in B, die ihrerseits eine endlich-
fache analytische Uberlagerung von U (P,) mit Verzweigungspunkten héch-

stens iiber § ist, derart, dafl g in i (f’o) einer Gleichung

Fre (@, 2 g+ bRy %) =0 R
geniigt, wo die ¢, als Funktionen der Koordinaten der Punkte aus U (F,)
sogar in Ul (P,) eindeutig und dort regulir sind. Liegt f’o nicht auf dem Ver-
zweigungsgebilde von 9, existiert also eine ,,schlichte” Umgebung B (P,)

in B, die durch 7' topologisch auf eine Umgebung %8 (P,) abgebildet wird, so
ergibt sich aus bekannten Sitzen iiber Pseudopolynome'?), daf g als Funktion
der Punktkoordinaten in ® im iiblichen Sinne reguliir ist. Falls B nicht zusam-
menhiingend ist, so sprechen wir von einer in B reguliiren Funktion auch dann,
wenn die in den einzelnen zusammenhiingenden Komponenten gegebenen regu-
liren Funktionen nicht durch analytische Fortsetzung auseigander hervorgehen.

13) Vgl. Oscoop Lb., Kap. 2, §§ 5—7 (S. 95 ff.)
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Es folgt: Ist eine Punktion h in ) auferhalb der iber § gelegenen Punkt-
menge § von D eindeutig reguliir und bleibt h dort in jeweils einer Nachbarschaft

jedes Punktes von §§ beschriinkt, so ist b in ganz ® eindeutig reguliir fortsetzbar
und geniigt dort einer Gleichung

2) Rtz .2 B4 ba ..., 2,)=0,

we die a, (2, . .., 2,) in D eindeutige und regulire Funktionen der Koordinaten
der Punkte aus D sind. — Zum Beweise bilden wir in D —~§§ die s elementar-
symmetrischen Funktionen a,,...,q, der & dort iber jedem Grundpunkt
erklirten Zweige von 2. Die a, sind dann, als Funktionen der Grundpunkte
aufgefaBt, in D —F eindeutig regulir und bleiben in einer Umgebung jedes
Punktes von § innerhalb ® beschrinkt. Nach einem Satz itber hebbare
Unstetigkeiten?®) sind die ¢, dann in alle Punkte von & innerhalb ® eindeutig
regulir fortsetzbar. Die Funktion 4 geniigt nun in ® —F der Gleichung (2).
Damit ist aber zugleich eine regulire Fortsetzung von 4 in die Punkte von
gegeben, und diese ist wegen der Stetigkeit regulirer Funktionen eindeutig
bestimmt. — Das Pseudopolynom auf der linken Seite von (2) kann reduzibel
sein. Dies tritt dann ein, wenn die s Zweige von A nicht simtlich verschieden
sind. Wann zu vorgegebenem ® eine dort eindeutige regulﬁre Funktion mit
lauter verschledenen Zweigen iliber D existiert, bleibt ein offenes Problem.

Seien "Bl, %2 Bereiche in endlichfachen analytischen Uberlagerungen @1
bzw. D, beschriinkter Gebiete D, bzw. D, im R2%; die zu D, D, gehorigen
stetigen Abbildungen in ihre Grundgebiete ©, bzw. D; seien T und 7,. Bs sei
eine umkehrbar eindeutige Abblldung @ von 581 auf %2 gegeben. Wir sagen,
@ sei eine analytische Abbildung von 581 aunf 582, und 582 heillt analytisches Bild
von 531, wenn die Abbildungen 7, - ¢ und 7, ¢~ ! jeweils durch n regulire
Funktionen in §, bzw. in B, gegeben werden.

Wir betrachten nun einen Havsporrrschen Raum $% 7 mit abzahlbarer Basis,
in dem es ein Umgebungssystem {1l (P)} mit folgenden Eigenschaften giht:

a) Jedes der 1 ist durch eine zugehdrige topologische Abbildung Ay auf
eine endlichfache analytische Uberlagerung ®y einer offenen Hyperkugel $y
im R2" bezogen. — Ry heift Reprisentant von 1 iiber dem R2%; die 11 heiBen
ausgezeichnete Umgebungen.

b) Haben zwei ausgezeichnete Umgebungen U, (P), U, (Q) in H?* einen
nichtleeren Durchschnitt, so wird auf Grund von a) eine umkehrbar eindeutige
Beziehung ¢ von Teilbereichen §§l, 58\2 der Reprisentanten ﬁl, S& von U, U,
sufeinander hervorgerufen. Es wird gefordert, daB ¢ eine analytische Abbil-
dung von B, auf B, ist.

Zwei Systeme ausgezeichneter Umgebungen {11} bzw. {1} in $®"mit zugeord-
neten Abbildungen {4y} bzw. {"4y} heiflen dquivalent, wenn die Vereinigung
der beiden Systeme {11, Ay} und {'Il," 4+} zu einem einzigen System {*11, * 4.y}
ebenfalls die Forderung b) erfiillt.

Unter einem Riemannschen Gebiete &*” wird nunmehr ein HAUuSDORFFscher
Raum der betrachteten Art mit einer Klasse dquivalenter Systeme aunsgezeich-
neter Umgebungen verstanden,

“) Vgl Oseoon Lb., Kap. 3, § 5, 1. Satz (8. 191).
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Es ist klar, daBl jede komplexe Mannigfaltigkeit insbesondere ein Riemann-
sches (ebiet ist. Ferner ist ein Teilgebiet eines Riemannschen Gebietes ®22,
d. h. eine offene zusammenhéngende Punktmenge in 27, wieder ein Riemann-
sches Gebiet.

Eine im Riemannschen Gebiete §2” eindeutig definierte komplexwertige
Funktion f heiBt in @2 reguldr, wenn sie jeweils als Funktion in den Reprisen-

tanten § der ausgezeichneten Umgebungen 11 aus @2” regulir ist. Von einer
in einem Teilbereich B von &7 reguliren Funktion f wird gesprochen, wenn in
jeder zusammenhéngenden Komponente B; von B eine regulire Funktion f;
gegeben ist; es wird nicht verlangt, dafl die f; durch analytische Fortsetzung
auseinander hervorgehen. fheiBlt eine nirgends identisch verschwindende Funk-
tion, wenn keines der f; identisch verschwindet.

Wir sagen, die Punktmenge % im Riemannschen Gebiete 627 sei ein analy-
tisches Gebilde, wenn zu jedem Punkte P von ¥ eine Umgebung B (P) in @27
exigtiert, derart, daB ¥ in B (P) genau charakterisiert wird durch endlich viele
Gleichungen f, = 0 mit in % (P) reguléren, nirgends identisch verschwindenden
f.- Es werde ausdriicklich bemerkt, daB wir nicht die Abgeschlossenheit von %
in 27 fordern. Reduzibilitét von 9, evtl. in Bestandteile verschiedener
Dimensionen, ist zugelassen. — Wir benutzen hier die Bezeichnung ,,analy-
tisches Gebilde* an Stelle der héufig iiblichen ,,analytische Mannigfaltigkeit*.
Denn 9% kann Punkte mit nichtuniformisierbaren Umgebungen besitzen,
und in diesen Punkten hat % nicht Mannigfaltigkeitscharakter im Sinne
der Topologie. (Beispiel im RS: z3 — %= 0; vgl. die obigen Ausfiihrungen

zum Riemannschen Gebiete von yzlz. 2

Wird ein Riemannsches Gebiet ®2# auf ein Riemannsches Gebiet ®2»
durch eine umkehrbar eindeutige Abbildung @ bezogen, so ist @ eine analy-
tische Abbildung von ®%* auf G2”, wenn zu jedem Punkt P, von (2% und jeder
ausgezeichneten Umgebung U, (P,) eine ausgezeichnete Umgebung U, (P,)
des Punktes P, = @~ 1(P,) existiert, so dafl durch @ eine analytische Abbildung

des Repriisentanten &, von 1, (P,) auf ein Teilgebiet des Reprisentanten &, von
U, (P,) hervorgerufen wird. Mit @ ist dann auch @—1 eine analytische Abbil-
dung. Es ist leicht nachzuweisen, was hier nicht ausgefithrt werden soll, daB
eine in G2 regulire Funktion stets auch als Funktion der Bildpunkte in 2~
regulér ist.

Analog zu den Riemannschen Flichen iiber der 2-Ebene sind die konkreien
Riemannschen Gebiete iiber dem R2* zu definieren. Das Riemannsche Gebiet @2#
heiBit tber dem R2?” gelegen, wenn mit $2* » in $2* eindeutige regulire Funk-
tionen z, =y (P), ..., 2, =, (P) fest gegeben sind, so daB die durch sie
festgelegte Abbildung 8 von ®27 in den R?* die folgende Bedingung erfiillt:
Jeder Punkt P von ®2% besitzt eine ausgezeichnete Umgebung 11 (P), in der
8= T4y gilt; hierbei bedeutet 4y die Abbildung, die 1 (P) auf ihren
Repriisentanten § bezieht, und 7 sei die zu & gehorende Abbildung in das
Grundgebiet £. Wir sagen, P liege iiber dem Grundpunkt (z,...,2,) =
=y (P), ..., 9, (P)) des R** und #,, . .., 2, heiflen die Koordinaten von P.

Ein Punkt P eines Riemannschen Gebietes ®&27 heille uniformisierbar,
wenn eine Umgebung von P analytisch auf ein schlichtes Gebiet im R27
abbildbar ist. Hiernach bilden die uniformisierbaren Punkte in §2* eine offene

Menge. Andererseits folgt aus der Struktur der Représentanten ﬁ-ausgezeich-
neter Umgebungen in @27, dal jeder nichtuniformisierbare Punkt Haufungs-
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punkt von uniformisierbaren Punkten ist und daB keine Umgebung eines
nichtuniformisierbaren Punktes durch die Gesamtheit der nichtuniformisier-

baren Punkte zerlegt wird. Denn nichtuniformisierbare Punkte eines &

konnen hochstens auf dem Verzweigungsgebilde von & liegen. Nimmt man
aus 27 die nichtuniformisierbaren Punkte heraus, so erhilt man eine komplexe

Mannigfaltigkeit, die als die zu @2" gehorige komplexe Mannigfaltigheit 627
bezeichnet werde.

Eine in @2 regulire Funktion ist in @2" in dem fiir komplexe Mannig-

faltigkeiten definierten Sinne reguldr. Umgekehrt gilt: st f in &2" eindeutig
regulir und bleibt f dort in jeweils einer Nachbarschaft jedes nichtuniformisier-
baren Punktes von &2% beschriinki, so lift sich | in G2 eindeutig regulir fort-

setzen. — Hierzu betrachten wir f im Reprasentanten & einer ausgezeichneten
Umgebung mgendemes nichtuniformisierbaren Punktes. f ist auBlerhalb des

Verzwexgungsgebﬂdes % von § regulir und in einer Nachbarschaft jedes
Punktes von 5 beschrinkt. Dann laBt sich f aber, wie oben nachgewiesen, in

ganz @ hinein eindeutig regulir fortsetzen. — Es sei angemerkt, daBl in der
obigen Aussage die Voraussetzung der Beschrinktheit von f sogar entbehr-
lich ist.

3. Modifikationen. — Wir kommen nun zu dem fiir unsere Uberlegungen
wesentlichen Begriffe der Modifikation eines Riemannschen Gebietes @2#%.
Sei N eine abgeschlossene Punktmenge in 27, so dal 2 — N nichtleer und
zusammenhingend ist. Wir nennen das Riemannsche Gebiet *@2* eine
Modifikation von @27 in N, wenn es den folgenden Bedingungen geniigt:

a) *@27 enthilt G%* — N als echtes Teilgebiet.

b) Wird eine Umgebung 1l (R) in @22 beliebig vorgegeben, so gibt es zu
jedem Punkt P* aus *@27— (2% —N) eine Umgebung U* (P*) in *@2~,
derart, daB 0* (P*) ~ (@27 —RN) in U (RN) — N enthalten ist.

Jede Modifikation von &2# in R ist also insbesondere eine Fortsetzung!?)
von G2#—N. Wir betrachten im folgenden vor allem diejenigen Modifika-
tionen, bei denen N ein kompaktes Stiick eines analytischen Gebildes in &2 ist.
Speziell kann N ein einzelner Punkt P sein. In diesem Falle 148t sich, wie
unmittelbar aus der obigen Definition folgt, die Modifikation von &2# in P
zum Riemannschen Gebiete *@2% auch so charakterisieren: Die Abbildung
von *@2# guf G2, bei der

1. die Punkte von *®2%, die zu @27 — P gehiren, auf sich selbst abgebildet
werden,

2. die iibrigen Punkte von *@2# auf P abgebildet werden,
ist stetig.

Auf Beispiele von Modifikationen Riemannscher Gebiete ist schon in der
Einleitung hingewiesen worden. So ergeben die verschiedenen Abschliefungen
des offenen R%" zu kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten M%* wechsel-
geitig Modifikationen der 32% in der jeweils festliegenden Menge der unendlich-
fernen Punkte des R2%. Weitere Beispiele:

1) Zur Fortsetzung insbesondere Riemannscher Flichen vgl.: T. Rand: Uber eine
nicht fortsetzbare Riemannsche Mannigfaltigkeit, Math. Z. 20, 1—6 (1924); 8. BocHNER:
Fortsetzung Riemannscher Flachen, Math. Ann. 98, 406—421 (1927}; M. H. Huins: On
the continuation of & Riemann surface, Ann. of Math. 48, 280—297 (1942); sowie *).
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(a) Sei & der offene (2, z,)-Raum R* und N der Koordinatenanfang P, =
= (0,0). Wir nehmen zwei weitere Exemplare ‘R4, ""R* des vierdimensionalen
Raumes mit den komplexen Koordinaten (z,’, 2y') bzw. (2,”, 2y’") hinzu. Es
werden nun Punkte aus R*— P,, 'R ""R* identifiziert, und zwar jeweils
solche, die sich vermoge wenigstens einer der Transformationen

(I): {z1»‘—wzl,-22 . 22#—:0, 221*0}’

22xz2

@ {275, as0 mTs0 ),

17’32:21 " %

1
(ITL): { T g a0, z;'w}
Z2I — z}‘li 144

entsprechen. Wir kommen zu einer komplexen Mannigfaltigkeit *IN¢, die
eine Modifikation des R* im Nullpunkt darstellt. *IR?* unterscheidet sich von
Rt — Py nur durch die Punkte eines geschlossenen irreduziblen analytischen
Gebildes, das durch 2z," = 0 bzw. 2" = 0 charakterisiert wird. — Es entateht
die gleiche Modifikation des R* in P, (genauer: eine zu *3t¢ analytisch dqui-
valente Modifikation), wenn P, durch die Gesamtheit der in P, angreifenden
komplexen Linienelemente ersetzt wird. Von H. Hopr wurde dieser Ubergang
als Einsetzung einer Trégersphére in P, bezeichnet.
(b) Sei @2* der Polyzylinder
{lz] <1, ..., iz, <1}
und N das in G2 gelegene Stiick der analytischen Ebene
{Z=0,...,,=0, 1<k<n}.

Im (z),...,2,)-Raum wird die Punktmenge
’(«52’l:{@zl’-zk’§<1,...,fz,;..1’- R N 'l<1}
gebildet; es werden sodann solche Punkte aus @27 — % und ‘@2" identifiziert,

die sich vermoge der Beziehungen
{ 2,=2z""2', x=1...,k-1, (%, ...,2,) nicht auf N }
Zk+1:z§c+l: 1::0,...,%—40, Zk'=‘§=0

entsprechen. Wir gewinnen als Modifikation von &2# in R eine komplexe
Ma,nnigfa,ltigkeit *M2%; an die Stelle von N tritt in *R2” ein Stiick des durch
2, = 0 gegebenen (2 n — 2)-dimensionalen analytischen Gebildes.

4. Erweiterung eines Satzes von T.Rapd. — Zum Beweise unseres Haupt-
satzes im nichsten Abschnitt wird eine Aussage benutzt, die sich auf einen von
T. Rap6 aufgestellten Satz'®) stiitzt und diesen erweitert. Der Satz von Rapo
148t sich folgendermaBen aussprechen:

Sei & ein schlichtes beschriinkies einfachzusammenhiingendes Gebiet in der
z-Ebene, ferner @' ein einfachzusammenhingendes echtes Teilgebiet von @.
In &' sei eine reguliire Funktion | (2) gegeben mit der Ezgenschaft daf stets
lzm f (2;) = O gilt fiir jede Folge von Punkten z; aus &', die gegen einen tm Innern

von (Sj gelegenen Randpunkt von @' konvergiert. Dann verschwindet f (z) identisch.
1“) Vgl die in 14) zitierte Arbeit von T. Rapd.
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Der naheliegende Gedanke, zum Beweise &’ konform auf den Einheitskreis
abzubilden und sodann aus dem Verschwinden von f in einer Randpunkt-
menge auf das identische Verschwinden von f im E. K. zu schlieflen, fithrt
jedenfalls nicht auf einfache Art zum Ziele, da die Bildpunkte der im Innern
von & gelegenen Randpunkte von &' keinen Randbogen des E. K. vollstindig
zu bedecken brauchen. T. Rand hat hierauf unter Hinweis auf ein von P.
KorBr angegebenes Beispiel aufmerksam gemacht. — Der Vollstindigkeit
halber sei der Rapdsche Beweis des Satzes hier wiedergegeben®#):

Es darf angenommen werden, dafl & duBere Punkte in bezug auf @' ent-
hilt. Ist dies noch nicht der Fall, so betrachten wir eine zweifache Uberlagerung

& von @, die in genau einem, itber einem Randpunkt von &’ im Innern von &
gelegenen Punkte verzweigt ist. &’ driickt sich in zwei verschiedene Teil-

gebiete von ) durch; eines von ihnen sei mit @&’ bezeichnet. Die Funktion f
kann dann zugleich als Funktion in &' aufgefaBt werden. & wird nun konform
auf ein schlichtes beschrinktes Gebiet & abgebildet, dabei geht &’ in ein
Teilgebiet & und fineine Funktion?ﬁber. Es geniigt zu zeigen, dal} fidentisch
verschwindet. Auf &, @', f treffen aber wieder die Voraussetzungen des Satzes

zu, und & enthilt duBere Punkte in bezug auf @&'. — Wir kehren zu den alten
Bezeichnungen zuriick.

Sei P ein Randpunkt von @' im Innern von @, der in jeder seiner Um-
gebungen dufere Punkte in bezug auf &’ aufweist. Es 1iBt sich eine ganz im
Innern von @ gelegene offene Kreisscheibe & mit dem Mittelpunkt P so wihlen,
daB ein Teilbogen des Randes von & ganz aus dulleren Punkten in bezug auf
& besteht. Der Durchschnitt § ~@’ ist nicht leer, und f bleibt in §NG’
beschrinkt. Wir bilden & linear auf den Einheitskreis ab, derart, dafl der
Nullpunkt innerer Punkt des Bildes B* von & "' wird; die aus f in B*
entstehende Funktion heile f*. Auf der Peripherie des E. K. gibt es sicher

einen Bogen von der Linge ~2~:j~ {» geeignet positiv-ganzzahlig), der einschliel3-

lich seiner Endpunkte von Randpunkten von B* frei ist. Werden nun nach-

einander die Drehungen

3 .
— «2mi

S .
2 =e vz, A=1,...,v—1,

ausgefithrt und geht B* hierbei nacheinander in 8%, . . ., By _ iiber, so enthilt
der Durchschnitt ® = B* \B7 . ..NBY_ den Nullpunkt als inneren Punkt,
und die Komponente D, von D, in der z = 0 enthalten ist, liegt einschlieBlich
ihrer Randpunkte ganz im Innern des E. K. Wir bilden in ®,:

v—1 (i:-.zm' )
{3) p@R)=f* (Z)'zglf* e 2.

Bei Anniherung gegen einen beliebigen Randpunkt von B, geht immer
wenigstens einer der Faktoren rechts in (3) gegen Null; da andererseits alle
Faktoren in D, beschriinkt sind, strebt auch vy (z) bei Anndherung gegen den
Rand von D, stets gegen Null. Daher muB y (z) identisch verschwinden.
Gleiches gilt dann fiir wenigstens einen der Faktoren, also auch fiir f.

15a) Vgl, anch C. CaraTHEODORY, Conformal Representation, Cambridge Tracts 28
(1932), 8. 82,
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Die von uns bendtigte Erweiterung des Rapdschen Satzes lautet nun:

Satz 1: Sei B2” ein Riemannsches Gebiet und &' ein echles Teilgebiet von
@27, ferner f eine in @& eindeutige, regulire, nicht identisch verschwindende Funk-
tion; es gelle stets lim f (P;) = O fiir jede Folge von Punkten P; aus @', die gegen

i->c0

einen im Innern von %7 gelegenen Randpunkt von @& konvergiert. Dann ist }
in das gesamte Riemannsche Gebiet &27 eindeutiy regulir fortsetzbar, und die im
Innern von &2 liegenden Randpunkie von &' gehiren zu dem (2n— 2 }-dimensio-
nalen analytischen Nullstellengebilde von f in @2,

Wir fithren den Beweis in drei Schritten.

(a) Zunéchst sei » = 1, und &2, @’ seien Gebiete in der Ebene einer kom-
plexen Verdnderlichen z. Wir wihlen irgendeinen Randpunkt P von @' im
Innern von &? und dazu eine offene Kreisscheibe & mit P als Mittelpunkt,
die noch ganz im Innern von @2 liegt. Der Durchschnitt & N @' ist nicht leer,
zerfillt jedoch eventuell in mehrere getrennte Gebiete. Eines der in ® NG’
enthaltenen maximalen Gebiete werde herausgegriffen und mit &'’ bezeichnet;
jedenfalls ist dann &' == &. & kann nicht einfach zusammenhingend sein;
anderenfalls miifite auf Grund des Rapdschen Satzes die gegebene Funktion f(z)
identisch verschwinden. Daher gibt es in @& einfach geschlossene Jordan-
kurven, deren Inneres®) nicht ganz zu @' gehort. Sei € eine dieser Jordan-
kurven. Es darf

m = Min |f ()| >0
2€EC

vorausgesetzt werden; nétigenfalls ist € geeignet abzuéndern. Das von €
begrenzte, zu § gehorende abgeschlossene Gebiet werde mit B¢ bezeichnet,
ferner sei 6§ = 6" NBe. Durch w = f (z) wird & auf eine Riemannsche Fliche )t
iiber der w-Ebene abgebildet. Wir behaupten, dafl R iiber jedem Punkte des
punktierten Kreises 0 < |w| < m die gleiche Anzahl N von Punkten besitzt.

Hierzu werde @ durch abgeschlossene Gebiete , ausgeschépft, die so
gewihlt seien, dafl € zum Rande jedes @&, gehort und daB die iibrigen Rand-
komponenten €, ..., §gj von @, ebenfalls einfach geschlossene Jordan-
kurven sind; es gelte ferner @{, c@, +1 fiir alle y. Sei nun w ein fester Punkt
aus 0 < |w| < m. Da f (2) bei Annsherung gegen die im Innern von § gelegenen
Randpunkte von @ gegen Null strebt, 148t sich ein v, 8o festlegen, daf fiir
v 2 %, stets |f (2)] < |w| ist, wenn 2z auf einer der Randkurven e ..., @5;;)
von @, gewiihit wird. Alle Stellen in @, in denen f (z) = wist, liegen also schon
in @&,,; ihre Anzahl ist

AN (w) = ! I dz

2ai ) [y —w
Rd

Vo

&y,
= 2:,,-t/d10g [f &) —wl+ 23;551 d log [f () — w].
(3

0}

16) Unter dem Inneren einer einfach geschlossenen Jordankurve in der Ebene wird
das von dieser Kurve begrenzte Gebiet verstanden.
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Wegen |f (2)] < |w| auf allen €4 sind aber die Integrale rechts iiber die €3
siimtlich Null, folglich ist

_ 1 ')

N () hingt analytisch von w ab und ist andererseits eine ganze Zahl; daher

bleibt N (w) = N konstant. Sicher ist anch N >0, denn in ® nimmt i)
jedenfalls Werte aus 0< |w|< m an. Die Riemannsche Fliche ®t weist also
iiber 0 < |w| < m keine Randpunkte auf und besteht dort aus genau N Blattern.

Es ist leicht zu sehen, daf} sich it durch Hinzufiigen von gewissen Punkten
iiber w =0 zu einer iiber der gesamten Kreisscheibe |w|< m algebroiden
N-blittrigen Riemannschen Fliche R* fortsetzen 1afit: Wir bilden fiir den

iiber 0 <|w|<m gelegenen Teil ® von R die N elementarsymmetrischen
Funktionen a, (w), . ..,ay (w) der N Zweige von [~ 1 (w); dann gentigt z = f~ 1 (w)
der Gleichung

Ao 2¥ "1y tayw)=0.

Diea, (w), A=1, ..., N,sind in 0 < |w| < m eindeutig, regulir und beschriinkt,
sie lassen sich daher nach w == 0 regulir fortsetzen. Das aber bedeutet, dal
z = f~Yw) auch in N (evtl. teilweise zusammenfallende) Punkte iiber w =0
ganz-algebroid fortgesetzt werden kann und dall R als Riemannsche Fliache
von z = f~1{(w) iiber w==0 wie behauptet zu einer Riemannschen Fliche R*
ergiinzbar ist.

Fiir das Gebiet & in der z-Ebene folgt, da seine im Innern der Jordan-
kurve € gelegenen Randpunkte isoliert sind: Sie ergeben sich als Bildpunkte
der iiber w= 0 gelegenen Punkte vermoge z = f—1(w), ihre Anzahl ist also
hochstens N. Wird f (2) in diesen Punkten durch Zuordnung des Wertes 0
erklirt, so ist damit f (z) in das ganze Innere von € regulir fortgesetzt.

€ war irgendeine in &'’ nicht berandende Jordankurve. Demnach ist f (2}
in das kleinste, &’* umfassende, einfach zusammenhiingende Gebiet G* regular
fortsetzbar. Es ist notwendig @* = &, sonst miillte wiederum auf Grund des
Rapcéschen Satzes f {z) identisch verschwinden, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. & enthilt daher in seinem Innern nur isolierte Randpunkte von &',
und f (z) kann in diese Punkte regulidr fortgesetzt werden. Da gleiches fir
jede im Innern von ®? gelegene Kreisscheibe mit irgendeinem Randpunkt
von @' als Mittelpunkt gilt, so ist unser Satz fiir den betrachteten Sonderfall
bewiesen.

(b) Seien jetzt G§2” und ¢’ Gebiete im R2% (n > 1). Wir greifen irgendeinen
Randpunkt P von @&’ im Innern von @2# heraus und legen um P als Mittelpunkt
eine Hyperkugel ®, die noch ganz in &2 liegt. In & liegen innere Punkte von
®&’; wir konnen einen dieser Punkte @ so wihlen, dafl die zweidimensionale
analytische Verbindungsehene 2 von P und @ aus @' N & ein zweidimensio-
nales Gebiet g’ mit @ als innerem Punkt herausschneidet, auf dem die gegebene
Funktion f (z,, . . ., 2,) nicht konstant gleich Null ist. Es bedeutet keine Ein-
schriinkung, anzunehmen, daB P der Koordinatenanfang und @2 die Ebene
Zy== =2y 1= 0 ist; notigenfalls ist eine geeignete lineare Koordinaten-
transformation vorzunehmen. Die aus & durch &? ausgeschniftene Kreis-
scheibe g, das Gebiet ¢’ und die Funktion f(0,..,0,¢2,) erfillen nun die
Voraussetzungen des schon bewiesenen Teiles unseres Satzes. Folglich 148t
sich (0,...,0,%,) (als Funktion der einen Variablen z,) in ganz g hinein
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eindeutig regulir fortsetzen, und g’ besitzt im Innern von g nur isolierte
Randpunkte, unter ihnen sicher den Punkt P. Es gibt daher auf ¢ um P
einen Kreisring 0 < ¢, < |2,| < &, und dazu ein ¢ >0, so dafl der Polyzylinder

B:{n|<d, ..., lzm_1|<d, & < |2n] < &5}

nur innere Punkte von @&’ enthilt. In 8§ lifit sich f in eine Laurentreihe

flz .o 2y) -—~#~2L'maﬂ (Zry oo os Zpat) 2
entwickeln, wo die @, (2, ...,2,—1) in {{z|<6,....,|2,—1]|< 8} regulire
Funktionen darstellen. Andererseits ist f (2, . . ., 2,,) auf jeder Ebene
@ED, . L) {a=A Lz =21}
mit )zw)} < 9,. lzﬁ,o)w 1/< & als Funktion der einen Variablen 2, in den gesam-

ten Kreis |z,]| < g, regulir fortsetzbar, denn entweder ist f auf €2 (zm’ cees
zi?’_ 1) in g < Izn ]< &, konstant gleich Null, oder es lift sich wieder, hnlich wie

oben fiir €2 = §2 (0, . ., 0), der schon bewiesene Teil unseres Satzes anwenden.
Daher muf} die angegebene Laurententwicklung fiir feste A0 00,240 | mit
120]< 8,.. |2 1< & in eine gewohnhche Potenzrexhenentwwklung iiber-
gehen. Es 1st also stets a, (z(o) L2 )=0, d.h a, (%, ..., 2% ~1) =0,
fir u< 0. In j ist demnach

+ oo

o) = Y a, ... 201 2.
p=0

Diese Reihe konvergiert aber im gesamten Polyzylinder
81:{}21}<53"')1zﬂ—11< 53 12ni< 32},

mithin bleibt f dort reguldr. Bei Anndherung gegen die in 8, gelegenen Rand-
punkte von @’ geht f gegen Null; das bedeutet, dafi diese Randpunkte zu den
{2 n — 2)-dimensionalen analytischen Nullstellengebilden von f in 8, gehoren
miissen,

Entsprechendes gilt nun in der Nachbarschaft jedes im Innern von @2
gelegenen Randpunktes von &’, denn der Punkt P war als solcher nicht speziell
gewihlt. @ kann sich daher von %" nur durch Stiicke analytischer Flichen
im Innern von 27 unterscheiden, und diese Flichen sind Nullstellenflichen
der im gesamten Gebiete ¢27 regulir und eindeutig bleibenden Funktion
fz, ..., 2).

{c¢) Nunmehr sei $?* (n = 1) ein beliebiges Riemannsches Gebiet und @&’
irgendein echtes Teilgebiet von &2%. Es sei P ein in ®2" gelegener uniformisier-
barer Punkt, der zugleich Randpunkt von @ ist. P besitzt ,,schlichtartige®
Umgebungen in ®2*; wir wihlen eine solche zusammenhiingende Umgebung
U (P) und bilden sie analytisch auf ein schlichtes Gebiet B im R2Z" ab. Der
Durchschnitt 11 (P) @)’ ist nicht leer, ihm entspricht in B ein Teilbereich B*.
Ist B’ ein in B* enthaltenes maximales Teilgebiet, so erfiillen B, B’ und die aus
der gegebenen Funktion f in B’ entstehende Funktion ‘f die Voraussetzung
unseres Satzes. Nach dem bereits Bewiesenen ist also ‘f in ganz B eindeutig
regulir fortsetzbar, und B’ unterscheidet sich von ¥ nur durch Stiicke des
Nullstellengebildes von ‘f. Gehen wir wieder zum Riemannschen Gebiete (27
liber, so folgt, daf sich f in die gesamte zu G2" gehorige komplexe Mannig-
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faltigkeit @52" eindeutig regulir fortsetzen 148t und daB sich &2” von der zu

@’ gehorigen komplexen Mannigfaltigkeit &' nur durch Stiicke des Null-
stellengebildes von f unterscheidet. Gleiches gilt dann aber auch in bezug auf
@27 und @’. Denn jeder nichtuniformisierbare Punkt @ in @27, der zugleich
Randpunkt von @' ist, besitzt sicher eine Umgebung 1 (@), derart, daf f in

n(Q) ~ @27 beschriankt bleibt: ferner hat fin @ den Grenzwert Null. Nach der
am SchluB des Abschnitts 2 bewiesenen Aussage 140t sich f also in @ regulédr
fortsetzen und verschwindet in @.

Damit ist der Satz bewiesen!?).
Bemerkung: Aus Satz 1 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage:

Sei & ein Qebiet im R2™, f(z,, . . ., z,) eine in & requlire Funktion, ferner P
ein Randpunkt von ® mit der Eigenschaft, daf3 in einer Umgebung 11 (P) die Rand-
punkte von & nicht einen Teil eines analytischen Gebildes ausmachen. Strebt dann
f bei jeder Anniherung aus dem Inneren von ® gegen einen in W (P) gelegenen Rand-
punkt von & gegen Null, so verschwindet f identisch.

Die Aussage laBt sich noch erweitern. An Stelle der Gesamtheit aller in
1 (P) gelegenen Randpunkte von ( konnen geeignete Teilmengen dieser Gesamt-
heit betrachtet werden, etwa die durch eine in & eindringende Hyperebene
(oder durch andere analytische Regelflichen mit bestimmten Eigenschaften)
ausgeschnittenen Randpunkte. Wir wollen hierauf jedoch nicht niher ein-
gehen.

5. Modifikation Riemannsecher Gebiete in kompaktien Teilen analytischer
Gebilde.

Satz 2: Sei G327 ein Riemannsches Gebiet und N eine kompakte Punkimenge
in @20 mit der Eigenschaft, daf in esner Umgebung 11 (N) eine eindeutige, reguliire,
nirgends identisch verschwindende Funktion F existiert, die in allen Punkten von
N Null wird. Sei ferner *®27 esne Modifikation von 2" inN. Dann unterscheidet
sich *@21 pon @27 — N nur durch Stiicke eines analytischen Gebildes.

Beweis: % ist kompakt, also auch bikompakt. Wir ordnen jedem Punkte
von M eine Umgebung in $2# zu, deren abgeschlossene Hiille kompakt und in
1t () enthalten ist; dann wird N schon von endlich vielen dieser Umgebungen,
etwa von 8, ..., %,, iiberdeckt. Die Vereinigung B =B, ... U B, ist dann
ebenfalls eine Umgebung von %, ihre abgeschlossene Hiille ¥ ist kompakt und
liegt ganz in 1 (M). Sei nun P* ein Punkt in *&2", der zugleich Randpunkt
des Teilgebietes &27—N von *@2 ist. Hs gibt eine zusammenhingende
Umgebung 11* (P¥) in *@27, so dafl W* (P*) ~\ (@27—N) in B — N enthalten ist.
Eines der in U* (P*)n(®2"—N) enthaltenen maximalen Gebiete werde
herausgegriffen und mit &’ bezeichnet. Wir behaupten, daf fir U* (P*),
@’ und die insbesondere in @&’ definierte Funktion F die Voraussetzungen von
Batz 1 zutreffen. Wire dies nicht der Fall, so gibe es einen Randpunkt @*
von @’ im Innern von U* (P*) und eine gegen @* konvergierende Folge von
Punkten @; aus @', derart, dal stets |F (@;)| > ¢ fiir ein £ >0 ist. Die Punkt-
folge {Q;} liegt ganz in B — N; sie besitzt sicher eine Teilfolge {Q); }, die, als

17} Es sei angemerkt, daB sich Satz 1 auch mit Hilfe eines Resultates von P. THULLEN
iiber die wesentlichen Singularititen analytischer Flichen gewinnen 18t. Vgl. P. Tauz-
rEN: Uber die wesentlichen Singularititen analytischer Funktionen und Flichen im Raume

von n komplexen Verdnderlichen, Math. Ann. 111, 137—157 (1935). — P, Trurrex hat
dort den Rapdschen Satz auf einfache Art aus seinem Hauptsatz abgeleitet.
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Punktfolge in @27 aufgefafit, gegen einen Punkt ¢ von 8 konvergiert. @ muf}
notwendig ein Punkt von R sein. Dann ist aber lim F (€;) =F (@) =0,
womit ein Widerspruch hergestellt ist.

Nach Satz 1 a8t sich F demnach in ganz U* (P*) hinein eindeutig regulér
fortsetzen, und 1* (P*) unterscheidet sich von &' nur durch Stiicke des Null-
stellengebildes der so fortgesetzten Funktion F. Da Entsprechendes in bezug
auf Umgebungen beliebiger Randpunkte von @2*— R in *@2* gilt, ist Satz 2
bewiesen.

Wir schlieen noch einige Bemerkungen an. @27, *@2», R, U(N) mogen
im folgenden weiter Riemannsche Gebiete bzw. Punktmengen bezeichnen,
die den Voraussetzungen des Satzes 2 geniigen.

{a) Jede in U (N) eindeutige regulire Funktion g 146t sich von U (M) —N
her eindeutig regulir in alle Punkte von N¥ = *@2n — (@27 —N) fortsetzen. —
Denn g ist in *@27° N\ (1L (N) — N) eindeutig regulir und bleibt dort jeweils in
einer Nachbarschaft jedes Punktes von * beschriinkt. Nach dem schon im
Abschnitt 2 benutzten Satze tiber hebbare Unstetigkeiten reguliirer Funktionen
in analytischen Gebilden schlichter Gebiete 148t sich g dann zunichst wie
behauptet in die uniformisierbaren Punkte von R* fortsetzen und danach
auf Grund der Aussage am Schlufl von Abschnitt 2 auch in die nichtunifor-
misierbaren Punkte von M*.

(b) Wird ® in U (M) genau charakterisiert durch endlich viele Gleichungen
F; =0 mit in 1 (N) eindeutigen reguliren F;— was insbesondere bedeutet,
daBl N aus endlich vielen geschlossenen irreduziblen analytischen Gebilden
besteht —, so ist |* = *@27— (H27—N) ein in *@G2» abgeschlossenes analyti-
sches Gebilde. Denn die F; sind eindeutig reguléir aus 11 (M) — N in $* hinein
fortsetzbar, und %* fillt genau mit der Menge ihrer in (U (N)—N) U N*
gemeinsamen Nullstellen zusammen; auBerdem ist N* in *@2* abgeschlossen.
Die irreduziblen Bestandteile von * brauchen nicht notwendig geschlossen
zu sein.

(c) Die Voraussetzung unter (b) wird inshesondere erfiillt, wenn M ein
isolierter Punkt P ist. Sind 2" und *@2” iiberdies komplexe Mannigfaltig-
keiten, so ist N* = *H2» — (27— P) entweder ein isolierter Punkt P* in
*@2n d. h. es ist *@2* = G2, falls P und P* identifiziert werden (dieser Fall
tritt stets fiir # = 1 ein); oder die irreduziblen Bestandteile von * sind sémtlich
von der Dimension 2n — 2. — Um dies zu zeigen, legen wir in &2" eine Umgebung
U (P) fest, in der ein lokales komplexes Koordinatensystem (zy, . . ., 2,) erklirt
ist; es darf angenommen werden, dafl P = (0,...,0) ist. Sei @* irgendein
Punkt von %*. Es gibt in *@27 eine Umgebung U* (Q*), derart, daB
U* (@¥) (@272 — P) in U {P) — P enthalten ist. Wir withlen T1* (@*) so klein,
daB auch in U* (§*) ein lokales komplexes Koordinatensystem (2,*, . . ., 2,*)
definiert ist. In U* (@*) N (&272— P} bingen dann die {z,...,2,) und
{z;*, ..., 2,*) durch eine umkehrbar eindeutige Transformation

Z =@ (21*, ) zn*}
vy :
2= QP (21*’ s zn*)
miteinander zusammen. Die Funktionen g, . . ., @, sind in W* (@*) N (*@27 - N*)

reguldr und gehen bei Anndherung gegen die in 11* (g*) gelegenen Punkte
von M* gegen Null; daher gind ¢y, ..., @, in ganz U* (@*) eindeutig regulir
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fortsetzbar, und ihre gemeinsamen Nullstellen sind dort genau die Punkte
von *. Entweder ist nun die Funktionaldeterminante A von (IV)in @* von
Null verschieden. Dann wird eine volle Umgebung von @* in *@2” durch (IV)
auf eine volle Umgebung von P in ¢2» umkehrbar eindeutig bezogen, und
N* kann nur aus dem einen Punkte Q* bestehen. Oder A verschwindet in @*.
In diesem Falle muBl RN* in U* (Q*) mit dem durch die Gleichung 4 =0
gegobenen analytischen Gebilde &, dessen irreduzible Bestandteile sémtlich
{2 n — 2)-dimensional sind, zusammenfallen. Denn 4 kann in keinem weiteren
Punkte @** von N* innerhalb U* (Q*} von Null verschieden sein, da sonst nach
der eben angesteliten Uberlegung * nur aus Q** bestehen konnte. Andererseits
kann auch kein Punkt von§ zu 1* (@*) n (*@2" — N*) gehoren, da eine analy-
tische Transformation eines schlichten Gebietes auf ein schlichtes Gebiet nur
dort eindeutig umkehrbar ist, wo ihre Funktionaldeterminante nicht ver-
schwindet. Fiir » = 1 muBl notwendig A4 (@*) = 0 sein; anderenfalls wiire Q*
isolierte Nullstelle von 4 und daher in einer geeigneten, in U* (Q*) enthaltenen
Umgebung 8* (Q*) der einzige Punkt von %*; dann kénnte (IV) aber fiir
(2%, ..., 2, %) aus [* (@*) N (*@2” — N*) nicht umkehrbar eindeutig sein.

( Bingegangen am 10. Mérz 1951.)



