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ENTRELACEMENTS ET EQUATIONS DE PFAFF
Daniel Bennequin

L'ann@e dernidre au Schnepfenried, une $éte math@matique en L'honneun de Georges
Reeb a eu Lieu. Je remencic Le. organisateuns de m'avodr perumis d'y exposer mon tha-
vail. Can c'étalt une oceasion privilégibe pour hendre hommage & Reeb.

En effet, c'est Reeb qui a initif L£'étude globale des fonmes de contact dans
sonmémoine de 1952 4 2'Académie des Sciences de Bruxelles, sur certaines phophiéris
topologiques des thajectoires des sysiimes dynamiques .

Mals, en plus, je pouvais faire une bonne surprise @ Georges Reeb. Can Le décon
oll e foue La preuve de £'existence de plusiewns strnucturnes de contact sur R3 o4t
une certaine structure feuilletie sun £a sphine de dimension 3 qu'il connait bien.

I. INTRODUCTION. STRUCTURES DE CONTACT

1) Soit o une forme différentielle de degré 1 et de classe ¢ sur une variéts
lisse M . En dehors du lieu singulier de o , 1'dquation de Pdagg o =0 définit
wn champ d'hyperplans F tangent 4 M .

Deux formes a et a' définissent des &quations de Pfaff quivalentes et des
champs d'hyperplans {somorphes, s'il existe un difféomorphisme ¢ de M et une
fonction £ partout non nulle sur M, tels que

o*a' = fa .

Un probléme naturel est la recherche des invariants qui caractérisent locale-
ment ou globalement une classe d'équivalence d'équations de Pfaff.

Supposons que la forme o ne s'annule pas sur M .

Lorsque la condition de Frobenius o A dax = 0 est vérifide en tout point de
M, 1'équation a = 0 est complifement intégrable et le champ F engendre un feuil-
letage de codimension 1. Dgns ce cas, il n'y a pas de probléme local et la structure
globale est assez bien éclaircie ([Reeb 1], [Lawson], [Hectorl).

Mais pour les &quations plus générales les invariants globaux sont largement in-
comnus, et une &tude locale compléte semble encore hors de portée ([Martinet 11,
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[Pelletier]).
Nous pouvons commencer par essayer de comprendre le portrailt global des équa-
tions de Pfaff généniques.

DEFINITION.— Une Gquation de Pfaff o =0 est de classe 2p+1 en un point x de
M 44 La forme o y virnifie & £a fois a a (d)P #0 et aa (da)P+1 = 0 .

THEOREME (IMartinet 11).— S{ La dimension m de M est un nombre dmpain 2n+1
une Equation de Pfaff générique est de classe 2n+1 en dehors d'une hypersurnface
Lisse S . EX 5L m est un nombre pair égal @ 2n , L'equation générique est de

classe 2n-1 en dehons d'une sous-varniété de codimension 3 .

D'autre part le Théordme de Darboux domne la forme locale d'une &quation de
classe maximale : lorsque m = 2n+1 , il existe un systéme de coordonnées locales

(z,X1,--+,%0,Y1,...,yn) ol l'équation s'écrit :
n
dz +§xidyi =0,

et lorsque m = 2n , il existe un systéme de coordonnées locales

(X15+++3%n,Y1,+++,Yn) ol elle s'écrit

n
d}’1 +§Xid}’i =0 .
(cf. [Martinet 1]).

DEFINITION.— Un champ différentiable F d'hyperplans tangents sur une variéts Lisse
M de dimension impaire 2n+1 est une structure de contact, &{ {f es% défini par
une Zquation de Phaff o = 0 , de classe maximale 2n+1 sun toute La variéte M .

Ainsi, c'est par l'examen des structures de contact que doit commencer 1'&tude

des &quations de Pfaff génériques.

2) Lorsque l'équation a = 0 définit une structure de contact F sur M, la forme
o s'appelle une foame de contact. Les variétés intégrales de 1'équation a=0 sont
de dimension n au plus. On les appelle les variétes de Legendre de la structure.
La 'forme volume ax (da)? détermine une orientation de M . Si M est préalablement
orientée, on dit que a est directe si elle définit l'orientation de M, et {nverse
dans le cas contraire. Lorsque n est impair, les deux orientations possibles de F
donnent la méme orientation de M .

Sur une variété M orientable de dimension 2n+1 , avec n pair, un champ
d'hyperplans tangents défini au voisinage de tout point m de M par une forme de
contact oy , peut &tre défini globalement par ume forme de contact a sur M.

I1 n'en est plus toujours de méme lorsque n est impair. Exemple : le champ de
plans défini par xdy = dz sur la variété M® , quotient de R3® par le difféomor-

phisme :

(X’Y5Z) - (—X,}’+1,—Z) .
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Une autre manigre de voir les structures de contact sur M est de regarder les
cBnes symplectiques dans le fibré cotangent de M , car F est une structure de
contact sur M si et seulement si le cone dans T*M des 1-formes algébriques de
noyau F est une sous-variété symplectique de T*M (voir [Arnold 1, Appendice 4]).
D'ailleurs, il est clair que 1'étude des structures de contact doit &tre menée de
front avec celle des structures symplectiques. Ces deux types de structures inter-
viennent ensemble dans un grand nombre de problémes d'analyse et de géométrie (cf.
[Beals, Fefferman, Grossmanl, et [Boutet de Monvel - Guillemin]), une raison supplé-
mentaire de chercher leurs propriétés topologiques.

Un premier probléme : sur quelles variétés existe-t-il au moins une structure
de contact ?

S.S. Chern pose ce probléme dans [Chern 1] et [Chern 2]. Il y fait remarquer
que le groupe structural du fibré tangent d'une varigté de contact M2P+1 peut se

réduire au groupe unitaire U(n) , ce qui entrafne 1'anmulation de toutes les classes
caractéristiques impaires de M . En particulier, tous les nombies caractéristiques
de M sont nuls, si bien que M est cobordante @ zéro ([C.T.C. Walll).

D'ailleurs [J. Milnor 1] a démontré que toute variété orientable fermée de di-
mension 2Zn+1 possédant un champ d'hyperplans tangents presque complexe transver-
salement orienté, est le bord d'une variété compacte presque complexe de dimension
2n+2 .

Pour une variété ouverte, [M. Gromov 1] a démontré que l'existence d'une struc~
ture presque complexe sur un champ d'hyperplans transversalement orienté implique
1'existence d'une structure de contact.

D'autre part R. Lutz et J. Martinet ([Martinet 21) ont prouvé que toutes les
variétés feamées orientables de dimension 3 possddent une structure de contact.
Une démonstration différente est offerte par [Thurston et Winkelnkemper]. En dimen-
sion 5 , on dispose d'um résultat partiel ; en effet [C. Meckert] mmit toutes les
variétés simplement comnexes de dimension 5 3 troisiZme classe de Stiefel-Whitney
nulle, d'une structure de contact.

On peut se demander si une variété de dimension 2n+1 dont le groupe structu-
ral se réduit & U(n) peut toujours &tre mmi d'une structure de contact.

Signalons que [Boothby] et [Boothby et Wang] ont mené 2 bien la classification
des espaces compacts homogénes G/K mmis d'une forme de contact G-invariante.

3) Les exemples les plus classiques de variétds de contact sont les espaces d'él1é-
ments de contact orientds des variétds (cf. [Amold 1, Appendice 4]).

Soit U une variété C” , et p un point de son fibré en sphéres cotangent
ST*U » le noyau de p est un hyperplan H tangent 3 U en x , un vecteur tangent
@ ST*U en p est dans 1'hyperplan de contact F s'il se projette sur un vecteur
tangent & U en x contenu dans H .
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Par exemple RIP® =~ ST*S2 hérite ainsi d'ume structure de contact, qu'il trans-
met aussitdt & son revétement S .

Soit V2 ume surface orientfe mmie d'une métrique riemannienne. L'application
qui associe 3 un &lément de contact orienté sa normale unitaire, identifie ST*V2 3
1'espace SIV2 des vecteurs tangents 3 V de longueur 1. La structure de contact
de ST*V2 se transporte ainsi sur le champ des plans orhtogonaux au flot géodésique
sur STV

Une autre structure de contact célébre est celle de 1'espace des jets d'ordre
1 des fonctions & valeurs réelles définies sur une variété U de dimension n ,
J'(U,R) = T*U x R. La structure de contact canonique F; d'équation :

dv = p.du

est celle qui contient exactement tous les plans tangents aux graphes des différen-
tielles des fonctions fe€C°(U), {(df(u),f(u));u€l} . Ces graphes sont les proto-
types des variétés de Legendre. La géométrie de cette structure constitue une appro-
che de 1'intégration des &quations non linéaires aux dérivées partielles du premier
ordre (cf. [Arnold 2], ou [Chaperon]).

Une téférence qui concerne i la fois les équations aux dérivées partielles et
la géométrie des &léments de contact est le livre merveilleux de [S. Liel.

Un cas fondamental est celui de J'(RP,R) ~ R2»+71 . La structure F} s'appelle
stwuctune standard de R2D+1 | Dessinons celle de_ R3 .

En vertu du Théoréme de Darboux, le champ F} est le modéle local de toutes

les structures de contact.
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Les sphéres de dimensions impaires $2n+1 possédent également des stiuctures
de contact standard Fo . Considérons $27+1 comme 1a sphére de rayon 1 dans
C*+1 ; en chaque point x de §2n+t | 1'espace tangent 3 S2P*1  contient un unique
hyperplan complexe de @E°+1 , ce sera lui 1'hyperplan de contact Fo en x . En
formule, si (Po,%,..-,Pn,8n) sont des coordonnées polypolaires de (n+1 5 o
est le noyau de n

G = Zpfdo; .

Le champ Fo est le champ des hyperplans orthogonaux aux fibres de la fibra-
tion de Hopf de S2n+1 sur CPn- . .

Si W est une hypersurface complexe de @+1 transverse & S$S2™+1 | la struc-
ture Fo induit une structure de contact sur 1'intersection Z de $2n+1 et de W.

Les 27 sphéres exotiques de dimension 7 sont donc des variétés de contact,
puisque [Brieskorn] a montré que chacune d'elles est isomorphe 2 une variété
(2,2,2,3,6k~1) , pour k = 1,2,...,27 , dont 1'équation dans @5 s'écrit

2 2 2 3 ek—1 _
{ Zg * 27 * 25 v 15 + I, =0

lzol2 + [z412 + {2212 + |z312 + lz4]2 =1

De méme, les variétés de Pham et Brieskorn Z(p,q,r) intersections des surfaces
algébriques complexes

% q r -
22+ 25 +2; =0

avec la sphére unité de @3 , constituent une mine de belles structures de contact
en dimension 3 . Ces variétés sont &tudiées en détail dans [Milnor 3].

Beaucoup d'autres exemples de structures de contact apparaissent en analyse
complexe (cf. par exemple [Beals et al.l]), en gBométrie différentielle (cf. par
exemple (Blair]), et bien slir, en mécanique.

En mécanique classique les structures de contact interviennent tout naturelle-
ment comme structures invariantes des &quations canoniques de la dynamique (cf.
[Reeb 1], [Cartan 11). D'autre part, le point de vue géométrique sur la quantifica-
tion de Kostant et Souriau fait jouer un rSle primordial aux structures de contact
sur les fibrés en cercles au dessus des variétés symplectiques (voir [Souriaul).

4) Pour comprendre la géométrie globale des structures de contact, il faut aussi se
demander si des structures de contact non isomorphes peuvent exister sur une méme

variété (Chern a posé cette question vers 1965). -

Remanque.— Le probléme analogue pour les formes de contact est d'ume toute autre na-
ture. En effet, &tant données deux formes de Pfaff o et a' , il est souvent aisé
de décider qu'il n'existe pas de difféomorphisme f ramenant o'  sur a , grice &
toutes les relations que 1'on peut déduire de f*a' = o par différentiation.
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Par exemple, la forme de contact sur R®

Ao = P2d® + dz

~ est isomorphe i la forme standard

I}

G = xdy + dz ,

pulsque
4o = dz + xdy - ydx
d(z-xy) + (2x)dy ,

mais elle n'est pas isomorphe i la forme

bo = (1+z2+p2)"23, ,
qui définit la méme staucture de contact.
En effet, on a
dbo = ( ~ 4zp2dzd® - dodpdz + 20dodd (1 + 22 - 2)) (1 + 22 + p2)~32

Donc le noyau de la 2-forme dbo est colinfaire au champ de vecteurs d'équa-
tions

8

Z

1
(1+22-02)/2
o =pz

I

Le cercle d'équation {z=0,p=1} en est une courbe intégrale.
Par ailleurs le noyau de dao est toujours paralléle i 1'axe des z . Il ne
peut donc pas exister de difféomorphisme £ de R® tel que

f*dbo = dao .

(Une &tude précise du champ do, en dimension 3 se trouve dans [Erlandsson].)

R. Lutz a fait le premier pas en prouvant qu'il existe une structure de contact
dans chaque classe d'homotopie de champs de plans tangents & S ([Lutz 11).

Or le Théoréme de [Cerf 1] nous dit que tous les difféomorphismes de S3 pré-
servant l'orientation sont isotopeé & 1'identit&, donc le Théorgme de Lutz entraine
l'existence d'une infinité de structures de contact non isomorphes sur S3 .

Ensuite [Sato] a montré que la sphére de dimension 4m+3 , pour m2 1 , pos-
s&de une infinité de structures de contact. L3 encore, la preuve consiste i montrer
qu'il existe une infinité de classes d'homotopie de champs de plans contenant des
structures de contact, pour conclure 3 1'aide de la finitude du nombre de classes
d'isotopie de difféomorphismes des sphéres [Cerf 2].

Un but de cet exposé est d'établir qu;il existe au moins une structure de con-
tact §1 sur S3 homofope en tant que simple champ de plans 3 la structure stan-
dard Fo et cependant non {somonphe a o .

Cela entrainera que B, n'est pas homotope a o parmi les structures de con-
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.letage induit par E. sur le paraboloide z = p2 a l'allure suivante :
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tact de S ‘en vertu du Théordme de Stabilitd de Gray :

THEOREME (IMartinet 21).— Deux structures de contact homotopes & travers Les struc-
tures de contact suwr une vaniété fermée sont nécessairement isomonphes (voir aussi
[Chaperon]).

De méme nous montrerons que 1'espace R3® possdde une autre structure de con-
tact que sa structure standard. Cela entrainera que le Théoréme de Gray ne s'étend
pas aux variétés cuvertes & cause du résultat suivant de M. Gromov :

THEOREME ([Gromov 11).— Deux structures de contact homotopes & travers Les champs
presque complexes d'hyperplans Langents sun une variéié ouverte M sont toujouns
homotopes & zravers Res structures de contact de M.

Les résultats que je vais présenter ne concernent que la dimension trois, et
la question de 1'existence de plusieurs structures de contact sur R2+1 | > 1
reste ouverte, d ma connaissance.

H

5) La structure de contact standard directe Fo sur l'espace R3 , orienté par un
repére Oxyz , est celle que définit 1'équation xdy + dz = 0 .

Soit F une structure de contact directe sur R3 . Autour de tout point x
de R3 , il existe un voisinage o0 F est isomorphe 3 Fo . Nous allons chercher i
distinguer globalement F de Fo grice aux figures qu'elles tracent sur des sur-
faces.

Soit V ume surface orientée plongée dans R® , le champ de plans F induit
un champ de directions caractenistiques ”V,P tangent & V . Les courbes intégrales
de n sont des courbes de Legendre de F .

(fig. 42 de [Liel)

On peut construire sur R® wne structure de contact F et un disque plongé V
tel que nV,F ait une courbe intégrale feamde, non.réduite 2 un point. Donnons tout
de suite un exemple, celui de [Erlandsson].

la forme e, , qui s'écrit p sin pd® + cos pdz  en coordonnées cylindropo-
laires, est une forme de contact. Soit E, la structure qu'elle définit. Le feuil-
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(fig. 1 de [Douadyl)

Mais, précisément, le résultat principal que nous allons démontrer, affirme
qu'une telle figure ne peut jamais &tre dessine par la structure standard Fo .
THEOREME 1.— Soit V wn disque plongé dans R, Le champ caractirisiique g,
n'a pas de courbe intégrale fermée en dehons de ses points critiques sun V.

Par conséquent, il n'existe pas de plongement de R*® dans R3 transportant
la structure de contact E, sur la structure Fo .

COROLLAIRE 1.— La structure Eq n'est pas Lisomoaphe a La strnucture standard.

L'interdiction faite par le Théoréme 1 aux courbes de Legendre de F, est
donc la premiére indication de ce que:peut &tre une propriété globale d'une struc-
ture de contact.

On peut se poser une question réciproque : pour toute structure de contact F
sur R® non isomorphe 4 Fo , existe-t-il un disque plongé V tel que nV,F ait

une trajectoire fermée ?
6) Montrons comment les structures de contact exotiques interviennent naturellement

dans 1'étude Locale des équations de Pfaff.
Soit B une 1-forme non singuliére sur un ouvert U de R2 . Génériquement
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1'ensemble des points ol B A dB s'annule est une surface So , qui sépare U en
une région U+ ol B A d8 >0 et une région U™ ol B A dB <0 . Soit jo 1l'in-
clusion de So dans U . En général la forme No = j§B , Testrictionde B 31 S ,
a des points singuliers. Ce sont les points oli B s'annule sur le plan tangent 3
So . La partie linéaire de no en ces points est conservative car dno = jtdB et
d8 s'annule sur le noyau de B le long de So . Choisissons une fonction u de
U dans R qui s'annule transversalement sur So au voisinage de xo et qui est
positive dans U* et négative dans U- . Chaque niveau de u est un morceau de
surface lisse Su prés de xo . Notons ju 1l'injection de Su dans U . Le champ
caractéristique n, = j:‘LB posséde un point critique X, voisin de x , mais sa
partie linfaire en X, est hyperbolique pour u # 0 , voisin de 0 , car

dnu = jﬁd& et dB ne s'annule pas sur le noyau de B le long de SLL’ pour u # 0.
Orientons tous les Su au voisinage de X, » par 1'orientation transverse de

B . Lorsque 1> 0 , d8 est positive sur le noyau de B donc dnu est positive

sur su prés de X, lorsque 1< 0, c'est le contraire, dnu est négative sur

Su prés de x . Soit Xo un point singulier de ne , elliptique au premier ordre.

0
Génériquement, le point X, n'est pas un centre de no mais un foyer faible. Les
trajectoires de no spiralent vers xo alors Qe x, est un foyer stable pour

u< 0 et un foyer instable pour u > 0 . Donc la famille des champs nu présente

une bifurcation de Hopg lorsque u passe par la valeur 0 (cf. [Alexander et

Yorke]).

Si bien que n, posséde une trajectoire fermée sur un disque plongé, d'un cbté

@
N

ou de 1'autre de S, (selon que la bifurcation de Hopf est sous-critique ou super-

critique). Donc B induit une structure de contact non standard sur l'une des deux

demi~boules ouvertes que S, sépare dans une petite boule ouverte de centre xo .
Un exemple explicite, celui de A. Bahri :

By = (X?a + x{yz- z)>dy +dz .
Ona Bq AdBy = (x2+y2-2)dx A dyadz . L'extérieur du paraboloide de révolution

So d'équation z = x2 + y2 , st wne région B+ définie par z < x2 + y2 , difféo-
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morphe & R3 . Sur B* , la forme B, est une forme de contact directe. Mais la
trace de B+ sur un paraboloide voisin de S, contenu dans B* , contient un cycle
limite (cf. [Douady p. 4]), donc la structure G, définie pary B+ nepeut &tre iso-
morphe & Fo .

De plus, on voit distinctement une homotopie Fr , t € [-1,+1] , de la struc-
ture standard & la structure G, 2 travers les structures de contact de R3 telle
que Ft soit isomorphe 4 Fo pour tous les t <0 et 3 Gy pour tous les t > 0.
I1 suffit de regarder la structure induite par B, sur la région ouverte de B+

située en dessous du plan z =t .

7) Le Théoréme 1 traduit une propriété géométrique des courbes de Legendre de la

structure de contact standard Fo sur R3 .

THEOREME 2.— Une cowtbe de Legendre fenmée de Fo , plongle, non noue dans R3 , a
toujouns un nombre d'enfacement sitrnictement négatif avec £a courbe qu'on obilent en
La translatant suivant sa noimale dans Fo .

Le chemin que je vais prendre pour démontrer ce Th€oréme est assez détourné.

I1 raméne notre probléme & un énoncé de pure th€orie des noeuds :

THEOREME 3.— Suit T une tresse fermie & n brains autour d'un axe 0z dans R3 .
Notons c {fa longueur algébrique de I' (c'est-a-dine fa somme algébrique des croi-
semerits de T en profection sun un plan perpendicufaire & L'axe 0z ). Soit x ZLa
caractiristique maximale d'une surface compacte orlentle sans composante fermée
plonge dans R de bord T, on a

fcl €£n-x .

Nous en déduisons un crit@re suffisant de nouage des courbes facile a utiliser:

COROLLAIRE 1.— S&{ T' es4t connexe non nouée, on a
Icl <n.

Cependant pour démontrer ces résultats nous allons retourner aux &quations de
pfaff, mais, cette fois, dans le cadre des feulllefages.

Nous considérons le feuifletage de Reeb direet R de §2 et T une collection
de courBes plongées dans S dont la tangente orientée pointe toujours du méme cOté
de R que la normale directe aux feuilles. Soit V2 une surface orientée plongée
de bord I' . Il y a quatre sortes de points de tangence de V avec R , générique-
ment, selon que le point de contact est un col ou un sommet et selon que les orien-
tations de V et de R y coincident ou non. Le Théoréme 3 se raméne facilement &

1'énoncé suivant :

THEOREME 6.— Le nombie de cols nenvernsds est supdrieur ou &gal au nombre des sommeis _

nenversés.
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Ce Théoréme résulte d'un examen détaillé de certaines surfaces tendues dans la
direction normale 3 R , appelées surgaces de Markou, qui semblent bien utiles pour
étudier les tresses.

Le § I contient une &tude des tresses fermées et des surfaces de Markov. On y
trouve la démonstration compléte du Théoréme 3. J'ai profité de ce paragraphe pour
montrer comment l'existence des surfaces de Markov entraine facilement quelques ré-
sultats fondamentaux sur les tresses (le Théoréme de Markov sur 1'&quivalence des
tresses fermées, et le Théoréme de Magnus et Peluso sur les tresses ferm&es non
nouées i moins de 3 brins). Finalement j'étudie le lien entre le nombre £ =c-n
d'une tresse et le nombre de Milnor d'une courbe analytique complexe dans (@2 .

Au § I je décris les propriétés d'enlacement des courbes et des champs de
plans en dimension 3 (nombre d'enlacement d'un entrelacs avec un champ de plans
transverse, autoenlacement et enroulement d'un entrelacs dans un champs de plans
tangent. Relation entre ces nombres dans le cas ol le champ de plans est une struc-
ture de contact). Puis je reviens i 1'étude du nombre de Milnor (caractéristique
d'Euler tordue, indice de Maslov).

Au § IV nous retournerons aux courbes de Legendre et aux structures de contact.
Nous commengerons par prouver que les courbes transverses 3 la structure standard
Fo sur R® sont toutes isotopes, transversalement 3 Fo , & des tresses fermées
autour de 1l'axe 0z . Ainsi nous pourrons utiliser le Théoréme 3 pour démontrer que
1'enlacement d'un entrelacs I avec Fo est majoré par 1'opposé de la caractéris-
tique d'Euler d'une quelconque surface de Seifert de I . Ce qui nous permettra
d'établir le Théor@me 2 et le Théorsme 1. Ensuite nous verrons quelques corollaires
du Théoréme 2 (géométrie elliptique, rigidité topologique des structures de contact).
Puis nous proposerons une description de toutes les structures de contact sur S® .

A la fin de 1'article, une ‘table des matidres indique rapidement le contenu
de chaque numéro.

M. Gromov m'a signalé que W. Thurston avait €galement conjecturé le Théordme 2,
il y a quelques années, afin de prouver le Théoréme 1 et son corollaire 1. Ensuite
T. Erlandsson a proposé une preuve incompldte du Théordme 2 dans [Erlandsson].

De fagon indépendante, J. Eliashberg a récemment annoncé une preuve de 1'exis-
tence de plusieurs structures de contact non isomorphes sur R® (cf. [Eliashbergl).

Je tiens 3 dire que ce travail n'aurait pas abouti sans le soutien de Abbas
Bahri, Alain Chenciner et Adrien Douady. Je dois aussi beaucoup aux conversations
que j'ai eues avec Nicole Desolneux-Moulis, Marc Chaperon, Albert Fathi, Michael
Gromov et John Milnor.

Cet expos€ contient 1'essentiel de la Thadse de Doctorat d'Etat que j'ai pré-
sentée a 1'Université de Paris VI en novembre 1982. J'en profite pour remercier
encore  les membres de mon jury : Louis Boutet de Monvel, Alain Chenciner, Adrien
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Douady, André Gramain, Michel Herman, Bernard Souillard et René Thom.

L'exposé de A. Douady au Séminaire Bourbaki (cf.[Douady]) rend trds bien compte
des principaux r&sultats dont je veux parler. Je vais donc tenter de faire un exposé
qui ne répéte pas trop celui de A. Douady.

Le texte qui suit a beaucoup bénéficié des remarques de Christiane Meckert,
Michel Boileau, Francis Bonahon, Frangois Laudenbach, Hugh Morton, Jean-Pierre Otal
et Takashi Tsuboi.

Entrelacs transverse & un feuillage, d’aprés Léonard de Vinci

II. TRESSES FERMfIES, FEUILLETAGE DE REEB ET SURFACES DE MARKOV

8) L'espace R® est rapporté 3 un repére orthonormé Oxyz . Les coordonnées polaires
associées sont 9 = arctg y/x et p = (x2+y2)V/2

Un entrelacs de R3 est une collection finie de cercles orientés plongés et
disjoints dans R3 . Un entrelacs connexe s'appelle un noeud.

Une tresse feumée autour de 1l'axe des z est un entrelacs de R3 évitant la
droite 0z et sur lequel la fonction 9 est sans cesse croissante. Le nombre de
brins d'une tresse fermée X est le nombre n(X) des points de X qui poss&dent
la méme coordonnée 9 .

les tresses fermées 3 n brins particuliéres dont la section par le plan
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& =0 est l'ensemble des n points (z=0,0=1),...,(z=0,p=1) , porteront sim~-
plement le nom de tresses. Ce sont les tresses définies par E. Artin [Artin 1et 2].

Le groupe des tresses 3 n brins, Bn , est celui qui est défini par les gé-
nérateurs X4,...,Xn.q et les relations

XiX§ = XyXg si [1-j122, 1<i,jsn-1
et

XiXj4aXi T Xip1XiXi4q si 1<isn-2.
Un mot en les x; et x? représente une tresse. Le générateur X; corres-
pond @ un croisement positif du i-idme brin avec le (i+1)-iéme, en projection sur

le plan Oxy , et xi° correspond & 1'autre croisement, qu'on appelle négatif.

! !

-1

Deux tresses sont Zquivalentes si elles sont isotopes 3 travers les tresses.
Dans ce cas elles correspondent au méme élément de Bn ([Artin]). De méme deux
tresses fermées sont gquivalentes si elles sont isotopes parmi les tresses fermées.
Et une classe d'équivalence de tresses fermées s'identifie avec une classe de con-
jugaison dans le groupe Bp .

(\% |
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En 1923 [J.W. Alexander] démontrait que tous les entrelacs de R® sont iso-
topes & des tresses fermées. Et deux ans plus tard, [E. Artin 1] introduisait les
groupes PBn dans 1'intention de transformer les problémes de la théorie des noeuds
en questions d'algébre. Plusieurs résultats importants ont confirmé cet espoir.
D'abord [A.A. Markov] a décrit en termes des groupes Bn comment deux tresses fer-

mées qui représentent le méme entrelacs se déduisent 1'une de l'autre (cf. [Birmanl).

THEOREME .~ S{ X € Bn et Y€ Bp comnespondent a des entrelacs isotopes de R2
L'¢lement Y se déduit de L'@Lément X a L'aide des opérations simples suivantes :

(i) apparition standard d'un nouveau brin, algébriquement : z € By 4e frans-
fonme en zxF' € Bg,, ,

(i1) conjugaison dans un ghoupe By , z donne bzb=? ,

(iii) disparnition standand d'un brin, algébriquement : zaqé1 € Byyqy donne z € By .
Cl'est L'operation exactement inverse de (1).

(J'indiqueral une démonstration nouvelle de ce Théoréme au numéro 11.)

Ensuite [Artin 2] a démontré l'existence d'un algorithme fini décidant si deux
mots en les xf', 1<i<n-1, représentent le méme &lément de Bn , et [Garside]
a démontré 1'existence d'un autre algorithme fini disant quand est ce que deux é1&-
ments donnés de Bn sont conjugués dans Bn .

Cependant on ne sait toujours pas recomnaitre algébriquement si deux tresses
dans des groupes Bn différents représentent le méme entrelacs de R3 . L'algo-
rithme de [Haken] permet théoriquement de savoir si un entrelacs donné est noué ou
non, mais il nous fait largement sortir du calcul dans les groupes de tresses.

Une premiére question est d'essayer d'évaluer simplement sur les tresses les
invariants numériques classiques des noeuds.

L'un des invariants les plus simples d'un noeud est son gewre.

G. Seifert a montré que tout entrelacs I' de R® est le bord orlent? d'une
surface compacte orientée plongée dans R3® (cf. [Rolfsenl). La caractéristique de
r, x( , est la plus grande caractéristique d'Buler d'une surface de Seifert de
I' sans composante fermée (une surface de Seifert n'est pas nécessairement connexe).
Lorsque l'entrelacs est connexe, x = 1-2g , et g est le genre du noeud.

D'autre part, pour une tresse fermée X , en plus du nombre de brins n(X) , il

existe un autre nombre entier naturellement attaché a X
DEFINITION.— La longueur algébrique de La tresse

——
X=X{,,--

XK € Bn
est La somme des exposants €4 . On La note c(X) . Le nombre c définit £'unique
homomonphisme non trivial {avee -c  Evidemment) de Bn sur Z.

Le nombre c(X) ne dépend que de la classe de conjugaison de X dans Bn . I1

mesure la somme alg8brique des croisements de X en projection surleplandes (x,y) .

100

%

S e o SR B

ENTRELACEMENTS ET EQUATIONS DE PEAFF (8)

Le principal résultat sur les tresses que j'obtiens est le suivant :

THEOREME 3.— Soit X une tresse fermie, X sa caractirlistique, N son nombre de
brins et c sa Longueun algébrique, on a '
c-n<g-y

Un renversement de l'orientation de R® nous dit qu'on a aussi
-c-ng-x

COROLLAIRE 1.- S{ X est une tresse fermie connexe non nouée, on a
fcl <n .

Ce corollaire est un critére de nouage des tresses fermées. Par exemple le
noeud de tréfle est noud en vertu de ce critdre.

Remarque 1.— Lorsque X .est une tresse positive, c'est-3-dire de la forme
Xj,-++Xi, € Bn , 11 est trds facile de construire une surface de Seifert de X dont
la caractéristique d'Euler soit exactement n-c . Le Théoréme 3 fournit alors une
egalité x =n-c . Cette €galité a &té démontrée &galement par [Bimman et Williams]
enutilisant le Théoréme de [Stallings 1].

Remarque 2.— [Stallings 2 ] avait conjecturé que toute tresse fermée conmexe non
nouée, 4 n brins pouvait &tre conjugue i un produit de n-1 des &léments xi;
de Bn , ol X4 représente le croisement du i-igme brin et du j-iéme brin par

dessus tous les autres.
{

|

]
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Cela aurait entrainé immédiatement 1'indgalité {c| <n du corollaire 1. Mais H.R.
Morton a domné dans [Morton 1] des contre-exemples 3 cette conjecture d&s que n
est supérieur ou 8gal 4 4. En fait Morton montre qu'il existe ume infinité de
classes d'équivalences de tresses fermées 3 4 brins qui représentent le cercle
non noué (cela n'arrive pas avec moins de 4 brins, nous le verrons au muméro 12).

Les tresses décrites dans [Morton 11 sont simpfifiables, c'est-a-dire qu'elles
s'obtiemnent & partir du cercle trivial de B, en ajoutant des brins et en n'en re-
tranchant jamais. Si toutes les tresses fermées connexes non noudes &taient simpli~
fiables, 1'inégalité lcl < n serait tout de suite &tablie. Mais H.R. Morton nous
montre que c'est encore beaucoup trop optimiste d'espérer cela avec 1'exemple sui-
vant dans Bs ([Morton 21).

=

Pour démontrer le Théor&me 3 nous allons considérer des surfaces de Seifert

particuliérement bien adaptées 3 la situation en tresse de 1l'entrelacs.
9) Les tresses fermées peuvent &tre vues comme des entrelacs transverses i un feuil-
letage de Reeb sur S3 .

Soit S® «R* 1la sphere standard d'équation 23 + x2 +x2+x2=1,et T
le tore standard d'équations x2 + x2 = 1/2 et x3 + x3 = 1/2 ; T, dBsigne le
grand cercle de S® d'équation x% + x2 =0, et 'y celui dont 1'équation est
x2+x2=0.

On note & et ¢ les deux coordonnées circulaires sur T, & = arctg xa/x4
et ¢ = arctg x4/xs .

Les courbes de T d'équation & = constante sont des méaidiens my et celles
d'équation ¢ = constante , des parallifes Py -

‘M désigne le tore plein x2 + xZ = 1/2 et .P est l'autre tore plein
xZ+x221/2.

Soit R le feuilletage de Reeb (cf. [Reeb 1]) défini par 1'équation de Pfaff

wo =0, ol

.
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{chf+x§) * G+ x3 -] (xpdx, - xpdx,) dans M,
o =
dOG+2g) + (xF+xF-7) (xudxs - xadx,) dans P .

T est l'unique feuille compacte de R .

Les feuilles de R sont transversalement orientées par wo . Orientons le cer-
cle [o dans le sens des & Croissants, et Iy dans le sens des o croissants,
Ce sont ainsi des courbes ascendantes par rapport 3 R .

La sphére S3 est orientée comme bord de la boule de dimension 4 dans R+ .
Les cercles TI's et Iy ont alors un nombre d'enlacement +1 . C'est ce qui distin-
gue le feuilletage de Reeb direct R donné par wo , du feuilletage de Reeb .{nverse
R , défini par 1'équation de Pfaff w, =0, o w} s'obtient i partir de wy en
&changeant X et x4 .

Enfin, les feuilles de R sont orientdes pour que o Soit positif sur leurs
normales directes.

Rf} désigne 1'unique feuille de R passant par le point de coordomnée & sur
o .

i partir de maintenant, nous n'appellerons plus tresses fermées que les sous-
variétés de dimension 1 de M transverses a tous les R8 , ohdlentés dans Le sens
des © croissants.

DEFINITION.~ On appelle surface de Markov V une sous-varniété compacte onientée de
dimension 2 de S3 vérnigiant :
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(i) Le bond onient? de V est une thesse fermée T, et V n'a pas de compo~
sante sans bond,

(i1) t'dntersection du tore T avee V se néduit d un nombre §ini de paralliles
P s+ P, et La partie de V contenue dans P est La nBunion des demi grandes
sphénes P ITER) o bordées par Les Py, -

(1ii) Les contacts tangents de V avec Les fewilles R& sont Lous des cols.

Remarque.— La condition (iii) peut s'interpréter camme une minimalité au sens de

Plateau, transversalement aux feuilles de R .

Exemples .—

NSRRERE
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THEOREME 4.— Toute tresse fermie T borde une surface de Markov de caractinistique
maximale  x(I) .

Démonstration (cf. [Bennequin p. 937 ou [Douady p. 81) :
Premi@rement.— Soit I' une tresse fermée, Vo ume surface compacte orientée plon-
gée, sans composante fermée, de bord I » qui coupe le tore T transversalement.
L'entrelacs v = Vo N T est homologue a4 zéro dans H,(P) et homologue & TI' dans
Hi(M) . Or H4(T) = H{(P) ®H,(M) donc la classe de Y dans H.(T) est multiple
de celle d'un paralldle. Puisque vy est plongé dans T , il est {sotope 3 une réu-
nion de paralléles et de courbes nulisotopes sur T . Eliminons tous les cercles
nulisotopes par des chirurgies le long de disques de T . L'opération consiste 3
retirer de Vo une &troite bande autour d'une courbe, et & coller aussit6t un dis-
que sur chacun des deux bords de la plaie. En ne conservant que les composaﬁtes a
bord de la surface obtenue, nous avons une surface Vi de caractéristique supérieure
ou égale i celle de Vo .

En isotopant V4 N T 3 une collection de paralléles Py, s-- 5Py, 5 O raméne
Vi 3 une surface V. ne rencontrant T que le long des Py, - Enfin, en rempla-
gant V» N P par les demi grandes sphéres P‘D1""’P¢’s , et en oubliant les compo-
dantes fermées qui peuvent apparaftre, on aboutit 3 une surface Vs qui satisfait
le (i) et le (ii) de la définition des surfaces de Markov, avec x(Va) = x(Vo)
Deuxiemement.— Soit V une surface compacte orientée de bord I' . On note n la
trace d¢ R sur V . C'est un champ de directions transversalement orienté avec
singularités. Il supporte un champ de vecteurs qu'on appelle encore n . Ce champ
est transverse au bord de V . Par convention il sera renthant sur T .

Le champ n présente deux types de singularités, des points selles et des
centres, correspondant & des cols ou i des extrema dans les contacts de V et de R.

Nous allons construire, 3 partir d'une surface Vs , satisfaisant (1) et (ii),
we surface V4 , satisfaisant les mémes propriétés, avec (Vi) = x(Va) , et sur
laquelle n ne présente aucune comnexion entre selles.

Une petite perturbation de Vs place tous les points critiques de n sur des
feuilles différentes de R .

Considérons un point homocline Q de n . Il existe une séparatrice fermée a
de n passant par Q . Regardons-la, au but sur la feuille Ra , elle peut &tre

soit une boucle du premier type

soit une boucle du deuxidme type
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J'affirme que si a est du second type, les autres séparatrices de Q forment
une comnexion homocline du premier type.
En effet v est orienté, et 1'un des brins intérieurs & a des séparatrices

de Q, soit Bz , s'écarte de Q .

Oh peut-il aller ? Puisque les brins issus de T sont orientés a partir de T
il n'a pas le choix, il doit revenir par 1'autre brin B84

On peut donc supposer que o est du premier type. Son intérieur ne contient
pas de points de I , mais il peut contenir des courbes fermées. On les supprime par
des chirurgies le long de disques dans Ra . On se raméne ainsi au cas ol cx' l?orde
un disque dans Rﬁ ne rencontrant pas Vs . Une chirurgie sur ce disque, suivie

d'une petite isotopie, fait sauter le point selle Q.

Finalement.— Partant d'une surface compacte Vo plongée orientée de bord I' , les

opérations précédentes donnent une surface analogue Vu , satisfaisan‘f :-Les-parties
(i) et (ii) de la définition des surfaces de Markov, ayant une caractéristique au\
moins égale 3 celle de Vo , et sur laquelle le champ n, induit par R , ne posseéde
pas de comnexions entre selles. . -
Cette surface V, satisfait automatiquement la condition (iii). En effet, soit

C un point centre de n sur Vi , il existe un disque ouvert maximal dans Vi sur

lequel n n'a que des orbites périodiques. Son bord Yy ne peut pas contenir de con-

imi textérieur de D . Par consé-
nexions entre selles, c'est donc un cycle limite pour 1'extéri ; s
et C est le centre d'une des demi spheres

quent Y ne peut &tre que 1l'un des Py
P‘D incluses dans Vi , C.Q.F.D..

ENTRELACEMENTS ET EQUATIONS DE PFAFF (10}

Toutes les chirurgies utilisées dans la preuve du Théoréme 4 consistent 3 rem-
placer un collier par deux disques. Ce type d'opération augmente la caractéristique
d'Euler de deux unités, mais, 3 chaque fois, nous n'avons conservé que les compo-
santes 3 bord de la nouvelle surface. Par suite, la caractéristique d'Euler de la
surface de Markov finale est la méme que celle de la surface de Seifert initiale si
et seulement si chaque chirurgie a fait apparaitre une sphére S2 . En faisant appel
d l'exactitude de la conjecture de Schéenflies différentiable pour S2 dans R3 ,
démontrée par Alexander et Morse (cf. [Cerf 11), on obtient donc le résultat suivant :

THEOREME 5.— Soit T une tresse fermée et Vo une surface de Seifent de I' , de
caractiristique d'Eulen maximale ¥ (I) , if existe une surface de Markov de TI' qui
se déduit de Vo par une Lsotopie de S3 Laissant fixe La trnesse T .

Par ailleurs, nous remarquons que toutes les chirurgies qui construisent une
surface de Markov V & partir d'une surface de Seifert Vo , peuvent se faire 3
1'aide de disques plongés dans les feuilles de R . Soit I' une tresse fermée
plongée dans Vo ; ces chirurgies ne vont jamais toucher & T'' . Le seul risque
couru par I'' est de disparaitre dans une composante sans bord oublie. Ces consi-

dérations débouchent sur la proposition suivante :

PROPOSITION 1.— Soit I' une tresse fermée, dont aucune composanie connexe ne peut
bordern un disque avee un intérieur disjoint de T . Soit Vo une sungace de Seifert
de T, confenant une autre thesse fermée T' , isotope & T dans Vo . IL existe
we surface de Markou V bordée pan T, contenant T' , et sur Laquelle T' est
Lsotope a4 T .

e . - . 2o = =
Enongons encore un renseignement supplémentaire tiré de la preuve du Théoréme 4 :

PROPOSITION 2. Soit Vo une surface de Seifert d'une tresse T, dont £'intersec-
tion avee Le fore T ne contient pas plus de k courbes isotopes sun T & des pa-
nalleles, AL existe une surface de Markov V de T, avee x(V) = x(Vo) , qui ne
contient pas plus de k paralléfes de T .

10) Soit I une tresse fermée 4 n brins et V une surface de Markov de I' avec
la plus grande caractéristique d'Euler possible.

Les sections de V.  par Les fewilles Ry ne contiemnent pas de cowrbes fermées
car des chirurgies les feraient disparaftre en augmentant strictement la caractéris-
tique de V .

-. Soit n la trace d¢ R sur V , c'est un champ de directions orientables car
R est transversalement orienté et V est orientée. Nous convenons de 1'orienter de
maniére 3 ce qu'il soit zentrant au bord ' de V.

Sur le dessin d'une section de V dans R& les points libres correspondent

aux n prins de la tresse et les points 3 1'infini sont les traces des Py de VnT.
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Nous dirons qu'un arc de V n R& est L{bre s'il va d'un point libre d 1'un des

p. , et qu'il est £i{€ s'il relie deux P, -

(0]

Pour un nombre fini de sections, les arcs échangent leurs extrémités. C'est
1'effet des contacts en forme de selles de V avec un Re .

I1 existe deux types de points selles, ceux dits posditigs ol 1l'orientation de
V et celle de Rﬁ coincident, en nombre A* , et les autres, n€gatifs, en nombre
AL

En un point négatif, 1'accident rencontré par les brins de R& est le suivant

)= X

Et c'est l'inverse qui survient en un point positif

2(— X

/N

Le portrait de phase de n sur V se décrit simplement. Les disques P(p de
VNP sont entidrement constituds de cercles centrés sur les points de tangence de
V avec R le long de l'axe I'q .
Lorsque 1'orientation de V y coincide avec celle de R, le disque P(p est
5 4 Vo
bordé par un cycle Py attractant pour le champ n & 1'extérieur de P(D . L'orien
tation de P, Sur V comme bord de P(p est celle des 9 crodssants.
Dans le cas contraire, Py est un cycle répulsif vers 1l'extérieur de P(p , et
son orientation est celle des & décroissants. On note S* le nombre de p, at-

tractants et S~ le nombre de Py, répulsifs.
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Les variétés instables des points selles vont nécessairement vers 1'un des
cycles attractants, leurs variétés stables peuvent provenir du bord ou bien d'un
cycle répulsif.

En dehors des séparatrices des selles, toutes les orbites partent du bord ou
d'un cycle répulsif pour aller vers un cycle limite. Les domaines de répulsion des
disques Pco instables s'appellent des poches, & cause de leur image au but dans S3 .,
DEFINITION.— Une poche €lémentaire est une poche dont £'adhérence ne contient que
deux cycles attractants.

dessin d La source dessdin au but

§ilm complet des V n Ry (0=<8=<2m

@) @ @ @

11) Avant de passer 4 la démonstration de 1'inégalité du Théordme 3, nous allons in-
diquer comment 1'usage des surfaces de Markov permet d'é&tablir simplement quelques
résultats classiques sur les tresses.

Tout d'abord, le Théor2me 4 entraine immédiatement un cas particulier du Théo-~
réme de Markov sur 1'équivalence des tresses fermées, énoncé au muméro 8. Le cas od
les tresses X et Y représentent le noeud trivial.

Lemme 1.— Toute tresse fewmée X connexe non noude est obenue & partin de La tresse
non noule standand To & £'aide des opérations suivantes, dites mouvements de Markov :

(1) apparition d'un brin par naissance d'une boucle simple,

—_——
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(i1) 4sotopies 4 travers Les tresses feambes,
(iii) disparition d'un brin par moat d'une boucle simple.
En effet, soit X ume tresse fermée connexe non nouée, et D un disque de
Markov de bord X .
On fait disparaitre une poche adjacente au bord dans le disque D en ajoutant

un brin B & la tresse selon le schéma suivant :

On se ram@ne ainsi 3 un disque de Markov sans poche. La figure constituée par

les disques attractants et les séparatrices instables des points selles est un arbre

On supprime les sommets de cet arbre un 3 un en faisant disparaftre un brin de

la tresse a chaque fois.

—( — -

Au point oll nous en sommes il n'est plus trds difficile de prouver le Théoréme

de Markov dans toute sa généralité :

THEOREME.— Deux thesses fermBes X1 et Xo qui reprisentent Le méme entrelacs de
R3 se deduisent £'une de £'autre par des mouvements de Markov.

Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons le lemme suivant :
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Lemme 2.— Solent Xo et X4 deux entrelacs de R3 . 1L existe wne famille de dis-
ques plongls dans R3  disjoints deux d deux Aqyeei,Bx , qui vErifient Les pro-
PRAEXES sulvantes :

a) L'inténieun d'aucun Ay ne rencontre Xo .

b) Pour tout i, A; N Xo est un intervalle non vide a; dans Le bord &; de
Ay .

c) Seit X! L'entrelacs obtenu & partin de Xo en remplagant Les o par Leurs
complimentaires B; dans Les 8; . 12 existe une boule de dimension 3 plongée dans
R* qui contient X§ et ne rencontre pas X,

Démonstration.— Soit L une direction de R*® et H un plan perpendiculaire & L
qui ne rencontre ni Xo ni X, . On peut supposer que Xo et X; se projettent
en position générale sur H parallélement & L . Soient Xa,...,X les points de
Xo qui se projettent sur 1'image de la projection de X, , et a4,.. .,0% des petits
intervalles disjoints contenus dans X, et contenant les POINts Xq,...,Xg .

Pour i variant de 1 & k, soit 4; 1le triangle dans R3® dont un cité est
a; et dont le sommet opposé 3 aj est le point de H situé sur la droite paralldle
a8 L passant par x; . Les triangles A.,...,Ar Vérifient toutes les propriétés
requises.

Fin de £a démonstration du Théorlme de Markou :

Soient X; et X» deux tresses fermées qui représentent le méme entrelacs de
R?®. Nous supposons que Xz est dans une boule B3 qui évite X, .

Notons Xo une tresse paralléle & Xy , proche de X4 , et non enlacée homolo-
giquement avec X; . Appliquons le lemme 2 aux deux entrelacs Xo et X4 , et iso-
topons l'entrelacs X§ donné par le lemme 2 & la tresse X, dans le complémentaire
de X, . On obtient ainsi des disques Al , dont l'intérieur évite X, et dont le
bord &] est formé d'un petit segment Bi de Xo et d'unarc af , tels que l'en-
trelacs (Xz\LiJ 81 go{ soit isotope & Xo dans le complémentaire de X, . Mettons
les a sous forme de tresses vY{ sans toucher 4 X, ni 3 Xz .

Soit X§ la tresse obtenue 3 partir de X. en remplacant les Bi par les v{.
En appliquant le lemme 1 aux tresses v{ , nous savons que X}; se déduit de X.
par des mouvements de Markov.

D'autre part, en faisant appel au Théoréme de prolongement des isotopies, on
obtient une surface W plongée dans R? de bord X} contenant X, , sur laquelle
les entrelacs Xi et X, sont isotopes. La proposition 1 du mméro 9 nous permet
de.supposer que W est une surface de Markov.

Soit U wm voisinage dans W du squelette constitué par les disques attrac-
tants et par les séparatrices instables des points selles. La surface U contient
une surface de Markov M sur laquelle la surface W se rétracte par déformation.
Soit Xa la tresse qui borde M . Le lemme 1 nous dit que X} et X, se déduisent
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toutes les deux de X3 3a l'aide de mouvements de Markov. Ceci achéve la démonstra-
tion du Théoré&me de Markov.

g T

12) Une autre application directe des surfaces de Markov est le Théor&me suivant,
démontré par voie algébrique dans [Magnus et Peluso] et dans [Murasugi 1].

THEOREME.— Une Zresse feamée @ 3 biing est un noeud trniuial s4 et seulement 84 elle

est Bquivalente & X7'X, , XXy ou Xq'xz' , et elle est un enlacement trivial a

plusieuns composantes si et seulement s4 elle est Equivalente & Xxq ou x7;' ou 1.
Le Théoréme découle immédiatement’ de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.— Soit X uwne tresse a 1, 2 ou 3 bains, L& existe une surface de
Markov de X de caractiristique maximale x(X) , ne contenant aucune poche.

DEFINITION. - On dit qu'uwre poche 1 d'une swiface de Markov V  est vide 3 1'ins-
tant O 44 foute fa section de V par Ry es2 situde d'un seul cdté de L'arc

n(@ =mun Rﬁ .

Lemme.— S{ une surface de Markov V d'une tresse X contient une poche m vide

& un instant donné, iL existe une surface de Markov V' de X, avee x(V') 2z x(V),
possédant une poche de moins que V .

Démonstration.— Soit m(9) la section incriminde de m , et soit My e disque
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niveau de & dans le tore plein M . Une isotopie de S* pousse l'arc n n
hors de M sans bouger V en dehors d'wn voisinage de m N My . Il ne reste plus
qu'a utiliser la proposition 2 du numéro 9 pour obtenir le lemme.
Le lemme entraine tout de suite la proposition 3 lorsque X a au plus 2 brins.
En effet, si ™ est une poche d'une surface de Markov V de X , elle se vide

nécessairement pour une valeur de & voisine d'une valeur critique de la section de
V par les RS

Passons 4 la démonstration du cas oi X a 3 brins.

Soit V une surface de Markov de X . Décrivons-la par ses sections dans les
différentes feuilles Ry , en faisant varier l'angle & de 0 a4 2r , et enlevons
toutes les poches qui se vident, 3 1'aide du lemme. Recommencons 1'opération autant
de fois qu'il le faut pour avoir une surface de Markov V' , dont aucune poche ne
se vide.

Si V' posséde encore une poche, il doit survenir 1'accident suivant, pour une
valeur 9 de l'angle &

Yo

C'est-3-dire qu'il existe cing valeurs de © , Wo < ®1 < @z < @P3 < @4 < Up .
et un arc 1i€ mo issu de Py, » qui &change son extrémité finale en Py, avec un
arc-libre d'extrémité Py, lorsque 9 = 8, , pendant que les deux autres arcs
libres restent attachés en Py, et en Py, *

‘Notons J, la bande fermée de T qui va de Py, a Py,
De méme notons J; , 2< i< 4, la bande qui va de pwi_1 ap .

Je dis que tout arc lié de toute section V n Ra , 0<9<2r, doit partir

en contenant Py,
0
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dans J4 pour arriver dans Jz ou Ju .

En effet, il ne peut partir dans Js , ni y aboutir, sans &tre vide en So .

Soit mq un arc 1ié qui démarrerait dans Jz . En 9o il aboutit nécessaire-
ment entre Py, et Py, * Choisissons l'arc m¢ dont ltextrémit(je finale Py ‘est
le plus prés possible de p o Pour que cet arc bouge, il ’faudraltf qu'un arcj_ libre
vienne en Py > car les accidents entre deux arcs 1iés créent tou;!ours un vide
(puisqu'ils découpent quatre quadrants 2 1'instant du choc, et qu'il n'y a que
trois arcs libres). L'arc libre qui va se déranger n'est slrement pas celui qui se
tient en Py, » et il n'y a pas d'arc allant de Py, é Py, D'autre part l'aljc
o doit contenir sur sa gauche un brin libre & la droite de w, . Donc 74 se vide-
rait d&s son premier voyage. Par conséquent, il ne bouge pas. Mais, dans ce cas, il
n'a rien 3 faire dans une surface de Markov. On montre de méme qu'aucun brin ne
part dans Jy . Donc toutes les poches partent de J, et aucune n'aboutit dans J4.

A présent nous pouvens affirmer qu'il existe une surface de Markov pour notre
tresse qui ne contient aucune poche. En effet, méme si V' a des poches, celles-ci
sont parfaitement inutiles, car tout ce qu'on peut faire avec elles, on peut aussi

bien le faire avec trois brins libres.

G (S

COROLLAIRE.— Le noeud de tr2gle, et Le noeud de hult sont nouls.

Démonsthation.— Le noeud de tréfle se représente par la tresse & 2 brins, x3 .
longueur algébrique n'est pas celle de X, , ni celle de x7' .

Le noeud de huit se représente par la tresse & 3 brins x5 'x,x3%x, . Sa lon-
gueur algébrique n'est pas celle de XXz ni celle de x;'x3' , mais ?1le‘eft la
méme que celle de x3'x, . Démontrons que Xz'x, ne peut pas &tre conjugué a

x5 'x,%5"x, , dans B, et nous aurons terminé.

Sa

g
.
&
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Un morphisme de Bs $ur le groupe A, est domé par 8(x4) = (234) et
9(x2) = (134)2 , puisque B(x1x2X1) = &(x2x1x2) = (12)(34) . Or on a
8(xz'x4) = (1234)2 , donc B x5 Mx) = 1 .

13) Donnons maintenant la preuve du Théoréme 3.

Soit ' une tresse fermée 4 n brins, de longueur algébrique c , et de ca-
ractéristique x . Nous voulons démontrer 1'inégalité

c-ns<-yx
Choisissons une surface de Markov V de I dont la caractéristique d'Fuler
est le nombre X .
Rappelons-nous que S* (resp. S~ ) est le nombre de disques P(D contenus
dans V dont le bord orienté sur V tourne dans le sens des & croissants (resp
décroissants). Le morceau de surface V n M réalise une homologie dans le tore

plein M entre la courbe TI' et la réunion des P, de Vn T, donc le nombre n
est €gal 3 la différence S* - S .

Rappelons-nous aussi que nous avons attribud un signe aux points de contact
tangents de V avec les feuilles Rﬁ de R dans M. A* (resp. A~ ) est le
nombre de contacts ol les orientations de V et de R coincident (resp. différent).

Lemme.~ Le nombre c est Egal d La différence A+ - A~ .

Demonstration.— Décrivons V par ses sections dans les plans R:3 . L'angle &

varie de 0 & 27 et nous 1l'assimilons 3 la variable du temps. Notons aq,...,an
les arncs Libres de Vn R8 ,»ilsvont de I' 3 T, et an,,,...,an, les arcs Lils,
qui joignent un paralléle de T 3 un autre. Ona k=S et n =S+ - § .

A chaque instant critique 9. , l'exprémité {inafe de deux des arcs a passe
d'un paralléle 4 un autre. Si l'arc a qui aboutissait sur p. avant 8 , s'enfuit
Sur pp, aprés 9 , nous dirons que la variation d'angle de a en 9. est la dé-
termination de 1'angle .~ , contenue dans 10,2r[ si le point selle est positif,
et dans ]-27,0[ sinon. Ainsi, 3 chaque accident positif la somme des variations
d'angle des arcs est de 27 , et elle est de -2r i chaque accident négatif. Si
bien que la somme de toutes les variations d'angle quand & varie de 0 i 27 est
égale & 2m(A*-A") .

A présent repérons chaque Ry par les coordonnées cartésiemnes (xs,Xs) cen-
trées sur I'c . Le nombre c¢(I) compte l'enlacement de I' avec une courbe TI' pa-
ralléle 3 T , qu'on obtient en déplacant I’ selon une direction constante dans le
repéi“e 0x3Xs . Or le nombre d'enlacements de TI'' avec I' est le nombre algébrique
des intersections de I'" avec V , donc le nombre 27c est la somme des variations
d'angie des arcs libres a; , 1<i<n.

Mais la variation d'angle totale de chaque arc 1ié aj; , n+1sjsn+k est
nulle, donc ¢ = A+ - A~ , (C.Q.F.D.. {
|

s
"
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Autrement.— Soit Vv une direction constante dans le repére Oxaxs de Ra centré
sur Io . Notons a l'angle que v fait avec 71 , dans le plan Rﬁ , le long de 1la
surface W=V N M. Cet angle est défini sur W en dehors des points de tangence
de W avec R . Tracons un petit cercle sur W autour de chaque point critique, et
orientons le par le sens trigonométrique sur W . La variation totale de a sur
1'un de ces cercles est +2r ou -2r selon que le point critique concerné est po-
sitif ou négatif. D'autre part la variation de o le long de I est 2mc et elle
est nulle le long de chaque paralléle de Vn T . Donc c = A+-A~ , C.Q.F.D.

En soustrayant les valeurs de ¢ et de n , on trouve
c-n=At-A" -5+ +5 .
D'autre part la formule de Poincaré s'écrit
-x = At + A - St -5,
Par conséquent 1'inégalité 3 démontrer est équivalente & 1'inégalité suivante :
THEOREME 6. Az

Cette inBgalité est &vidente si S~ = 0 . Elle est trés facile si S~ =1
Pour le voir regardons les déplacements du brin issu du paralléle répulsif By, dans

les sections successives par les RS .
®1

[\ g

Si tous les points selles au bord de la poche centrée sur P i sont positifs,

le brin tourne constamment dans le sens contraire 3 celui des aiguilles d'une montre.

Or, au bout d'un tour complet de & sur To , il devrait revenir & sa position ini-

tiale.

Lorsque S™ = 2 un argument tout simple prouve encore l'inégalité du Théoréme
6, mais les choses se compliquent rapidement, et la démonstration du cas général de-
mande un peu d'attention. _
Premiénement.— Remarquons que si S~ est strictement supérieur & A~ il doit exis-
ter une poche de V n'ayant dans son bord qu'un seul point selle négatif.

ENTRELACEMENTS ET EQUATIONS DE PFAFF (13)

Deuxi@mement.— Lorsqu'une surface de Markov V posséde une poche w dont le bord
ne contient qu'un point selle ndgatif, il est facile de trouver une isotopie 3 sup-
port dans M qui déforme V en une surface de Markov V' possédant une poche &£é-
mentaire (celle qui est définie au numéro 10).

En effet, supposons que deux accidents positifs se suivent sur n aprés l'acci-
dent négatif

Décrivons V dynamiquement par ses sections dans les plans R& . L'angle &
est considéré comme une variable de temps.

Soit 9, 1l'instant ol l'arc mn issu de Py, quitte p,, bour aller en P,
€n passant par un point critique positif. Le paralléle Py, connecté 4 p y par m
3 la suite de p 02 S€ trouvera entre Py, et By - Notons 9, 1'instant ultérieur
d& 9+ ol l'arc m quitte D, pour aller en p

Quitte & déformer V nous pouvons supposer que l'arc m est une droite verti-
cale qui va de Py a Py, dans Rﬁ » pour 9; £ 9 <9, , et que, de plus, le point
selle Q de 1l'instant 9: se trouve audessus du point selle Q; de 1'instant O, .

©z 02

=9, 8 =9,

1] g

Soit € > 0 assez petit pour que rien ne se passe sur V dans les intervalles
de temps {91 -€,94[ , 194,91 +e] , [92-¢€,9%[ et 192,9.+€] . Notons N 1le cy-
lindre formé par les points de M dont la coordomnée O varie entre 9, - & et
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9, + € . Soit © une membrane presque verticale qui partage N en deux régions, Décrivons V au but par ses sections aux différentes valeurs de o , €n assi-

l'we A; contenant Qs , l'autre As contenant O . milant 1l'angle © & la variable du temps. Le temps s'écoule 3 mesure que l'angle
croit.
A l'instant 8, 1le brin my issu de Py, quitte Py, Pour aller en P, en
. P - . o . O. . 1
passant par un point critique négatif, et i 1'instant 91 il revient en Py, ala
suite d'un accident positif. °

Le tore plein M dans $3 est feuilletd par les disques MB qui sont les ni-
veaux de 9 .

Soient x et y , x2 +y2 < | » les coordonnées cartésiennes sur M, , 0 1le
point {x=y=0}

Le repére 0xy se transporte 3 tous les MS > de sorte que la trace d'un paral-
- 18le P, de T posséde des coordonndes indépendantes de o . j
A, B, C, D désignent les quatre quadrants de Mo . A= {(x,y)]|x<0 et y<0} ,

Soit U un voisinage assez &troit de I pour que A; = A.~U renfemme encore

! ' Qi1 et Al = Ax~U renferme encore Q .

V, posséde une poche avec un seul accident négatif et un accident positif de moins

il

Considérons une isotopie 3 support dans N qui pousse tous les points de Aj B = (x20 et y<0] , C= (x>0 ot Y200, D= (xS0t y20) . N est 1o voro. ]J;!l
(resp. AL ) dans la région 92 < 9 < 92+e (resp. Y- < I < B ), sans changer nage des axes définis par {|x| <1_1O_ ou Iyl <_11_0} , A' la région {x<~-11— ot y<——1—}, i![
les coordomnées sur le disque méridien. Cette isotopie transforme U en une'surface ot enfin E la région ((x,y)|x<0 5i y>0, %<\ si <0 . 0 10 ; !]
de Markov V4 . Sur V, , l'arc m passe directement de Py, a Py, > si bien que 10 i’l
i

que la poche n de V.
Une application répétée de ce procédé donne la surface V' souhaitée.

TrnoisiZmement.— La manipulation essentielle. Mettons-la sous la forme d'un lemme.
Lemme.~ Lonsqu’une suwrface de Markou V d'une tresse T' posséde une poche elementaire,
il existe une authe thesse ', avee c(T') =c(l) et n(')=n(l) , et une surface
de Markov V' de I'', avee x(V')=x(V) , qui a une poche de moins que V.

Remarque.—~ Cela ne signifie pas qu'on sache faire disparaitre les poches &lémentaires
par isotopie, et I'' peut Btre différente de I' en tant que tresse. Cependant la
tresse I'' que nous allons construire représentera effectivement le méme entrelacs
que ' dans RR3 .

Quitte & déformer V par une isotopie 2 travers les surfaces de Markov nous
pouvons supposer que les propriétés suivantes sont réalisdes :
(1) V ne rencontre jamais 1'intérieur de C .

Notons bien qu'une fois le lemme &tabli, le Théor8me 6 s'ensuit par récurrence : (2) Les seuls paralléles de V rencontrant N sont p, de coordomes x =0 ,
sur S . y=—1,p®o défini pour x=-1, y=0 et Py, défini par x =1,y =0.
Démonsthation du Lemme.— Soit m 1la poche élémentaire de V contenant le paralléle : (3) De 8 & da? LT est inclus dans B N N et tout brin de V rencontrant
retourné p, . Notons p et p les paralléles directs au bord de w . E est contenu s E . :

] (08 @4 % (4) De &1 3 8, oy, est inclus dans AN N et tout brin de V rencontrant
Py L A' est contenu dans A" .
° — On note Ay la région de A entourée par m, de 9 d 9 et By la ré-
gion de B entourée par 1'cd'J de 9 3 9 .
P(D1
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14) Le Théorgme de [Alexander] nous dit qu'on peut toujours réaliser le type d'iso-

topie d'un entrelacs I' de R® sous forme de tresse fermée. Soit L(I') 1le plus
= grand possible des nombres c(X) - n(X) pour toutes les représentations en tresse
%0 : X de .
D'aprés le Théoréme 3, pour le cercle standard L = -1 et pour le noeud de
tréfle droit L = +1 . I1 semble que pour le tréfle gauche on ait L = - § , comment
le démontrer ?

91 <9< Yo o o <9< Oy 2

I1 existe une application lisse £ de M dans lui-méme, préservant globale-
i ment chaque disque M& et vérifiant les hypothéses suivantes : )
,“ (5) Sur A' , £ coincide avec la rotation d'angle = de centre 0 , pour toutes
les valeurs de @& . . :1
(6) De 1 -€ & 9o + f fixe point par point la région My~Ag - : j'l
(7) De 9 +e€ & 9 - e, f fixe point par point les trois quadrants B , D
et C , et sa restriction & la région E est un plongement dans Ma\Bé" . . : gauche droLt
|

>

oMM

Le premier nombre qu'on peut essayer pour majorer 1'invariant L d'un

noeud de maniére i atteindre des nombres négatifs est la sdégnatuwre du noeud (cf.
[Murasugi 2]). Mais L peut &tre plus grand que la signature o , comme le montre
le noeud suivant ot L =9 et o= § .

1)

7

Ces hypothé&ses assurent que £ induit un difféomorphiqme de V N M sur son
image. De plus f se prolonge naturellement & un difféomorphisme de V sur une 1 =G

3

surface de Markov W . g
i

La trace de R sur W est isomorphe & la trace de R sur V , et les signes ;
a 9, le ! D'autre part, le genre ne peut pas &tre remplacé par le degré B du polyndme

d'Alexander dans 1'inégalité L < 2g-1 pour les noeuds. Un exemple ol B = 0 et
L = +1 est donné par la tresse suivante, que j'ai tir€e de la belle courbe de
Legendre de [Erlandsson, fig. 551).

des points critiques sont les mémes sur W et sur V . En outre, de 9y
entoure la région de Ag qui ne contient aucun point de W . La transfor- %

brin w
mation effectuée a permis de vider la poche &élémentaire.
Pour obtenir la surface V' de méme bord que W et contenant une poche de

moins que W , prenons nos ciseaux. Découpons W suivant les courbes n, en B4 = — /_/D- — w;
< |

et en 9 , et aussi suivant les paralléles P et Py entre 80 -gt 8 . Un peu ,———/_\/__/ \
de colle pour attacher sur les bords les disques A et Ag =~ ainsi qu'une bande - M’ ¢ ! —
polir le tout avec un peu de papier ‘_{/__/_) \M\ \,—-’r—/—/ ~——s b/-/_/ '
~ l
|
|

de T entre 9 et 8, . Il ne reste plus qu'a f[
\
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Elle représente le noeud de [Rolfsen], p. 167 :

11 reste au moins un invariant tout simple des noeuds pour lequel je ne connais
pas la réponse.

Question.— Est-ce-que 1'invariant L d'un noeud peut &tre supérieur au double du
nombre gordien u du noeud ?

Si I' est un entrelacs & r composantes connexes, son nombre goadien u(T)
est le plus petit nombre de fois que T doit se croiser elle-méme avant de se trans-
former en une collection de r cercles non noués et non entrelacés. [Murasugi 2] a

prouvé que ¢ - r + 1 minore Z2u .

Question.— L) < 2u@@™ -r ?

Cela confirmerait une formule conjecturée par J. Milnor, pour calculer le nom-

bre gordien d'un noeud torique de type (p,q) :

u(p,q) = (p-Nq-1/2 .

Plus généralement, J. Milnor propose dans son livre [Milnor 2] une &valuation
algébrique du nombre gordien de l'entrelacs d'une singularité algébrique isolge.
Soit Vo une courbe algébrique complexe dans (@2 , d'équation £(zo0,z4) =0,
avec un polynéme f sans facteur carré. Supposons que Vo posséde une singularité
a 1'origine de 2 . Son nombre de Milnor est le premier nombre de Betti de la sur-
face d'intersection V d'une petite boule B% de centre 0 avec une courbe com-
plexe non singuliére d'équation £(zo,z4) =t , pour t suffisamment petit. Ce nom-
bre est &gal & la multiplicité u de Vo en 0 . ’
Soit r le nombre de branches de Vo passant par 0 , le nombre
&= (u+r-1)/2 compte la quantité de points doubles ordinaires concentrés en 0
sur Vo (cf. [Milnor 2, p. 851). i
L'entrelacs [ de la singularité est celui qu'on obtient par intersection de
I1 a exactement 1 . compo-

Vo avec la sphdre .S3 au bord de la petite boule B* .
santes comnexes. I1 borde dans S2 une surface W isotope dans B* & la surface

V . Cette surface est comnexe et elle a la plus grande caractéristique d'Euler
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possible parmi les surfaces de Seifert de T s donc x(O) =1-u

. En fait [Milnor 2] montre que S3~r fibre sur le cercle S' avec des fibres E'Il‘
5 Qul sont toutes isomorphes 3 V . Chaque fibre est une surface connexe dont 1la

fermeture ‘
est une surface Wa compacte de bord I' . Le Théordme de [Stallings 1]
nous permet d'affirmer que W,

X g ©st une surface de Seifert de caractéristique maxi- B
male. i

s p
D'aprés les résultats de [K. Brauner], l'entrelacs I est isotope dans S2 3

une tresse posiiive X , c'est-a-dire une tresse X qui s'exprime dans Bn comme

§ . oo a . .

mn produit des générateurs x; , 1 <i< n, de Artin (cf. numéro 8), sans faire in-
tervenir de x3' .

Exemple 1.~ Si p et q sont deux entiers = 2 , premiers entre eux, la courbe

18 i P qd = i
d'équation zf + z% = 0 donne le noeud torique £(p,q) . Dessin de £(2,3) et de

Exemple 2.— Avec f£(2o,21) = 22 + z% , on obtient

5 ©

[Birman et Williams] prouvent qu'une tresse positive X vérifie 1'égalite

~

n-c=xyx.
(Voir aussi la remarque 1 qui suit le Théoreme 3.)

Par conséquent si X est une tresse positive représentant un entrelacs T |
d'une singularitd, on a [

L=x=n-c=1-y ]
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et
8§ = (c-n+1)/2 .

J. Milnor &met la trds séduisante hypothése que le nombre gordien u(r)
pourrait bien &tre toujours &gal au nombre & .

L'inégalit® u < & est due 3 [Pinkham]. On peut &galement la déduire d'une
inggalité plus générale démontrée dans [Boileau et Weberl, qui dit que pour une
tresse X & n brins, qui peut s'écrire avec b croisements, c'est-i-dire une
tresse X qui s'exprime dans Bn par un mot de longueur b , on a

ug (b-n+1)/2 .

Par contre 1'inégalité dans 1l'autre sens, u > & constitue encore un pro-
bléme ouvert. Elle serait &tablie si 1'on savait prouver 1'inégalité L < 2u-r ,
puisque L =c ~-n pouf X positive.
La question uz (c-n+r1)/2 est également posée dans [Rudolph 1].
Remarquez le bel encadrement du nombre gordien qu'on aurait pour une tresse
que,ecohque :
{(c-n+1)/2<usg (b-n+1)/2 .

15) Soit V une courbe algébrique complexe dans @2 possédant une singularité

isolée analyiiquement {uidductible en O .
D'aprés le Théonéme de Puiseux il est possible de trouver des coordonnées

sur €2 , telles que 1'équation de V s'écrive

£(20,21) = TT1(Z1 ~C1(E-20))
En=

(zo,21)

avec -
C1(zo) = kE-xakzlg/n
(cf. [Pham]).

Zo . S1 1l'on coupe V

ol n est un entier strictement supérieur a 1
Le cOne tangent 3 V en 0 se réduit d l'axe des
avec une sphére S3 de centre 0 et de rayon € trés petit, on obtient une )
courbe X dans un voisinage trés &troit du cercle I'c . X est une tresse fermée
positive connexe. ’ o
Le Théoréme de [Brauner] affirme que X est un noeud forique {LErE

i itéré k1),-..,(np,kp))
X1),.++,(0p,kp)) . Le noeud torique itéré £L((n1,k1),...,{mp
£((ns, ke » ¢ PP sur la surface d'un tore

étant
celui qu'on obtient en cablant le noeud torique £(mp,kp)
voisin du noeud torique itéré £((m1,k+},...,(np 4 skp-1)) -

(Cabker une trnesse Xo dans le voisinage tubulaire U d'un noeud X
sur U par un difféomorphisme

consiste a

envoyer le tore plein standard M contenant Xa :
qui envoie un paralldle au bord de M , non enlacé avec 1'8me de U sur un noeud
dans S3 .)

X! paralldle & X; non enlacg avec X,
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Le nombre n qui rentre dans 1'équation de V est le nombre des brins de X ,
c'est le produit des ny s (ni,ki) sont les

> Mikiog <ky
Ce sont les invariants Zopologiques de V en 0 (cf. [Pham]). La

tresse X est &quivalente 3 celle qu'on obtient en coupant S3 par la courbe com-
plexe d'équation

i variant de 1 a p . Les couples
paines de Puiseux de V en 0 » elles vérifient (ng,k;) = 1
1< nj < ki .

z, = z)g1/n1 + Z§2/n1nz o+ Z}gp/rb,...ﬂp .

Notons v; le produit Dysqe-eDy , pour i =1,..
la multiplicité w de V en 0 est donnde par

U= i§1\)i(ki- Dmg-1)

-,p-1, et posons v, = 1

D H
(cf. [Milnor 21 p. 93).

Par exemple, pour zK = Z7 , la multiplicité est ggale 3
D'autre part, si X,

K-D@n-1 .
brins de longueur algébrique c,
Nz brins de longueur algébrique cz , la tresse X , cons-
truite en cdblant X, dans un voisinage tubulaire de X, , posséde n = niny brins
et sa longueur algébrique ¢ vaut c, + n,.C,

Pour la tresse £(n,k)
est k(n-1) . La formule

est une tresse a3 n, s

et Xz une tresse 3

le nombre de brins est n et la longueur algébrique

L-1T=c-n

pour un noeud torique itéré, s'ensuit par récurrence sur le nombre de paires de
Puiseux.

Lorsque la singularité algébrique de V en 0 n'est plus irréductible, 1'en-
trelacs X n'est plus connexe. Il a 7 composantes connexes X; , si r est le
nombre de branches V; de V en 0. les tangentes de V en 0.
avec S3 est un cercle de Hopf§ Ci . La composante X; se
Pour i # j , les cercles Ci et Cy ont un nombre d'enlace-
ment €gal & +1 . Donc X; enlace positivement X5 .

Les cercles de Hopf sont les fibres de 1a fibration de Hopf de S3 sur S2 .

I1 est donc possible de déformer la réunion des Ci , & travers les familles dis-
jointes de cercles de Hopf jusque dans un voisinage arbitraire de T, . Nous rame-
nons ainsi X & une ttesse fermée dans wn voisinage de T
tive puisque les X;

Soient Hi,...,H,
L'intersection de Hj

tient auprés de C; .

. C'est une tresse posi-
le sont et qu'ils s'enlacent positivement les uns les autres.

Soit nj le nombre de brins de Xi , et ci sa longueur algébrique. Notons
bi  la multiplicité de Vi en 0 et 653 la multiplicité d'intersection de Vi
avec Vj‘ ‘en 0. Ona, 635 = niny
On a

. Calculons les nombres n, c et p de X.
=5

. uw~1-= i=1(u'i‘—1) + l;jélj

e

= 1Z,0  Fnan
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et
x

n = i§1ni ’

donc
c-n=u-1

16) Nous allons décrire une autre manidre de voir 1'égalité c -n=pn -1 qui
jette un peu de lumigre sur la quantité ¢ - n et l'invariant L . Cela va nous
ramener aux Structures de contact en dimension 3 .

La sphére 4 trois dimensions poss&de une structure de contact standard £ R
celle qui est formée des plans orthogonaux & la fibration de Hopf. Si on regarde
S$* comme la sphére de centre 0 et de rayon o dans (2 , le plan de Fo au
point z = (Z0,2z1) € S® est la droite complexe perpendiculaire 3 celle qui joint
z 4 1l'origine.de {2 . C'est aussi la seule droite complexe tangente & S$3 qui
passe par z . En coordomnées polaires sur @2 , Fo est déerit par 1'équation de
Pfaff

p2d8, + p2dd, =0 .
la normale orientée de Fo en z , sera le vecteur iz .

L'entrelacs T d'une singularité algébrique complexe isolée en 0 € T2 , nous
est donné comme section transverse d'une sph&re standard de centre 0 dans (2 et
d'une courbe complexe, donc la tangente 4 ' dans S® est toujours thansverse
aux plans de Fo . De plus ' est une courbe ascendante dans Fo si on 1'oriente
comne bord de la surface Vo munie de son orientation complexe.

Si z = (Z0,24) ;} Zo = Xq *+ iXa , et 2Zq = X3 + ix4 , O a

iz = (-X2,X1,~Xu,X3) .
Posons

jz = (~X3,Xs,X1,-X2) .
Le vecteur jz est orthogonal & z et 3 iz , il est donc dans le plan de o
en z .

Par définition, le nombre £(I') d'un entrelacs transverde a 130 sera l'en-
Lacement de T avec la courbe TI'' qu'on obtient en déplacant légérement I dans
S suivant le champ de vecteurs qui vaut jz au point z .

Le cercle T'c est transverse 3 Fo , et son enlacement 4£(To) avec fo est
égal 2 -1 . Il en va de méme pour toutes les fibres de la fibration de Hopf.

Tout entrelacs I' qui longe le cercle To d'assez prés est une courbe trans-
verse & Fo . Si I est ascendante dans Fo , elle est en méme temps une tresse
fermée.

La longueur algébrique c(I) compte 1'enlacement dans S® de T avec sa
translatée dans S$3 suivant une direction constante dans le repére (Xa,Xas) ©
D'ol 1'égalité

2(r) =c(m) - n(I .
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Soit T 1'entrelacs d'une singularité algébrique complexe V 1isolée en
0 € T2 . Si la sphére S® est choisie suffisamment petite, I est contenu dans
un voisinage étroit d'une famille finie de cercles orthogonaux a Fo , la trace
sur S5* de la famille des tangentes 3 V en 0 dans (@2 . Donc I est isotope
4 une tresse fermée X , pami les entrelacs transverses 4 Fo . Par conséquent
1'égalité ¢ -n=pn-~1 entratne 1'égalité &(r) =n - 1

Mais nous allons voir tout de suite que cette &galité provient d'un résultat
globat dans €2 (voir aussi [Rudolph 2] et [Laufer]).

PROPOSITION 4.~ Soit V une counbe analytique complexe non singuliire dans (2
et S3 une sphere euclidienne centrde en 0 € 2 , Lansverse a V. Notons T
Llentretacs transvense ascendant @ Fo sur S? , obtemu en coupant V par §3

et notons V La partie de V contenue dans fa boule B borndée par S* dans
2. 0na

’

2(r) = x@ .
Demonstration.— Notons V' 1la surface de (€2 qu'on obtient en poussant V avec
le vecteur qui vaut jz au point z . Soit I'' = S* le bord orienté de
V' =V' nB“. L'enlacement de I' avec I dans $3 est 1'opposé du nombre algé-
brique d'intersections de V avec V' (cf. [Rolfsenl).

Un point d'intersection de V avec V' est voisin d'un point critique de la
fonction o qui mesure la distance & 0 sur V » car jz est tangent 3 la sphére
S* qui passe par z , centrée en 0 .

Pour démontrer notre égalitd, on peut toujours supposer que V ne passe pas
par 0 et que tous les points critiques de © sont non dégénénis.

Plagons-nous auprés d'un point critique T . I1 existe .des coordomnées holo-
morphes zo = Xo + iy, et z, = x4 + iy: telles que T soit le point
{zo=1,2,=0} , et telles que 1'8quation de 'V s'écrive

zZo =1+ czi + 0(l12412)
avec c réel >0 .

C est un point col de p 44 c>% et un minimum de o 44 c<%.

En effet sur V on a

P2 = ZQ—Z—O + 2121 =1+ 2131 + C(Z?"'E) + O(IZ1|3)
T+xf+yd+2c03-y3) +0(12412)

donc
P2 - 1 = (1+20)xF + (1-20)y2 + 0(Iz413) .

D'autre part, au voisinage de T , il existe un unique point ' de V' nvV.

Le nombre d'intersections de V. avec V' en C' est positif &4 c<% et
négatif 44 c > % .
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En effet, au voisinage de T , V s'écrit, d l'ordre 3 en Izl

{XO 1+ c(E-yH
Yo = 2CX4y1

1§

et jz est @ l'ordre 1 le vecteur (-Xs,¥1,1,0) . La surface V' est la trans-
latée de V suivant ejz , € réel > 0 et petit, donc V' s'Ecrit, 3 1'ordre
3 en lz4ql ,

{xo +exq = 1+ c(x2-y2) + c(e2- 2ex4)

Yo = EYq = 2CX4Y1 — 2CEYn

et {' est le point d'abscisses f{x1 = ec(1+2c)™",ys =0} . Posons
a = 2ec2(1+2c)"" . Le plan tangent 3 V en (' est

{dxo = adx4
dyo = ady+ ,
celui de V' est
dxo = (@-€(1+2c))dxs
{dyo = (a-e(1-2c))dys

i i i 'i tionde V et
Donc le détemminant 4 x4 qui compte l'orientation de 1'intersec

V' en (' est 8gal & e2(1+2c)(1-2c) .

Par conséquent le nombre £(I') est la somme des points cols de p sur V

diminuée de la somme des minima de p sur V. C.Q.F.D.

Remargue 1.— L'absence de maxima pour o est montrée dans [Andreotti-Frankell ;

information géo-
1'absence de cols comptant pour -1 dans le calcul de £ estune 1 g

métrique supplémentaire.
. ez fo1ie
Remargue 2.— Nous venons d'indiquer trois démonstrations différentes de 1'égalité

p =2 -1 . Nous en donnerons encore deux autres 3 la fin du § IO.

iculi ' otion
Nous allons voir au § II que le nombre £ est un cas particulier d'une n

plus générale qui est utile dans 1'étude des équations de Pfaff en dimension 3 .

II. ENLACEMENTS DES COURBES ET DES CHAMPS DE PLANS

. . _Eibré trivial de
17) Soit M une variété orientée de dimension 3 , F un sous-fibré trivi

et I un entrelacs dans M , c'est-&-dire une

2. du fibré tangent de M,
o nsion 1 de M . Nous supposons [ homologue

sous-variété fermde orientée de dime
3 28ro dans M et transverse au champ de plans F . ' X .
Rappélons que 1l'enlacement de I' avec un autre entrelacs I'' homologue.

: . .
z8ro dans M et disjoint de I' , est le nombre d'intersections homologique de T

avec une 2-chaine orientde de bord I (cf. [Rolfsenl).

R
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Soit v ume section de F dé&finie sur M toute entiére, qui ne s'annule

jamais. Considérons 1'entrelacs T' qu'on obtient en poussant légdrement I dans
la direction de ¥ .

PROPOSITION S5.— L'entier relatif £(r,r) qui mesure L'enlacement de T auee I
es indépendant du choix de V , et il ne change pas Lonrsqu'on remplace L'onienta-
Zien de T parn son opposle. Par contre il change de signe 84 on renverse 2'onien-
Zation de M .

Démonstration.— Si W est une autre section de F qui ne s'annule pas, soit I
1'entrelacs obtenu en poussant TI' avec w . La différence entre L(r,r'y et
£(r,r") est le degré de 1'application ¢ qui associe i tout point de TI' 1'angle
de V avec W dans le plan F . Mais ¢ s'dtend en une application de M dans
le cercle et H,(I') va sur zéro dans H,(M) , donc le degré de ¢ est nul.

DEFINITION.— On note L(0,F) Llentien £(T,T') et on £'appelle enlacement de T
avec F .

Ce nombre ne change pas si on bouge I par isotopie transverse & F ou si
on bouge F par homotopie transverse & I .

Remarque.— Si les deux premiers groupes d'homologie entidre de M sont nuls, 1'en-
lacement d'un champ de plans non singulier et d'un entrelacs transverse est tou-
jours défini. Car toutes les courbes sont homologues 3 zéro et tous les sous-fibrés
du fibré tangent sont triviaux.

En effet M® est parallélisable, car on a H? M,mo(0(3))) =0,
H'(M,m4(0(3))) =0 et m2(0(3)) = 0 . Fixons une parallélisation de M . Un champ
de plans non singulier correspond alors 3 une application de M dans S2 , et
nous devons voir qu'elle se reléve 3 SO(3) . Mais H2(M,Z) contient la seule

obstruction au reldvement, or ce groupe est isomorphe & Hom(H.(M),Z) puisque

HiM) =0 .

Exemples.— Si Fo est la structure de contact standard sur S® et Iy une fibre
de la fibration de Hopf, i’_(r‘o,ﬁo) vaut -1 .

De méme si R est le feuilletage de Reeb direct sur $3 et I'o 1'4me de la
feuille compacte, £(I'o,R) = -1

Remarquons que si I" est une tresse fermée dont la tangente reste voisine de
celle de T'o , l'enlacement de I' avec Fo, et R est le méme, car R est homo-
tope & Fo en restant fixe le long de TI'c . Nous avons vu au numéro 16 que £2(I)
est égal 2 la différence c-n, ol c est la longueur algébrique de I' et n
son nombre de brins.

Pour le feuilletage F de S® associé 3 un noeud fibré X de genre g ,
comme le feuilletage de Reeb est associd au noeud trivial , On trouve
LK,F) =2g-1.
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18) Soit F un champ de plan orienté sur une variété orientée de dimension 3 .
Et soit Y un entrelacs plongé dans M , homologue & z&ro, fangent & F en chacun
de ses points. On obtient un nouvel entrelacs Y' en poussant l&gérement Y dans

M suivant sa normale directe dans F .

DEFINITION.— L'enfacement de y avee Y' 4'appelle £'autoenlacement de y dans

F . On Lo note T(Y,F) . _

Remarquons que <t(y,F) ne dépend que des plans de F le long de vy , il es
donc bien défini, méme si F n'est pas trivialisable. Par ailleurs T(Y,F}) ne
change pas si 1'on renverse l'orientation de y ‘ou celle de F .

Supposons maintenant que F soit parallélisable et orienté. Et considérons
une collection y de courbes immergées orientdes tangentes & F en chacun de
leurs points. o y

Nous supposerons également que Y est homologue a z&ro dans .
DEFINITION.— L'enroulement de y dans F, u(y,F) , et 2a \j'a/‘uai’;wn totake de
2'angle de La fangente & Y dans un hepere direct (v,w) WVLWA.CUII F.

Le nombre u(Y,F) change de signe si 1'on renverse 1l'orientation de vy ou

o s
celle d¢ F . Mais on vérifie que wu(y,F) ne dépend pas du choix d en-cl?amp de
repéres directs dans F exactement comme nous avons justifié la définition de £
par la proposition 5.
Exemples.— Dans le feuilletage de Reeb, T est mul pour les courbes tracées sur
les feuilles planes, mais <t = p.q pour un noeud torique de type (p,q) sur la
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feuille compacte. Quant 3 u clest 1'enroulement ordinaire dans les feuilles
planes, mais c'est un enroulement tordu dans la feuille compacte T

compter la variation de la tangente par rapport au c
sur le tore :

, car il faut
hamp de vecteurs V suivant

DEFINITION.— Lonsque F est une structuwre de contact, Les courbes Lisses {mmen-
gles Zangentes & F 4'appellent courbes de Legendre de F .

Un Théoréme de [Gromov 2] et (Duchamp] nous apprend que deux courbes de
Legendre homotopes 4 zéro, sont régulidrement homotopes parmi les courbes de
Legendre si et seulement si elles ont méme enroulement.

De facon générale [Gromov 2] et [Duchamp] montrent que 1'espace des immer-
sions de Legendre d'une variété V de dimension n dans une variété de contact
M2n+1 a le type d'homotopie de 1'espace des applications fibrées injectives la-
grangiennes de T(V) dans le £ibré de contact F sur M .

19) Soit F une structure de contact parallélisable sur une variété M2 . Le
champ F est transversalement orienté par une forme de contact a qui le définit.
Supposons M orientée par la forme volume aa da , et F orienté par la forme

da .

Soit Yy um entrelacs tangent a F , et V 1la normale directe 3 Y dans F .
L'entrefacs Y+ , obtenu en poussant Ligerement vy suivant v dans M est trans-
verse d F .

Clest justement ce que nous dit la forumule de Stokes quand on 1'applique 2 un
rectangle infiniment petit ayant un c6té sur vy , un ¢cOté sur y* et les deux
autres cOtés suivant v .
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-
i +
Au premier ordre en € , la valeur de o sur la tangente & €V est

Y
égale a la valeur de da sur le couple de vecteurs (ev,t) , ou t

est la tan-
genteLZ r:s‘;riction de o & y* est toujours strictement négative. On dit alors
que l'entrelacs Y* est descendant dans F . o
De méme l'entrelacs Y™ =y - ev est transverse 2 F , mais il est ascendant
dans F .
PROPOSITION 6.— Loasque Y et homofogue & zéro dans M,
£(y*)
L(y7)
Démonstration.— Soit V une section non singulisre de»’F sur M, et soit € et
¢' deux infiniment petits non nuls. Le nombre £(y+ev) compte 1'enlacement de

v eC
Y + gv avec y + gv + €'V , et le nombre <t(y) compte 1l'enlacement de y av

- - . o
: i ~ + g'v . Par suite la différence
vy +e'v doncceluide Yy +ev avec Y +€v+ €'V

t(y) + uly)

et

) - uly) .

2(y*) - T(Y) est &gale a4 la variation totale de l'angle de v avec v dans F)
le long de Y+ . Cette variation est la méme le long de Y , e%le'vaut donc wu(y
Donc £(y*) = T(¥) + u{y) . L'autre &galité s'en déduit, car si l'on chzmgel a _’en
-0, aAada ne change pas, mais 1l'orientation de F se renverse. La normale v

devient -V v* devient Yy~ , ni £ ni T ne changent, mais u devient -u .
3

20) Soit F un champ de plans parallélisable, orient8, sur une variét€ orientée
ientée i é induit un c
M2 , et V une surface orientée immergee dans M . Le champ F indu hamp
de directions orienté n sur V. )
Par deux fois déji nous avons rencontré ce champ. D'abord au numéro 5 pour
.annoncer une différence entre les propriétés globales et les proprietes localzs
P PR . e
des structures de contact. Puis au numéro 10, F était alors le feu:illetage

Reeb sur S et V #&tait une surface de Markov. .
Le champ de directions n porte un champ de vecteurs tangents & V que nous
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désignerons &galement par la lettre n et que nous appellerons le champ caracts-
nistique de V dans F (cf. [Liel).

DéFINITION.— Sodt Xo un point singulien is085 de n, c'est-a-dire un point de
contact de F et de V , £'indice tordu de n par rapport 3 F en Xxo , noté
ip(Xo) , est Le degnd de n  considénd comme application d'un petit cencle trhigo-
nométrique entourant xo dans V a vakeuns dans Le cercle des vecteurs unitaifos
de F nepénés dans une trivialisation dinecte (¥V,W) de F.

Si les orientations de F et du plan tangent 3 V coincident en x, , 1'in-
dice tordu ip(xo)

est 1'indice ordinaire du champ de vecteurs n en X, , sinon
c'est 1'opposé.

PROPOSITION 7.— Sux une surface V germie immengbe onlentée La somme des indices
Zordus est nulle.

Démonstration.— Soit vV un champ de vecteurs non singulier sur M tangent 4 F

en tout point. Soient Dy,...,D, des petits disques de V centrés sur les points

->Yx leurs bords orient&s. Notons ¢ 1'application du

complémentaire des Dy dans V i valeurs dans le cercle que définit 1'angle de

n avec v . La somme des indices tordus de n

critiques de n , et Yayee

sur V est l'opposé du degré de
la restriction de ¢ i la réunion des Y3 , elle est donc nulle.

DEFINITION.—~ Soit V une surface compacte onientie immergée dans M dont Le bond
I esf plonge dans une variété onientie M . L'enlacement au bord de V , noté
e(V) , est L'enlacement de I' avee un entrefacs T
fa nowmale & V. dans M .

obtenu en poussant T suivant

THEOREME 7.— Soit ' un entrelacs homofogue & zéro transverse & F de fagon
ascendante, V une surface compacte Ammergée dans M de bord T , onientée de
telle manire que T 404t son bord onienté. On a La gormule sulvante :

L(,F) = o(V) - xEjiF(Xj)
ol La somme porte swr tous Les points sdnguliens de n .

Démonstration.— Soit v um champ de vecteurs non singulier sur M tangent 4 F
en tout point. La différence des enlacements 2(r,r+ev) = £(r,F) et

L(r,T+en) = p(V) mesure la variation totale de l'angle ¢ que V fait avec 7
dans F 1le long de I . De méme pour chaque X5 , ip (xj) est la variation de o
le long du bord orienté d'un petit disque Dj de V centré en X4 . Puisque ¢

est défini-sur toute la surface V » en dehors des disques Dy , on obtient la for-
mule annoncée.

=

Remanque 1.— Tout entrelacs I’ homologue 3 z&ro dans M borde ume surface com~
pacte orientée V plongée dans M (cf. [Rolfsenl), donc le nombre -£(I",F) peut
toujours s'interpréter comme une caractenistique d'Eulen Zordue par le Champ F .
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Remasrque 2.— La formule d'Euler-Poincaré (cf. [Poincaré]) se démontre de la méme
maniére que le Théoréme 7. En effet, solent V une surface orientable fermée,

Vv, et V, deux champs de vecteurs tangents 4 V dont tous les points singuliers
sont isclés ; appelons x,...,x} les points singuliers de Vv, , x3,...,x} ceux
de Vi , D% des petits disques centrés en ces points, in- leurs bords. La diffé-
rence entre la somme des indices des x; et celle des indices des xi est &gale 2
la variation totale de 1'angle © que V, fait avec Va sur la réunion des v} .
En &crivant que ¢ est définie sur le complémentaire des Djl. dans V on obtient
donc que la somme des indices des points critiques d'un champ de vecteurs sur V
est un invariant de V . On montre la méme chose pour une surface non orientable

U en passant au revétement des orientations de U . Pour identifier cette somme
‘avec la caractéristique d'Euler, on considdre une triangulation de 12 surface et
un champ de vecteurs qui possdde une source au centre de chaque face, un puits sur

chaque sommet, et un point selle au milieu de chaque aréte (cf. [Hopfl).

Remanque 3.— Soit V une surface fermée orientée immergée dans une variété orien-
tée M de dimension 3 , et F un champ de plans orient& parallélisable sur M .
Notons 1 le champ caractéristique de V . En mettant ensemble la proposition 7

et la formule d'Buler-Poincaré, on s'apercoit que la somme des indices ordinaires
des points singuliers de n, o0 F a laméme orientation que V (resp. 1'orien-

tation opposée) est égale 3 la moitié de la caract@ristique d'Euler de V .

Remarque 4.~ Soit R 1le feuilletage de Reeb direct sur $* , I une tresse fermée,
et V une surface orientde compacte plongée dans S dont le bord est T . Quitte
3 perturber V trds légdrement, on peut supposer que les points critiques de son
champ caractéristique n sont non dégénérés. Soit S* (resp. S~ ) le nombre des
sommets (resp. des fonds) parmi les contacts tangents de V avec R soit A*
(resp. A ) le nombre des points cols ol les orientations de V et de R coin-
cident (resp. différent). la formule de Poincaré s'écrit :

(V) = - S+ - S+ A+ A
et le Théoréme 7 :
L= -8+ 8 + Af - A",

L'inégalité du Théoréme 3 nous domne donc 1'indgalité :
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A" 2 87
pour toute surface V de bord r

» et pas seulement pour les surfaces de Markov
(Théoreme 6).

Remarque 5.— Soit I' un cercle plongé dans S3 , quel que soit 1’

‘ ' entier pair p ,
il existe un disque immergé dans S3

> de bord I' et d'enlacement au bord o .
Supposons que I soit une tresse fermée transverse & R, telle que £(I',R) = 1
(T sera donc noude) et choisissons un disque D immergé de bord I' avec

(D) = 0 . Par exemple :

Le Théoréme 7 nous dit :

T=~8t+35 + A+ - A-
et la formule de Poincaré

T =8++8" -A*r - A
on a donc

Par conséquent 1'inégalité A~ > S~ est une propriété des surfaces plongées.

(Notez que le disque dessiné a toutes les propriétés markoviennes sauf d'étre plongé.)
21) Reprenons un instant la discussion des ruméros 14 » 15, 16. Soit Vo un gemme
de courbe algébrique complexe en ( dans C2 » d'8quation f£(z0,2z4) = 0, o f

est un polyndme sans facteur carré. Notons I' 1'entrelacs de la singularité de
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Vo en 0 , obtenu en coupant V, par une petite sphére S de centre 0 . La
courbe I' est transverse ascendante 3 la structure de contact standard 150 de
S . Soit u le nombre de Milnor de Vo en 0 et £ le nombre d'enlacement de

r avec fo . Voyons comment le Théoréme 7 entraine 1'égalité
L=n-1
[J. Milnor 2] prouve que la restriction & S~T de la fonction
8(z) = 1(log(£(z)) - log(I£1(2)))
est une fibration au dessus du cercle S' . Et il démontre que sa fibre est une

o
surface ouverte connexe We dont la fermeture dans S est une surface compacte

connexe Wg de bord T' et de caractéristique d'Buler 1~-u . Orientons Wy de

- manidre que I' soit son bord orienté. Le Théoréme 7 nous dit que le nombre

£ + 1 -1 compte les indices des points de tangence de Wy avec Fo ob les
orientations différent. Par conséquent il nous suffit de montrer que tous les
plans tangents de Wy qui sont des droites complexes de T2 ont l'orientation
complexe.

Notons v(z) 1le champ des normales unitaires aux fibres W‘3 dans S~T
et notons <a,b> = agbo + asby la forme hermitienne de €2 , et (a,b) le pro-
duit scalaire Re(<a,b>) . Enfin si g est une fonction holomorphe de 2z =(zo,21)
nous posons grad.g = (_Bg_ 28

9247922
Soit p(t) un chemin différentiable dans S ; on a

dﬁ(pdt(t)) - (%%,v)

d'autre part

d® _ . dlog(£(p()))
(ggt))_Re(l Og(dgp() )

Re(<51p— i grad.log(f)>)

"

dt ?
donc, en tout point z de S,
v(z) = a(z)z + i grad.log(£(z))

oi a est une fonction de z & valeurs réelles.
Si z est un point de tangence de Wa et de Fo , le vecteur v(z) est
proportiomnel 34 iz sur R, soit v(z) = ibz avec b r8el. Domc

grad.log (£{z)) = (b+ia)z , a,b€eR .

Or une telle relation de dépendance ne peut avoir lieu que si b est un nombre
strictement positif, en vertu du lemme 4.3, page 35 de [Milnor 2]. Donc v(z)
pointe dans la méme direction que iz. C.Q.EF.D.

Au mméro 16 nous avons montré que 1'égalité £ =u - 1 Trésulte d'une pro-

priété globale des courbes analytiques complexes de €2 . Nous allons revoir ce
résultat grice 3 une interprétation de £ en géométrie complexe inspir€e par une

note de [Eliashberg et Harlamov] .
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22) Soit G la grassmannienne des plans orientés de dimension 2 de R
passent par 1'origine. Soit (e1,e2,€3,8e4)

qui
sen la base canonique de R* . Considérons
u1.1 Slément P de G et (v,w) une base orthonormée directe de P .
bivecteurs, on a

En termes de

VAW = +
P12€1A €2 * D23€2A€3 + D31@3 A€y + Pageane, + D14€1 A €4 *+ P2ubaA ey

Les pjy sont les coordornées de Pliicker de P
de la base (v,w) et satisfont les équations :

» elles ne dépendent pas du choix

P12Pas * P2a3D1s + D3qPay = 0
LPZ + 2 + 2 + 2 2 2
12 ¥ Pas * Paq * D3y * DY4 * P34 = 1
Inversement, six nombres réels satisfaisant ces équations définissent un élément
P de G.
Posons

X1 = P12 * Pas X2 = P23 * p1a X3 = P31 + Dau
Y1 = P1z ~ Pas Y2 7 P23 - P1s Y3 = Pa+ = Paa -

La varidté G est isomorphe au sous-espace de RS défini par les deux &quations
suivantes :
XFrxGrx3=1 et y2+y2ay2=
(cf. [Blaschke] et [Chern et Spanier)]).
Si 54 désigne la sphére des x et Sz la sphére des y ,ona G=S, xS, .
Munissons R* de la structure complexe qui vérifie e, = ie; et e, = ie; .
Nous identifions ainsi R*¢ a3 (= .

Le sous-espace de G défini par
X1=1, x2=0,X3=0

[ + :
est 1'ensemble S des droites complexes de (= , munies de leur orientation com-
plexe, alors que :

est l'ensemble S; des droites complexes avec 1'orientation opposée (cf. [Bishopl).

A présent regardons une immersion f d'ume surface orientée V dans R% .

L'application de Gauss g de f associe 3 chaque point m de V 1'8lément
de G paralléle au plan tangent de f£(V) en £ (m) . Elle se décompose en deux
applications de V dans la sphére de dimension 2 : g+ & valeurs dans S, et
g2 3 valeurs dans Sz .

Nous appellerons points complexes de £ , les points de V que 1'application
dtf Gauss g envoie dans S} ou dans S; . Génériquement les points complexes se
répartissent en quatre espéces différentes, selon que 1'orientation du plan tangent
est complexe ou non et selon que 1'application g1 renverse ou non l'orientation.
Un point complexe m est positif (resp. nggatif) si g(m) tombe dans SI (resp.
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53 ) ; il est ellipitique (resp. hyperbolique) si le degré de g4 en m est posi-
tif (resp. négatif).

D'aprés [Bishop] un point complexe m est elliptique (resp. hyperbolique)
si il existe des coordonnées (z,w) , holomorphes, ou antiholomorphes, sur un voi-
sinage de f(m) dans (€2 , qui s'annulent au point £(m) , et dans lesquelles
1'équation locale de £(V) en f£(m) s'écrit :

w = zz + B(z2+22) + 0(1z]2)
avec B <% (resp. B >l2 ).

Notons e* (resp. e~ ) le nombre des points elliptiques positifs (resp. né-
gatifs) sur V , et h* (resp. h~ ) le nombre des points hyperboliques positifs
(resp. négatifs) sur V.

Lorsque V est une surface {ermée orientée immergée dans (€2 , on a

et -h* -e-+h-=0.
En effet le degré de la premiére application de Gauss, g: , se compte aussi bien
au dessus du pdle nord de S, qu'au dessus du pSle sud de S, , et, dans le pre-
mier cas, on trouve e’ - h* alors que, dans le second cas, on trouve e~ - h™ .

Nous dirons qu'un point elliptique positif ou hyperbolique négatif est d'in-
dice tondu +1 . Les autres sont d'indice tordu -1

Si V est plongée, un résultat classique de Whitney nous dit qu'il existe un
champ de vecteurs vV non nuls normaux 3 V dans &2 (voir par exemple [Chern et
Spanier]). Plagons-nous dans le cas générique oll les points complexes de V sont
non dégénérés. Et considérons le champ F des droites complexes orthogonales a
¥ lelongde V ; soit n la trace de F sur V.

Lemme 1.— Les points complexes efliptiques de V sont Les points d'indice 1de 7
et Les points hyperboliques sont ceux d'indice -1
Démonsitration.— Les points complexes de V sont isolés et les divers choix possi-
bles de Vv sont tous homotopes. Il suffit donc de vérifier 1l'assertion sur les
formes normales
w =2z + B(z2+122) ,
avec vV parall®le 3 l'axe imaginaire pur du plan des w . Dans ce cas les courbes
intégrales de % sur V se projettent sur les courbes de niveaux de la fonction
X2 + y2 + ZB(Xz—yzj
dans le plan de la coordomnée complexe z =x + iy .

Une conséquence immédiate du lemme 1. :

PROPOSITION 8 ([Bishopl).— Lorsque V est une surface fermée onrientée plongée

dans ©2 , on a
e* - h* + e - h~ = x(V)
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degré(gs) = e* - h* = e~ - b~ =1 x(V) .

Montrons comment ces formules entrafnent le résultat suivant de [Blaschkel et
[Chern et Spanier] :

THEOREME.— Soit V une surface fermie onientée plongée dans €2 , g, et g
Les deux composantes de son application de Gauss, on a

degré(ga) = degré(ga) = 1 x(V) .

Démonsiration.— Notons o la symétrie de R* par rapport i 1'hyperplan

(¢1,e2,e3) . Soient pjj les coordomnées de Pliicker d'un élément P de G ,
celles de ofp) s'obtiennent en changeant pj, en -pj, , pour i = 1,2,3 , et
en ne changeant pas les autres Pij .- Donc o agit sur G = 54 xSz en permutant
les deux facteurs. Soient g, et g les deux indicatrices de V ; notons g4
et g» les deux indicatrices de 1'image V de V par o . Les indicatrices g,
et g1 définissent la méme application de V dans la sphére S2 , donc le degré
de g2 est &gal & celui de g , qui vaut %x(VJ d'aprés la proposition 8 appli-
quée 3 la surface V . Et le degré de g1 vaut &galement 5 x(V) , toujours en
vertu de la proposition 8.

Remarque 1.— Soit S une sphére de dimension 2 plongée dans @2 , la proposi~
tion 8 nous dit qu'il y a au moins deux points complexes elliptiques sur S . Nous

apprenons aussi que les seules sous-variétés fermées orient8es de dimension 2 sans
point complexe de €2 sont des tores T2 .

Remarque 2.— [Lai] a &tendu les identités sur les points complexes 3 toutes les
surfaces réelles plongées dans des surfaces analytiques complexes. Soit V fermée
orientée plong€e dans W , notons c(V) 1la valeur de la premidre classe de Chern
de W sur le cycle défini par V , et v(V) 1le nombre d'Buler du fibré normal de
V dans W, on a

et ~ht - e~ + h =c(\V)

et
et - ht + e - h-=yx(V) +v(V) .
[Eliashberg et Harlamov] conjecturent que pour c(V) > 0 , on doit avoir
h™ > e~ . Cela entrainerait la conjecture suivante, attribuée a Thom : si V est

une surface fermée orient@e comnexe plongée dans CP2, de degré d dans
d-1d-2) 1)2(d— 2 | Cette

conjecture de Thom entrainerait la conjecture de Milnor discutée au muméro 14

Hz (CP2;Z) , alors le genre de V est supérieur ou &gal 3

(voir [Boileau et Weber]).

Définitions .— Une sous-variété orientée I de dimension 1 dans R* , équipée avec
un champ de vecteurs VvV unitaires perpendiculaires &3 I' dans R* , s'appelle un
nuban. Un tuban (I,V) est totalement nfel si en aucun point de I' la tangente
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=

t & T n'est dépendante linéairement de 1'épine Vv sur C .

Soit (T,V) un ruban totalement réel. En tout point m de I, considérons
le plan H(m) qui contient la tangente T 3 I et l'épine V , et orientons-le
avec le repére (_f,_\;) - La projection sur S; du point H(m) de G =S,xS; ,
n'est jamais le pdle nord (x1=1,x%x2=0,x3=0) ni le pdle sud
(x1=-1,x2=0,%x3=0) . A (I,¥) on peut donc associer le nombre £(T',V) qui
compte les tours de H autour de 1'axe Nord-Sud de S, . On appelle £(T,v) 1'in-
dice de Masfov du ruban totalement néef (I',V) . Ce nombre se note &galement
L(r,H) .

Soit V une surface orientée compacte i bord immergde dans R* . Et soit v
le champ des vecteurs tangents & V et rentrant dans V , le long de I' . Suppo-
sons qué (f,V) soit un ruban totalement réel. L'indice de Maslov de (r,v) est

1'opposé de la somme des indices tordus des points complexes de V , on a
L(r,v) =-et +h* +e - h" .

En effet, la premiére composante g4 de 1l'application de Gauss applique 'V dans
S1+ ; les points complexes de V sont ceux que g¢ envoie sur les pdles, et
leurs indices tordus comptent les signes de 1'intersection avec 1'axe Sud-Nord.

Soit @ 1la forme symplectique standard de R* . Si les p; , 1<i<4,
sont les coordonnées du point courant de R* sur les vecteurs de base ej ,
1<is<4,o0ona

w = dpsAadpz + dpaadps .

Un petit calcul montre que sur un bivecteur vaAw de nomme 1 dont les coor-
données de Pliicker sont les six nombres pjy , la forme w« prend la valeur
X1 = P12 * Pas .

Soit A la sous-variété de G formée par les plans Lagrangiens orientés de
(R*,w) , clest-d-dire les plans qui annulent o . La variété A s'identifie avec
le produit S'=xS. de 1'équateur S' de S, par la sphére des droites complexes
Sz .

La vari&té G est la base d'une quadrique de R® et A est une section hy-
perplane générique de G , elle porte le nom de complexe Linéaire.

Soit S® 1la sphére de rayon 1 , et de centre 0 dans R* . Les traces sur
S2 des plans de R* qui passent par 0 sont les grands cercles de S3 , les
traces des plans Lagrangiens sont les grands cercles Legendilens de la structure
de contact Fo . Et si m est un point de S2 , la famille des cercles de Legendre
issus de m engendre le plan de ?o en m (voir [Liel).

Lorsque I' est une courbe dans R* armée par un champ de plans tangents la-
grangiens H , le nombre £(I",H) est 1'indice de Maslov de [Arnold 31.

Soit T' wn entrelacs de S® tramsverse & Fo et ascendant. Considérons une
surface de Seifert V de I dans S3, et notons n le champ caractéristique de
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V dans la structure 1:-0 - Les points critiques de n sont les points complexes
de V, et le lemme 1 nous dit que 1'indice tordu complexe coincide avec 1'indice
tordu par Fo . Armons la courbe T avec le champ de vecteurs V ‘tangents a V ,
rentrant dans V le long de I' . Le ruban (F,V) est totalement réel, et le Théo-
réme 7 entraine que son indice de Maslov est &gal au nombre d'enlacement de I
avec la structure ?o .

A présent, considérons une courbe analytique complexe W dans @2 , qui ren-
contre §3 transversalement selon un entrelacs I' . Appelons W 1la partie de W
qui est contenue dans la boule B* de bord S3 , et notons V une surface de
Seifert de ' dans S® . Soit Vv (resp. w ) le champ des normales rentrantes
dans V (resp. W) lelongde I, et T 1la tangente & [ . Considérons encore
le champ X = cosew + sinev » € réel petit strictement positif. Le ruban
(r‘,-i) est totalement réel et son indice de Maslov est le méme que celui de
o,V , puisqu'aucun des plans T A (cos 8—v7+sin€‘r—\7) ne devient complexe lorsque
9 croitde € a w/Z.

Soit X une surface différentiablement voisine de W , bordée par I' , tan~
gente 3 X le long de I' . Le champ des nommales aux plans TAX 1le long de I
s'étend en un champ de vecteurs non nuls y 1le long de X , perpendiculaires i
X , car le champ v se prolonge en un champ transverse 3 X , puisque I' ne
s'enlace pas avec v dans S . Notons F 1le champ des droites complexes ortho-
gonales 3 ¥ et n 1la trace de F sur la surface X . Le champ n n'est jamais
colindaire 3 T le long de I' car Y ne peut pas 8tre perpendiculaire 3 w .
Donc la caractéristique d'Euler de X est la somme des indices des points singu~
liers de n ; d'aprés le lemme 1, cette somme n'est pas autre chose que la diffé-
rence entre le nombre e des points complexes elliptiques de X et le nombre h
des points complexes hyperboliques de X . Mais les points complexes de X sont
tous positifs puisque la surface X est voisine d'une courbe analytique complexe,
donc £(r',X) est aussi €gal 3 e - h . Par conséquent

XMW = -x(X) = £(0,%) = &(T,V) ,
ce qui fournit bien une autre démonstration de la proposition 4 du numéro 16 :

-x(W) = &(r,Fo) .

W. UNE IMAGE DES STRUCTURES DE CONTACT EN DIMENSION 3

23) L'espace R3 est orienté par le repére orthonommé Oxyz . Les coordonnées
polaires assocides sont 9 = arctg y/x et p = (x2+y2)'/2 |
Fo désigne la structure de contact standard directe de R3 . Son &quation

est :
xdy + dz =0,
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Elle est isomorphe 3 la structure Fo définie par 1'équation :

p2dd +dz = 0
en vertu de 1'identité suivante :

(2x)dy + d(z-xy) = dz + xdy - ydx .

Orientons les plans de Fo , comme ceux de Fo , avec leurs normales dirigées

du c6té oll pointe l'axe 0z .

(D'aprés la figure 46 de [Liel])

~

les plus simples des courbes transverses 8 Fo sont les cercles horizontaux
centrés sur l'axe 0z .
THEOREME 8.— Tout entrefacs I transverse & To , ascendant dans Fo , est iso-
Ztope, pauni Les entrelacs Lransverses, & une thesse femée autourn de L'axe des z.
Démonstration.— Paramétrons ' par l'abscisse curviligne t et notons z , p , ©

les composantes de la tangente & T .

11 est toujours possible de bouger I' un tout petit peu pour &viter l'axe 0z .

I1 existe alors deux types de morceaux de courbes dans I' , les bons bains, -
qui vérifient 8> 0 et les mauvais qui vérifient $ < 0 . Aucune composante de T
toute entidre nme peut &tre mauvaise puisque I' est ascendante dans Fe et fermde.
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Soit Yy un mauvais brin, on est obligé d'avoir % > 0 tout le long de v .
Dessinons la situation sur le plan des (z,8) . Le brin vy est le graphe
d'une fonction monotone.

—

Quitte 3 morceler les mauvais brins, on peut supposer qu'aucun d'entre eux ne
fait plus d'un tour autour de 0z . L'opération de morcellement est celle que dé~
crit le dessin suivant :.

Premigrement.— Montrons qu'une petite isotopie de I' nous ramdne au cas ol aucun
brin ne vient s'interposer entre l'axe 0z et le mauvais brin vy .

En projection radiale sur le plan (z,9) il y a a priori quatre types de
croisements de ' qui nous génent. Si y' désigne un brin passant devant vy , et
$ , z les dérivées sur y au point de croisement, respectivement & , z' les
dérivées sur Y' , ce sont les cas suivants : ‘

M >0 et Z5E : \\%
‘ 8 8 /S

0} $ <0 et E<Z 7"
8 8 7
3) <0 et ZSZ //’
' &
. X 5 -7 i
(@) 50 et EZ<Z =7 |
& &
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Une petite perturbation transverse de Y supprime tous les points (3),

_——d —_——— /
et une autre fait disparaitre tous les points (1)

> - 3K

Quant 4 (4) on n'arrive pas 3 le supprimer, mais, heureusement, il n'a jamais
lieu.
En effet si un point de croisement de I' sur (z,9) Vérifie' ¥3<0, >0
et p'<p,de P28 +2>0 et p'28r + z' >0 on déduit p2+éz—<0 et
p'2 + —Zl >0, dnc p'2< p? entraine % <z,
' g 9
Deuxiemement.— Lorsqu'on a un mauvais brin y de I’ tel qu'aucun autre morceau de
' ne s'interpose entre lui et l'axe des z , on peut le transformer en un bon brin

par une isotopie transverse.

Démonstration : Une premiére &tape consiste & tirer le brin pour en amener un point

p prés de l'axe des z , sans bouger ses extrémités, en gardant constamment les

mémes valeurs des fonctions z(t) et 9(t) , et en diminuant toujours p(t) . Ces

conditions garantissent 1'inégalité % + p28 > 0 3 chaque instant car §<o0.
Ensuite on fait passer le point p de l'autre c6té de 0Oz .

Remarque.— Les manipulations que nous sommes en train de faire pour démontrer le
Théoréme 8, sont essentiellement les mémes que celles de [Alexander] pour démontrer

que tous les noeuds se mettent sous forme de tresses.
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Exemple dessing sur (p,9)

N~

. . .
.0 \o

| P

) Sur la courbe finale, il y a un mauvais brin en moins.

Finalement.— La disparition d'un mauvais brin Y peut faire apparaitre de nouveaux
croisements gé€nants. Mais lorsqu'on tire un par un les morceaux de y de 1'autre
coté de 1'axe des z , ils ne vont pas venir se mettre devant d'autres morceaux de
Y 4 cause de la croissance de z sur y . De plus, la suppression des croisements
ne demande pas de modification des bons brins. Par conséquent, on peut supprimer un
d un les mauvais brins sans revenir sur ce qui a d&ja été fait, Le théorlme est dé-
montré.

24) Appelons croisement positid de la projection sur 0Oxy d'un entrelacs de R2 R
un point double du type suivant :

+1

/

Un point double de l'autre type est un croisement n

[y

gatif
-1

e

L'enlacement de deux entrelacs disjoints I et I est la somme algébrique
des croisements ol ' passe au dessus de TI'' . Ce qui donne

GRGRGRC
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Soit I' un entrelacs transverse 3 Fo , 1'enlacement de I’ avec Fo est
€gal & 1'enlacement de T avec un translaté infiniment proche dans la direction
paralléle & l'axe des x .

Donc £(T',Fo) est simplement &gal au nombre algébrique des croisements de la
projection sur Oyz paralldlement & Ox .

I1 existe aussi une formule simple pour calculer 2(",Fo) 2 partir de la pro-

¢ le nombre £(T',Fo)

s'obtient en ajoutant a la somme algébrique des croisements, le nombre des maxima

jection de TI' parallélement & 0z sur le plan des (x,y)

de y ol x et z ont le méme sens de variation, puis en retranchant le nombre

des minima de y ol x et z ont le méme sens de variation.

Exemples

De méme £ = -1 pour la courbe suivante I}

.

,@ -

En fait les courbes T, et T} sont isotopes transversalement & Fo
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Par contre Iy n'est pas transversalement isotope i T’z

o

y

X

car £(I2) = -3 .

Mais T» est transversalement isotope 2 ry

La formule qui donne l'enlacement avec Fo & l'aide de la projection sur le

plan des (x,y) , s'applique encore pour calculer 1'enlacement d'un entrelacs trans-
verse 3 Fo avec Fo . Car le difféomorphisme (x,y,z) — (2x,y,z-Xy) qui trans-
forme Fo en Fo est isotope 3 1'identité parmi les difféomorphismes de R® qui
préservent la coordomnée y et qui envoient toute droite paralléle 3 0z sur une
droite paralléle & 0z .

En particulier, si I est une tresse fermée autour de l'axe des z , ascen-
dante par rapport i Fo , notre formule s'écrit

Lr,F) =c-n
oli ¢ est la longueur algébrique de la tresse I' et n son nombre de brins (voir
nunéro 8).

Donc le Théoréme 3 et le Théoréme 8 entrafnent ensemble le résultat suivant :
THEOREME 9.— Soit T une collection de cowrbes orlenties plongées dans R3 qui
sont toufes trandverses ascendantes, ou toutes trhansverses descendantes, dans La
stwetune de contact standand directe de R3 . On a

() < -x(0) .

25) Considérons maintenant la structure de contact standard Fo de la sphére S3 ,

formée des plans orthogonaux & la fibration de Hopf. En coordonnées polypolaires
sur €2 , la structure Fo est décrite par 1'équation de Pfaff :
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P3d% + PFdS; = 0 .
Nos coordomnées sur @2 sont zo, = Xo + iyo = po exp(ie) et
zy = X1 + 1ys = py exp(i®) . La sphére S3 a pour &quation zoZo *+ z121 = 1 . No-
tons S& (resp. So ) la demi-grande sphére contenue dans S3 définie par 8 =0
(resp. 9 =m ), et S2 la réunion de S& et de S5 . Sur le domaine U=S3~S},

difféomoxrphe & W2 , la structure f:o s'écrit

N d%o + g% d9: =0,
elle est donc isomorphe a Fo .

Nous allons construire un groupe i un paramétre «. de difféomorphismes de
S$® , préservant la structure Fo , et envoyant la sphére S2 sur elle-méme, en en-
trainant tous les points de S2 sauf le pdle nord (xo = 1) vers le pble sud
(X0 = -1} .

Un groupe 3 un paramétre de difféomorphismes préservant une structure de con-
tact F sur une variété M s'obtient en intégrant un champ de contact de F ,
c'est-3-dire un champ de vecteurs dont la dérivée de Lie laisse F invariante.
Voyons 3 quoi ressemblent ces champs.

Soit a une 1-forme définissant F . Notons E le champ de Reeb de a ,
c'est-3-dire 1'unique champ de vecteurs sur M vérifiant Lga = 1 et Sgo. =0,
ol te désigne le produit intérieur et Sg la dérivée de Lie. Le champ £ est
tangent aux lignes caractéristiques de da . C'est un champ de contact particulier
de F (voir [Reeb 21).

Plus généralement, si H est une fonction différentiable sur M , il existe
un champ de contact de F et un seul n =ny, tel que b = H . Il est domné par
la formule

n=HE+v

ot v est défini sans ambiguité par

Lo = 0 et Lvdo.=8§l~1.a~ dH

en vertu de la non dégénérescence de da sur F . Ce champ s'appelle le gradient
de contact de H , et la fonction H est son hamiLtonlen de contact. La correspon-
dance dépend du choix d'une forme o portée par F . Mais si H =0 est 1'équa-
tion d'une hypersurface lisse S de M, le champ ny est tangent le long de S
aux directions du champ caractéristique de S dans F , qui est 1l'orthogonal sym-

plectique pour da dans F de 1l'intersection de F. avec l'hyperplan tangent & S.

Les zéros de ny dans M sont les points de S olt S est tangente & F (voir
[Libermann] et [Liel).

Donc, pour la forme & = p3dS + p3d9, sur S3 , le gradient de conmtact n
de la fonction H(Zo,z:) = -yo , est tangent 3 la sphére S2 d'&quation yo =0,

et il est colindaire sur S2 au champ caractéristique de S2 dans Fo , qui

s'écrit :

ENTRELACEMENTS ET EQUATIONS DE PFAFF (25)

Xo = xg - 1
5’0 =0
Zo = XoZq
Par conséquent le champ n engendre un flot de contact o de 130 qui induit sur
$2 un flot dont toutes les orbites partent du pdle (xo = +1) pour aller au pdle
(X0 = -1} .
Pour un temps T positif suffisamment grand, le difféomorphisme @ expédie
le complémentaire W dans S3 d'une petite boule B centrée au point (xo = 1) ,
3 1'intérieur de l'ouvert U .
Soit TI' une collection de courbes plongées dans S® ascendantes par rapport
a Fo . Aprés une perturbation minime I &vite la petite boule B . La famille de
difféomorphismes ¢, , 0<t < T, déforme I en un entrelacs I contenu dans
U, & travers les entrelacs transverses 4 Fo . Le Théoréme 8 intervient pour dire
que I est transversalement isotope d une tresse fermée autour du cercle des 9o .
Nous avons démontré 1'analogue du Théordme 8 pour Fo :

THEOREME 10.— Tout entrelfacs transverse & La structwre de contact standand Fo de
S3  est transversalement isofope a un entrnelacs dont La tangente est aussi proche
que £'on veut de La direction d'une fibre de La gibration de Hopf.

Grice au calcul de K(l",ﬁo) au numéro 16, le Théoréme 10 et le Théoréme 3 en-
trainent 1'analogue pour Fo du Théoreme 9 :

THEOREME 11.— Soit T un entrelacs de S® ascendant (nesp. descendant) par rap-
port & La strwcture de contact standard directe de S2 . On a

2r) £ -x(@ .

Ne nous &tonnons pas que les propriétés des courbes transverses 3 F, s'éten-
dent aux courbes transverses & Fo . En effet

THEOREME (IErlandsson]l) .— La stuctune induite par Fo sun Le compléimentaire d'un
point dans ST est isomorphe & La sthueture Fo sun R,

Remarque.— Une conséquence de ce Théorgme est la possibilité de définir des sommes
connexes de variétés de contact. En effet 1l'application antipodale de $2P+1 sur
elle-méme est un difféomorphisme laissant invariante la forme standard

Qo = P3dS6 + ... + ORdOn et préservant globalement chaque grande sphére S2n . On
dispose donc d'un automorphisme de la structure de contact standard induite par Fo
sur R2A+1~ {0} préservant S20 et &changeant les deux composantes du complémen-
taire de S*® . Il ne reste plus qu'd faire appel au Théoréme de Darboux pour voir

qu'il existe une structure de contact sur la samme conmexe de deux variétés de contact.
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26) Le Théoréme 11 implique une restriction sur 1'autoenlacement des courbes de
Legendre de la structure standard.

THEOREME 12.— Soit Y une sous-vaniéts de Legendre femée onientée de S° munie
de sa structure standard Fo , on a

() £ -x(¥) - 1ui)l

Demonstration.— Notons v la normale directe 3 Yy dans ﬁo , et considérons 1'en-
trelacs Y* (resp. Y~ ) obtenu en poussant légérement Y suivant v (resp. -v),
le numéro 19 nous a appris que Y* (resp. Y~ ) est transverse descendant (resp.
ascendant) dans 130 , €t que les invariants attachés & v , y¥ et y~ sont liés

par les relations

(6
£(y7)

T(v) +uly) ,
() - nly) -

Le Théoréme 12 est donc 1'expression du Théorgme 11 pour les deux entrelacs vy* et

v
COROLLAIRE 1.— Soit Y une courbe de Legendre fewmée de Fo , pLongée, mon noude
dans S3 , on a

T(y) <0 .

COROLLAIRE 2.— La trace de Bo suwt un disque plongé dans S n'a pas de cowrbe 4in-
tégnale fenmée en dehons des points singuliens.

En effet, soit V un disque plongé dans S3 , n le champ caractéristique
formé par les directions tangentes en méme temps 3 V et & Fo . Si v est une
orbite périodique non réduite d un point de n , Y est une courbe de Legendre non
nouée de Fo . De plus il existe un champ de vecteurs vV 1le long de Y transverse
3 V et contenu dans Eo . L'enlacement de Y avec la courbe Y' obtenue en pous-
sant Yy suivant ¥ est nul puisque Y' mne rencontre pas la surface que Yy borde

dans V . Donc T(Y) = 0, ce qui contredit le corollaire 1.

Puisque F, se plonge dans fo , le Théoréme 12 et ses corollaires restent
vrais si 1'on remplace la structure Fo sur s® par la structure Fo sur R3 .
Nous avons donc établi le Théordme 1, énoncé au muméro 5, et le Théoréme 2, &énoncé
au numéro 7. D'ol 1'existence de structures de contact non isomorphes & Fo sur

1l'espace R2 .

27) Considérons une équation différentielle ordinaire

m f(u,v,v') = 0

sur la fonction v de la variable réelle u . Plagons-nous dans le cas ol 1'équation

(2) £(u,v,p) = 0
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définit une surface lisse V2 dans 1'espace des jets J'(R,R) ®R® . Le champ F}
des plans de contact
(3) ) dv = pdu

induit un champ de directions orientable n sur V dont les orbites sont les
courbes intigrnales de 1'8quation (1). Ce sont des courbes de Legendre de la struc-
ture Fj . Elles se projettent orthogonalement dans le plan des (u,v) sur les
graphes des solutions ordinaires de (1) (voir [Lie] et [Poincaré]).

Les points singuliers de 1'équation (1) formeént les lignes de pli de la pro-~
jection m sur le plan des (u,v) . Un point singulien rnégulien est un point de
V ol n coupe transversalement la ligne de pli. Il existe un difféomorphisme du
plan (u,v) ramenant 1'équation (1) dans le voisinage d'un point singulier régulier
au modéle p2 =u (cf. [Arnold 2]). Si x € V est un point singulier de (1) oQl n
est la direction tangente au pli, génériquement x est point fronce de T . En gé-
néral les autres points singuliers irréguliers de (1) sont les points critiques de
n sur V . Les équations de n sur V sont :

u = 5
. of
V=—p.—a—5
- of of
P35 " P35 -

Si R® est orienté avec le replre orthonormé direct Ouvp , orientons V en
décrétant que sa normale directe est le gradient de f , et orientons Fy avec la
normale dirigée du cdté ofi pointe l'axe 0z . Alors les points critiques de n ol
1'orientation de V coincide avec celle de F! , sont ceux ol la divergence de n
sur V est positive.

Lorsque V est compacte sans bord, la formule de Poincaré-Hopf identifie la
somme des indices des points critiques de n avec la caractéristique d'Euler de
V . D'aprés la proposition 7, la somme des indices tordus est nulle. En particulier,
si V est difféomorphe 3 une sphére, il existe au moins deux points critiques d'in-
dice 1 sur V , au moins une source et au moins un puits.

Le Théorme 1 affimme que, si V est simplement connexe, 1'8quation (1) n'a
pas d'autre courbe intégrale fermée que les points critiques de n .

Par contre si V est de genre 1 , il peut y avoir ume infinité de courbes in-
tégrales fermées. En effet, partons du tore standard T2 d'dquations
xi + yz = xf + yf =% dans la sphére S2 de R# d'?quati}ons x§+y§+xf+yf =1
Toutes les courbes caractéristiques de la structure F, sur T2 sont des cercles.
I1 suffit donc de rapatrier T2 dans R® par un difféomorphisme de S°® privé
d'un point sur R® , qui transporte les plans de £, sur ceux de F§ .

28) Je voudrais mentionner maintenant une interprétation du Théoréme 12 en géométrie
elliptique. )
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Considérons donc la sphdre S3 dans R* de centre 0 et de rayon 1 , avec
la métrique standard.

Les géodé&siques de S sont les droites de CLigfond.

Par définition, deux droites D et D' sont paralleles si tous les points de
l'une sont 3 la méme distance de 1'autre.

Soit D une droite de Clifford, sa pofaire est la droite des points situés &
la distance m/2 de D . Par un point m de $® qui n'appartient ni 3 D ni i
sa polaire, il passe deux paralléles & D . Elles font un angle €gal au double de
la distance qui sépare m de D . Aucune des deux paralléles de D n'est copla-
naire @ D . Soit p wun point parcourant D , notons r et s les points les
plus proches de p sur les paralléles issues de m . Les segments pr et ps
tournent d.1a vitesse constante 1 mais en sens contraires, autour de D . Appelons
D* (resp. D~ ) la paralldle qu'on enlace ainsi positivement (resp. négativement)
avec D .

Nous appellerons tramslation gauche (resp. droite) dans la direction de D
une isométrie de S3 qui préserve toutes les paralldles D* (resp. D~ ) de D .

Soit Fo la structure de contact standard de S® . Les plans de Fo en deux
points domnés se déduisent 1'un de 1'autre par des translations droites.

Soit p un point de S$* et P un plan tangent quelconque en p & S° ,
notons F le champ de plans construit par les translations droites de P dans les
directions issues de p . Il existe une isométrie de S® qui transforme £ en
Fo. Nous dirons que F est le complexe Lintaine dinrect contenant P (voir [Liel
et [Pliicker]) (on définit de méme les complexes inverses & partir des translations

gauches).

Les courbes de Legendre d'un complexe linéaire jouissent de propriétés métri-
ques trés particuliéres (cf. [Appell, [Picard], ou [Liel).

Lemme 1 (cf. {Appell).— Soit Yy une counbe de Legendre du complexe Lindaine F ,
et p wn point de Y ol La counbure de vy ne 4'annule pas. Le plan osculateur de
Y en p 4e confond avec fe plan de F .

Démonstration.— I1 suffit de montrer le lemme pour ﬁo . Or si y est tangente 2

Fo , les composantes (Xo,Yo,X1,y1) de sa tangente en (Xo,Yo,X1,Y1) , Vérifient
Xo).’o - }’of(o + X1}"1 - )’15(1 =0 .

Et en dérivant cette équation on trouve
Xog’o - }’o?‘&o + X15}1 - )’15&1 =0 .

Lemme 2 (cf. [Liel).— Soit Yy une cowrbe de Legendre du complexe Lintaine F ,
Lonsque sa courbure est non nulle, sa tornsion vaut 1

Démonsirnation.— LA encore nous pouvons nous contenter de regarder Fo . Notons

ENTRELACEMENTS ET EQUATIONS DE PFAFF (29)

t=2 la tangente unitaire & Y au point z , et b sa binormale. On a b = iz
d'aprés le lemme 1, donc b = it est de longueur 1

En fait la torsion d'une courbe mesure 1'angle absolu des binormales en deux
points voisins par rapport 3 la distance de ces points. Or la vitesse de rotation
des plans de F 1le long d'une g8odésique tangente 3 F est 8gale 4 1 . Donc le
lemme 1 entraine le lemme 2. Et, réciproquement, si on se donne une courbe Y dans
S* dont la torsion est constamment €gale 3 1, le complexe linéaire contenant 1'un
de ses plans osculateurs doit contenir tous les autres :

Lemme 3 (cf. [Cartan 21).— S{ une courbe Y dans S°® st de Zorsion constante 1 ,
elle est cournbe de Legendre d'un complexe Lindaire.

Ainsi le corollaire 1 du Théoréme 12 signifie simplement qu'une courbe fermée
simple, non noule, de torsion constante 1 dans 2'espace ellipiique S3 de courbure
1 doit s'entacer avee sa binoamale.

Nous en déduisons le résultat suivant :

THEOREME 13.— Soit V wne 80us-vanidss sdmplement connexe de dimension 2 de fa
sphere S3 , une géodésique fermée simple de La mitnique indwite sun V ne peut
pas avoin une torsdon dans S3 Ggale @ 1 en fous ses points.

Démonstration.— Si Yy est de torsion 1 , son plan osculateur est bien défini en
tout point. Mais si v est géodésique de V , son plan osculateur contient la nor-
male 3 V, donc vy ne s'enlace pas avec sa binormale.

29) Les numéros S5 et 6 contiennent des exemples exotiques de structures de contact
sur R® . A l'aide de ces exemples nous allons plaider pour 1l'existence d'une no-
tion purement topologique de structure de contact.

THEOREME 14.— 14 existe un difgEomorphisme & suppont compact de L'espace R3  qui
ne peut pas ethe approché indéfiniment dans La topologie C° par des diffeomon-
phismes @ supponts compacts, préservant La structure de contact standard Fo .

Démonstration.— Soit S la sphdre de centre 0 et de rayon 1 dans R3 , la cons-
truction de E, au numéro 5 ou celle de G, au mméro 6 montre qu'il existe une
structure de contact F: sur R3® dont la trace sur S contient une orbite pério-
dique non triviale. D'autre part le Théorsme de Darboux dit qu'il existe une boule
ouverte U centrée en 0 sur laquelle F, est isomorphe 4 la structure standard
Fo . Soit 1o le rayon de cette boule et soit f 1'homothétie de centre 0 et de
rapport To/2 . Toujours d'aprés le Théordme de Darboux, la boule fermée B, de
centre 0 et de rayon 2 est recouverte par une famille d'ouverts bornds de R® s
(Ua)aEA dans lesquels F; est isomorphe # Fo . Il est facile d'écrire la restric-
tion de f 4 Bz comme un produit fini de difféomorphismes de R , f,,...,fn ,
8 supports strictement contenus dans ces ouverts. C'est-a-dire que pour tout i de
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1 & n, il existe un ouvert de Darboux Ua; tel que £; laisse le complémen-
taire de Us; dans R® fixe point par point. Soit So = £(S) la sphére de centre
0 et de rayon ro/2 . Considérons une sphére plongée S assez proche de So
dans la topologie C° pour étre enfermée dans Uy = Ero . Le Théoréme 1 interdit
la présence d'orbite périodique dans la trdce de F; sur S! . Par conséquent f
ne peut pas résider dans 1'adhérence C° des difféomorphismes de contact de Fy
Donc 1'un des £f; ne peut pas &tre approché indéfiniment dans la topologie C°
par les difféomorphismes de contact 3 support dans Ua;, ce qui prouve le Théoréme.

[Eliashberg] annonce que 1'espace des difféomorphismes de contact d'une varié-
té de contact MPP*+1 est fenwmé dans l'espace de tous les difféomorphismes de M
pour la topologie C° , pour toute valeur de n > 1 . De méme, il amnonce que 1'es-
pace des difféomorphismes symplectiques d'une variété symplectique W2® est
Co-fermé dans 1'espace des difféomorphismes de W qui préservent le volume.

30) Passons aux exemples exotiques de structures de contact sur S3 .

D'abord une construction dans le tore plein.

Soit U un tore plein repéré par des coordonnées (0,3,¢) , 0<p<1,
0<9<2n, 0<p<2n (p et © sont les coordonnées du disque méridien). I1
lui appartient une structure de contact bien standard Fo dé&finie par la forme

Go = 02d0 + do .

Plus généralement, si f et g sont deux fonctions ¢ de la variable
o € [0,1] a valeurs dans R , la forme

a = £(p)ds + gle)de

est une forme de contact sur U , horizontale le long de 1'ame, si f s'annule au

second ordre en zE&ro et si le déterminant

dg _ _ df
% 8%

ne s'annule jamais (cf. [Thurston et Winkelnkemperl), c'est-a-dire si la courbe pa-
ramétrée (£(p),g(0)) dans R2 tourne toujours dans le méme sens autour de l'ori-
gine.

Soit n un nombre entier naturel pair (resp. impair), appelons an la forme
de contact correspondant 2 une courbe qui part horizontalement du point (0,1)
(resp. (0,-1)) pour p = 0 , et arrive horizontalement en (1,1) pour p =1
aprés avoir fait n/2 fois le tour de (0,0) dans le sens des aiguilles d'une

montre. Par exemple :
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L

Nl B
(

Qq Q2

Fn désignera la structure définie par on . Toutes les structures Fn indui-
sent la méme structure que Fo au bord de U .
Lorsque n est pair, Fn est homotope & Fo parmi les champs de plans tan-

gents & U coincidant avec Fo au bord de U . En effet, si (fi,g¢) , t € [0,1]
est une déformation 3 extr&mités fixées du chemin qui définit oo & celui qui dé-
finit on , alors les formes

ar = p(1-p)t(1-t)do + £f£(p)dd + ge(P)do

réalisent une homotcpie de oo, 3 an & travers les formes non singuliéres.
Lorsque n est impair, le méme argument montre que Fn est homotope & F,

relativement au bord de U . Mais F; ne peut pas &tre homotope & Fo relativement
au bord de U . En effet les nommales orientdes 3 oo et o4 le long du disque
(@ = 0) définissent des applications du disque dans la sphére S2 qui ont le méme
bord, mais qui n'ont pas les mémes degrés au-dessus du pdle sud.

Notons que dans toutes les structures Fn , sauf Fo , il existe des disques
plongés avec une orbite périodique non triviale du champ caractéristique. Donc le

Théoréme 1 implique que Fn n'est pas isomorphe & Fo lorsque n> 0 .

A présent soit F une structure de contact directe sur une vari&té de dimen-
sion 3 . Si ' est une courbe fermée simple ascendante dans F , [Martinet 2] cons-
truit un voisinage tubulaire U de I et des coordonnées (p,3,0) sur U ol
1'équation de I est p=0 etoll F s'écrit p2dd + do =0 .

La modification de Lutz de degré n centrée sur ' consiste i remplacer Fo
sur U par la structure Fn (cf. {Lutz 21).

h Dans le cas de Fo sur S® , la modification de Lutz de degré n sur le cer-
cle de Hopf T'o fait apparaitre la n-iéme structure de [Gonzalo et Varela] donnée
par la forme

en = cos (g + (xS +x5)) (KedXz = Xadie) + sin(G+mu(x3 +x3)) (Xadxy - Xadxa) -
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I1 suffit de considérer w2z pour avoir le résultat suivant :

THEOREME 15.— 12 existe une structure de contact Fy sut S? non isomorphe d La

stnuetune standand  Fo , mais homotope & To & tnavers fes champs de plLans tan-
gents sun S° .

I1 faut se poser la question plus précise : les formes wn et wp peuvent-
elles définir des structures isomorphes sur S si n est différent de m ?

Lorsque n est pair et m impair, wn et wm ne sont pas homotopes parmi
les formes sans z&ro, donc elles définissent des structures de contact non isomor-
phes en vertu de [Cerf 1].

Les modifications de Lutz permettent de fabriquer facilement des structures
de contact dans toutes les classes d'homotopie de champs de plans tangents & S3
(cf. [Lutz 11).

En effet, partons de fo et appliquons~lui une modification de Lutz de degré
1 centrée sur um noeud qui enlace k fois le cercle I'» sans enlacer son cercle
polaire Ty . Nous obtenons une étructure de contact [y , telle que 1'invariant
de Hopf £(Fo,lx) soit égal 3 k .

Problemes.— Est-ce que toutes les structures de contact de S s'obtiennent par
une suite de modifications de Lutz 3 partir de la structure standard Fo ?

Quand est-ce que deux suites de modifications de Lutz domnnent la méme struc-
ture de contact 7
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