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§ 1. E in ige  V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  z u r  E u l e r s c h e n  Po lyede r fo rme l  

, ,Von de r  Geometria Situs, die LEIBNITZ a h n t e  u n d  in  die  n u r  e inern  P a a r  

G e o m e t e r n  (EULER u n d  ~¢-ANDERMONDE) e inen  s c h w a c h e n  Bl i ck  zu  t h u n  v e r g 6 n n t  

war ,  wissen  u n d  h a b e n  wi r  n a c h  a n d e r t h a l b h u n d e r t  J a h r e n  n o c h  n i ch t  v ie l  m e h r  

wie  n i c h t s . "  Mit  d iesen  W o r t e n  l e i t e t  GAUSS se inen  v o m  22. J a n u a r  t833 d a t i e r t e n  

S a t z  v o m  V e r s c h l i n g u n g s i n t e g r a l  zwe ie r  K u r v e n  ein u n d  u m s c h r e i b t  d a m i t  in 
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pr~ignanter Weise die Situation, in der die junge, sich langsam v o n d e r  Geometria 
magnitudinis losl6sende Disziplin der Mathematik sich damals befand. 

Mit den , ,¥orstudien zur Topologie" ver6ffentlicht JOHANN BENEDICT 
LISTING -- ,,durch den grSi3ten Geometer der Gegenwart auf die Wichtigkeit 
des Gegenstandes aufmerksam gemacht" --  1847 in den G6ttinger Studien die 
erste Arbeit, die ausschliel31ich Fragen aus der Geometria situs gewidmet ist. 
Nach des Verfassers Worten bezweckt er damit, ,,in prop~ideutischen Rudi- 
menten, Beispielen und Materialien auf die M6glichkeit und Bedeutung dieser 
Wissenschaft aufmerksam zu machen". 

Fiir diese ,,modale" Seite der Geometrie, in der nach LISTING statt  Grtil~en- 
und Mafiverh~iltnissen die Eigenschaften des Zusammenhangs und der gegen- 
seitigen Lage und Aufeinanderfolge yon Punkten, Linien, Fl~ichen und KSrpern 
studiert und ,,calculatorisch" behandelt werden sollen, schl~igt LISTING dell 
Namen ,,Topol0gie" vor, da er fiirchtet, die LEIBNIzsche Bezeichnung Geometria 
situs k6nnte zu Verwechslungen ftihren mit dem inzwischen gebr~iuchlich ge- 
wordenen Begriff ,,G6om6trie de position" von CARNOT, dessen Untersuchungen 
aber mehr an die ,,G6om6tfie descriptive" von MONDE anschliel3en. 

Den EULERschen R6sselsprung und die Bemerkungen VANDERMONDES ,,iiber 
den Weg, den ein Faden geftihrt werden muB, um z. B. eine Tresse oder die Maschen 
eines Strumpfgewebes darzustellen", nennt LISTING als schon bekannte Bei- 
spiele zu dieser neuen Theorie. Er  vermehrt sie auch selbst dutch einige Unter- 
suchungen tiber Knoten im Raum -- er nennt sie ,,Linearcomplexionen" -- in- 
dem er versucht, diese nach der Projektion auf eine Ebene oder eine Kugelober- 
fl~iche dutch ein Schema zu beschreiben. Er  beweist ferner (S. 867), dal3 die 
Minimalzahl von Ziigen, die ben6tigt werden, um alle Linien des Komplexes 
genau einmal zu durchlaufen, gleich der H~ilfte der immer in gerader Anzahl 
auftretenden Knotenpunkte ungerader Multiplizit~it ist. Er  hat damit einen yon 
EULER entdeckten Satz wiedergefunden oder wiedergegeben. 

Ein weites Feld ftir topologische Untersuchungen liefert die EULERsche 
Polyederformel: Besteht die Begrenzung eines 3-dimensionalen Polyeders aus 
~0 Ecken, ~1 Kanten und ~ Seitenfl~ichen, so ist 

~0 - -  a l +  a2 = 2 .  

Nach dem Enzyklop~idieartikel I I I  AB 3 ,,Analysis situs" von DEHN & I-IEE- 
GAARD (ira folgenden kurz mit ,,DEHN & HEEGARD" zitiert) wurde 1860 im Nach- 
lab von DESCARTES ein Satz gefunden, der -- ohne Beweis --  Aussagen fiber die 
Winkelsumme der Seitenfl~ichen eines Polyeders macht und der zum EULERschen 
Satz ~iquivalent sein soll. 

Der Satz von ]~ULER ist richtig fiir geschlossene, ofientierbare Fl~ichen vom 
Geschlecht null, also insbesondere fiir die Oberfl~ichen konvexer 3-dimensionaler 
Polyeder. Zweierlei Yerallgemeinerungen dr~ingten sich in der Folge auf: 

1. Einbeziehung der Ausnahmef~ille im 3-dimensionalen Raum, ftir die der Satz 
in obiger Form nicht gtiltig ist. 

2. Mit dem Beginn der n-dimensionalen Geometrie stellt sich die Frage nach dem 
Wert der in analoger Weise gebildeten Wechselsumme ~0--a1+~2 . . . .  ~ c~,. 
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13bet die zahlreichen Arbeiten, die der ersten Richtung angeh6ren, findet man 
eine ausftihfliche Literaturangabe bei DEHN & HEEGAARD (S. 199). Hier seien 
davon nur jene genannt, die in direkter Beziehung zum zweiten Problemkreis 
stehen. 

Der erste Beitrag zur Verallgemeinerung des EULERschen Satzes auf Polyeder 
beliebiger Dimension finder sich in LUDWIG SCI-ILXFLIs ,,Theorie der vielfachen 
Kontinuit~tt" (t852). Im 10. Abschnitt ,,klber Polyscheme" (Werke, Bd. 1, 

n 

S. 189) steht: ,,Wenn das n-fache Integral f dx dy dz . . .  durch lauter Gleichungen 
ersten Grades vollst~tndig begrenzt wird, so dab keine der Gleichnngen bei der 
Begrenzung als tiberfltissig erscheint, so nennen wit die geschlossene Totalit~t, 
deren Mal3 jenes Integral ist, ein Polyschem P~." Betrachtet man in einem der be- 
grenzenden (n --t)-dimensionalen linearen R~tume nur jenen Teil, der zur Integral- 
grenze gehSrt, so stellt das nach SCHLAFLI ,,ein geschlossenes lineares Kontinuum" 
dar. Ein solcher Teil kann nach orthogonaler Transformation in gleicher Weise 
dutch ein Integral in n--1  Variablen ausgedriickt werden, stellt also ein Poly- 
schem P,-1 dar. 

Ein Polyschem heiBt konvex, ,,wenn keine innerhalb des gegebenen Poly- 
schems befindliche L6snng dem verl~tngerten Kontinuum eines seiner Grenz-P,_~ 
angehSrt, d.h. wenn ftir s~mtliche innerhalb des Polyschems fallende L6sungen 
das Polynom einer jeden Grenzgleichung immer dasselbe Vorzeichen beh~tlt". 

Weiter definiert SCHL/4FLI: ,,Wird der Umschlul3 eines Polyschems P,, ohne 
eines der P~_~ zu zerbrechen, so in zwei Teile geteilt, dab jeder ein einziges ge- 
brochenes (n--1)-laches Kontinuum bildet, so soll jeder dieser Teile eine o]]ene 
polyschematische Figur heif3en." 

t3ber diese Polyscheme stellt er dann den folgenden Satz auf: ,,Wenn unter 
der Voraussetzung einer n-fachen Totalit~t in einem Polyschem oder einer offenen 
polyschematischen Figur die Zahl der GrenzlSsungen mit a 0, die der Grenz- 
strahlen m i t a  1, iiberhaupt die Zahl der i-fachen polyschematisch geschlossenen 
linearen Grenzkontinuen Pi mit a i bezeichnet wird, und ist endlich a~ = 1, wenn 
ein geschlossenes Polyschem, a~ =0 ,  wenn eine offene polyschematische Figur 
vofliegt, so ist 

ao--al +a~--as+a ~ . . . .  + (--t)~-lan_l + (--l)~a~=t. '' 

Der Beweis zum Satz ist ungentigend. Nach Induktionsvoraussetzung wird der 
Satz ftir ein P,-1 als richtig erachtet. Dann wird zwar gezeigt, dab (lurch das 
Hinzuftigen oder Weglassen eines P~-i die obige Wechselsumme ftir eine offene 
polyschematische Figur der n-fachen Totalit~t sich nicht ~ndert; es mfil3te abet 
noch bewiesen werden, dab es immer mSglich ist, ein P,-1 nach dem andern so 
wegzunehmen, daft jedesmal wieder eine offene polyschematische Figur ttbrig 
bleibt. Ferner macht SCHL~FLI im Satz keine Voraussetzung tiber die Konvexit~t 
und schlieBt auch nichtkonvexe Polyscheme nirgends aus. Er scheint nicht be- 
merkt zu haben, dab der Satz ftir nichtkonvexe Polyscheme nicht immer gfiltig 
ist. 

Erst t889 wird diese Wechselsumme von V. EBERI-IARD unter dem Titel 
,,Ein Satz aus der Topologie" erneut einer Untersuchung unterzogen (Mathema- 
tische Annalen 36, S. t21). 
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Nach dem Vorbild von STEINER und ROBERTS teilt ]~BERHARD die p-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit, das ist der Raum der p reellen, unbeschr/inkt Ver~nder- 
lichen xl, x 2 . . . . .  xp, dutch n (p--Q-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die (lurch 
lineare Gleichungen [ i ( x ) = 0  dargestellt sind und deren jede den ganzen Raum 
durchquert, in Gebiete verschiedener ¥orzeichensysteme ein. Bezeichnet 9h die 
Anzahl derjenigen Gebiete des p-dimensionalen Raumes, ,,deren Elemente in 
genau je p - - h  Mannigfaltigkeiten [ i ( x ) = 0  liegen", so gilt: ,,Ftir jedes System 
yon n den p-fach unendlichen Raum zerschneidenden Linearmannigfaltigkeiten 

/~(x) =ai ,  l x l +  " .  +a~,pxp+c~--=o ( i = t ,  2 . . . . .  n) 

hat die Gr6Be 
~0p -- 9p -1+  "'" ± ~°0 

einen sowohl von der Dimension p des Raumes, als vonder  Anzahl n der theilenden 
Mannigfaltigkeiten, als endlich auch yon deren gegenseitiger Lage v611ig unab- 
h~ngigen, invafianten Zahlenwerth, n~mlich den Werth + 1 . "  

EBERHARD nennt das ,,nur eine Ausdehnung der Cauchy-Listing'schen ¥er-  
allgemeinerung des Euler'schen Polyedersatzes auf Mannigfaltigkeiten yon 4 und 
mehr Dimensionen" und stellt sich das umfassendere Problem, den gleichen 
Ausdruck auch ftir den Fall zu berechnen, dab die linearen Gleichungen/i (x) ----0 
durch solche hSherer Ordnung ersetzt werden. Theorem I gibt dartiber Auskunft: 
,,Werden die n theilenden Mannigfaltigkeiten in eine bestimmte Reihenfolge 
gebracht : 

11 (x~ . . . .  , xp) = 0 . . . . .  l~ (~1 . . . . .  xp) = 0, 

wird alsdann in dem Systeme der n -  k Mannigfaltigkeiten 

I/~+l ( X l , ' ' ' ,  Xp) = 0  . . . . .  In (21 . . . . .  Xp) = 0  

die Anzahlzh,,_ ~ derjenigen mehr the i l igen  h-dimensionalen Theilgebiete bestimmt, 
von deren getrennten ]3estandtheilen ein Theil ganz in den Innenraum, ein Theil 
ganz in den AuBenraum der Fl~che Ik (xl . . . . .  xp) ----0 fallen und wird schlieBlich 
aus den so bestimmten p +1 Werthen 

die Gr6Be gebildet 

so hat die Summe 

Zp, n - k ,  Xp-- l ,n- -k ,  • " ' ,  ZO, n - k  

Z p , . - ~ - - Z p - l , . - ~ +  "'" ± Zo,~-~----X._~, 

I~-i+I~-2+ "" +11 

einen von der ursprfinglichen Anordnung der n Mannigfaltigkeiten /~ (x )=0  
v611ig unabh~ngigen Betrag, n~mlich den Werth:  

~p - -  qop-l + "'" ± q:o-- t . "  

Der zuerst zitierte Satz ergibt sich daraus Ms Korollar, denn unter jenen speziel- 
leren ¥oraussetzungen bestimmt jedes ¥orzeichensystem ein einziges zusammen- 
h/ingendes Teilgebiet, so dab s~mtliche Z und X verschwinden. 
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Ein direkter Yergleich mit CAUCI~¥ und LISTING, die sich beide noch ganz auf 
den 3-dimensionalen Raum beschr~nken, ist allerdings nicht m/Sglich. Der dies- 
beztigliche Satz von CAOCHY, in dem wie bei SCHLX~LI die Ilotwendige Voraus- 
setzung der Konvexit~t fehlt, steht in ,,Recherches sur les poly~dres" (18t3; 
Oeuvres S6rie 2, tome t,  p. t5/16) und lautet: ,,Th6or~me: Si l'on d6compose 
un poly~dre en tant  d'autres que l'on voudra, en prenant A volont6 darts l'int6rieur 
de nouveaux sommets; que l'on repr6sente par P l e  hombre des nouveaux poly~dres 
ainsi form6s, par S le nombre total des sommets, y compris ceux du premier 
poly&dre, par F l e  hombre total des faces, et par A l e  hombre total des arStes 
on aura 

S + F = A  + P + I  

c'est-~-dire que la somme faite du nombre des sommets et de celui des faces 
surpassera d'une unit6 la somme faite du nombre des ar~tes et de celui des poly- 
~dres." 

Zum Beweis unterteilt CAUCI~Y zuerst alle SeitenflXchen in Dreiecke, indem 
er ie von einem festen Eckpunkt aus s~mtliche Diagonalen zieht. Jedes Teil- 
polyeder wird dann in Tetraeder zerlegt, deren gemeinsame Spitze in einem Eck- 
punkt des Teilpolyeders liegt und deren Grundfl~chen yon den soeben kon- 
struierten Dreiecken gebildet werden. Das Teilpolyeder mul3 konvex sein, damit 
alle dabei einznffigenden Dreiecke iiberhaupt ins Inhere zu liegen kommen. 
Nachdem das ganze Polyeder zu einem Agglomerat yon Tetraedern geworden 
ist, nimmt CAucI~w davon eines nach dem andern weg, und zwar unter der Vor- 
aussetzung, dab das zu entfernende Tetraeder jeweils mit mindestens einer 
Seitenfiitche zum Aul3enrand geh6rt, aber auch mit mindestens einer Seiten- 
fl~che am Restpolyeder h~tngt. Hier klafft dieselbe Lticke im Beweis wie bei 
SCHLAFLI, indem CAUCHY nicht zeigt, dab das wirklich m6glich ist; ftir nicht- 
konvexe Polyeder reichen die drei berticksichtigten F~lle jedenfalls nicht immer 
aus, um das Polyedergebilde auf ein einzelnes Tetraeder abzubauen. Die im Satz 
ausgesprochene Formel findet CAI~CI~Y, indem er auf das am Schlul3 tibrig- 
bleibende Tetraeder den EuLERschen Satz anwendet und -- rtickw~rts gehend -- 
sich die Anderung von Ecken-, Kanten- und Fl~tchenzahl bei iedem der betrachte- 
ten F~lle fiberlegt. 

Auf die verschiedene Art der Z~thlung ist es zurtickzuffihren, dab CAUCI~Y 
und EBERHARD ZU g~nzlich verschiedenen Resultaten gelangen. Im Unterschied 
zu CAUCI~¥, dessen Seitenfl~chen und Zwischenw~nde nut  Ausschnitte aus Ebenen 
sind -- und nur diese werden gez~hlt -- zieht EBERI-IARI) jede seiner Linear- 
mannigfaltigkeiten in ihrer ganzen Ausdehnung dutch und alle so entstehenden, 
dutch verschiedene Vorzeichensysteme zu unterscheidenden Teilgebiete, auch die 
sich ins Unendliche erstreckenden, werden bei der Z~hlung berticksichtigt. 

Ebensowenig sind aber auch EBERHARDs Theorem 1 und das Hauptresultat,  
die ,,Censusgleichung" in LISTINGs ,,Census r~umlicher Complexe" (t861) ver- 
gleichbar. Unter dem bier erstmals auftretenden Begriff ,,Complex" versteht 
LISTING ,,jedes Aggregat von Punkten, Linien, Fl~chen ein- oder ausschliel31ich 
der dadurch abgegrenzten k6rperlichen R~ume", also sehr allgemeine Gebilde, 
die sich nicht immer durch ein System von Gleichungen beschreiben lassen, 
deren Bestandteile nur alle irgendwie zusammenh~,tngen mfissen, damit sie zu 
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einem Komplex gerechnet werden. Ftir den einzelnen Bestandteil fordert LISTING, 
dab zwei beliebige seiner Punkte immer durch eine ganz in ibm liegende Kurve 
verbunden werden k6nnen. Bei EBERHARD sind es aber gerade jene Gebiete, 
die aus mehreren getrennten, aber durch das gleiche Vorzeichensystem gekenn- 
zeichneten Teilen bestehen, die einen Beitrag zur Summe X , _ I +  ... + X  1 liefern. 
Demgegenfiber enth~lt die analoge Formel bei LISTING sogenannte ,,cykloma- 
tische Ordnungszahlen", die gewissermal3en die Abweichungen vom konvexen 
Polyeder ausdriicken. 

Das wichtigste Hilfsmittel ist ftir LISTING die ,,Cyklose". Sie ist wie folgt 
definiert (S. 111): ,,Es sei nun allgemein K ein beliebiger Constituent" (d.h. 
ein Bestandteil des Komplexes), ,,L die Gesamtheit der seine Grenze bildenden 
Constituenten niedriger Curien, M der gesamte tibrige kSrperliche Raum. Lassen 
sich nun zwei einfach verkettete die Grenze L nirgend durchschneidende Cyklen k 
und m so ziehen, dab k ganz in K, m ganz in M liegt, so nennen wir diese Eigen- 
schaft yon K eine Cyklose." 

Die Cyklose wird dann durch einen geeigneten Schnitt zerst6rt; evtl. sind aber 
noch weitere Cyklosen vorhanden und damit mehrere Schnitte m6glich. Ihre An- 
zahl, die nicht von der speziellen Auswahl der Schnitte abh~ngt, ergibt die ,,cyklo- 
matische Ordnungszahl" des Bestandteiles und die Summe tiber die cykloma- 
tischen Ordnungszahlen aller Bestandteile der gleichen Dimension gibt die 
,,Attributive" 

n ° ftir die Punkte (~o ist immer null) 

n' ftir die Linien 

~" ftir die Fl~chen 

~"' ftir die R~ume (wobei auch jene Cyklosen zu z~hlen sind, welche der 
Aul3enraum mit den Innenr~umen bildet). 

Ist nun 

a die Anzahl der Punkte 

b die Anzahl der Linien 

c die Anzahl der Fl~chen 

d die Anzahl der R~ume (Aul3enraum mitgez/ihlt), 

so lautet die ,,Censusgleichung" (S. t60): 

{~ ftir einen Komplex 
(a _~o) _ (b --~') + (c - - ~ " +  ~) -- (d --~'") = --1 fi~r p Komplexe. 

Far  den Zusatz ~ ist dabei noch die Anzahl der im Komplex enthaltenen ge- 
schlossenen Fl~chen einzusetzen. 

Kehren wir nochmals zu EBERHARD zurtick. Zum Spezialfall von linearen 
Gleichungen bemerkt er (S. t29): ,,Die Theilgebiete in dem Systeme von n =>p + t  
linearen Mannigfaltigkeiten ]i (x) = 0 sind die Analoga der gew6hnlichen convexen 
Polyeder" und nachdem er die EULnRsche Relation zitiert hat : ,,Es liegt die Frage 
nahe, ob allgemein ffir ein entsprechendes p-dimensionales Polyeder der Ausdruck 

~p- t - -  q~p-2+ ~op_~ . . . .  4- 90 
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gleichfalls einen v o n d e r  Anzahl und der Lage der Grenzfl~chen [i (x) -----0 unab- 
h~tngigen Werth besitzt." Er  setzt dann voraus, ,,Rp,, sei ein von allen n Manuig- 
faltigkeiten f~ (x) = 0  irgendwie begrenzter KSrper". ]~BERHARD drfickt sich hier 
nicht ganz klar aus; es ist aber anzunehmen, dab er -- wie frfiher --  seine be- 
grenzenden R~ume vollst~ndig durchzieht, so dab unter Rp,, ein konvexes 
p-dimensionales Polyeder zu verstehen ist. Er  stellt dartiber folgendes, mit  Recht 
als ,,Verallgemeinerung des Euler'schen Satzes" bezeichnetes Theorem 3 auf, 
dessen Beweis mittels Induktion nach der Zahl n d e r  (p--t)-dimensionalen 
Begrenzungsstticke allerdings unvollst~tndig ist: ,,In einem durch Linearmannig- 
faltigkeiten [i(x)=0 bestimmten p-dimensionalen Polyeder ergiebt die Anzahl 
der Grenzgebiete unpaarer Dimension vermindert um die Anzahl der Grenz- 
gebiete paarer Dimension dell Werth 0 oder den Werth 2, je nachdem p eine 
gerade oder eine ungerade Zahl ist." 

Im Fall von n linear unabh~ngigen linearen Gleichungen gewinnt EBER- 
HARD noch eine Aussage fiber die Zahl 9h selbst: ,,Theorem 4: In allen durch n 
linear unabh~tngige (p--l)-dimensionale Linearmannigfaltigkeiten begrenzten 
p-dimensionalen Polyedern sind die Anzahlen der h-dimensionalen Grenzgebiete 
constant und zwar gegeben durch 

p! pl 
(p,n,h) -- ht(p--h)! +(n-uP) (h+ t ) !  ( P - - h - - 0 !  (h = 1 ,  2 . . . . .  p-2) 

(p, n, o) =p  +1 + ( n - p  - t )  (p -1)." 

Das 3-dimensionale, von n Ebenen begrenzte Polyeder wird noch besonders 
erw~hnt: es besitzt 3 n -- 6 Kanten und 2n -- 4 Ecken. 

§ 2. Die Zusammenhangszahlen der Riemannschen Fl~chen 

Um eine klare Ubersicht yore Verlauf der Werte einer mehrdeutigen Funktion 
einer komplexen Variablen zu gewinnen, greift RIE~ANN ZU einer geometrischen 
Deutung. Wir lesen darfiber in der t857 publizierten ,,Theorie der Abel'schen 
Functionen" (BERNHARD RIEMANN'S Gesammelte mathematische Werke, 
1. Auflage 1876, S. 83): ,,Man denke sich in der (x, y)-Ebene eine andere mit ihr 
zusammenfallende Fl~che (oder auf der Ebene einen unendlich dfinnen KSrper) 
ausgebreitet, welche sich so weit und nut  so welt erstreckt, als die Function 
gegeben ist. Bei Fortsetzung dieser Function wird also diese Fl~che ebenfalls 
welter ausgedehnt werden. In einem Theile der Ebene, ffir welchen zwei oder 
mehrere Fortsetzungen der Function vorhanden sind, wird die Fl~tche doppelt 
oder mehrfach sein; sie wird dort aus zwei oder mehreren Bl~ttern bestehen, 
deren jedes einen Zweig der Function vertritt .  Um einen Verzweigungspunkt 
der Function herum wird sich ein Blatt  der Fl~che in ein anderes fortsetzen, so 
dab in der Umgebung eines solchen Punktes die Fl~che als eine Sehrauben- 
fl~che mit einer in diesem Punkte auf der (x, y)-Ebene senkrechten Axe und unend- 
lich kleiner H6he des Sehraubenganges betrachtet werden kann. Wenn die Func- 
tion nach mehreren Uml~ufen des z um dell Verzweigungswerth ihren vorigen 
Werth wieder erh~lt (wie z.B. (z--a) ~/", wenn m, n relative Primzahlen sind, 
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nach n Uml~ufen von z um a), muB man dann freitich annehmen, dab sich das 
oberste Blatt  der Fl~che durch die fibrigen hindurch in das unterste fortsetzt." 

Eine ~ihnliche Darstellung findet sich bereits in RIEMANNs Dissertation 
,,Grundlagen ffir eine allgemeine Theorie der Functionen einer ver~inderlichen 
complexen GrSl3e" (185t). I~IEMANN untersucht dort ganz allgemein Fl~chen 
mit Hilfe ihrer Zerschneidung dutch Querschnitte, ,,d. h. Linien, welche von einem 
Begrenzungspunkt das Innere einfach --  keinen Punkt  mehrfach -- bis zu einem 
Begrenzungspunkte durchschneiden" und kommt dabei zur Definition einer 
Zahl, welche die ,,Ordnung des Zusammenhangs" ausdriickt. 

Eine Definition des Begriffs ,,Fl~che" sucht man vergeblich; es findet sich nur 
die Bemerkung, dab Umfaltungen der Fl~che oder Spaltungen 1Angs einer Linie 
ausgeschlossen werden sollen. Da Querschnitte immer in Begrenzungspunkten 
der Fl~che beginnen, (endigen dtirfen sie hingegen auch in einem frtiheren Ptmkt 
des Querschnitts), sind alle Fl~chen vorerst berandet; sie sind iiberdies zwei- 
seitig zu denken, denn die erste einseitige F1Ache, das ,,MSbiusband", wurde erst 
etwas sp~ter (1858) von MSBIUS entdeckt. Man kann das aber auch folgern 
aus dem Satz 2) (S. t t ) :  ,,Durch jeden Querschnitt wird die Anzahl der Begren- 
zungsstiicke entweder um t vermindert oder um 1 vermehrt ."  Er  gilt nicht ftir 
das MSbiusband. 

Die wichtigste Aussage enth~lt der Lehrsatz II  (s. 1o): ,,Wenn eine Fl~che T 
durch n a Querschnitte ql in ein System T 1 von m 1 einfach zusammenh~ingenden 
Fl~ichenstiicken und durch n s Querschnitte q2 in ein System T s yon m s Fl~chen- 
stricken zerf~illt, so kann n s - -m s nicht > n l - - m  I sein." RIEMANN versucht das 
zu beweisen, indem er sich in der Fl~iche T nacheinander beide Querschnittsysteme 
ausgeftihrt denkt. Ist das System q~ bereits gezogen, so kSnnen die Querschnitte 
des Systems q2 dadurch in mehrere Stticke zerschnitten worden sein; sie kSnnen 
abet auch teilweise mit dem System ql zusammenfallen. Die Anzahl der Quer- 
schnitte in diesem variierten System q'2 ist abhAngig yon der Anzahl der urspriing- 
lichen Endpunkte des Systems qs, sowie v o n d e r  Art der Schnitt- und Verzwei- 
gungspunkte der beiden Systeme; sie wird mit n~+s bezeichnet. Es zeigt sich, 
dab sich die Anzahl n 1 der Querschnitte ql um die gleiche Zahl s ~indert, wenn die 
Schnitte in der umgekehrten Reihenfolge gezogen werden. Die schliel31ich resul- 
tierende Fl~che ist in beiden F~llen dieselbe. Sie besteht aus mx+ns+s oder 
auch aus m2+nx+s einfach zusammenh~ngenden Fl~chenstiicken. Man kann 
daraus direkt auf rig.- ms = n l -  m 1 schlieBen. Bei RIEMANN ist die SchluBfolge- 
rung etwas komplizierter und ftihrt vorerst nur auf die im Satz behauptete 
Ungleichung n 2 -  ms =< n l - -ml ;  die umgekehrte Ungleichung erh~lt er aus einer 
analogen Betrachtung. ,,Zufolge dieses Lehrsatzes ist, wenn die Anzahl der 
Querschnitte unbestimmt durch n, die Anzahl der Stticke durch m bezeichnet 
wird, n - - m  fiir alle Zerlegungen einer Fl~che in einfach zusammenh~ingende 
Stticke constant . . . .  Diese Zahl kann ftiglich mit dem Namen ,,Ordnung des 
Zusammenhangs" einer Fl~iche belegt werden." 

Der Beweis zum Lehrsatz ist allerdings nicht ganz stichhaltig. Es geht dabei 
die Voraussetzung ein, dal3 die bei der f3berlagerung beider Systeme entstehenden 
Schnittpunkte nur in endlicher Anzahl auftreten. Das braucht nicht immer zu 
gelten. Betrachten wir ein ,,gelochtes" Quadrat der reeUen Ebene in folgender 
Anordnung: 

8 Arch. Hist. Exact  Sci., Vol. 9 
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AkY 

"///////////~, 

Fig. I 

Das Querschnittsystem ql bestehe aus einem Schnitt in der positiven x-Achse, 
das Querschnittsystem q~ aber aus der Kurve 

{ y = x s i n ~  fiir x > 0 ,  y = 0  ftir x = 0 } .  

Diese zerstiickelt den ersten Querschnitt in unendlich viele Teile. 

Nach obiger Definition hat die einfach zusammenh~ngende F1/iche die Ord- 
nung des Zusammenhangs --l. Um die Ordnung des Zusammenhangs einer 
aus mehreren Stricken bestehenden Fl~che zu erhalten, sind die einzelnen Ord- 
nungen zu addieren. RIEMANN verwendet diese Definition im folgenden nicht, 
sondern bezeichnet, indem er sich auf aus einem Stiick bestehende F1/ichen 
beschr/inkt, ihren Zusammenhang kurz als einfach, zweifach usw . . . .  indem wit 
unter einer n-fach zusammenh~ingenden F1/iche eine solche verstehen, die durch 
n - - t  Querschnitte in eine einfach zusammenh~ngende zerlegbar ist." Diesen 
ProzeB riickw/irts ablaufen lassend, kann man also zus/~tzlich sagen, dab diese 
RIEMAIqNschen F1/ichen von endlichem Zusammenhang sich aus endlich vielen 
Elementarfl~ichenstticken durch Randidentifizierung zusammenffigen lassen. 

In der ,,Theorie der Abel'schen Functionen" entwickelt RIEMANN eine zweite 
Methode zur Zusammenhangstheorie der F1/~chen, bei welcher der Begriff ,,be- 
grenzen" in den Mittelpunkt riickt. Einleitend findet sich folgender, sp/~ter oft 
,,Riemannsches Lemma" genannter Satz (S. 85): ,,Wenn in einer Fl~che F zwei 
Curvensysteme a und b zusammengenommen einen Theil dieser F1/iche voll- 
st~ndig begrenzen, so bildet jedes andere Curvensystem, das mit a zusammen 
einen Theil von F vollsffindig begrenzt, auch mit b die ganze Begrenzung eines 
Fl~chentheils, der aus den beiden ersteren Fl~chentheilen l~ngs a (durch Addition 
oder Subtraction, jenachdem sie auf entgegengesetzter oder auf gMcher Seite 
yon a liegen) zusammengesetzt ist. Beide Curvensysteme leisten daher fiir v611ige 
Begrenzung eines Theils von F dasselbe und k6nnen fiir die Erfiillung dieser 
Forderung einander ersetzen." 

RIEMANN definiert anschlieBend: ,,Wenn in einer Fl/~che F sich n geschlossene 
Curven a l ,  a 2 . . . . .  a ,  ziehen lassen, welche weder ffir sich noch mit einander 
einen Theil dieser Fl~che F vollst~ndig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede 
andere geschlossene Curve die vollst~ndige Begrenzung eines Thefts der Fl~che F 
bilden kann, so heiBt die Fl~che eine (n +l)fach zusammenh/ingende." 
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Wir wissen auch hier nicht genau, was RIEMANN unter einer ,,geschlossenen 
Curve" versteht. Am n~chsten liegt die Vermutung, dab er damit ein eindeutiges 
stetiges Bild einer Kreislinie meint; Auswtichse wie die PEANO-Kurve (t890 
publiziert), waren ja damals noch nicht bekannt. Man mag also die a i etwas un- 
genau als singul~re, nichtorientierte 1-Zykeln auffassen, die in ihrer Gesamtheit 
ein maximales, rood 2 homolog unabh~ngiges System bilden, also eine t-dimen- 
sionale Homologiebasis rood 2 im Sinn der singul~ren Homologietheorie. 

Die Existenz eines solchen Systems ist dabei Voraussetzung (,,Wenn in einer 
Fl~che ... ") und bleibt unerSrtert. Hingegen reehtfertigt RIEMANN die Definition, 
indem er zeigt, dab die Zahl n + t  fiir die Fl~che charakteristisch ist. 

Kehren wir vorerst fiir einen Moment zum Lemma zurfick. Der Herausgeber 
des RIEMANNsehen Gesamtwerkes, H. WEBER, macht in der 2. Auflage (t892) 
darauf aufmerksam, dab dagegen yon ALBERTO TONELLI ein Einwand erhoben 
worden sei (GSttinger Nachrichten t875 und Atti della Reale Accademia dei 
Lincei, Set. II, vol. 2, t875): Das Lemma braucht nicht richtig zu sein, wenn bei 
den Begrenzungsrelationen nicht alle Kurven des zu ersetzenden Systems wirklich 
auftreten. Man findet leicht ein Beispiel dazu: 

Auf einer Kugeloberfl~che mit vier L6chern werden die Kurvensysteme 
a, b, c wie folgt gew~hlt: 

× x x  X× 

× :~72, L 
x ~ F//////~ I 
x \ W ~ / J  x 

x " - - t x  
Q: . . . . . . .  X X X  
b : x x x x  ~ - .  

c : ~ / ~ ¢ / / / / A  ] 

Fig. 2 

Es begrenzen dann a und b oder a u n d c  zusammengenommen, nicht aber b 
undc .  

Nimmt man nun an, dab in den beiden Homologien 

(t) a + b N O  

(2) a + c N o  

wirklich alle Kurven des Systems a auftreten und addiert man die zugeh6rigen 
Fl~ichenteile mod 2 (,, durch Addition oder Subtraction"), so erh~ilt man einen 
neuen Fl~chenteil, yon dem das Lemma etwas ungenau aussagt, dab er von den 
Kurvensystemen b u n d c  berandet werde. Wenn man das noch dahin pr~izisiert, 
dab darin genau jene Kurven auftreten, die in genau einer der Homologien (1) 
oder (2) enthalten sind, so ist mit RIEMANNs geometrischer ~lberlagerung die 
Additivit~it der Homologien mod 2 gewonnen worden. 

RIEMANN zeigt dann, dab die Zusammenhangszahl der Fl~iche F nicht vom 
speziellen System der a~ abMngt,  sondern dab vielmehr irdendein System yon n 
geschlossenen Kurven b 1 . . . . .  b,, das nicht begrenzt, wieder durch Hinzunahme 

8* 
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einer jeden zus~tzlichen geschlossenen Kurve begrenzend wird. Die Argumentat ion 
dazu lantet (S. 86) : , ,In der That,  d a b  1 mit  Linien a zusammengenommen einen 
Theil yon F vollst~ndig begrenzt, so kann eine dieser Curven a durch b 1 und die 
iibrigen Curven a ersetzt werden. Es ist daher mit  b 1 und diesen n - -1  Curven a 
jede andere Curve, und folglich auch b2, zu v611iger Begrenzung eines Theils von F 
ansreichend, und es kann eine dieser n - - t  Cnrven a durch bl, b~ und die iibrigen 
Curven a ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar, wenn, wie vorausgesetzt, 
die Curven b zn vollst~tndiger Begrenzung eines Theils yon F nicht ausreichen, 
so lange fortgesetzt werden, bis s~mmtliche a durch die b ersetzt worden sind." 

RIEMANN nimmt hier genau das Verfahren vorweg, das dem STEINITZschen 
Austauschsatz der linearen Algebra zugrunde liegt. Nach der Voraussetznng 
existiert eine I-Iomologie 

(3) b l +  ~, e~ a~,-,0 (e i = 0  oder 1) 

wobei mindestens ein ei 4: 0, z.B. e i = t ist, sonst w~tre b~ ,~0. Somit ist a i homolog 
abh~ngig von (b 1, al . . . . .  ai_ 1, aj+~ . . . . .  a~). Genfigt eine geschlossene Curve C 
einer Homologie 

(4) C + ~, ~i ai ---0 (~i = 0 oder t) 
i = 1  

mit ~j - -  1, so erh~lt man zusammen mit  (3) durch Addition mod 2 eine Homologie, 
in der das aj nicht mehr vorkommt.  (Da das zu ersetzende Knrvensystem nur ans 
einer Kurve besteht, bleibt TONELLIs Einwand bier ohne Bedeutung.) C berandet 
also anch zusammen mit  dem System (bl, a 1 . . . .  , aj-1, aj+~ . . . . .  a.). ( Is t  in (4) 
~j = 0 ,  so ist das trivialerweise der Fall.) Das System (bl, al . . . . .  aj_ 1, ai+ ~ . . . . .  a,) 
ist tiberdies homolog unabh~tngig, denn besttinde eine Homologie 

b l +  ~, ~iai-- ,0 (~i = 0  oder l) 

so k6nnte zusammen mit  (3) wieder durch Addition mod 2 auf eine Abh~tngigkeit 
der a i geschlossen werden. 

Sind nun bereits die Knrven bl, b~ . . . . .  b~_ 1 ausgetauscht, so ist fi~r die Fort- 
setzung des Verfahrens zn beachten, dab b k immer von einem System (b 1 . . . . .  b,_ x, 
a, . . . . .  a,) abh~ngt, in dem noch mindestens ein a i enthalten sein mul3, da die 
Gesamtheit  der b i nach Voraussetzung homolog unabh~ngig ist. So k6nnen nach- 
einander aUe a i eliminiert werden. 

Weiter bemerkt  RIE~AN~, dab jeder nichtzerstiickelnde Querschnitt eine 
nach dieser zweiten Definition ( n + l ) - f a c h  zusammenh~ngende Fl~che in eine 
n-fach zusammenh~ngende verwandelt. Wird dieser Schritt n real wiederholt, 
so bleibt eine einfach zusammenh~ngende Fl~che ~brig. Die zuletzt gegebene 
Definition umfaBt also jedenfalls die frtihere und ist tiberdies auch auf geschlossene 
Fl~tchen anwendbar. 

Um die Querschnittstheorie auch ffir die geschlossene Fl~tche nutzbar  zu 
machen, mul3 letztere nach RIEMANN ,,dnrch Ausscheidung eines beliebigen 
Punktes in eine begrenzte verwandelt  werden, so dab die erste Zerlegung durch 
diesen Punkt  nnd einen in ibm anfangenden und endenden Qnerschnitt, also 
dutch eine geschlossene Curve, geschieht. Die Oberfl~che eines Ringes z.B., 
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welche eine dreifach zusammenh~ngende ist, wird durch eine geschlossene Curve 
und einen Querschnitt in eine einfach zusammenh~ingende verwandelt." 

Im allgemeinen Fall haben die geschlossenen RIEMANNschen Fl~chen einen 
(2p +l)-fachen Zusammenhang. RIEMAXN findet das durch folgende ~berlegung 
(S. 97): ,,Da die Begrenzung einer einfach zusammenh~ngenden Fl~iche aus 
Einem Stiicke besteht, eine geschlossene Fl~che aber dutch eine ungerade Anzahl 
von Schritten eine gerade Zahl von Begrenzungsstficken, durch eine gerade eine 
ungerade erh~lt, so ist zu dieser Zerschneidung eine gerade Anzahl von Schnitten 
erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte sei =2p." 

C. NEUMANN, der in der 2. Auflage seiner ,,Vorlesungen fiber RIEMANN'S 
Theorie der ABEL'schen Integrale" diese geometrischen Verh~iltnisse sehr aus- 
ffihrlich darstellt, beweist ebenfalls den Satz, dab die punktierten Fl~chen immer 
ungeraden Zusammenhang haben (S. 164). Offenbar zieht flit ihn das Verschwin- 
den dieser einzigen Randkurve notwendig eine Verminderung des Zusammen- 
hangs um t nach sich, denn er ordnet den geschlossenen Fl~chen die Zusammen- 
hangs- oder ,,Grundzahl" 2p zu. Er schreibt dazu (S. t86): ,,Wenn RIEMANN 
die Fl~che R selber eine (2p +t)-fach zusammenh~ngende nennt, derselben also 
die Grundzahl (2p +1) zuertheilt, so denkt er sich jedesmal/~ stat t  R substituirt, 
wie solches von ibm auch in deutlicher Weise hervorgehoben ist. Empfehlens- 
werther aber dfirfte es vielleicht sein, eine solcbe stfllschweigende Substitution 
zu vermeiden. Und dann ist die Fl~iche eine 2p-fach zusammenh~ngende zu nennen, 
ihre Grundzahl also = 2p zu setzen." 

Wenn RIEMANN manchmal nicht klar ausdrfickt, ob er im Moment mit einer 
geschlossenen oder punktierten Fl~che arbeitet, so mag der Grund eher darin 
liegen, dab er diesen Unterschied nicht als sehr wesentlich empfand, indem 
eben eine einzige Punktierung den Zusammenhang einer geschlossenen Fl~iche 
nicht ~ndert. Das Querschnittziehen ist dann in dem Sinn zu erweitern, dab der 
erste ,, Querschnitt", wie im Fall der Ringfl~che, auch eine geschlossene Kurve 
sein darf. NEUMANNs Auffassung ist allerdings auch von SCHL~FLI, von KLEIN 
(der dieser Variante den Ausdruck ,,ungewShnlicher Zusammenhang" verleiht), 
sowie von DYCK vertreten worden. 

§ 3. Die Zusammenhangszahlen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten 
bei Riemann und Betti 

Ein ira NachlaB gefundenes ,,Fragment ans der Analysis Situs", fiber dessen 
Datierung nichts bekannt ist, zeigt, dab RIEMANN den Plan hegte, seine so er- 
folgreiche Zusammenhangstheorie der Fl~ichen auch auf R~iume hSherer Dimen- 
sion auszudehnen. Zu diesen nur rudiment~r erhaltenen Notizen, in denen aber 
erstmals Zusammenhangszahlen mod 2 ffir ~-dimensionale Mannigfaltigkeiten 
auftreten, bemerkt' H. WEBER in der 2. Auflage des RIEMANNschen Gesamtwerks 
(1892), dab ein im Jahr  187t erschienener Aufsatz yon ENRICO BETTI, ,,Sopra 
gli spazi di un numero qualunque di dimensioni", verwandte Gedanken und Aus- 
ffihrungen enthalte. POINCAR]~ kommt in den Comptes Rendus de l'Acad@mie des 
Sciences vom 31. Oktober t892 ebenfalls ant dieses Fragment zu sprechen und 
behanptet kurz: ,Bett i ,  dans le tome IV, 2 e s6rie des Annali di Matematica, 
a retrouv6 et compl6t6 les r@sultats de Riemann." 
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Nun ist aber die 1. Auflage des RIEMAN~schen Gesamtwerks erst t876 er- 
schienen. WEBER schreibt im Vorwort, dab der gesamte wissenschaftliche Nach- 
lab t~IEMANNs nach dessen Tod an DEDEKIND gelangt sei und faBt jene Abhand- 
lungen, die in der Zwischenzeit daraus bereits verSffentlicht worden sind, in einer 
2. Abteilung zusammen. Das Fragment befindet sich nicht in dieser, sondern 
in der mit ,,NachlaB" betitelten 3. Abteilung, so dab POI~CAR~ mit seiner Be- 
hauptung, dab BETTIS Abhandlung auf dem RIEMANNSChen Fragment ful3e, 
kaum recht haben dtirfte. 

Ein Vergleich der beiden Arbeiten bringt tats~chlich einige merkwtirdig 
ttbereinstimmende Definitionen, aber auch einige MiBverst~tndnisse an den Tag, 
so dab eher anzunehmen ist, dab RIEMANN anl~Blich seines im Lebenslauf er- 
w~hnten Aufenthaltes in Italien BETTI mtindlich mit seinen Gedanken vertraut  
gemacht hat. Die freundschaftlichen Beziehungen sind belegt durch einen vom 
21.1. 1864 datierten Brief yon RIEMANN an BETTI, der Init den Worten ,,Carissimo 
Amico" beginnt. (Werke 1. Auflage, S. 280.) 

Bereits PAUL I-IEEGAARD spricht in seiner in d~nischer Sprache abgefaflten 
Dissertation aus dem Jahr  1898 diese Vermutung aus. In der t916 im Bulltin 
de la Soci6t6 math6matique de France erschienenen ~lbersetzung heiBt es (S. 192) : 
,,Apr~s la mort de Riemann, Betti  publia un M6moire ~ ce sujet. I1 ne parle pas de 
collaboration avec Riemann; mais, ~ juger par les fragments d'une th@orie, 
r6unis par Weber apr6s les notes 6crites par Riemann, Riemann a, pendant son 
s@jour en Italie essentiellement contribu6 aux pens6es exprim@es dans le M6moire 
de Betti ."  

Die wenigen Seiten des RIEMAN~cschen Fragments enthalten keine Definition 
der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Der Begriff findet sich aber schon in seiner 
Habilitationsvorlesung ,,~Jber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen" (1854). Nach dem von DEDEKIND verfafiten Lebenslauf hat RIEMANN 
sich in dieser Rede bemtiht, seine Gedanken auch den Nichtmathematikern 
unter den Mitgliedern der Fakult~t verst/indlich zu machen; deshalb wohl die 
mehr beschreibende Definition (S. 255): ,,GrSfienbegriffe sind nur da mSglich, 
wo sich ein allgemeiner Begriff vorfindet, der verschiedene Bestimmungsweisen 
zul~Bt. Je nachdem unter diesen Bestimmungsweisen von einer zu einer andem 
ein stetiger t3bergang stattfindet oder nicht, bilden sie eine stetige oder discrete 
Mannigfaltigkeit." Und an anderer Stelle (S. 257): ,,Geht man bei einem Begriffe, 
dessen Bestimmungsweisen eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, yon einer Be- 
stimmungsweise auf eine bestimmte Art zu einer andern tiber, so bilden die durch- 
laufenen Bestimmungsweisen eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren 
wesentliches Kennzeichen ist, daft in ihr yon einem Punkte nur nach zwei Seiten, 
vorw~rts oder rtickw~rts, ein stetiger Fortgang mSglich ist. Denkt man sich 
nun, dab diese Mannigfaltigkeit wieder in eine andere, vSllig verschiedene, tiber- 
geht, und zwar wieder auf bestimmte Art, d.h. so, dab jeder Punkt  in einen 
bestimmten Punkt  der andern ttbergeht, so bilden s~tmmtliche so erhaltenen 
Bestimmungsweisen eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit." So fort- 
fahrend erscheint die (n+l)-dimensionale Mannigfaltigkeit als Zusammen- 
setzung ,,aus einer Ver~nderlichkeit von n Dimensionen und aus einer Ver~nder- 
lichkeit von Einer Dimension." 
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Das Fragment enth~ilt folgende Defillitionen und S~tze (S. 448/449): 

t) ,,Es seien a 1, a 2 . . . . .  a~ m inhere zusammenNingende unbegrenzte n- 
Strecke, welche, einmal genommen, weder einzeln noch in Verbindung ein inneres 
(n+ l ) -S t reck  vollst~ndig begrenzen kSnnen, und b 1, b2 . . . . .  b,~ m ebenso be- 
schaffene n-Strecke, deren j edes mit einem oder einigen der a zusammengenommen 
ein inneres (~¢ + l ) -S t reck  vollst~ndig begrenzen kann, so kanI1 jedes innere zu- 
sammenh~ngende n-Streck, welches mit den a die ganze Begrenzung eines inneren 
(n +l) -Strecks  bilden kann, dies auch mit den b und umgekehrt." 

2) ,,Bildet irgend ein unbegrenztes inneres n-Streck mit den a zusammen- 
genommen die ganze Begrenzung eines inneren (n +l)-Strecks,  so kSnnen in Folge 
der Voraussetzungen die a nach und nach eliminirt und durch die b ersetzt werden." 

Es stellt sich hier auch als erstes die Frage, was unter einem ,,unbegrenzten 
n-Streck" zu verstehen ist. Den oben zitierten beiden S~tzen gehen ein paar 
Notizen fiber ,,Einstrecke" voran: ,,Zwei Einstrecke werden derselben oder 
verschiedenen Gruppen zugerechnet, je nachdem das eine stetig in das andere 
fibergehen kann oder nicht. Je zwei Einstrecke, welche durch dasselbe Punkte- 
paar begrenzt werden, bilden zusammen ein zusammenh~ingendes unbegrenztes 
Einstreck und zwar kann dies die ganze Begrenzung eines Zweistrecks bilden 
oder nicht, je nachdem sie derselben oder verschiedenen Gruppen angehSren. 
Ein inneres, zusammenh~ingendes, unbegrenztes Einstreck kann, einmal genom- 
men, entweder zur ganzen Begrenzung eines innern Zweistrecks ausreichen 
oder nicht." 

RIEMANN gewinnt also durch Randidentifizierung aus zwei Einstrecken ein 
einziges und mit ,unbegrenzt"  ist demnach gemeint, dab der Rand mod 2 ver- 
schwindet. Das unbegrenzte Einstreck, das ein Zweistreck berandet, nimmt, 
wenn wir mit der Fl~chentheorie vergleichen, die Stelle der geschlossenen Kurve 
ein, die einen Fl~chenteil begrenzt. Beriicksichtigt mall noch, dab RIEMANN dem 
Einstreck manchmal das Attribut ,,zusammenh~ngend" beifiigt, so kann man 
dem Begriff wohl die sehr allgemeine Deutung eines in der Mannigfaltigkeit 
liegenden Linienkomplexes geben, der sich aus stetigen Bildern von Strecken 
zusammensetzt, deren Endpunkte teilweise zu zweien identifiziert worden sind. 
(Da RIEMANN Spaltungen bei den Fl~chen ausschlieBt, muB man dasselbe hier 
vielleicht ftir die Verzweigungen tun.) 

Ein weiterer Hinweis liefert eine Notiz auf S. 450: ,,Zwei Vielstreckstheile 
(Raumtheile) heiBen zusammenh~ingend oder einem Stfick geh6rig, wenn sich 
von einem inneren Punkt  des einen durch das Innere des Vielstrecks (Raumes) 
eine Linie nach einem inneren Punkt  des andern ziehen l~Bt." Demnach bedeutet 
,,n-Streck" wohl ganz allgemein einen evtl. aus mehreren Stficken bestehenden 
n-dimensionalen Teilraum. Fagt  man die einzelnen zusammenh~ngenden Stficke 
als singul~re n-Simplexe auf und setzt man solche Teile nach dem bei den Ein- 
strecken gegebenen Vorbild durch Randidentifizierung zu unbegrenzten n- 
Strecken zusammen, so kann man sagen, dab das System (a 1, a 2 . . . . .  %) des 
Satzes l )  aus m mod 2 homolog unabh~ngigen singul~ren nichtorientierten 
n-Zykeln besteht und jedes b i ist von den a i mod 2 homolog abh~ingig. 

Die Behauptung des Satzes 1) ist -- bei versch~rften Voraussetzungen -- 
dieselbe wie im Lemma der Fl~chentheorie. Sie ist symmetrisch in den a i und bi; 
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die Voraussetzung ist es nicht. Ein Beweis fehlt, doch ist anzunehmen, dab 
RIEMANN ihn wieder durch Addition und Subtraktion yon Raumteilen bei- 
bringen wollte und die homologe Abhiingigkeit der b~ yon den a i nur im Hinblick 
auf dell nachfolgenden Austauschsatz 2) forderte. Ein Beweis fehlt auch bier. 

Wir haben in der F1/ichentheorie gesehen, dab dazu nur die Addierbarkeit 
der Homologien mod 2 gebraucht wird. Nimmt man das als bewiesen an, so kann 
das Austauschverfahren ohne Anderung fibernommen werden. Ist aber die 
Aquivalenz der Systeme a und b gezeigt, so existieren die Homologien 

ai+ ~ s~ib i ,,~0 (e~i = 0  oder 1 ; i = t, 2 . . . . .  m) 
i=1 

und Satz 1) kann vollumf~nglich verifiziert werden: Gilt ftir einen n-Zykel C 
die Homologie 

C+ ~. 9ia~,~O ( ~ i = 0  oder t), 
i=1  

so gilt auch 
C + .~. e~(,~ibj) N0.  

$s ] 

Die Umkehrung l~iBt sich sogar aus den Voraussetzungen des Satzes 1) allein 
beweisen. 

Es folgen dann noch zwei Definitionen: 

3) ,,Ein n-Streck A heiBt in ein anderes B ver~nderlich, wenn durch A und 
dutch Stticke von B ein inneres n + t -S t reck  vollst/indig begrenzt werden kann." 

4) ,,Wenn im Innern einer stetig ansgedehnten Mannigfaltigkeit mit Hiilfe 
yon m festen, ftir sich nicht begrenzenden, n-Streckstticken jedes unbegrenzte 
n-Streck begrenzend ist, so hat diese Mannigfaltigkeit einen m +l - fachen Zu- 
sammenhang nter Dimension." 

Da RIEMANlq zul/iBt, dab A evtl. schon zusammen mit Stricken von B be- 
grenzt, ist ,,ineinander ver/inderlich" nicht gleichbedeutend mit homolog. Ist 
z.B. B ehae Lemniskate, die zwei Randkurven einer F1/iche umschlieBt, w/ihrend 
A nur die eine Randkurve umkreist, so ist nach RIEMAlqNs Definition ,,A in B 
ver/inderlich", aber es ist nicht A NB. 

Fig. 3 

In 4) stehen die n-Streckstiicke abkfirzend fiir die unter t) aufgefiihrten 
zusammenh~ngenden unbegrenzten n-Strecke. Der Zusatz, dab sie zusammen 
mit jedem weiteren nnbegrenzten n-Streck begrenzen, macht sie zu einem maxi- 
malen, rood 2 homolog unabh~ngigen System, also zu einer n-dimensionalen 
singul/iren Homologiebasis rood 2. Ihre Anzahl ist gleich der heutigen n-ten 
BETTISchen Zahl rood 2. Wie in der F1/ichentheorie ist aber der Zusammenhang 
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nach RIEMANN urn I grSBer, n~imlich (m +t ) - fach .  Ein Spezialfall wird noch be- 
sonders erw~ihnt: ,,Eine stetig ausgedehnte zusammenh~ingende Mannigfaltigkeit 
heitlt einfach zusammenh~ingend, wenn der Zusammenhang jeder Dimension ein- 
fach ist ." 

BETTI stellt seine Theorie von Anfang all auf eine analytische Grundlage. 
Seine Begriffe sollen vorerst kurz zusammengefaBt werden, n Variable z 1 . . . . .  z., 
welche alle reellen Werte voll - -o0  his + c~ annehmen kSnnen, best immen 
einen n-dimensionalell Raum (spazio) S.. Sind sie durch m (unabh~ingige) Glei- 
chungen miteinander verklliipft, so spannen die restlichen n - - m  unabh~ingigen 
Variablen einen (n - -  m)-dimensionalen Teilraum S . _ .  auf; dieser heiBt linear 
zusammenh~ngend (linearmente conllesso), wenn zwei beliebige seiner Punkte 
durch eine stetige, ganz im Teilraum liegende Kurve verbunden werden kSnnen. 
Ein (n--l)-dimellsionaler Raum S._ 1 heiBt geschlossen (chiuso), wenn er dell S. 
so in zwei linear zusammenh~ngende Teile zerlegt, dab keine zwei in verschiedenen 
Teilen liegellde Punkte durch eine stetige Kurve verbunden werden kSnnen, 
die den S._ 1 nicht schlleidet. Dann heii3t es wSrtlich (S. 144): ,,Diremo che uno 
spazio linearmente connesso S._ 2 ~ chiuso se divide uno spazio S._ 1 in due regioni 
ciascuna linearmente connessa e tall che non si possa da un punto qualunque di 
una di esse colldurre una linea continua tu t t a  contenuta in S._ 1, a u n  punto 
qualunque dell 'altra che non intersechi S._~: e cosl di seguito." 

Somit erh~ilt man llach BETTI die folgellde Definition fiir den allgemeinen 
Fall eines ,,spazio chiuso" : Ein Teilraum S~ beliebiger Dimension heiBt geschlossell, 
wenll er einen geschlossellen Raum der n~ichsthSheren Dimension in zwei linear 
zusammenh~ngende Teile zerlegt, so dab keine zwei in verschiedenen Teilen 
liegende Punkte dutch eine stetige Kurve  verbundell werden kSnnen, die den S .  
llicht schneidet. Nach dieser Definition ist also z .B.  ein Meridiankreis an/einer 
Torusfl~che nicht geschlossen, da er sie ]a nicht zerlegt ! 

Nachdem diese Begriffe festgelegt sind, ftihrt BETTI sofort die Zusammen- 
hangszahlen eines n-dimensionalen Raumes R e i n  und zwar zuerst den einfachen 
Zusammenhang und dann allgemeiner (S. t45): ,,Se invece in R si pub imaginare 
ull numero p .  di spazi chiusi d i m  dimensiolli che non possano formate il contorno 
di una parte linearmente collnessa di uno spazio d i m  +1 dimensioni, t u t t a  quanta  
contenuta in R, e tali che ogni altro spazio chiuso d i m  dimensiolli formi solo o 
con una parte di essi o con tut t i  il contorno di una parte linearmente connessa 
di uno spazio d i m  +1 dimensioni t u t t a  quanta  contenuta in R, diremo che R 
ha di (#mJl-{) esim° ordine la connessione d i m  esima specie." 

Wie der Vergleich mit  dem 4. Abschnitt  des RIEMANNschen Fragments  zeigt, 
setzt BETTI anstelle der unbegrenztell n-Strecke - -  ungeachtet  der verschiedenen 
Bedeutullg - -  unbedenklich seine obell definierten ,,spazi chiusi". RIEMANN 
setzt ferner yon den n-Strecken des Basissystems nur voraus, dab sie fiir sich 
nicht begrenzen; er hat  schon unter 1) genauer ausgeftihrt, wie das zu verstehen 
ist. BETTI sagt ebenso kurz ,,formallo il contorno", verlangt dalln aber sch~irfer, 
dal3 sie keinen linear zusammenh~ngenden Raum begrenzen. Das ist wieder etwas 
anderes: Eine Lemniskate in der Ebene ist nullhomolog, aber sie berandet kein 
zusammenh~ngendes F1Achenstiick. 

Um die Definition zu rechtfertigen, muB BETTI nun zeigen, dab fiir zwei 
Systeme (A 1 . . . . .  At) und (B 1 . . . . .  Br) mit den verlallgten Eigenschaften immer 
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0) 

(2) 
auf eine Homologie 

t = t '  ist: , ,Se t  spazi chiusi d i m  dimensioni A1, A 2 . . . . .  At non possono formate 
soli, e con ogni altro spazio chiuso d i m  dimensioni formano il contorno di uno 
spazio linearmente connesso di m +1  dimensioni tu t to  quanto contenuto in R; 
e se un altro sistema di t' spazi chiusi di m dimensioni, B 1, B~ . . . . .  Br, gode la 
stessa proprietY, sara t = t'." 

Dem Beweis liegt das Austauschverfahren zugrunde. Hier erw~ihnt BETTI 
nun, dab er sich dabei auf das gleiche Lemma stiitze, das RIEMANN in der Fl~ichen- 
theorie aufgestellt babe. Das Lemma wird mi tsamt  der Begriindung ziemlich 
w6rtlich iibersetzt, wobei Systeme yon m-dimensionalen, linear zusammen- 
h~ingenden geschlossenen R~iumen die Funktion der Kurvensysteme tibernehmen. 
Das Austauschverfahren selbst wird von BETTI wiederum nicht korrekt durch- 
geftihrt. Zwar tauscht er wie RIEMANN in jedem Schritt nur einen geschlossenen 
Raum aus, so dab der frtiher besprochene Einwand yon TONELLI auch hier aufler 
acht gelassen werden kann; daftir will BETTI aber ganz konkret  A 1 dutch B 1 
ersetzen, indem er n~imlich mit  Hilfe eines beliebigen geschlossenen Raumes C 
aus den Homologien 

t 

C + ~ eiAi,~O (ei, ai = 0  oder t) 
/ = 1  

t 

BI + ~ a~A~ ~ 0  
i = 1  

t 

C + B I +  ~ qiA~,-~0 (q~ ----0 oder 1) 

schliel3t. Obwohl er in der Definition tiber den beliebigen Raum C nur voraus- 
setzt, daft dieser begrenze ,,... solo o con una parte di essi" (n~mlich der A i) 
,,o con t u t t i . . . " ,  n immt er nun offenbar an, dab in den Homologien (t) und (2) 
immer s~tmtliche A i auftreten; zumindest mul3 er die Annahme machen, daft das 
zu ersetzende A 1 in beiden Relationen wirklich vorkomrnt. 

Schon I-IEEGAARD tibt Kritik an diesem Verfahren (S. 2t3) : ,,Car pour pouvoir 
vraiment,  de la mani~re d6crite, remplacer successivement les A par les B, il 
faut 8tre stir que les A et les B peuvent 8tre accoupl6s par deux, de sorte que les 
couples constituent chacun une partie de la fronti&re (ou toute la fronti~re) de la 
vari6t6 de (m-~-t) i~me dimension." 

Die Krit ik ist aber nur gegentiber BETTI berechtigt, denn RIEMANbI setzt von 
den b nur voraus, dab jedes zusammen mit  einem oder einigen der a begrenzt; 
das kann er tun, denn sonst w~ire ein solches b ~ 0  entgegen der Annahme. 
Dann verdr~tngt das b 1 irgendein a iund  auf diese Weise kann er ,,die a nach und 
nach eliminiren und durch die b ersetzen." 

So hat BETTI zwar den Gedankengang RIE~ANNs in den Grundziigen richtig 
er]a/3t, in den Einzelheiten jedoch /ehlerhafl wiedergegeben. 

Wir haben frtiher gesehen, dab RIEMANN die Zusammenhangszahlen der 
Fl~ichen noch auf eine zweite Art definiert, n~imlich als die um t vermehrte 
maximale Zahl der Querschnitte, die gezogen werden k6nnen, ohne dab die 
Fl~iche dabei in Stiicke zerf~illt. Das Fragment  enth~ilt auch in dieser Richtung 
Ans~itze zu einer Verallgemeinerung, deren Ziel wohl darin bestanden Nitte, 
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eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit durch geeignete Querschnitte einfach 
zusammenh~ngend zu machen. BETTI greift auch diese Idee auf und meint mit 
dem folgenden Satz auch bereits das Ziel erreicht zu haben (S. t48): ,,Per rendere 
semplicemente connesso, mediante sezioni trasverse semplicemente connesse, 
uno spazio finito R d i n  dimensioni, ~ necessario e sufficiente di fare P~-I sezioni 
lineari, p~_~ di due, P~-3 di tre . . . . .  Pl di n - - I  dimensioni, se P l+~,  p 2 + t  . . . . .  
P~-I + t  sono rispettivamente gli ordini delle sue connessioni di 1 ~, 2 a, . . . .  (n - - t  )~im~ 
specie." 

HEEGAARD deckt allerdings auch in diesem Beweis verschiedene M~tngel auf, 
ftigt aber bei ,,Cependant, le thdor~me plusieurs fois propos6 P~=P~-m est 
probablement inspir6 par ces recherches", so dab der Satz vielleicht doch als 
Keim zum PoINcAR~schen Dualit~tsgesetz zu werten ist. 

§ 4. Die Dycksche Charakteristik 

a) Der Mannig/altigkeitsbegri[[ 

Bestimmtere Formen gewinnt der Mannigfaltigkeitsbegriff bei WALTHER 
DYCK in ,,Beitr~ige zur Analysis situs I" (Mathematische Annalen 32, S. 457; 
t888) und ,,Beitr~ge zur Analysis situs II" (Mathematische Annalen 37, S. 273; 
t890). Aus funktionentheoretischen Arbeiten (er nennt SCHWAI~Z, KLEIN und 
POINCAR~) fibernimmt er das Prinzip der Randidentifizierung und baut damit die 
Mannigfaltigkeit aus endlich oder sogar unendlich vielen ,,Elementargebilden" 
auf. Letztere werden wie folgt definiert : Die E 1 als,,begrenztes Sttick einer Curve", 
die E lI als ein ,,yon einem sich nicht selbst durchsetzenden Curvenzug begrenztes, 
in eine Ebene ausbreitbares Fl~chenstfick" und endlich die E~ als beliebige Menge 
von reellen Wertsystemen (z 1 . . . . .  z~), die sich umkehrbar eindeutig und stetig 
auf eine ,,Umgebung" eines Punktes (Xl . . . . .  ~ ) ,  vorgegeben durch die n-Tupel 

(x 1 . . . . .  x~) mit ~ ( x ~ -  ~i) < r2, abbilden l~iBt. Die einfachste Form der E~ ist 
4 = 1  

2 dutch 2~ 24 < t gegeben und ihre (n --t)-dimensionale Begrenzung 2J x, ---- 1 
4=1 i = l  

heiBt eine ,,sph~rische Mannigfaltigkeit S~-1". 
Der IdentifizierungsprozeB muB nun so vor sich gehen, dab die entstehenden 

Mannigfaltigkeiten nach DYCK ,,regulAr" ausfallen, worunter er im n-dimen- 
sionalen Fall versteht, dab die ,,Umgebung eines inneren Punktes stets durch 
eine E~ dargestellt ist". Bei den F1Achen bemerkt DYCK, dab es zweckm~Big sei, 
,,eine solche Vereinigung von Randcurven nicht wirklich (geometrisch) auszu- 
ftihren, sondern nur durch ,,Zuordnung" der betr. Randst~cke -- etwa mit Hiilfe 
einer Tabelle --  zu fixiren". 

Fassen wir zusammen. Die einzelnen Stticke, aus denen die Mannigfaltigkeit 
aufgebaut ist, sind zusammenh~ngende Teile eines endlichdimensionalen euklidi- 
schen Raumes. Sie werden nach kombinatorischer Art durch (allerdings nicht 
n~her spezifizierte) Zuordnungen aneinandergeklebt und die einzige Forderung, 
die an das Geft~ge gestellt wird, ist, dab die so entstehenden Punktmengen im 
Kleinen euklidisch ausfallen. 

Bei den Fl~chen wird als erste Eigenschaft der Orientierbarkeitscharakter 
beschrieben. I)YCK ftihrt dazu auf der Elementarmannigfaltigkeit E Heine kleine 
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Kurve ein, die er mit einem Richtungssinn versieht lind nennt dieses Gebilde 
eine ,,Indikatrix". An ihre Stelle kann, wie DYCK bemerkt, auch ein dem Sinne 
nach bezeichnetes Achsenkreuz (x, y) treten, das dann im n-dimensionalen Fall 
durch ein Koordinatensystem mit n Achsen ersetzt wird, auf denen bestimmte 
Richtungen als positiv gekennzeichnet sin& 

Beim Aufbau der Mannigfaltigkeit M II wird nun auf jede neu hinzugeffigte 
E lI der Richtungssinn iibertragen. Dabei kann der Fall eintreten, dab eine E n 
mit mehreren Randteilen zugleich an die M n angeschlossen wird und dabei 
von den angrenzenden Fl~chenstficken verschiedene Indikatrizen erh~lt. Das be- 
deutet, dab es in dieser Mannigfaltigkeit Wege gibt, l~ngs derer sich die Indikatrix 
umgekehrt, deshalb der Name ,,Fl~chen mit umkehrbarer Indikatr ix" im Gegen- 
satz zu den ,,Fl~chen mit nicht umkehrbarer Indikatrix", wofiir heute die 
Benennungen ,,nicht orientierbar" bzw. ,,orientierbar" verwendet werden. Es 
liegt eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit umkehrbarer Indikatrix vor, 
wenn es geschlossene Wege gibt, l~ngs derer eine ungerade Anzahl Achsen ihre 
Richtung wechselt. 

Beztiglich der Bezeichnung , ,Indikatrix" fiigt DYCK in einer FuBnote hinzu 
(S. 474): ,rich gebe absichtlich diese von Klein (Math. Annalen IX, p. 479) aus- 
gesprochene Definition, welche die gemeinte Eigenschaft der Fl~chen als eine 
innere, d.h. denselben unabh~ngig von der Umgebung zukommende, charak- 
ter is i r t . . . " .  Er  motiviert auch, weshalb er auf die bis damn tiblichen Begriffe 
,,einseitig" bzw. ,,zweiseitig" verzichtet. Eine Fl~che ist ,,zweiseitig", wenn 
man nicht yon einer ,,Seite" auf die andere gelangen kann, ohne den Rand zu 
fiberqueren. ,,Diese letztere Eigenschaft ist indessen --  wie ich bei anderer Ge- 
legenheit ausfiihren will -- nur eine Lageneigenschaft der Fl~chen in unserem 
dreidimensionalen Raum und sie kann verloren gehen, sofem wir von dieser 
Lage absehen." DYCK hat also erkannt, dab die Begriffe ,,mit nicht umkehrbarer 
Indikatrix" und ,,zweiseitig" nicht gleichbedeutend sind und dab das erste eine 
absolute Eigenschaft der Fl~che ist, das zweite aber nicht. Er  ist indessen nicht 
mehr darauf zurtickgekommen und sein Hinweis hat auch nicht die verdiente 
Beachtung gefunden; erst E. STEINITZ hat diese Idee wieder aufgegriffen (,,Bei- 
tr~ge zur Analysis situs", Sitzungsberichte der Berliner Math. Gesellschaft 7, 
19o8). 

b) Die Charakteristik 

Jeder Mannigfaltigkeit wird eine Zahl als ihre ,,Charakteristik" zugeordnet. 
Elementargebilde erhalten die Zahl +1.  Die Charakteristiken der Mannigfaltig- 
keiten werden dann aus ihrem EntstehungsprozeB berechnet: Jede Operation, 
die das Entstehen oder Verschwinden eines Elementargebildes bewirkt, wird 
je nach der Dimension mit + t  oder - - t  gez~hlt. 

DYCK fiihrt das Verfahren vorerst ftir den t-dimensionalen Fall dutch. Das 
Teilen einer E I in zwei Stticke ist mit +1,  das Zusammenftigen zweier E I mit --1 
zu z~hlen. Daraber hinaus wird festgesetzt, dab das Vereinigen der beiden End- 
punkte einer E I ebenfalls mit - - I  in Rechnung zu bringen sei, so dab alle geschlosse- 
hen Kurvenzfige die Charakteristik 0 erhalten. Nun besteht nach DYCK die i- 
dimensionale Mannigfaltigkeit M I aus einer Anzahl geschlossener und unge- 
schlossener Kurvenziige; ihre Charakteristik ist deshalb gleich der Anzahl der 
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in ihr enthaltenen ungeschlossenen Kurvenzfige. Sie ist unabh~ingig vom Ent-  
stehungsprozeB und die Charakteristik eines Systems von DYcKschen Mannig- 
faltigkeiten ist gleich der Summe der einzelnen Charakteristiken. 

Fiir das 2-dimensionale Elementargebilde E lI z~ihlt analog das Zerschneiden 
mittels einer Querlinie mit + l ,  das Zusammensetzen zweier Elementargebilde 
l~tngs gewisser Randlinien mit --1. Diese Abz~ihlung wird auch dann beibehalten, 
wenn die Mannigfaltigkeit dnrch die Querlinie nicht zerf~llt, bzw. wenn das Ver- 
einigen yon Randkurven an einem Fl~ichensttick ausgeffihrt wird. So erhalten 
z.B. der Kreisring und das M6biusband die Charakteristik 0; letztere gestattet 
also nicht, Fl~ichen mit nicht umkehrbarer Indikatrix yon solchen mit umkehrbarer 
Indikatrix zu unterscheiden. Da der Kreisring auch durch ,,Punktierung" der 
E II hergestellt werden kann, ist diese Operation mit --1, das Schliel3en einer 
0ffnung dementsprechend mit + t  zu bewerten. Daraus folgt welter, dal3 Rtick- 
kehrschnitte die Charakteristik nicht ~tndern, denn sie lassen sich aus Punktierung 
und Querschnitt zusammensetzen. Wegen der Additivit~it der Charakteristik 
beschr~inkt sich DYcI~ dann auf Fl~ichen, die ans einem Stack bestehen. 

Eine ohne mehrfache lJberdeckung in die Ebene ausbreitbare F1/iche nennt 
DYCK nach M6BIOS eine ,, Grundfl~che" und denkt sie sich als Elementarfl~ichen- 
stack mit einer gewissen Anzahl 0ffnungen. Bei r Randkurven kommt ihr die 
C h a r a k t e r i s t i k  K II = 2 - - r  zu; jeder Rtickkehrschnitt zerschneidet sie in Stficke 
und durch geeignete Querschnitte kann sie in eine Elementarfl~iehe iibergefahrt 
werden. 

DYcI~ stellt nun zuerst ,,Normalformen" ftir die Fl~ichen mit nicht umkehrbarer 
Indikatrix auf, indem er gewisse Randkurven der Grundfl~iche paarweise mit 
geeignetem Durchlaufsinn identifiziert. Die beiden aufeinander bezogenen 
Randkurven ergeben einen nicht zersttickelnden Rfickkehrschnitt in der neuen 
Fl~iche. Die Charakteristik ~tndert sich dabei nicht; es gilt also far die Normalform 
K n = 2 - - r - - 2 s ,  wo s die Maximalzahl der niehtzerstfickelnden, sich nicht 
schneidenden Rttckkehrschnitte bedeutet. (Man kann auch sagen, dab es 2s 
nicht zersttickelnde Rfickkehrschnitte gibt, die sich je zu zweien in einem Punkt  
schneiden.) 

Dann stellt DYCK die Beziehung zur RIEMANNschen Zusammenhangszahl Z 
her. Es ist 

Kn  {3 - -Z  far geschlossene / 
= 2 - -Z  far berandete J Fl~ichen 

oder allgemein K n = 2 --Z,  wo 7 den yon KLEIN eingeffihrten ,,ungew6hnlichen 
Zusammenhang" bedeutet. DaB ihm mit seiner Charakteristik auch eine Verall- 
gemeinerung der EoLERschen Polyederformel auf beliebige geschlossene, often- 
tierbare Fl~ichen gelungen ist, erw~ihnt er nirgends. Es ist aber Z - -1  gleich der 
t. BETTIschen Zahl mod 2, pl, also 

K II = 2 -- pl = g0-- ~1 -}- 0~9-" 

Man erh~ilt das aber auch direkt aus dem Aufbau der Polyederfl~iche: ct 2 ist 
die Anzahl der verwendeten Elementarfl~ichenstiicke, von denen jedes mit + t  
z~thlt. Die Anzahl cq der Polyederkanten ist gleich der Anzahl der identifizierten 
Randkurven (nach DYcI¢ ,,eingefagte Querschnitte") und diese sind negativ 
zu z~ihlen. Ferner mull die Fl~iche dort, wo die Kanten zusammenstoBen noch 
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je mit einem Punkt  verschlossen werden, was nach den frtiher aufgestellten 
Regeln positiv zu bewerten ist. 

Fl~chen mit umkehrbarer Indikatrix werden auf zwei verschiedene Arten 
hergestellt. Die erste MSglichkeit besteht darin, in der Grundfl~che gewisse 
Randkurven, die kreisf6rmig sein m6gen, diametral auf sich selbst zu beziehen. 
DYcI~ erw~hnt dazu den Satz, dab diese Kurven Riickkehrschnitte ergeben, 
l~ngs derer sich die Indikatrix umkehrt. Beim IdentifizierungsprozeB verringert 
sich die Zahl der Randkurven, w~hrend sich die Charakteristik nicht ~ndert. 
Diesen Normalfl~chen kommt so die Charakteristik K n - - - -2--r - -s '  zu, wo r 
die Randkurvenzahl ist und s' die Anzahl der nicht zerstiickelnden Riickkehr- 
schnitte, l~ngs derer sich die Indikatrix umkehrt. 

Die allgemeinste Normalform konstruiert DYCI~ dann, indem er in der Grund- 
form wieder or' Randkurven auf sich selbst bezieht, daneben aber noch 2~ bzw. 
2~" Randkurven zu zweien mit gleichem bzw. ungleichem Richtungssinn zu- 
ordnet. An einer Figur fiihrt er dann die ~Tberlegung durch, dab ein solches 
zu identifizierendes Kurvenpaar immer durch zwei Kurven ersetzt werden kann, 
die auf sich selbst bezogen sin& (Man findet diese Aussage sp~ter oft so for- 
muliert, ,,dab ein Henkel sich durch zwei Kreuzhauben ersetzen l~Bt".) Die 
Anzahl der m6glichen nichtzersttickelnden Rtickkehrschnitte ist gleich 
~ ' + 2 ~  +2~" und es ist K n - - - - 2 - - r - - ~ ' - - 2 ( ~ + ~ " ) .  

Der entstehende Fl~chentyp ist nun offenbar festgelegt durch die Rand- 
kurvenzahl der Grundfl~che und die Bestimmung, wieviele davon nach der ersten 
oder zweiten Art identifiziert werden sollen; m.a.W, bilden Randkurvenzahl, 
Charakteristik und Orientierbarkeitscharakter ein vollst~ndiges Invarianten- 
system. DYcKs Untersuchungen gipfeln denn auch in dem Satz (S. 488) : 

, ,Indem man v o n d e r  Erzeugung aller Fl~chen aus den Grundformen ausgeht, 
ergeben sich far die M6glichkeit umkehrbar eindeutiger stetiger Abbildung 
aller Punkte zweier (je aus einem Stiick bestehender) Fl~chen aufeinander die 
folgenden Bedingungen als nothwendig und hinreichend: 

t .  Die Fl~chen miissen zur gleichen Classe, Fl~chen mit nicht umkehrbarer 
Indikatrix bez. Fl~chen rrdt umkehrbarer Indikatrix, gehSren. 

2. Ihre Charakteristiken mtissen iibereinstimmen. 
3. Die Anzahl der Randcurven muB bei beiden dieselbe sein." 

DYCK macht in einer FuBnote auf JORDANs Arbeit ,,Sur la d6formation des 
surfaces" (LIOUVlLLE'S Journal, Serie 2, Bd. XI, t866) aufmerksam, die bereits 
diesen Satz --  wenn auch nicht ganz vollst~ndig -- enth~lt: 

,,Th6or~me: Pour que deux surfaces ou portions de surfaces flexibles et 
extensibles k volont6 soient applicables l 'une sur l 'autre sans d6chirure ni dupli- 
cature, il faut et il suffit: 

l ° Que le nombre des contours s6par6s qui limitent respectivement ces deux 
portions de surfaces soit le m6me. 

2 ° Que le nombre maximum des contours ferm6s ne se traversant ni eux- 
m~mes ni mutuellement nulle part, que l'on peut tracer sur chacune des deux 
surfaces sans la partager en deux r6gions s6par6es, soit le m6me de part  et d 'autre."  

Es fehlt also die erste Bedingung; die Beschr~nkung auf orientierbare Fl~chen 
steckt bei JORDAN nur implizit im Beweis. 
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Im Enzyklop~idieartikel ,,Analysis situs" entwickeln DEnt{ & HEEGAARD 
eine Methode, welche die t)berfiihrung aller Fl~chen in ..Normalformen" ge- 
stattet  und vervollst~tndigen damit den yon DYCK ausgesprochenen Satz. 

Um nun noch zu einer Charakteristik far n-dimensionale Mannigfaltigkeiten 
zu gelangen, geht DYCK yon folgenden Festsetzungen aus: 

.1 .  Jeder Elementarmannigfaltigkeit E .  kommt die charakteristische Zahl 
+ t  zu. 

2. Jede Umformung einer M., die das Entstehen einer E .  hervorruft, wird 
entsprechend mit +1 gez~ihlt, umgekehrt, jedes Verschwinden einer E .  mit --1."  

Ffir ~ < n  wird das Ausschneiden (--E~) bzw. Einffigen (+E~) stets so vor- 
genommen, dab die sph~rische Begrenzung S~_ 1 der E~ ganz in die Begrenzung 
der Mannigfaltigkeit f~llt. Die Wirkung des Ausschneidens einer E~ wird an einem 
einfaehen Beispiel studiert: 

Die E~ {x~ + + x~ < 1} wird dutch die E~_ 1 {x~ + + ~ . . . . . .  x._ 1 < t,  x. ---- 0} in 
zwei E .  zeflegt. Das liefert die symbolische Gleichung E~--En_I=2E,.. also 
z~ihlt T E . -1  mit ± t.  Man kann abet das Aussehneiden der E~_ 1 zerlegen, indem 
zuerst die E._~ {x~+ + 2 • .. x._~ < t,  x._ 1 ----x. = 0} und dann die beiden E ._  1 

"'" + x " - l < i  \x._l>O, x~ 

weggenommen werden. Das ftihrt zur Gleichung E.--E._,--2E._~----2E., 
also z~ihlt T E . -2  mit ~ 1. So fortfahrend findet DYCK: ,,Der ProzeB -T-E~ z~hlt 
mit T-(--1) ~-~ fiir die Charakteristik einer M.." So tr i t t  der symbolischen 
Gleichung 

M.=E.+ Z (~ E~), 

die den Entstehungsprozefl der Mannigfaltigkeit festhitlt, eine zweite zur Seite: 

K . - - - - t+  Z ~ (--1)"-",  

in welcher die Summe fiber alle diese mit + t  oder --1 bewerteten Schritte zu 
bilden ist. 

In einfachen Beispielen ftihrt diese Methode schnell zu einem Resultat: 
Die n-dimenionale SpNire S. wird dutch Ausschneiden eines Punktes in eine E~ 
verwandelt. Die zugeh6rige Gleichung lautet: S . - - E  o ----E.; daraus folgt sofort 

2, wenn n gerade ist. 
K (S.) = 0. wenn n ungerade ist. 

Die ,,projektive Mannigfaltigkeit P~" wird aus der E .  erhalten, indem eine P.-1 
eingefiigt wird. Dies liefert eine Ket te  yon Gleichungen: 

P~ -~_1 =E. 

-P0 =E~ 
Po =E0 
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also ist P~----E~+En_I+ ... + E I + E  o und deshalb 

1, wenn n gerade ist. 
K (P~) = 0, wenn n ungerade ist. 

Die Pn mit gerader Dimension erkennt DYCK als Mannigfaltigkeiten mit umkehr- 
barer Indikatrix, die P~ ungerader Dimension als solche mit nicht umkehrbarer 
Indikatrix. 

DYCK befal3t sich dann eingehend mit bestimmten analytisch vorgegebenen 
Mannigfaltigkeiten M~. Diese l~il3t er dutch stetige Umformungen mit HiKe 
eines Parameters aus einer M~ mit bekannter Charakteristik entstehen. Trotz 
dieses kontinuierlichen Prozesses ~indert sich die Charakteristik nut sprunghaft 
an gewissen singulAren Stellen der sich deformierenden M~. Der EinfluB dieser 
Punkte (ihr ,,Punktcharakter") wird untersucht und im betrachteten Para- 
meterintervall aufsummiert. Die errechnete Zahl kann DYcK in Beziehung bringen 
zur Kroneckerschen Charakteristik eines Funktionensystems. So erh~ilt er auch 
ftir n >=3 eine MSglichkeit, ihre Unabh/ingigkeit vom EntstehungsprozeB zu 
rechtfertigen. Allerdings sind seine Beweise nach heutigem Mal3stab nicht streng. 

§ 5. Henri Poincar6 1854- -1912  

Den Auftakt zu POINCAR]~s topologischen Werken bildet ein kurzes R6sum6 
in den Comptes Rendus vom 31. Oktober t 892. 

Die RIE~ANN/BETTISChen Zusammenhangszahlen batten inzwischen durch 
E. PICARD eine Anwendung in der reinen Analysis gefunden. ,,La question 
n'est pas 6puis6e cependant"; vor allem ist POINCAR]~ auf die Tatsache gestoBen, 
dab zwei 3-dimensionale, im 4-dimensionalen Raum liegende geschlossene F1/ichen 
(,,surfaces") dieselben BETTIschen Zahlen aufweisen k6nnen, ,,sans que l'on 
puisse passer de l'une ~t l'autre par d6formation continue". Er deutet kurz an, 
wie jeder n-dimensionalen geschlossenen Fl~che eine Gruppe zugeordnet werden 
kann, die spiiter Fundamentalgruppe genannt wird, und skizziert dann die MSg- 
lichkeit, 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit gleichen BETTIschen Zahlen 
zu konstruieren, deren Gruppen nicht isomorph sind. Die n~here Ausftihrung 
holt er in der ,,Analysis situs" nach. Seine Vermutung, dab diese Grnppe die 
Mannigfaltigkeit vollst~ndig charakterisiere, wird yon TIETZE bezweifelt (1908), 
aber erst 1919 durch ein Beispiel von ALEXANDER widerlegt (Note on two three- 
dimensional manifolds with the same group. Trans. Amer. Math. Soc. 20). 

a) Der Mannig[altigkeitsbegri[] 

Als erste groBe Arbeit erscheint 1895 im Journal de l']~cole Polytechnique 
die ,,Analysis situs"; sie enth~ilt eine Fiille ganz neuer Ideen. 

Der Begfiff Mannigfaltigkeit (,,vari6t6") bezieht sich wiederum auf Punkt- 
mengen des n-dimensionalen reellen Raumes, wird aber bei POINCAR~ enger ge- 
faBt als bei BETTI, indem die definierenden Funktionen viel sch~irferen Bedingun- 
gen unterliegen (S. 196)*: 

* Alle Seitenzahlen beziehen sich auf: H. POINCARI~, (Euvres tome VI. 
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,,Consid6rons le syst~me suivant form6 de p 6galit6s et de q in6galit6s 

El(X1, x2 . . . . .  x . )  = o 

( x .  x2 . . . .  , x . )  = o  

0)  F~ (xl, ~2 . . . . .  x~) = o  

91 (xl, x~ . . . . .  x~) > 0 

92 (xl, x2 . . . . .  x~) > 0 

~0q ( X l ,  X 2 . . . . .  X , )  > 0 .  

Je supposerai que les functions F et 9 sont uniformes et continues et qu'elles 
ont des d6riv6es continues; je supposerai de plus que, si l 'on forme le tableau 

dxl ' d x 2 ' ' " '  dxn 

dF2 dF2 axe 
dxl ' d x 2 ' ' " '  dx.  

. . . . . .  o . . . . .  . . . o o . o . o .  

d~ d~p d~ 
dxl ' dx2 . . . . .  dx .  

et que l'on forme les d6terminants obtenus en prenant p colonnes quelconques 
dans ce tableau, je supposerai, dis-je, que ces d6terminants ne s'annulent jamais 
tous £ la fois. Je dirai que 1'ensemble des points qui satisfont aux conditions (t), 
s'il y ell a, ce que je suppose, forme une varidtd ~ n - -p  dimensions." 

Die Mannigfaltigkeit heiBt beschrdnkt (,,finie"), wenn es eine Konstante K 
xl + x2 + "-" so gibt, dab ffir jeden Punkt  2 ~ + x ~ < K  2 gilt; sie heiBt zusammen- 

h~ngend (,,continue"), wenn zwei beliebige ihrer Punkte durch stetige Ver~nderung 
so ineinander tibergefiihrt werden kSnnen, dab dabei das Gleichungssystem (1) 
immer erfiillt bleibt. Da dieser Zustand dutch Zerlegung der Mannigfaltigkeit 
in (evtl. unendlich viele) Teilstiicke immer erreicht werden kann, ist das eine 
Annahme, die POINCAR~ im folgenden immer stillschweigend macht. 

Die Gesamtheit der Punkte, welche stat t  der einen Ungleichung 9 i > 0  
(i = 1 ,  2 . . . . .  q) die Gleichung 9~ = 0  und die fibrigen Bedingungen yon (t) be- 
friedigt, bildet den Rand (,,fronti&re complete") der ursprtinglichen Mannigfaltig- 
keit. Ist diese Menge leer, so ist die Mannigfaltigkeit unberandet (,,illimit6e"). 
SchlieBlich heiBt die Mannigfaltigkeit geschlossen (,,ferm6e"), wenn sie zusammen- 
h~ngend, beschr/inkt und unberandet ist. 

POINCAR]~ gibt noch eine zweite Definition ftir die Mannigfaltigkeit. Die 
Koordinaten eines Punktes erscheinen dabei direkt als Funktionen yon m unab- 
h~ngigen Variablen Yl, Y2 . . . . .  y~, deren Variationsbereich evtl. durch eine ge- 
wisse Anzahl von Ungleichungen eingeschr~nkt wird: 

X1=O1(Y1 . . . . .  Ym) 

Xn=On(Yl . . . . .  Ym) 

(2) ~1 (Yl . . . . .  Ym) > 0 

~vk (Yl . . . . .  Ym) > O. 

9 Arch.  His t .  E x a c t  Sci., Vol. 9 
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Die Funktionen O¢ werden beschr~nkt und stetig vorausgesetzt. POINCARI~ 
schlieBt daraus, dab man sie sogar analytisch annehmen dtirfe (S. 200): ,,Si, en 
effet, ces fonctions O sont times et continues, on pourra trouver des fonctions 0' ,  
qui seront analytiques et qui diff6reront des O aussi pen que nous voudrons." 
Nach WEIERSTRASS l~Bt sich jede stetige Funktion einer reellen Variablen in 
einem abgeschlossenen Intervall dutch ein Polynom approximieren, aber die 
oben formulierte, viel allgemeinere Behauptung stimmt nicht; man mu8 das 
demnach als Voraussetzung ansehen. 

Wiederum dfirfen die aus je m Funktionen O i gebildeten Funktionaldeter- 
minanten nirgends alle gleichzeitig verschwinden. Liegen mehrere Mannig- 
faltigkeiten V 1 . . . . .  V, vor, die je durch ein System (2) bestimmt sind, und die die 
Eigenschaft haben, dab jede mit mindestens einer der tibrigen einen nicht leeren 
Durchschnitt hat, so werden sie mit Hilfe des Prinzips der analytisctlen Fort- 
setzung als eine Manuigfaltigkeit betrachtet. Haben je zwei aufeinanderfolgende 
V i einen nicht leeren Durchschnitt, so bilden sie eille zusammenh~ngende Kette  
(chalne continue), die in sich zurticklaufend ist, wenn fiberdies V, ---- V~ ist. 

POINCAR#- zeigt dann, dab 

1. jede Maunigfaltigkeit, die nach erster Art definiert ist, auch nach zweiter 
Art dargestellt werden kann. 

2. jeder Punkt  der Mannigfaltigkeit V in V eine Umgebung hat, die durch 
ein System der Form (2) realisiert ist. 

Daraus folgt, dab die POINCAR~.schen Mannigfaltigkeiten homogen sind. 
POINCAR~ verwendet diese Eigenschaft 5fters in seinen Beweisen. 

Eine Bemerkung fiber Substitutionen im n-dimensionalen reellen Zahlen- 
raum geht der Definition der Hom6omorphismen voran. Geht ein Punkt  

! t 
(x 1 . . . . .  x,) in den Punkt  (xl . . . . .  x,) iiber, mit 

(4) 

und wird vorausgesetzt, ,,dans un certain domaine, les fonctious 90i sont uniformes, 
finies et continues; elles out des d6riv6es continues et leur d6terminant fonctionnel 
ne s'annule pas", so kann daraus nur auf die lokale Existenz der Umkehrfunktionen 
geschlossen werden. POINCAR~ aber f~hrt fort: ,,Si l'on r6sout les 6quations (4) 
par rapport ~ x v x 2, x~, il vient ' ' ' x',) ( k = t , 2 ,  n) et . . . ,  X~ = (}9 k ( X l ,  X2,  . . . ,  . . . ,  

les fonctions 9~ satisfont aux m6mes conditions que les fonctions ~ . "  Er setzt 
also stillschweigend voraus, dab die Umkehrfunktion im gauzen Bildbereich 
eindeutig sei. 

POINCAR~ schreibt darfiber welter (S. 198): ,,I1 est clair que l'ensemble des 
substitutious qui satisfont ~ ces conditions forme un groupe, et ce groupe est un 
des plus g6n6raux que l'on puisse imaginer. La Science dont l 'objet est l'6tude de 
ce groupe et de quelques autres analogues a revu le nom d'A nalysis situs." Die Menge 
der Substitutionen bildet zwar keine Gruppe im heutigen Sinn, denn zwei be- 
liebige Transformationen k6nnen nur dann komponiert werden, wenn der Bild- 
bereich des ersten Funktionensystems mit dem Definitionsbereich des zweiten 
iibereinstimmt; sie erftillt hingegen das Axiomensystem eines Gruppoids im 
Sinn yon BRANDT. 
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Es sind nun V und V' zwei Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension, die nach 
erster Art durch folgende Bedingungen vorgegeben werden: 

{ F~=0 (c~=t . . . . .  p) bzw. ~ F ' = 0  ( e = l  . . . . .  p) 
~ > o  ( ~ = t  . . . .  ¢) [ ~ > o  ( ~ = t  . . . .  e'). 

,,Supposons que l'on puisse faire correspondre ~t un point xl, x 2 . . . . .  x. de la 
¢ ! 

vari6t6 V un point x~, x2 . . . . .  x. de la varift6 V', de telle sorte que l'on ait 

(5) x; = ~ (xl, x~ . . . . .  xo) (k = t,  2 . . . . .  n). 

Je consid~re le domaine D dffini par les in6galit& 

La vari6t6 Vest  6videmment contenue tout enti~re dans le domaine D. Je suppose 
que dans le domaine D l e s  fonctions ~k sont finies, continues et uniformes, qu'elles 
ont des d&iv6es continues et que leur d6terminant fonctionnel n'est jamais 
nul. R6solvons maintenant les 6quations (5), nous trouverons 

(6) ~ = ~;(~; . .~  . . . . .  <)  (k = 1, 2 . . . . .  ,~) .  

Je considfire le domaine D' ddfini par les in6galit6s 
t 

F ~ ' > - - e  E~ '<e  ~ e > o  

et je suppose que darts le domaine D'  les fonctions ~0~ sont finies, continues et 
uniformes, qu'elles out des d6riv6es continues et que leur d4terminant fonctionnel 
n'est pas nul. I1 rfsulte de ces hypothgses qn'~t tout  point de V correspond un 
point de V' et un seul et inversement; g toute varift6 W contenue dans V cor- 
respondra une varift6 W',  d'un m~me nombre de dimensions, contenue dans V';  
si W e s t  continue, finie ou illimitfe, il en sera de m6me de W' et inversement. 
Si toutes ces conditions sont remplies, nous dirons que les deux vari6tfs V e t  V' 
sont 6quivalentes au point de vue de l 'Analysis  situs, ou, pour abr6ger le langage, 
qu'elles sont homdomorphes, c'est-~t-dire de forme pareille." 

Wit  sehen, dab POIIVCARk far seine Hom6omorphismen nebst der Einein- 
deutigkeit nicht nut  Stetigkeit in beiden Richtungen voraussetzt, sondern sogar 
stetige Differenzierbarkeit; aul3erdem soll die Abbildung auch noch in einer Um- 
gebung der Mannigfaltigkeit definiert sein. Man nennt die stetig differenzierbaren 
Hom6omorphismen heute Di//eomorphismen. 

POINCAR£ kommt zu einem Orientierungsbegri//, indem er die Reihenfolge 
tier Gleichungen F i = 0  im System (1), bzw. die Variablenfolge im System (2) 
als wesentlich erachtet. Werden zwei Gleichungen F i = 0, bzw. zwei Variable Yi 
miteinander vertauscht, so repr~isentiert das derart ver/inderte System die ent- 
gegengesetzte Mannig/altigkeit (,,vari6t6 oppos6e"). Da viel mit Funktional- 
determinanten gearbeitet wird, bewirkt diese Operation dann jeweils einen Vor- 
zeichenwechsel. 

Bilden einige Teilmannigfaltigkeiten Vl . . . . .  vq von V eine Ket te  im frfiher 
erkl~trten Sinn und ist v~ durch x i = O i ( y  , . . . . .  Y=), [Yk[ <ilk, v, aber durch x i = 
o5(zl . . . . .  z~), I z~I< r~ vorgegeben, so hat die Funktionaldeterminante 

O ( Y l ,  - "_ ", Y m )  
A1 -- o (z 1 . . . . .  Zm) 

9* 
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im Durchschnitt yon v 1 und vz immer dasselbe Vorzeichen und die Reihenfolge 
der zi kann dabei so gew~hlt werden, dab A 1 > 0 ausf~illt; gleiches gilt fiir die 
tibrigen Determinanten. Wenn nun der Durchschnitt yon vq mit vl nicht leer ist, 
die Ket te  also in sich zuriickl~uft, dann ist fiir diesen letzten Durchschnitt das 
Vorzeichen der Fuuktionaldeterminante scholl festgelegt und f~]it fiir den ganzeu 
Durchschnitt entweder positiv oder negativ aus. Im erstell Fall heii3t die Ket te  
zweiseitig (,,bilat~re"), im zweiten Fall einseitig (,,unilat~re"). 

Noch allgemeiner kann ein ,,r6seau" betrachtet werden, ,,c'est-~t-dire un 
ensemble de vari6t6s telles que chaculle d'elles soit la continuation de plusieurs 
autres et que l'on puisse passer d'uue quelconque d'entre elles ~ ulle autre quel- 
conque d'entre elles par continuation analytique". Mit dessen Hilfe wird nun die 
Niannigfaltigkeit selbst als zweiseitig oder einseitig erkl~rt (S. 2t4) : ,,Supposons 
maintenallt que l'on ait construit un certain r6seau continu de vari6tgs partielles 

(4) Vl, v2 . . . . .  ~q 

de telle sorte que tout  point de g soit / t  l'illt6rieur (j'exclus la fronti~re) de l 'une 
des vari6t4s (4) ou de plusieurs d'entre elles. Si, dans la partie commune g deux 
quelconques des vari6t~s (4), le d6terminallt A est positif, je dirai que la vari6t6 g 
est bilatare. Si elle ne l '6tait pas, il est clair qu'on pourrait toujours, avec quelques- 
unes des vari6t6s (4), former ulle chalne unilat&re et que la vari4t6 V serait uni- 
lat~re." POI~CCARk verwendet also llicht die von DYCK vorgesehlagene Bezeichnung 
,,mit nicht umkehrbarer Indikatr ix" bzw. ,,mit umkehrbarer Indikatrix", woftir 
heute ,,orientierbar" bzw. ,,nichtorientierbar" gebraucht wird, sondern greift 
auf die /iltere (und kfirzere) Benenllung ,,zweiseitig" bzw. ,,einseitig" zurtick, 
der allerdings heute ein anderer Silln zukommt. 

POINCARk nennt dann das M~Sbiusband als Beispiel einer eiuseitigen Manllig- 
faltigkeit und ftir den zweiseitigen Fall 

,A ° Tout  domaine/t  n dimensions est bilat~re; 

2 ° Toute courbe g 1 dimension est bilat~re; 

3 ° Toute surface [ermde ~ n--1 dimensions est bilat~re." 

Das dritte Beispiel ist llur danll riehtig, weun man sich auf die von POINCAR#. 
zuerst gegebeue Definition der Mannigfaltigkeit beschr~tnkt. Es liegt dann llur 
eine einzige Gleichung F, (x 1 . . . .  , x~) = 0 vor und Doppelpunkte sind llach den 
Voraussetzungen llicht znl~tssig. Die (n--l)-dimellsionale Malluigfaltigkeit liegt 
dann llach heutiger Terminologie zweiseitig im (orientierbaren) n-dimensiollalen 
Zahlenraum ulld ist daher selbst orientierbar. Wird abet die Mannigfaltigkeit 
nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung aus Stiicken zusammellgesetzt, 
so ist POINCAR~s Behauptung nicht mehr richtig: sie wird durch dell KLEINSChell 
Schlauch widerlegt. 

POINCA~ beweist dann noch, dab tiberhaupt alle nach erster Art definiertell 
Manlligfaltigkeiten zweiseitig ausfallen. 

b) Der Homologiebegri[[ und die Bettischen Zahlen 
bei Poincard und Picard & Simart 

In den Paragraphen 5 und 6 (S. 206--208) fiihrt POINCAR~ die grulldlegellden 
Begriffe Homologie und BETTIsche Zahl ein: ,,Consid6rons Ulle vari6t6 V ~ p 
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dimensions; soit maintenant W une vari6t6 ~ q dimensions (q ~ p) faisant partie 
de V. Supposons que la fronti~re complete de W se compose de ~ vari6t6s continues 

q --1 dimensions v 1, v~ . . . . .  vx. Nous exprimerons ce fait par la notation 

v l + v ~ +  . . .  + v ~ O .  

Plus g6n6ralement la notation 

k iV l+ k2v2 --. k3v 3-~ k4v4, 

oh les k sont des entiers et les v des vari6t6s ~ q - - t  dimensions, signifiera qu'il 
existe une vari6t6 W ~ q dimensions faisant partie de V et dont la fronti~re 
complete se composera de k 1 vari6t6s peu diff6rentes de vl, de k s vari6t6s peu 
diff6rentes de v2, de k 3 vari6t6s peu diff6rentes de la vari6t6 oppos6e ~ v3 et de k 4 
vari6t6s peu diff6rentes de la vari6t6 oppos6e ~ v4. Les relations de cette forme 
pourront s'appeler des homologies." 

Das Homologiezeichen steht hier also kurz an Stelle von begrenzen. Etwas 
unklar ist, wozu der Zusatz ,,peu diff6rente" dient; er fehlt denn auch in der 
Definition, die POINCAI~g im 1. Compl6ment gibt (S. 29t): ,,Supposons que 
l 'on puisse trouver dans V une vari6t6 ~ p + t  dimensions, dont vx, v2 . . . .  , v,, 
constituent la fronti~re compl~te; j 'exprimerai ce fait par la relation suivante: 
v l + v 2 +  .-- + v .  N 0  que j'appellerai une homologie. Ii pourra se faire que sur la 
fronti~re complete de notre vari6t6 ~ p +1 dimensions, une m6me vari6t6 v 1 se 
retrouve plusieurs fois; dans ce cas, elle figurera dans le premier membre de 
rhomologie avec un coefficient, qni devra ~tre un nombre entier." 

AnschlieBend an die Definition der Homologien folgt in der Analysis situs 
ohne Begrfindung der Zusatz: ,,Les homologies peuvent se combiner comme 
des dquations ordinaires." Das schlieBt aber in sich, dab ein gemeinsamer Faktor  
der Koeffizienten wegdividiert werdei1 daft. So ist denn in der Folge [i~r POINCAR1~ 
V ~'~0, wenn es eine ganze Zahl ~ so gibb, da/3 ~v begrenzt. Damit hat aber das Homo- 
logiezeichen nicht mehr die ihm urspriinglich beigelegte Bedeutung von ,,be- 
grenzen". Es scheint, dab POINCAI~ sich dessen zuerst nicht bewuBt geworden 
ist, und nachher -- vielleicht aus Beqnemlichkeit -- das Homologiezeichen in 
der Analysis situs immer in der Bedeutung yon ,,Homologie mit Division" 
braucht;  dadurch entgehen ihm vorerst die Torsionszahlen. 

Im t.  Compldment wird POINCAR~ vorsichtiger. Im AnschluB an die oben 
gegebene Definition heiBt es (S. 29t ) :,,D'apr~s cette d6finition, on peut additionner 
les homologies, les soustraire les unes des autres, les multiplier par un hombre 
entier. Nous conviendrons 6galement qu'il est permis de diviser une homologie 
par un nombre entier, quand tons les coefficients sont divisibles par cet entier." 
Ebenso im 2. Compl6ment: ,,Nous combinerons ... les homologies par addition, 
soustraction, multiplication et quelquefois par division." Er  hat  inzwischen den 
Unterschied zwischen Homologie und Homologie mit Division erkannt. 

POINCAR~ definiert dann welter (S. 207): ,,Nous dirons que les vari6t6s 
v~, v2 . . . .  , v~ d 'un m~me nombre de dimensions et faisant partie de V, sont 
lindairement inddpendantes, si elles ne sont lides par aucune homologie ~ coefficients 
entiers. S'il existe P~--I vari6t6s ]ermdes ~ m dimensions faisant partie de V e t  
lin6airement ind6pendantes et s'il n'en existe que P~-- t ,  nous dirons que l 'ordre 
de connexion de V par rapport aux vari6t6s ~ m dimensions est 6gal ~ P~. Ainsi 
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se trouvent d6finis, en ce qui coucerne une vari6t6 V ~ m dimensions, m - - 1  
nombres que j 'appellerai P1, P~ . . . . .  P~-I  et qui sont les ordres de connexion de V 
par  rapport  aux vari6t6s de t ,  2 . . . . .  m - - t  dimensions. Je les appellerai dans la 
suite les hombres de Betti." Die Pk--I geschlossenen Mannigfaltigkeiten bilden also 
ein maximales homolog unabh~ngiges System der Dimension k. Dabei ist zu be- 
achten, dab die heutige BETTIsche Zahl p~ direkt die Anzahl der unabh~ngigen 
Elemente in der Homologiegruppe der Dimension k bezeichnet; es ist also Pk = 
p ~ + l  fiir k = 1 ,  2 . . . . .  m --1. 

Die genaue Beziehung zwischen den PoINcAR~schen BETrlschen Zahlen und 
den RIEMANN/BETTISChen Zusammenhangszahlen decken VE~LEN & A~EXANDE~ 
mit  Hilfe der Inzidenzmatrizen auf: 

wobei tq_ z bzw. tq die Anzahl der geraden Torsionskoeffizienten (q- - l ) - te r  bzw. 
q-ter Dimension bedeutet.  

HEEGAARD setzt sich in seiner Dissertation (t898) mit  POINCAR£s Definition 
der BETTIschen Zahlen kritisch auseinander und bezieht in seine Untersuchungen 
auch noch das von PICARD und SIMART t897 ver6ffentlichte Buch ,,Th6orie des 
fonctions alg6briques de deux variables ind@endantes" mit  ein, das im 2. Kapitel  
eine kurze Darstellung der Analysis situs enth~lt. Wthrend  die Mannigfaltigkeit 
wie bei POINCARt definiert ist, werden in der Definition der BETTIschen Zahlen 
sowohl Elemente der RIEMANNschen als auch der POINCAR~schen Definition ver- 
wendet: ,,Supposons que dans la vari6t6 E .  on puisse trouver p ~ - - I  vari6t6s 
ferm6es S~ d'ordre m, soient V1, V~ . . . . .  Vp~_ 1 jouissant des propri6t6s suivantes: 
prises s6par6ment, elles ne forment pas fronti~re, et, par une d6formation continue, 
elles ne peuvent se r6duire l 'une ~ l 'autre;  de plus par  k 1 vari6t6s voisines de V 1, 
par  k S vari6t6s voisines de V~ . . . . .  par kpm_ 1 vari6t6s voisines de Vpm_ 1, on ne peut 
pas faire passer une vari6t6 S~+ 1 compl~tement contenue dans E., dont ces 
k l + k ~ +  ""  +kp. , -1 vari6t6s formeraient une [ronti~re complete, et cela quels 
que soient les entiers k 1, k S . . . .  , kp~_ 1. Par  k vari6t6s voisines de V, il est d'ailleurs 
bien entendu qu'il s 'agit de k vari6t6s de m~me sens. Cela 6tant, nous dirons que 
l 'ordre de connexion de E., par rapport  aux vari6t6s ~ m dimensions contenues dans 
cette vari6t6, est p.~ si, ayant  t rouver les p~ --  t vari6t6s pr6c6dentes dont l 'ensemble 
ne forme pas une fronti~re compl&te dans le sens g6n6ral que nous venons de 
d6finir, on peut toujours, en leur adjoignant une p~m~ varigt6 ferrule quelconque 
d'ordre m, soit V, contenue dans E., d6terminer les entiers k de mani~re que 
l 'ensemble form6 par cette vari6t6 seule, et par  k 1 vari6t6s voisines de V 1, pa l  k~ 
vari6t6s voisines de V 2 . . . . .  par kp~_ 1 vari6t6s voisines de Vpm_l, forme une fronti~re 
complete." 

,,k vari6t6s de m6me sens" wird an anderer Stelle n~kher erl~utert: ,,k est 
l'exc~s du nombre des vari6t6s prises dans un sens sur le nombre des vari6t6s 
prises en sens contraire". Das gesuchte System soll also folgende Eigenschaften 
aufweisen: Es existiert keine Homologie 

E k~v~ (~ ~o, E k~:o, 
i 
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hingegen existiert fiir jede beliebige m-dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit 
V I'll eine Homologie 

i 

Schon TIETZE zeigt an einem Beispiel (t908), dab es Mannigfaltigkeiten gibt, 
die kein derartiges System enthalten. Die Forderung, dab V einmal genommen 
zusammen mit einer Linearkombination der V~/~/ begrenzt, ist dieselbe, die 
RIEMANN stellt. Dabei ist abet zu beachten, dab die RIEMANNschen Homologien 
rood 2 reduziert werden; die Koeffizienten stammen daher aus einem KSrper, 
dem Galois-Feld GF (2). Damit lassen sich die Verh~ltnisse mit einem endlich- 
dimensionalen Vektorraum vergleichen: Ein maximales System linear unab- 
h~ngiger Elemente bildet eine Basis und somit hat  jedes Element eine Darstellung 
V ,~ ~, hiV i und die Koeffizienten h i sind alle 0 oder ~. Mit POII~CAR~ betrachten 

i 
aber PICARD & SIMART die Homologien fiber dem Ring der ganzen Zahlen. Das 
fiihrt zum Vergleich mit einem Modul iiber einem Ring R: Hier existieren im 
allgemeinen keine Basen und man kann nur sagen, dab es zu jedem Modulelement 
Ve in  Ringelement r so gibt, dab r V ,-~ ~ riV ~, r~ER, erftillt ist. 

Es ist deshalb nicht unberechtigt, wenn HEEGAARD schreibt :,,I1 fant remarquer 
au demeurant, que la d6finition n'est justifi6e que quand on aura, en outre, 
prouv6 qu'un syst~me de vari6t6s comme celui qui est mentionn6 dans la d6fini- 
tion existe vdritablement." HEEGAARD spricht nur yon ,,la d6finition"; es scheint 
ibm entgangen zu sein, dab yon dell drei Definitionen I~IEMAXN/BETTI, POINCAR~ 
und PICARD 6: SIMART keine zwei iibereinstimmen. Beztiglich I~IEMANN/BETTI 
und POINCAR~ ist der Einwand dahin zu pr~zisieren, dab die Existenz endlicher 
Systeme nicht gesichert ist, was auch in der PoII~CAR~schen Formulierung ,,S'il 
existe . . . "  zum Ausdruck kommt. 

HEEGAARD f~hrt fort: ,,V1, V2, ... doivent ~tre, entre autres, bilat~res". Diese 
Voraussetzung fehlt tats~chlich bei POINCAR~, nicht aber bei PICARD & SIMART, 
die sich schon frtiher ausdrticklich auf zweiseitige Mallnigfaltigkeiten beschr~nken. 
Diese Forderung mag im ersten Moment fiberfltissig erscheinen, ist es doch ffir 
die geschlossenen Ketten, die sp~ter in der Homologietheorie die Rolle der Mannig- 
faltigkeiten V i tibernehmen, v611ig unwesentlich, ob sie orientierbar sind oder 
nicht. Der Unterschied liegt darin, dab sich die geschlossenen Ketten aus einzelnen 
Simplexen zusammensetzen, deren jedes orientiert ist und mit einer bestimmten 
Vielfachheit in der Kette  auftritt, w~thrend bei POINCAR~ stat t  dessen ein einziger 
geschlossener Raum steht, der eben zuerst orientierbar vorausgesetzt werden 
mul3, damit er als Ganzes fiberhaupt orientiert werden kann. 

Weiter fordert HEEGAARD von dell V i, ,,de plus, eUes doivent ~tre ce que nous 
appelons orientdes", womit gemeint ist, daJ3 sie nach dem Vorbild von DYCK 
mit einer Indikatrix zu versehen sind, ,,et il est exig6, que ces orientations con- 
cordent avec l 'orientation de la vari6t6 limit6e par elles". POINCAR~ ist in diesem 
Punkt  sehr unvollst~ndig; er hat zwar erkl~rt, wie eine Mannigfaltigkeit zu 
orientieren ist, aber er stellt keine Beziehung her zwischen der Orientierung 
der Mannigfaltigkeit und der Orientierung ihrer Berandung, d.h. man weil3 
nicht, wann ein Koeffizient in der Homologie positiv zu nehmen ist. 
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HEEGAARD kritisiert das mit Recht. Hingegen scheint es, dab er seinerseits 
wieder etwas zu viel fordert, n~mlich dab alle Orientierungen konkordant und 
dazu noch s~mtliche Koeffizienten in den Homologien positiv zu nehmen seien; 
mall kann sich sonst die vermeintlichen Schwierigkeiten nicht erld~ren, die er 
am Beispiel der Torusfl~che erl~utert: ,,St l'on maintient ces exigences ~ la 
lettre, on rencontrera des difficult6s. Sur la surface d'un tore, une courbe m6ri- 
dienne 2 et une courbe de latitude/5 (toutes deux munies d 'un sens positif) ne 
]orment pas fronti~re, comme on le suppose g6n6ralement, avec toute courbe 
ferm6e de la surface ne formant pas fronti&re ~ elle seule, mSme pas s'il est permis 
de compter fl, k 1 fois et 2, k s fois. Elles ne peuvent par exemple former avec 
(fl +2)  la fronti~re d'aucun fragment de surface si Yon persiste ~ exiger la d6pen- 
dance entre l'indicatrice du fragment de surface et celle de la fronti&re." L~IBt 
man auch negative Koeffizienten zu, so ist natiirlich (fl + 2) --fl--2--~0. 

Die Unabh~ngigkeit der BETTIscheI1 Zahlen vom gew~hlten System wird bet 
PICAI~D & SIMART wieder dutch das Austauschverfahren bewiesen, das sich auf ein 
pr~zisiertes ,,Riemannsches Lemma" stfitzt. Bet POINCAR~ braucht es keine 
solche Rechtfertigung, da P~,--t einfach die Maximalzahl der linear unabh~lgigen 
geschlossenen m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist. Dabei sind die tJberlegun- 
gen, die RIEMANN in seinem Lemma anstellte, in der Behauptung versteckt, 
dab die Homologien sich wie Gleichungen behandeln lassen. 

c) Das Dualit~tsgesetz 
Uber die BETTIschen Zahlen steUt POII~CAR~ dann sein bertihmtes DualitAts- 

gesetz anf. Da er sich im ganzen Abschnitt auf orientierbare Mannigfaltigkeiten 
beschr~nkt, lautet es (S. 228): ,,Pour une vari6t6 ferm6e, les nombres de Betti 
6galement distants des extr6mes sont 6gaux." Er fiigt hinzu: ,,Ce th6or~me 
n'a, je crois, jamais 6t6 6nonc6; il 6tait cependant connu de plusieurs personnes 
qui ell ont m~me fait des applications". 

Dem ersten Beweis, dessen Unzul~nglichkeit wieder yon HEEGAARD erkannt 
wird, liegt das in einem Spezialfall schon von KRONECKER verwendete Verfahren 
der Schnittzahlbestimmung zugrunde. Jeder Schnittpunkt zweier geschlossener, 
zweiseitiger Mannigfaltigkeiten V1, V~ der Dimensionen h bzw. p -  h, die beide 
derselben p-dimensionalen Mannigfaltigkeit angeh6ren, wird mit der Zahl + t  
oder --1 versehen, wobei das ¥orzeichen mit Hilfe einer Funktionaldeterminante 
bestimmt wird. N (V 1, V~) stellt dann dell lJberschul3 der positiven Schnittpunkte 
iiber die negativen dar. Es wird also vorausgesetzt, dab nur endlich viele isolierte 
Schnittpunkte anftreten. 

Ist U eine h-dimensionale Mannigfaltigkeit, so versteht POII~CAR~ unter 
,,coupure" jede in U enthaltene Mannigfaltigkeit, ,1 ° si elle est ferm6e; 2 ° si 
elle n'est pas ferm6e, mats si sa fronti&re fait partie de la fronti~re complete de U." 

Das folgende Theorem spielt im Beweis des Dualit~tsgesetzes eine wichtige 
Rolle (S. 225/226): ,,La condition n6cessaire et suffisante (st les vari6t6s V i sont 
ferm6es et ~ h - - t  dimensions) pour que l'on puisse choisir la coupure V de telle 
sorte clue l'6galit6 ~, k~(V, Vi) ~-0 n'ait pas lieu, c'est que l'homologie ~, k~V~0  
n'ait  pas lieu." 

Der Querschnitt V ist also hier eindimensional; sp~ter f~llt diese Einschr~n- 
kung weg. Wichtig ist dabei vor allem der Fall, wo U -- und damit auch der 
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Querschnitt -- geschlossen ist. Ist  nun ~ k~V i * 0, so beweist POINCARI~ zwar die 
Existenz einer geschlossenen Kurve V', so dab ~ k iN(V ' ,  Vi) 4:0 ist, aber HEE- 
GAARD bemerkt dazu (S. 220) : ,,Nous savons sans doute qu'une courbe ferm6e V' 
peut ~tre trac6e dans U de sorte que ~. N (V', V~) >< O, mais il n'est ])as certain 
que cette courbe puisse gtre ddcoupde dans aucune varidtd V. Damit will er sagen, 
dab es fraglich sei, ob V' eine begremende Kurve sei. Er  f~thrt dann fort: ,,Mais 
non seulement le th6or~me n'est pas prouv6: il ne peut pas ~tre exact." Er  unter- 
mauert  seine These durch das Beispiel einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit, 
fiir die er die BETTIschen Zahlen P~ = 2 und P~ = f findet. 

Wir wollen sehen, wie POINCARI~ beim Beweis des Dualit~itsgesetzes vorgeht 
(S. 227). Die Mannigfaltigkeit U der Dimension h wird geschlossen vorausgesetzt, 
so dab alle ,,coupures" geschlossene Teilmannigfaltigkeiten sind. Davon gibt 
es Pp--I linear unabh~ingige der Dimension p, n~imlich C 1 . . . . .  C~(2----Pp--I); 
ferner sollen V 1 . . . . .  V, # geschlossene Mannigfaltigkeiten der Dimension h - - p  
darstellen. Nun wird das Schnitttheorem verwendet: ,,La condition n6cessaire 
et suffisante pour que l'on ait entre elles une homologie ~. kiVi,--0 c'est que 
l'on ait 

Z k ,N (q,  ~) = Y:, k~N (C~, ~) . . . . .  Y:. k ,N (C~, ~) = O. 
Or, si le nombre ff des V ies t  sup6rieur ~ 2, on pourra toujours trouver des entiers 
k~ satisfaisant ~ ces conditions, puisque nous aurons ff arbitraires k i et 2 con- 
ditions ~ remplir. Si donc les V i sont lin6airement ind@endantes, on aura # < 2. 
Doric Ph-p--<--Pp; mais, en changeant p en h - - p ,  on trouve Pp <Ph-~."  

HEEGAARD ist davon iiberzeugt, dab P~ => P~-I allgemein gilt ffir n-dimensionale 
geschlossene Mannigfaltigkeiten. (Dieser Satz findet sich auch bei PICARD & 
SI•ART.) Sein Beispiel besagt aber, dab P1 =P,,-1 nicht immer richtig ist. Das 
verleitet ihn offenbar dazu, im Fall des f-dimensionalen Querschnittes yon 
POINCAR2s Beweis zu behaupten, ,,l'in6galit6 # _<~ est prouv6e, sans doute",  
und auf die Liicke im Beweis des Schnitttheorems anspielend, ,,mais le th6or~me 
ff-->~ n'est par cons6quent pas prouv6". Beim POINCAR2schen Beweis ist es 
indessen vSllig gleichgtiltig, ob die C~ oder die V~ yon hSherer Dimension sind. 
Offenbar sieht HEEGAARD auch nicht genau, wo der Fehler steckt; das bleibt 
wiederum POINCARI~ selbst vorbehalten. 

1899 erscheint in dem Comptes Rendns eine kurze Mitteilung ,, Sur les nombres 
de Bett i" ,  in der POINCARI~ znr Kritik von HEEGAARD Stellung nimmt (S. 289) : 
,,Ces critiques sont en partie fond6es; le th6orgme n'est pas vrai des nombres de 
Betti  tels que Betti les ddfinit; c'est ce qui r6sulte d 'un exemple cit~ par M. Hee- 
gaard . . . .  Le th6or~me est vrai, au contraire, des nombres de Betti  tels que ie 
les d6finis." 

Es scheint, dab weder POINCAR2 noch HEEGAARD die RIE~A~N/BETTISChe 
Definition genau studiert haben : Alle Homologien werden dort rood 2 genommen 
und dal3 ftir die BETTIschen Zahlen rood 2 das Dualit~itsgesetz wiederum giiltig 
ist (sogar fiir nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten), wurde t913 von VEBLEN & 
ALEXANDER bewiesen. POINCARt~ analysiert im 2. Compl6ment das Beispiel 
von HEEGAARD genau (S. 3 ~ - -357) :  Es weist einen l-dimensionalen Torsions- 
koeffizienten vom Wert 2 auf; damit existiert eine geschlossene Kurve, die erst 
begrenzt, wenn sie zweimal durchlaufen wird. Diese ist linear abhfingig im 
POI~CAR2schen Sinn und ftir POINCAR2 ist denn auch P~ = t.  HEEGAARD aber 
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findet P~ = 2. Er  bestimmt also gar nicht die BETTIsche Zahl P~, so wie sie von 
POINCAR]~ definiert wurde, sondern viel eher die Anzahl der geschlossenen Kurven 
V i eines Systems, alas jene zweite, bei PICARD & SIMART geforderte Eigenschaft 
besitzt, dab jede beliebige geschlossene Kurve V eine Darstellung V,-~ ~, kiV i, 
k~EZ hat;  d.h. P1HEEGA~RD w~ire die Anzahl der Elemente einer 1-dimensionalen 
Homologiebasis, vermehrt urn 1. Leider fehlen weitere Beispiele, um diese These 
nachprfifen zu k6nnen. 

Wieder zeigt TIETZE an einem Beispiel, dab diese Definition jedenfalls nicht 
zu einer eindeutig festgelegten Zahl ffihrt, falls sie nicht durch eine zus~itzliche 
Forderung erg~inzt wird; diese lautet bei TIETZE dahin, dab das System ein 
Minimum an Mannigfaltigkeiten enthalten solle. In der heutigen Theorie wird 
stat t  dessen gefordert, dab die Erzeugenden der Torsionsgruppe so gew~ttflt 
werden, dab sie diese derart in ein direktes Produkt yon zyklischen Untergruppen 
zerlegen, dab die Ordnung jeder Untergruppe die Ordnung der nachfolgenden 
teilt; ihre Anzahl ist dann eindeutig bestimmt und die Ordnungen der durch sie 
erzeugten zyklischen Untergruppen sind die Torsionszahlen. 

Da HEEGAARDs Beispiel zeigt, dab aus 2v ,-~0 nicht immer v N 0  folgt, unter- 
scheidet POINCAR~ diese Homologien dutch den Zusatz ,,Homologies sans 
division". Er  ist nun aber der Meinung, dab genau der Unterschied von Homo- 
logie mit oder ohne Division verantwortlich sei f fir die Differenz, die bei der Be- 
stimmung der BETTIschen Zahlen nach seiner, bzw. nach der HEEGAARDschen 
Definition, die er fitlschlicherweise ftir die RIEMANN/BETTIsche h~lt, resultiert, 
und folgert dann im 2. Compldment, dab die beiden Definitionen genau dann 
dasselbe Ergebnis liefern, wenn in der Mannigfaltigkeit keine Torsionszahlen 
auftreten. 

Das letztere ist richtig, das erstere nicht. Gehen wir noch einmal v o n d e r  
RIEMANN/BETTIschen Definition aus. Wenn die Homologien rood 2 genommen 
werden, dann ist die Anzahl der homolog unabh~ngigen Zykeln einer bestimmten 
Dimension gleich der Anzahl der Elemente in der zugeh6rigen Homologiebasis. 
Betrachtet man nun die Homologien fiber dem Ring der ganzen Zahlen, so ist 
das nicht mehr der Fall. POINCAR]~ sieht die RIEMANN/BETTIsche Definition 
unter dem ersten Aspekt, HEEGAARD hebt den zweiten Aspekt hervor. 

Zum mil3glfickten Beweis schreibt POINCAR]~ im 1. Compl@ment (S. 293): 
,,La d6monstration que j 'en ai donn@e dans l 'Analysis situs, semble s'appliquer 
6galement bien aux deux d6finitions des nombres de Betti;  elle doit donc avoir 
un point faible" und zum Einwand von HEEGAARD beztiglich des Schnitttheorems: 
,,C'est 1~, en effet le v6ritable point fable  de la d@monstration." Offenbar lieB 
sich diese Lticke abet nicht so einfach schlieBen, denn POINCAR]~ gibt im t. Compl6- 
ment nicht nut  einen ganz neuen Beweis zum Dualit~itsgesetz, sondern entwickelt 
iiberhaupt seine Theorie vollst~indig neu auf der Basis von n-dimensionalen 
Polyedern. Das gibt ihm dann auch die Mittel in die Hand, um den Mangel im 
Schnitttheorem aufzndecken: Enth~ilt die geschlossene 3-dimensionale Mannig- 
faltigkeit V eine geschlossene 2-dimensionale Mannigfaltigkeit V 2 und eine l-  
dimensionale Mannigfaltigkeit 1/1, die erst begrenzt, wenn sie mehr als einmal 
genommen wird, so ist dabei um nichts weniger N (V1, V2) ----0. So steht denn lest, 
dab das Schnittthe0rem jedenfalls nicht taugt, um damit die Anzahl der Elemente 
einer Homologiebasis zu ermitteln. 
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d) Die Fundamentalgruppe 

Dutch die Betrachtung der auf einer Mannigfaltigkeit V ausgebreiteten 
mehrdeutigen, unverzweigten Funktionen F 1 . . . . .  F~ entdeckt POINCAR~, dab 
nicht nur ZahlengrSl3en, sondern auch Gruppen geeignet sind, zur Charakteri- 
sierung von V beizutragen. 

Durchl~uft ein Punkt  M eine geschlossene Kurve  auf V, so kann es vorkommen, 
dab die Endwerte der Funktionen F i nicht mehr mit  ihren Anfangswerten iiber- 
einstimmen. ,,L'ensemble de routes les substitutions que les fOllctions F subiront 
ainsi, quand le point M d6crira tous les contours ferm6s que l 'on peut tracer 
sur la vari6t6 V en par tan t  du point initial M0, formera 6videmment un groupe 
que j 'appelle g."  

Ein Punkt  M beschreibt auf V e i n  ,,lacet", ,,s'il va  d 'abord de M 0 en M1 
par un chemin quelconque M o B M  l, s'il d6crit ensuite un contour infiniment 
peti t  et si, enfin, il revient de M 1 ~ M 0 par le mgme chemin M 1 BMo."  Ftir geschlos- 
sene Kurven, die sich auf ein ,,lacet" zusammenziehen lassen - -  die also nach 
heutiger Terminologie nullhomotop sind - -  ftihrt POINCAR]~ die Bezeichnung 
M o B M  o =--0 ein, die dann die folgende, ziemlich vage umschriebene Erweiterung 
erf~ihrt : ,, Si maintenant  M o A M  l, M o B M  1, M o C M  1 sont trois chemins diff6rents 
trac6s sur V et allant de M 0 ~ M l, je conviendrai d'6crire 

M o A M 1 C M o = - - M o A M 1 B M o  + M o B M 1 C  Mo."  

Man ist dabei versucht, das Zeichen ~ nur auf solche geschlossenen Kurven an- 
zuwenden, die sich lediglich um einen hin- und zuriickdurchlaufenen Weg unter- 
scheiden. 

POINCARt~ macht  darauf aufmerksam, dab die Reihenfolge der Summanden 
wohl zu beachten sei und ftigt bei (S. 241): ,,I1 r6snlte de cette convention que 
l 'on aura M o B M  o =--0 si le contour ferm6 M o B M  o constitue la fronti&re complete 
d 'une vari6t6 £ deux dimensions faisant partie de V; et, en effet, ce contour ferm6 
pourra alors ~tre d6compos6 en un hombre tr~s grand de lacets." Das s t immt  
offensichtlich nicht: ein nullhomologer Weg braucht  nicht nullhomotop zu sein. 
I m  5. Compl6ment (1904) bedeutet , ,K-~ 0 (rood V)" dann auch pr~ziser (S. 490): 
,,cela veut dire qu'il existe dans V une aire simplement connexe A dont la fronti~re 
est fortune par  le cycle K . "  

POINCAR]~ f~hrt fort (S. 241): ,,Nous sommes ainsi conduits ~ envisager 
des relations de la forme klCl+k2C2~--k~C3+k~C4 oh les k sont des entiers et 
les C des contours ferm6s trac6s sur V e t  par tan t  de M 0. Ces relations, que j 'appel- 
lerai des dquivalences, ressemblent aux homologies que j 'ai  6tudi6es plus haut.  
Elles en diff&rent: 

t ° Parce que, dans les homologies, les contours peuvent  part ir  d 'un point 
initial quelconque; 

2 ° Parce que, dans les homologies, on a l e  droit d ' intervert ir  l 'ordre des 
termes d'une somme."  

Diese Bemerkungen werfen etwas mehr Licht auf die Bedeutung des Aquivalenz- 
zeichens. Aus der Analogie zu den Homologien sch~lt sich heraus, daI3 k l C l +  

k 2 C a _~ k 3 C 3 + k 4 C 4 genau dann gilt, wenn die Kurve k 1 C 1 + k~ C a -  k 4 C~-- k a C a 
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nullhomotop ist. POINCARt~ betont  an dieser Stelle auch, dab aus 2A ~ 0  nicht 
auf A ~ 0 geschlossen werden dtirfe. Es scheint deshalb doch sehr wahrscheinlich, 
dab er, indem er V,-~0 schreibt, sofern 2V begrenzt, sich dessen bewuBt war, 
dab das im allgemeinen nicht bedeutet,  dal3 auch V wirklich begrenzt. 

Nach diesen Vorbereitungen fiihrt POINCAR~ die Fundamentalgruppe ein 
(S. 242): ,,Cela pos6, il est clair que l 'on peut imaginer un groupe G satisfaisant 
aux conditions suivantes: 

t ° A chaque contour ferm6 M o B M  o correspondra une substitution S du 
groupe; 

2 ° La condition n6cessaire et suffisante pour que S se %duise ~ la substitution 
identique, c'est que M o B M  o ~ 0; 

3 ° Si S e t  S'  correspondent aux contours C et C' et si C " - ~ C + C ' ,  la sub- 
stitution correspondant ~ C" sera SS'.  

Le groupe G s'appellera le groupe ]ondamental de la vari6t6 V." 

13her die Beziehung zwischen den Gruppen G und g stellt POINCAR~ fest, 
dab sie isomorph sein kSnnen (,,isomorphisme holo6drique"), dab sie aber dann 
nur homomorph sind (,,isomorphisme m6ri6drique"), ,,si un contour ferm6 
M o B M  o non d6composable en lacets ram~ne les fonctions F ~ leurs valeurs 
primitives". 

Die erzeugenden Elemente der Gruppe G werden nun mit  S 1 . . . . .  Sp be- 
zeichnet. ,,A chacune d'elles correspondra un contour ferm6, de sorte que nous 
aurons p contours ]ermds londamentaux C 1, C~ . . . . .  Cp et qu 'un contour ferm6 
quelconque soit 6quivalent ~ une combinaison des contours fondamentaux 
se succ6dant dans un certain ordre." Die zugelassenen Kurven miissen allerdings 
vorerst  auf solche eingeschr~nkt werden, die durch den gemeinsamen Ausgangs- 
punkt  der C i hindurchgehen, denn nur fiir diese ist der J~quivalenzbegriff tiber- 
haupt  definiert. (PoINCAI~ erweitert ihn im 5. Compl6ment auf solche Kurven 
C, C', die mittels eines bin- und zurtickdurchlaufenen Hilfsweges ~ an einen 
gemeinsamen Ausgangspunkt angeschlossen werden und fiir die C ~ -- ~ + C' + o~ 
erfiillt ist.) 

Die C i brauchen nicht unabh~ngig zu sein. Gilt k 1 C 1 + k s C~ + k~ C 1 + k 8 C 3 ~ 0, 
so ist auch die Substitution ~l¢~'¢k~<k~qk"~2 ~1 ~8 gieich der Gruppeneins von G. Diese 
,,6quivalences fondamentaies" zwischen den C i bestimmen also das Relationen- 
system zwischen den Erzeugenden der Gruppe  G und damit  deren Struktur. 
Man kann sich wundern, dab POINCAR]~ nichts dariiber erw~hnt, dal3 die so be- 
s t immte Gruppe his auf Isomorphie unabh~ngig ist vom gew~hlten Ausgangs- 
punkt  M 0. 

Die t .  Bettische Zahl findet POINCAR]~ nun nach folgender ,,Regel": ,, Quand 
on aura form6 ainsi les 6qnivalences fondamentales, on en d6duira les homologies 
fondamentales qui n 'en different que parce que ]'ordre des termes est indiff6rent. 
La connaissance de ces homologies fera immgdiatement connaltre le hombre de 
Betti  Pv" 

POINCAR~ selbst verwendet nirgends den Begriff Homologiegruppe. Mit 
HiKe der Gruppentheorie l~Bt sich jedoch besser verfolgen, was hier geschieht: 
Die Fundamentalgruppe wird nach ihrer Kommutatoruntergruppe faktorisiert; 
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das liefert die t .  Homologiegruppe und PI - - I  ist die Maximalzahl ihrer linear 
unabh~ingigen Elemente. 

An einfachen Beispielen yon 3-dimensionalen homogenen Mannigfaltigkeiten, 
die POINCARI~ durch paarweises Identifizieren yon Seitenfl~ichen eines Wiirfels 
konstruiert, entwickelt er eine Methode, mit  der er die Fundamentalgruppe 
und die BETTISChe Zahl P1 explizit best immt.  Er  fiihrt auch das in den Comptes 
Rendus nur skizzierte Beispiel noch genauer aus. Es liefert ihm das wichtige 
Resultat,  dal3 die ~lbereinstimmung der Bettischen Zahlen fiir n ~ 3 nicht hin- 
reichend ist ftir den Hom6omorphismus zweier geschlossener Mannigfaltigkeiten. 
Often bleibt dabei die Frage, ob die Isomorphie der Fundamentalgruppen dazu 
wohl hinreichend sei. 

Der Terminus ,,einfach zusammenh~ingend", der bis dahin bedeutete, dab 
alle Bettischeu Zahlen den Wert  I haben, wird nun reserviert ftir Mannigfaltig- 
keiten, deren Fundamentalgruppe nur aus der Identit~it besteht. Vom I.  Compl6- 
ment  an wird er - -  wiederum abweichend --  denjenigen Mannigfaltigkeiten vor- 
behalten, die hom6omorph sind zur Kugel oder Sph~ire. 

e) Die Polyeder]ormel 

POI~CAR~ besch~iftigt sich auch mit  der EULERschen Polyederformel. Er  
fiihrt dazu den Begriff des n-dimensionalen Polyeders ein (S. 270127t): ,,Soit 
doric V une vari6t6 ferm6e ~ p dimensions. Subdivisons-la en un certain nombre 
de vari6t6s vp ~ p dimensions; ces vari6t6s vp ne seront pas ferm6es et leurs fron- 
fibres seront form6es par un certain nombre de vari6t6s vp_ 1 ~ p --~ dimensions; 
les fronti~res des vp_ 1 seront form6es k leur tour par  un certain nombre de vari6t6s 
vp_~ ~ p --2 dimensions, et ainsi de suite; j 'arriverai  ensuite ~ un certain hombre 
de vari6t6s v 1 ~ une dimension, qui auront pour fronti&res un certain nombre 
de points isol6s ou de vari6t6s ~ z6ro dimension que j 'appellerai %. La varidt6 V 
peut avoir des hombres de Betti  quelconques, mais je suppose express6ment que 
les vari6t6s vp, vp_ 1 . . . . .  vl sont simplement connexes. J 'appellerai  ~p, ~p-1 . . . . .  ~1 
et ~0 le nombre des vp, des vp_ 1 . . . .  des vl et des %. La figure form6e par toutes 
ces vari6t6s pourra s 'appeler un poly~dre; car l'allalogie avec les poly~dres 
ordinaires est 6vidente . . . .  Je me propose de caiculer le hombre 

N = ~ p - - ~ p _ l + ~ p _ ~  ... Tcq+%." 

t Werden die vp welter unterteilt  in kleinere Teilmannigfaltigkeiten vp, wobei auch 
in allen Dimensionen neue Begrenzungsstiicke hinzukommei1 und bereits vor- 
handene ebenfalls welter unterteilt  werden, so heil3t das neue Polyeder P' vom 
Polyeder P abgeleitet (,,d6riv6"). Zwei verschienene Polyedereinteilungen derselbeu 
Mannigfaltigkeit V heil3en kongruent (,,congruent"). POINCARI~ mSchte beweisen, 
dab fiir kongruente Polyeder P und P' Np=Np, ist; damit  k~ime dann auch 
allen zu V hom6omorphen Mannigfaltigkeiten dieselbe Zahl N zu. Zu diesem 
Zweck untersucht er vorerst, was mit  der Zahl N bei einer Polyederunterteilung 
geschieht. 

Jede (p-- l)-dimensionale Zelle vp_~ geh6rt genau zu zwei p-dimensionaleu 
Zellen vp. Die vq mit  q <p- - t  geh6ren im allgemeinen mehreren vq+ 1 an, aber 
POINCARI~ schlieBt fiir das abgeleitete Polyeder den Fall nicht aus, dab auch solche 
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vq auftreten, die wiederum nut  zwei vq+z voneinander trennen; diese vq nennt er 
,,r6gions singuli~res", was hier mit ,,ausgeartete Zellen" t~bersetzt werden soll. 
Trfigt eine Zelle v h keine ausgearteten Zellen vh_ ~ auf ihrem Rand, so heil3t sie 

t regular (,,r6guli~re"), andernfalls heil3t sie irregular (,,irr6guli~re"). Wird ein Vq 
entfernt und die daran angrenzenden vq+l miteinander verschmolzen, so ~ndert 
sich die Zahl N nicht unter den folgenden ]3edingungen: 

, t  ° Si q est plus petit  que p - - t ,  il faut que la r6gion v~ soit singuli~re; 

2 ° Et, dans tous les cas, il faut qu'elle soit r6guli~re." 

Ist vq eine irregul~re Zelle, so darf sie deshalb nicht einfach entfernt werden, 
weil sonst mindestens eines ihrer berandenden vq-1 nachher nur noch einer q- 
dimensionalen Zelle angeh6ren wtirde, was nicht zul~ssig ist. Ist aber vq regular, 
so ist das ausgeschlossen und ist vq zudem noch ausgeartet, so vermindern sich 
vq und vq+ 1 je um eine Einheit, wenn die trennende Zelle vq weggenommen wird, 
w~hrend sich die tibrigen Zahlen c~ (i ----0, t . . . . .  q - - l ,  q + 2  . . . .  , p) nicht/indern. 

POINCAR~ geht nun vom abgeleiteten Polyeder P' tiber eine endliche Reihe 
dazwischengeschalteter Polyeder Pi zum Ausgangspolyeder P zuriick. Der Schritt 
von Pi zu Pi+l wird folgendermal3en beschrieben: ,, Si dans P~ il y a des Vo singuliers, 

! ! 
j 'en supprimerai un. S'il n 'y  en a pas, tousles  v~ seront r6guliers; s'il y a des vz 
singuliers, j 'en supprimerai un. S'il n 'y  a pas de v~ singuliers, tous les  v'~ seront 
r6guliers; s'il y a des v'2 singuliers, j 'en supprimerai un. Et  ainsi de suite." 

t 
Ist man erst soweit, dab alle vp_~ regular geworden sind, dann hat mall nur 

noch die Unterteilungen der p-dimensionalen Zellen vp rtickg~ngig zu machen 
und das ursprtingliche Polyeder P ist wieder hergestellt. Da keine dieser Opera- 
tionen die Zahl N ~ndert, gilt also fiir zwei Polyeder P und P', die durch Unter- 
teilung auseinander hervorgehen, Np ----Np,. 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf zwei beliebige Polyeder P und P' 
einer Mannigfaltigkeit V beruht auf folgender Behauptung (S. 27t): ,,I1 existera 
toujours un poly&dre P" qui sera d6riv6 ~t la fois de P e t  de P' et qu'on obtiendra 
en combinant les deux modes de d6composition." POINCAR~ behandelt dann die 
t3beflagergung der beiden Schnittsysteme wie eine gew~hnliche Polyederunter- 
teilung und schliel3t so aus den beiden Gleichungen Np,, : N p  und Np,,----Np, 
auf Np :Np , .  Dazu ist aber zu bemerken, dab beim resultierenden Polyeder P" 
die Zahlen c(q', wie schon das Beispiel bei RIEMANN lehrte, nicht mehr unbedingt 

t t  i t  endlich ausfallen; auch sind die Zellen vq von P evtl. nicht mehr einfach zusam- 
menh£ngend, so dab sie gar kein Polyeder im PoIxCAR~schen Sinn mehr bilden. 
Es ist somit nicht stichhaltig bewiesen, daft die Zahl N eine topologische In- 
variante ist. 

Unter einem p-dimensionalen ,,t6tra~dre g6n6ralis6" versteht POINCAI~ den 
Rand eines (p +t)-dimensionalen Simplexes: ,,J'appelle ainsi le poly~dre form6 
par la fronti~re complete du domaine 

x l > 0  . . . . .  xp>O, xp+l>0 ,  x~+x~+ ... + x p + l <  1." 

Nach einer Anmerkung im t. Compl6ment ist dieser Begriff auf alle dazu hom~o- 
morphen Mannigfaltigkeiten auszudehnen. 
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1OOINCAR~ findet fiir die Anzahl der Begrenzungsstiicke 

(p+t )  (p+2) . 
~p = p  + 2 ;  ~p-1 = 2 . . . .  

(p+2)! (p+l )  (p+2) . 
C~q= (q+2)!(p--q)! ; "'" cq--  2 ' ~ ° = P + 2 "  

In die allgemeine Formel ffir ~q hat sich ein Fliichtigkeitsfehler eingeschlichen: 
Das (p +t)-dimensionale Simplex ist durch p + 2  Eckpunkte bestimmt, eine 
q-dimensionale Seite dutch q + t  Eckpnnkte, also ist 

= ( p + 2 1  (p+2)~ % \q+a} -- (q+l)! (p--q+1)! (q=0 ,  1 . . . . .  p + a ) .  

Das stimmt dann auch iiberein mat der Bemerkung, ,,c'est-k-dire que les nombres 
mq sont 6gaux aux coefficients du binome." Somit erh~lt POINCAR~ 

(t --1) p+2 = 1 - - % + % - 1  . . . .  ±~1 -T- ~0 i 1 = t  --N-C- 1. 

Daraus folgt 
N = 2 ffir gerades p 

N----0 ffir ungerades p, 

was als Spezialfall schon in der EBERHARDschen Formel enthalten ist. Der Zu- 
satz (S. 276): ,,Ainsi pour un poly&dre simplement connexe, le hombre N e s t  
6gal ~ 2 si p e s t  pair et ~ 0 si p est impair", ist indessen wegen des vorhin be- 
sprochenen Mangels nicht liickenlos bewiesen. 

Auf S. 282 findet sich der Satz, dab fiir ein beliebiges Polyeder ungerader 
Dimension N----0 ist und somit unabhXngig yon den BETTIschen Zahlen. Der 
Beweis ist nicht vollst~tndig. POlI~CAR~ definiert dazu neue Gr61Ben /5~,~, die 
DEHN • HEEGAARD ,,kombinierte Anzahlen" nennen. 

Ist ~>/z ,  so wird ffir jede ~-dimensionale Zelle v~ die Anzahl ihrer/ ,-dimen- 
sionaler Begrenzungsstiicke bestimmt;/5~, ~ bedeutet die Summe dieser Anzahlen. 
Alle vi wurden bei der Definition des Polyeders einfach zusammenh~ngend vor- 
ausgesetzt. Unter Verwendung von N ~-2 oder 0 ffir einfach zusammenh~ngende 
Polyeder folgt 

f la ,~- i - - f l l ,~-2+""  ~/5~,0=2~a oder 0 

je nachdem ~ ungerade oder gerade ist. Ist ~ < / , ,  so geh6rt jede ~-dimensionale 
Zelle va einer gewissen Anzahl #-dimensionaler Zellen an; wieder bedeutet fl~,a 
die Summe dieser Anzahlen. Direkt aus der Definition folgt fl~,t,=fla, z. Alle 
Zellen %(/z----~+t . . . . .  p), welche ein bestimmtes v~ auf ihrem Rand tragen, 
bilden zusammen den , ,Stern" von vz (,,l'aster de v~"). Die Herleitung der ]3e- 
ziehung 

f i~ ,p-- f i~ ,p_l+. . .Tf l~ ,~+i=2o~ oder 0 

je nachdem p -  2 ungerade oder gerade ist, ist ziemlich undurchsichtig (S. 276, 
Gleichung (A)). Sie beruht auf der Annahme, dab der Stern S von va, mit einem 
geeigneten Raum geschnitten, ein (p--~--l)-dimensionales,  einfach zusammen- 
hingendes Polyeder W bilde, wobei jeder k-dimensionalen ZeUe von S genau 
eine (k--~-- t ) -dimensionale  Zelle von W entsprechen soU ( k ~ - ~ + t  . . . . .  p). 
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Indem in der Tabelle 

, , °  

+3~,~ -3~,o 
+31,o 

sowohl fiber die Zeilen, als auch fiber die Spalten summiert wird, resultiert flit 
gerades p eine Identit~t, fiir ungerades p aber die Gleichung 

2¢¢p+ 2~p_~+ -.. + 2c~3+ 2cq = 2~p_l+ 2cop_a+ ... 2 ~ +  2~ 0 

und folglich N = 0. Dieses Resultat best~itigt sich sp~ter noch auf einem andern 
Weg. 

Im letzten Abschnitt der Analysis situs findet sich noch ein Ansatz zur Her- 
leitung der allgemeinen EULER-PoII~CAR~schen Formel, welche die Beziehung 
zwischen N und dell BETTIschen Zahlen festh~lt. 

Ftir das 2-dimensionale (orientierbare) Polyeder lautet die Formeh 

N =3 --P~; 

sie wird von POII~CAR~ Ullter Yerwendung des t{omologiebegriffs bewieseI1. 
Jedem der ~o Eckpunkte des Polyeders wird eine beliebige Zahl zugeordnet 
und jeder der ~i Kanten die Differenz der Zahlen, die zu ihren Endpunkten ge- 
hSren. Werden statt dessen direkt die ,q Kanten illit Differenzen 0 belegt, so 
ist aus der zuerst gemachten Festsetzung ersichtlich, dab voI1 den ct i Differenzen 

nut deren ~0--1 beliebig w~ihlbar sind. (a0--t ist die maximale Anzahl der 
homolog unabh~ingigen Punkte, was abet von POINCARI~ nirgends erwihnt wird.) 

Da alle 2-Zellen einfaeh zusammenh~ingend vorausgesetzt sind, ist es leicht, 
zu zeigen, dab jeder l-Zykel einem Kantenzykel homolog ist; damit ist Pt--t 
auch die Maximalzahl der homolog unabh~ingigen geschlossenen Kantenwege. 
Zwischen den ai Differenzen der Kanten bestehen ~+(P i - - l )  Relationen. Es 
ist Nimlich ftir jeden geschlossenen Kantenzug die algebraische Summe der 
Differenzen null, wenn die Orientierung der Kante durch das Vorzeichen der 
Differenz beriicksichtigt wird. Die c~a+(Pi--t) Relationen stammen yon den 
Umrandungen H der ~ Fl~ichenstiicke und von den Pt--I homolog unabh~ingigen 
l-Zykeln C". Da die iibrigen geschlossenen Kantenztige als Linearkombinationen 
der H und C" dargestellt werden kSnnen, liefern sie keine zus~itzlichen Relationen 
mehr. 

Nach POINCAR]~ besteht indessen zwischen dell ~+ (P i - - l )  Relationen eine 
Abh~ngigkeit : sie kSnnen einmal so kombiniert werden, dab jede Kante zweimal 
und zwar ill entgegengesetztem Sinn durchlaufen wird. ,,Dire que chaque ar~te 
est parcourue ainsi deux fois en sens contraire, c'est dire que l'ensemble des 
polygones, dont on parcourt ainsi les p6rim~tres, forme un poly~dre ferm& Or, 
on ne peut 6videmment construire de la sorte qu'un seul poly~dre ferm6, qui 
est le poly~dre donn6." Hier steckt also imp!izit die Voraussetzung drin, dab das 
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Polyeder orientierbar sei. (Es ist N = 2 - - P 1  ftir nichtorientierbare Polyeder.) 
Somit ist ~1 -- [(~2+P~ - t )  -- t] die Zahl der unabhSngigen Differenzen 3 und also 

0¢0--t  = ~ 1 - -  ~2---P1-~-2 
oder 

N = 3  --P1. 

POINCAR~ berechnet anschlieBend die Zahl N fiir ein 3-dimensionales (orientier- 
bares) Polyeder. An den eben gegebenen Beweis ankniipfend, bezeichnet er die 
~ +  (PI--t) Relationen zwischen den ~ durch die Gleichungen s = 0 .  Bestand im 
2-dimensionalen Fall eine einzige Relation zwischen den Gleichungen s = 0 ,  
so findet POINCARk jetzt mit analogen Obeflegungen %+(P~--1) Relationen, 
zwischen denen wieder eine einzige Abh~tngigkeit vorliegt, sofern das Polyeder 
orientierbar vorausgesetzt wird. Damit ist 

% - t  = ~ - ( ~ + ~ - t ) +  ( ~ + ~ - t ) - I  

und POINCAR~ errechnet daraus 

N = ~ - - ~ .  

(Richtig w~tre N----P1--P2, wenn wie frtiher N = % - - ~ 2 + ~ 1 - -  % gesetzt wird.) 

Damit hat  POII~CAI~ ein Bildungsgesetz ftir die Zahl N erkannt u n d e r  gibt 
im weiteren nur noch Resultate: 

s o -  ~ = ~ -  ( ~ + ~ -  ~) + (~+ ~ -  ~) - ( ~ +  P ~ -  ~) +~ 
oder 

N ----3 -- P~ + P2-- Pa 

ftir das 4-dimensionale Polyeder und ftir das p-dimensionale Polyeder 

N = P p _ I - - ~ _ 2 + . . .  +P2--P1 fur ungerades p 

(richtig w~tren die umgekehrten Vorzeichen) und 

N----3 - - ~ + ~  . . . .  +Pp-1 ftir gerades p. 

Mit Hilfe des Dualit~tsgesetzes schlieBt POINCARg aus der Formel ffir ungerades 
p nochmals auf N = 0. 

f) Die Polyeder als Grundlage einer neuen Theorie 

Ftir die Ausffihrungen im t. und 2. Compl6ment bilden nun die Polyeder die 
Grundlage. Damit wird t899 der entscheidende Schritt zur Algebraisierung der 
Topologie mSglich. 

% bedeutet wie friiher die Anzahl der q-dimensionalen Teilmannigfaltig- 
keiten vq, die mit a~, aS . . . . .  a~¢ bezeichllet werden trod die -- j enes ein analytisches 
Stiickchen -- immer eine Darstellung durch ein Gleichungssystem haben. Wichtig 
werden jetzt vor allem die Relationen, die zwischen einem a~ und dell Zellei1 
(,,cases") der n~chsthSheren bzw. n~tchstkleineren Dimension bestehen. Ist z.B. 
a,  q.-1 durch 

F , = F  2 . . . . .  F,~_q=F,~_q+l=O, ~o~:> 0 

l0 Arch. Hist. Exact Sci., Vol. 9 
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gegeben, a~ aber durch 

F =F, . . . . .  F ._q=0,  F._q+l>0, 

dann heil3t die Beziehung direkt; sie wird indirekt (,,inverse"), falls ffir a q oder a~ -1 
die entgegengesetzte Mannigfaltigkeit genommen wird, was bedeutet, dab zwei 
Gleichungen miteinander vertauscht werden. 

,,Cela pos6, soit e~,j un nombre qui sera ~gal ~ z6ro, si a~ -1 n'est pas frontiSre 
de a~; ~ + t ,  si a q-1 est fronti~re de a~ et en relation directe avec aq; et, enfin, 

- - t ,  si a q-x est fronti~re de a q mais en relation inverse avec a q. Nous conviendrons 
d'6crire la congruence 

(3) Z ~¢, I wl  

qui nous fait connaltre les fronti~res de al. L'ensemble des congruences (3), 
relatives aux diff6rentes vp, vp_~ . . . . .  v0 de V constitue ce qu'on peut appeler le 
schdma d'un poly~dre." 

POINCAR~ holt bier das nach, was wit in der ,,Analysis situs" vermil3t haben: 
er erkl~rt, wann die Orientierung yon Zelle und Randzelle konkordant ist. Fiir 
die Kongruenzen wird tibrigens dasselbe Zeichen verwendet, wie frtiher ftir die 
Aquivalenzen; die beiden Begriffe haben jedoch nichts miteinander zu tun. 

Die Koeffizienten des Schemas genfigen der Bedingung 

(5) =0 .  
i 

Ansdriicklich erw~thnt POINCAR~, dab 

= o  

ist fiir jedes k, wenn p die Dimension des Polyeders ist. Man findet das, wenn man 
annimmt, dab jedes a~ -1 einmal in direkter und einmal in indirekter Beziehung 
zu den angrenzenden p-dimenionalen Zellen steht. Das bedeutet aber, daft 
POINCAR~ nur orientierbare Mannig/altigkeiten zul~flt. 

Wenn ein gegebenes Schema ein Polyeder repr~sentieren soll, miissen die 
Koeffizienten also die Forderungen (5) erftillen; dazu stellt POINCAR~ noch die 
Bedingung, dab ftir jedes a q sAmtliche a~ (h > q), die zum ,,Stern" yon a~ geh6ren, 
sich zu einem einfach zusammenh~ngenden Polyeder zusammenftigen sollen. 
Die ans den Zellen a~ gebildeten Linearkombinationen ~, ~a~ werden yon POIN- 

i 

CAR~ wieder als ,,vari6t6s" bezeichnet, obwohl sie im allgemeinen nicht seinem 
in der ,,Analysis situs" gegebenem Mannigfaltigkeitsbegriff gent~gen. 

POINCAR]~ nimmt dann die Bestimmung der BETTIschen Zahlen in Angriff. 
,,Mais je me proposerai d'abord de d6terminer le hombre ~ ' - -1  des vari6t6s 
q dimensions, ferm6es et lin6airement ind6pendantes, que l'on peut tracer sur 
notre poly~dre V, mais en nous bornant ~ celles qui sont des combinaisons des 
varidtds Vq. Le nombre Pq' sera alors ce que j'appellerai le hombre de Betti rdduit." 

Eine Mannigfaltigkeit ~. 2~a q heiBt nun gesehlossen, wenn 

(7, q) Z 2 ia l~O 
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erftillt ist. Da dieser q-dimensionale geschlossene Raum sich nun aus einzelnen 
orientierten Stricken zusammensetzt, ist es unwesentlich, ob er Ms Ganzes orien- 
tierbar ist oder nicht; HEEGAARDs frfiher berechtigte Forderung nach ,,Zwei- 
seitigkeit" wird bier bereits wieder iiberfliissig. 

Die Homologien erh/flt man nun aus den Kongruenzen, denn 

]~, i a q  

bedeutet auch 

(9, q) y. oq+l 4 " 0 -  
i 

Den Beweis, dab man auf diese Art alle I-Iomologien zwischen den a q erhalte, 
holt POINCAR~ an anderer Stelle nach (§ ¥I) .  Das allgemeine Prinzip besteht 
darin, zn zeigen, dab jeder aus Zellen aufgebaute berandende Zykel eine Zdl -  

kombination berandet. POINCAR~ beschr~tnkt sich dabei auf 3-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten. Die yore fraglichen Zykel berandete Teilmannigfaltigkeit 
wird etwas deformiert, um unliebsame Schnittpunkte zu vermeiden und kann 
anschlieBend sttickweise dutch homologe Polyederzellen ersetzt werden. 

Aus der Homologie (9, q) folgt immer die Kongruenz 

(t0, q) x~ oq+l ~q _ / ' ~ ] ~ , i  ~ i ~  
i 

was besagt, dab berandende Linearkombinationen immer geschlossen sind. 

Bei der Bestimmung der reduzierten BETTIschen Zahlen P¢' 1/iBt POlNCAR~ sich 
yon der Analogie zur Theorie der linearen Gleichnngen leiten (S. 300/301): ,,Soit 
~q le nombre des vari6t6s a~; soit ~q le hombre de ces vari6t6s qui restent distinctes, 
si l 'on ne regarde pas comme distinctes des vari6t6s li6es par une homologie de 

t t  la forme (9, q); soit ~q le nombre de ces vari6t6s qui restent distinctes, si l 'on 
ne regarde pas comme distinctes des vari6t6s li6es par une congruence de la forme 
(7, q). I1 r6sulte de ces d~finitions: 

t 
t o qu'il y a % -  % homologies distinctes de la forme (9, q); 

t l  
2 ° qu'il y a % -  % congruences distinctes de la forme (7, q); 

3 ° que ' > " ~q = %, car si plusieurs aq sont li~s par une homologie de la forme (9, q), 
elles seront li6es 6galement par la congruence (t 0, q) correspondante. 

! H Enfin le nombre cherch6 Pq' - - t  est ~gal ~t ~q--~q, car les vari6t~s ferm6es de la 
forme Y. 2ia q r6ellement distinctes, sont en hombre 6gal k celui des congruences 

i 
I t  t (7, q), c'est-~-dire au nombre ~q--~q. Le nombre Pq - - t  est le nombre de ces 

vari6t6s qui restent distinctes en ne regardant pas comme distinctes celles qui 
¢ 

sont li6es par une homologie (9, q). Or le nombre de ces homologies est % -  ~q; 
nous avons donc 

r it ¢~ 
_ _ -  _ 

POINCAR~ erh/~lt also Pq'-- t  vorerst einfach als Differenz: Basiszahl fiir die 
q-Zykeln weniger Basiszahl fiir die nullhomologen q-Zykeln. (Letztere sind 
nach (t0, q) immer geschlossen.) Etwas kiinstlicher f/illt die Interpretation der 

| 0 "  
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t zweiten Differenz aus: Von den Ctq Basisketten, die durch keine Homologie 
miteinander verknfipft sind, ist die Anzahl deter abzuziehen, die fiberhaupt 

i t  
nicht geschlossen sind, n/imlich c~q. 

Leicht zu beweisen ist ferner die Beziehung 
r H 

~Xq _ 1 - -  ~ q  - -  1 = ~ g  • 

POINCARt~ definiert nirgends die BETTIschen Zahlen Pound  Pp; diese treten erst 
bei TIETZE auf. Er  stellt aber lest, dab eine zusammenh~tngende Mannigfaltigkeit 
einen einzigen linear unabh/ingigen Eckpunkt  besitze; folglich ist ~ = 1. Ebenso 
existiert --  als Folge der Orientierbarkeit --  eine einzige Kongruenz ~, a~ ~--0. 

$ 

Seltsamerweise berandet diese Gesamtheit der p-dimensionalen Zellen des p- 
dimensionalen Polyeders ffir POINCAR• einen offenbar (p+t)-dimensionalen 
Raum P ;  es besteht deshalb die einzige Homologie ~, a{ ,-~0, also ist ~p = ~  + l  

it t tt und ~p ---- ~p + 1, woraus ~p ---- ~p folgt. 

Aus den beiden Gleichungssystemen 

. . . . . .  = ~ '  - 1  0~0 ~ 0~0 "-]- ~1 0~1 - -  ~1 

. . . . . .  = ~ '  - 1  0~1 : ~ I  -~ -  ~ 2  ~ 2  - -  0~2 

t !  z 

t t t r  

gewinnt POINCAR~ nun ffir die reduzierten BETTIschen Zahlen die Formel 

~ p - % - 1 + % - ~  . . . .  +~1  ~ ~0 = t - ( ~ ' _ 1 - 1 )  + .. .  T- ( P ; - l )  + (P~ ' -  t) T- 1. 

Nimmt man das Resultat vorweg, dab die reduzierten BETTISChen Zahlen mit 
den gewShnlichen fibereinstimmen, so ist damit die EVLER-PoINCAR~sche Formel 
fiir die orientierbare Mannigfaltigkeit bewiesen. 

DEaN & HEEGAARD haben dieses Resultat dann erstmals auf nichtofientier- 
bare Mannigfaltigkeiten erweitert. Man findet es leicht, wenn man beachtet, dab 
fiir nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten weder eine Homologie noch eine 
Kongruenz zwischen den p-dimensionalen Zellen besteht. Im System links ist 

! 
deshalb die unterste Gleichung ~p = ~ + 1  durch zp = ~p zu ersetzen. Die Formel 
fiir die orientierbare Mannigfaltigkeit lautet bei DEHN & HEEGAARD : 

~ o - - ~ +  "'" + ( - - t ) " ~ = 1  + ( - - t ) " - - ( ~ - - t ) +  (P~--t) . . . .  + ( - W - ~ ( P , _ ~ - I ) ;  

sie wird durch den folgenden Zusatz erg~inzt : ,,Um ffir einseitige M r die analoge 
Formel zu erhalten, braucht man nur auf der rechten Seite der obigen Gleichung 
die Zahl (--1)" fortzulassen." Verwendet man die heutigen BETTIschen Zahlen 
p~-----P~--t (k----t . . . . .  n--~) ,  ferner 

P o = t  

p = (t0 ftir °rientierbare 
ftir nichtorientierbare] Mannigfaltigkeiten, 
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so erh~lt die Formel die gebr~uchliche Gestalt: 

- ( - t ) ~ p ~ .  
k = O  k ~ O  

POINCAR~ beweist Ms n~chstes, dab die reduzierten BETTIschen Zahlen sich 
nicht ~indern bei einer Unterteilung des Polyeders. Da diese in hohem Mal3 be- 
liebig ist (,,supposons que l'on subdivise chacune des vaxi6t6s a~ ell plusieurs 
autres, que j'appellerai les v,~P-"~,, ist das ziemlich miihsam. Es wird wesentlich 
davon Gebrauch gemacht, dal3 die Zellen a q nach Voraussetzung alle einfach 
zusammenh~ngend sind, so dab aus jeder Kongruenz A ------0, die innerhalb eines 
a q besteht, die Homologie A N0  folgt. 

Urn den Beweis der Ubereiustimmung von reduzierten und gewShnlichen 
BETTIschen Zahlen zu vervollst~indigen, miil3te jeder beliebige Zykel der Mannig- 
faltigkeft sich einem aus einer Zellkombination gebildeten Zykel homolog erweisen. 
POINCAR~ streift diesen Punkt nur fliichtig: ,,Soft maintenant W une vari6t6 
quelconque, ferm6e, ~t q dimensions, situ6e sur V. On peut toujours construire un 
poly~dre V', d6riv6 de V, au sens de la page 271 de l'Analysis situs, et tel que W 
soit une combinaison des bq. '' Der Einwand, der gegen diese ~)berlagerungs- 
polyeder erhoben werden kann, wurde schon frtiher besprochen. Die Behauptung, 
dal3 die reduzierten BETTIschen Zahlen auch die BETTISchen Zahlen der Mannig- 
faltigkeft seien, ist denn auch bis zum ALEXANDERschen Invarianzbeweis Hypo- 
these geblieben. 

Als ~ul3erst wertvolles Hilfsmittel erweist sich das duale Polyeder, (,,poly~dre 
r6ciproque"). POINCAR~ zeigt seine Existenz, indem er fiir das 3-dimensionale 
Polyeder eine Konstruktionsmethode entwickelt, die sich auch auf n-dimensionale 
Polyeder erweftern l~il3t. 

POINCAR~ beginnt mi t  einer baryzentrischen Unterteilung. (Er braucht 
allerdings noch nicht diese Bezeichnung.) Auf jeder Kante, auf jeder Fl~che und 
in jeder 3-Zelle wird ein beliebiger Punkt P (a~), bzw. P (a~), bzw. P (a~) bestimmt. 
Der Punkt P(a~) wird dann innerhalb der Fl~iche raft ihren Eckpunkten ver- 
bunden und mit dell Punkten P (a~) ]ener Kanten, welche die Fl~iche beranden. 
Die Fl~che wird dadurch in Dreiecke unterteilt. Dann wird die 3-Zelle in Tetraeder 
zerlegt, welche die Dreiecke der Fl~ichen zur Basis haben und den Punkt  P (a~) 
als gemeinsame Spftze. Die Tetraederkanten, welche von einem Fl~ichenpunkt 
P(a~) nach den innern Punkten P (a~) und P(a~) der beiden angrenzenden 3- 
Zellen fiihren, ergeben zusammen eine Kante b~ des reziproken Polyeders; zu 
jeder Fl~che a~ geh6rt demnach eine Kante b~. Ausgehend vom Kantenpunkt 
P (a~), kann die Fl~che b~ durch das Polygon repr~isentiert werden, das sich zu- 
sammensetzt aus Dreicken der Form P (a~) P (a~) P (a~), wobei die Indizes k, ~" 
Fl~ichen und R~iume bezeichnen, die an die Kante a~ anstoBen und zudem 

1 wird in dieser Weise eine Fl~iche b~ zueinander inzident sind. Jeder Kante ai 
zugeordnet. Endlich fiigen sich aUe Tetraeder mit gemeinsamer Spftze im Eck- 
punkt a ° des Ausgangspolyeders zu einem einfach zusammenh~ngenden Polyeder 
aneinander; letzteres liefert die gesuchte 3-Zelle by. Begrenzt wird sie von den b~, 

0 ausgehen. die jenen a~ entsprechen, welche vom Eckpunkt a~ 
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,,La juxtaposition des volumes by constituera un nouveau poly~dre P', que 
j'appellarai le poly~dre rdciproque de P, et qui aura pour cases les by, pour faces 
les bL pour ar tes les bL pour s o m m e t s  les points  b ° = P 

A chaque case by de P '  correspondra un sommet a ° de P ;  
1 d e  P ;  A chaque face b~ de P '  correspondra une ar~te a~ 

d e  P ;  A chaque ar~te b~ de P '  correspondra une face a~ 

A chaque sommet b ° de P '  correspondra une case a~ de P."  

POINCAR~ ~iuBert sich nicht dariiber, wie die Orientierung des reziproken 
Polyeders zu bewerkstelligen ist, damit den Kongruenzen 

8 _  8 ~ ~ 2 1 1 8.1.a.0 
8i, j a i , 8i, j a j ,  a i 

i i i 

von P entsprechende von P '  gegeniibergestellt werden k6nnen, n~imlich 

i i J 

Bei dieser Indizierung sind die Koeffizienten e~, i der transt~onierten Matrix 
zu entnehmen. In 2. Compl6ment schreibt POII~CAm~ ftir den allgemeinen Fall 
richtiger 

Z 
i 

und, ,,nous pouvons l'6crire 6galement 

- y, 

en posant ~ - q + x =  e'~." Halten wir fest, dab nur orientierbare Polyeder diese 
Vorschriften erf/iUen kSnnen. 

POIlqCAR~ beweist dann sehr sorgf~ltig, dab jedem Kantenzykel yon P ein 
solcher des reziproken Polyeders P '  entspricht und umgekehrt. Ist der Zykel 
yon P nullhomolog, so ist es auch der ihm zugehSrige yon P '  und umgekehrt. 
Daraus folgt aber sofort, dab die reduzierte BETTIsche Zahl bezfiglich tier Kanten 
yon P mit der reduzierten BExTIschen Zahl beziiglich tier Kanten yon P '  fiberein- 
stimmt. Mit Hilfe des dualen Polyeders l~Bt sich scheinbar die Gleichheit der 
reduzierten und gewShnlichen BETxIschen Zahlen sehr leicht nachweisen (S. 3t9): 
,,En effet, la d6finition du poly~dre P' comporte un certain arbitraire: ses som- 
mets b~ ° ne sont assujettis qu'A ~tre int6rieurs aux cases a~ de P. Dans ces conditions, 
on peut 6videmment choisir toujours le poly~dre P '  de fa~on qu'une ligne ferm6e 
quelconque soit une combinaison des b~." 

Auch diese SchluBweise ist wenig stichhaltig. Nach Konstruktion des dualen 
in genau einem Punkt. Eine be- Polyeders schneidet die Kante b~ die Fl~iche a~ 

liebige geschlossene Kurve kann aber evtl. unendlich viele Schnittpunkte mit a~ 
die erstrebte haben, so dab auch nach endlich vielen Unterteilungen von a~ 

Ausgangslage noch nicht erreicht ist. 
POINCAR~ nimmt dann den neuen Beweis zum Dualit/~tstheorem in Angriff. 

Er beschr/inkt sich dabei auf ein 3-dimensionales Polyeder, das Nz Kanten, 
N~ Seitenfl~chen und Na R~ume z/ihlt. In einer groBen Tabelle werden die Rela- 
tionen der Fl~chen einerseits zu den R~iumen (K/istchen rechts oben), anderer- 
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seits zu den Kanten (K~istchen links unten) festgehalten. Wir finden ein Beispiel 
mit  N 1 = 3, -N'2 = 4 und N S = 2 : 

O) 

8 83 I 0 0 0 eL 1 2,i 

8 E 3 0 I 0 0 si, s 2,2 

0 0 I 0 ~la, S ~3,3 
8 3 0 0 0 I el, 4 e2, 4 

2 2 E~ 2 
El,1 82,1 8,1 ~4,1 0 0 

2 2 ,~2 2 
81, 2 ?2, 2 3, 2 e4, 2 0 0 

2 2 2 ~2 
~1, a e2, 3 ca, 3 4, 2 0 0 

Die ersten N 2 Kolonnen und Zeilen heil3en ,,von erster Ar t " ;  die letzten N 3 
Kolonnen bzw. N z Zeilen heil3en ,,yon zweiter Art" .  Aus den Kolonnen erster 
Art  entnimmt man die Kongruenzen, denn jede Spalte repr~isentiert eine Fl~iche, 
die i-te z. ]3. die Fl~iche a~ und die e -2. in den N 1 untersten Zeilen de r / - t en  Spalte 
geben daxtiber Auskunft, welche Kanten zur Begrenzung von a~ geh6ren. POIN- 
CAR~ beschreibt den Vorgang folgendermal3en (S. 322): ,,Considdrons une colonne 
quelconque de la premiere sorte; par exemple la i i~me colonne. Multiplions les 
dldments de cette colonne et de la k i~me ligne de la premiere sorte par  a~ et ajoutons; 
puts dgalons ~ la somme obtenue, ell multipliant les dldments de cette m~me 

1. colonne et de l a  ji~me ligne de la seconde sorte par  aj ,  nous obtiendrons la con- 
2 _ _  2 I gruence a~ = ~ e~,ia i, ce qui est bien une des congruences (3) du paragraphe I I .  

Toutes les autres congruences n 'en sont que des combinaisons." 
Die Homologien liest man aus den hinteren N 3 Kolonnen ab: Die i-te Spalte 

3 und jene 3 repr~isentiert nun den Raum ai aid 4=0 der ersten N 2 Zeilen kenn- 
zeichnen ane a~, die zusammen die vollst~indige Begrenzung von a, a. bilden. Mit 
POINCARts Worten: ,,Pour cela, envisageons, par  exemple, la i i~me colonne de la 
seconde sorte; multiplions les dldments de la k i~me ligne et de cette colonne par  
a~, ajoutons et dgalons ~ z6ro" nous trouverons Y. e S 2 , ~,~ ak ,~0, ce qui est bien une 
des homologies (5) du paragraphe II, dont toutes les autres ne sont que des 
combinaisons." 

Folgende elementare Operationen, die jedoch immer zwischen Kolonnen 
oder Zeilen tier gleichen Art stat tf inden miissen, bringen die Matrix (t) auf die 
,,reduzierte Form" :  

1 ° Ajouter une colonne ~ une autre de rngme sorte, ou Yen retrancher; 
2 ° Ajouter une ligne ~ une autre de mSme sorte, ou Yen retrancher;  
3 ° Permuter  deux colonnes de m~me sorte, en changeant t o u s l e s  signes de 

l 'une d'elles; 
4 ° Permuter  deux lignes de m~me sorte, en changeant tous les signes de l 'une 

d'elles. 

Toutes ces transformations, pour lesquelles les dldments de tableau restent 
entiers, s 'appelleront les trans/ormations arithmdtiques du tableau."  

Dazu treten (als 5. Operation) noch die , ,transformations algdbriques" hinzu: 
,,multiplier tous les dldments d 'une ligne ou d 'une colonne par un m~me nombre 
entier ou non, diffdrent de zdro." 



140 M. BOLLINGER : 

Mit diesen 50perationen ist es m5glich, die Matrix auf eine solche Gestalt 
zu bringen, dab in den beiden Kiistchen, welche durch die Kolonnen erster Art 
und die Zeilen zweiter Art, oder durch die Kolonnen zweiter Art und die Zeilen 
erster Art gebitdet werden, die Diagonalelemente t oder 0, s~mtliche iibrigen 
Elemente aber 0 sind. Die Elemente im quadratischen K~stchen links oben 
brauchen dabei nicht ganzzahlig zu bleiben, aber ihre Determinante ist immer 
noch yon 0 verschieden. Die Matrix hat  damit z.B. die folgende Form: 

/ 1 

Det =~ 0 I 
• . 0  

t 
1 

• • 

0 

,,S'il en est ainsi, je dirai, que le tableau est rdduit." 

Kolonnenoperationen bewirken lediglich Kombinationen der Kongruenzen 
und Homologien unter sich. Wird aber von den Zeilen erster Art die i-te zu k-ten 
addiert, so legt POINCAR~ fest (S. 322) : ,,Nous convenons de dire qu'~ la nouvelle 
k i~me ligne (celle ~ laquelle on a ajoutd la i i~me ligne) correspond toujours la varidtd 
a~; mais qu'~ la nouvelle i i~me ligne (qui d'aiUeurs n'a pas changd) correspond la 
varidtd a ~ -  a~. Si l'on fair la cinqui~me opdration sur la k i~me ligne de la pre- 
mi&re sorte, en multipliant les dl6ments par une constante m, nous conviendrons 

1 2 de dire qu'A la nouvelle k ibme ligne correspond la varidtd ~-ak  (notation qui n'a 
1 

qu'une valeur symbolique, A moins que ~-  ne soit entier)." 

Die umgeformte Matrix gibt also nicht mehr die Berandungseigenschaften 
der urspriinglichen a~ an, sondern jene you gewissen, nicht notwendig ganz- 
zahligen Linearkombinationen. 

Wie vorhin entnimmt man der  neuen Tabelle wieder die Kongruenzen und 
Homologien, die evtl. erst nach Multiplikation mit einem geeigneten Faktor 
ganzzahlig werden. Es bleibt nun noch zu kl~ren, wieviele davon unabhiingig sind. 

Enthalten N '  2 unter den N 3 Kolonnen zweiter Art eine Eins, so ist das auch 
die Anzahl der verschienenen (d.h. unabh~ngigen) Homologien; die fibrigen 
N 3 --N~ Kolonnen enthalten nur Nullen, liefern also nur triviale Homologien. 
Enthalten N . . . .  Zeilen zweiter Art eine Eins, so enthalten die fibrigen Ns--N2 
nur Nullen; letzteres ist die gesuchte Anzahl der verschiedenen Kongruenzen, 
deren rechte Seite null ist, die also geschlossene 2-Ketten darsteUen. Fiir die 
BETrlsche Zahl bezfiglich der Fl~ichen gilt daher 

P~ =N~ --N~' --N~ + t.  

Wird die ursprfingliche Matrix (1) transponiert, so gibt sie fiber die Berandungs- 
eigenschaften der K a n t e n  des dualen Polyeders P '  Auskunft. Darans folgt sofort, 
dab PI' ----P~ ist. Da schon frfiher bewiesen worden ist, dab auch PI' ----P1 gilt, kann 
POINCAR~ nun das fundamentale Ergebnis aussprechen (S. 325): 
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,,Donc le nombre de Betti relati] aux ]aces de P e s t  dgal au hombre de Betti relati] 
aux ar~tes de P.  
Notre th6or+me fondamental est donc d6montr6 en ce qui concerne le poly~dre P, 
c'est-&-dire en ce qui concerne les poly&dres de l'espace ~ quatre dimensions." 
Er  ffigt bei: ,,La d6monstration pourrait, sans aucun doute, s'6tendre ~ un 
poly~dre quelconque." PrAzisieren wir, dab beim Beweis die Voraussetzung 
der Orientierbarkeit des Polyeders eingegaslgen ist; IlUr dann kann das duale 
Polyeder P' so orientiert werden, dab die Matrix der Kanten von P' gleich der 
transponierten Matrix der Fl~chen von P ist. 

g) Die Torsionszahlen 
Das 2. Compl6ment (t900) enth~tlt nebst einigen Erg~nzungen noch den 

wichtigen Begriff der Torsion. 
Die Tabellen ftir die Berandungsrelafionen werden jetzt  vereinfacht: Die aus 

den Koeffizienten e~i gebildete Matrix Tq h~lt nur noch die Relationen zwischen 
den a~ und den a~ -1 fest, besteht somit aus dem linken unteren K~stchen der 
groBen Tabelle. POINCAR/~ stellt sie gegentiber frfiher in transponierter Form auf, 
indem er festlegt, dab jedem a~ eine Zeile, jedem a~ -1 eine Kolonne entsprechen 
soll. Somit drtickt jede Zeile eine Kongruenz aus: 

(1) - =  -1 

und damit aber auch gleichzeitig die Homologie 

(2) Z  q-1 . . n  

Die Existenz des dualen Polyeders P '  -- im Fall n = 3  bewiesen -- wird im 
folgenden auch ft~r das p-dimensionale Polyeder vorausgesetzt, und es soll so 
orientiert sein, dab die dualen Kongruenzen folgendermaBen lauten: 

(t bis) b~ ==- ~. vii'~P-q+l -J~q-1 _~_ e~ i,q biq-l., 
Iq t es besteht demnach zwischen den Elementen eq der dualen Matrix T e und den 

Elementen von Tp_q+ z die Beziehung 

4 7 , +  = 
Die Anwendung der frtiher definierten Schnittzahl N(V1, V,) auf duale Zellen 
a~ bzw. b~ -q liefert noch folgende Aussage: Es ist N(a~, b~ -q) = 0  ftir i : ~ k  und 
N (a~, b~ -q) ---- -4- t ,  wobei das Vorzeichen nur von der Dimension q abh~ngt und 
nicht vom Index i. Um es zu bestimmen, miissen wieder die die Zellen a~, b~ -q 
definierenden Gleichungssysteme zugezogen werden. Indem POINCAR~ die Be- 
dingung e '.q - - d  -~+z berticksichtigt, findet er , j - -  ji 

N (a~, bf -q) -= N (a] -x, bf -g+z) falls q gerade ist, 

N (a~, b~ -q) ------N (a~ -z, b~ -q+z) falls q ungerade ist. 

Da es immer m6glich ist, so zu orientieren, dab N (a °, b~) = +1 ist, so folgt daraus 

Y (a~, b~ -~) = - -  t,  N (a~, b e - ' ) = - - t ,  

N (a~, b~ -~) = +1, N (a~, b{ -4) ---- + t ,  
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Die Matrix Tq wird dann umgeformt; POlNCAI~£ entwickelt bier die Theorie 
der Elementarteiler. Die folgenden Operationen 

,,t ° Ajouter une colonne ~t une autre ou l'en retrancher; 

2 ° Permuter deux colonnes et changer le signe de l 'une d'elles; 

3 ° Faire les mrmes op4rations sur les lignes ;" 

gentigen, urn die ganzzahlige Matrix Tq auf eine besondere Diagonalform zu brin- 
gem Ist n die kleinere der Zeilen- resp. Spaltenzahl, so ist das i-te Diagonalelement 

durch Mn-~ M,-i+~ gegeben, wobei unter M._~ der gr6Bte gemeinsame Teiler (g.g.T) 

aller i-reihiger Unterdeterminanten zu verstehen ist; spezietl ist M._~ der g.g.T. 
aller Matrixelemente. Diese n Zahlen 

M n _ l  ' J ~ n - 2  ]~/o 
- M n _ l ,  . . . ,  M 1 , 

die dann durch o9~ ersetzt werden, nennt POIlqCARI~ ,,les invariants du tableau T",  
denn sie ~indern sich nicht unter den oben erw~thnten Zeilen- und Spaltenope- 
rationen. Es ist zu beachten: 

, t  ° Que chacun de ces invariants divise le suivant; 

2 ° Que quelques-uns de ces invariants peuvent ~tre nuls, mais que, si l 'un d'eux 
l'est, tous ceux qui le suivent le sont 6galement." 

Ist 9'q der Rang der Matrix Tq, so ist das auch die Anzahl der von Null verschiedenen 
invarianten Faktoren co q. Die umgeformte Matrix stellt wieder alas Relationen- 
system zwischen gewissen q- bzw. (q--t)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten c $ 
bzw. d $-1 dar, die Linearkombinationen der a $ bzw. aS -1 sind und aus diesen ohne 
Division gewonnen werden. Die Kongruenzen und Homologien haben nun die 
einfache Form : 

(1 bis) q-- ~ q-1 C i = o)~ d i , 

(2 bis) mqd , ,-~ O. 

tt Wie frtiher leitet PollqCAm~ daraus die BETTIsche Zahl Pq her. (Es ist c~q durch 
t 

7q+x und e e -  eq durch 7q zu ersetzen.) Die Formel lautet nun: 

Pq =% -~'q+l -Tq +1. 

Da die Matrix T/_q+ 1 des dualen Polyeders mit der transponierten Matrix yon 
T~ identisch ist, hat  sie ebenfalls den Rang 7q. PonqCAR~ kann nach kurzer Rech- 
nung Pp'_q =Pq folgern. Daraus erh~tlt er sofort das Dualit~ttsgesetz ftir das p- 
dimensionale Polyeder: 

=% 

,,si l 'on se rappelle que les hombres de Betti  relatifs aux deux poly~dres rrci- 
proques P e t  P' sont les m~mes". POINCAR]~ hat das im 1. Complrment Itir die 
Kanten eines 3-dimensionalen Polyeders bewiesen, u n d e r  macht dort die Be- 
merkung, ,,on pourrait arriver au m~me r4sultat, en remarquant que l'on peut 
construire un poly~dre qui serait, ~t la lois drriv6 du poly&dre P e t  drriv6 du 
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poly~dre r6ciproque P',  et en appliquant le th6or~me du paragraphe V",  das aus- 
sagt, dab sich die BETTIschen Zahlen bei einer Unterteilung nicht /indern. Das 
scheint ihm zu gentigen, denn er geht nicht mehr darauf ein. 

POINCAR1~ kommt nun noch einmal auf die beiden verschiedenen Definitionen 
der Homologien zu sprechen. L~Bt man die Division zu, so folgen aus den Homolo- 
gien (2 bis) sofort die yq Homologien d~ -1 ,--0; jede beliebige (q--l)-dimensionale 
Homologie ist dann von der Form 

Yq 

(3) E ,dFl- o; 
i = 1  

sie ist hingegen v o n d e r  Form 

(4) Z ,1, o)I d~ -~ ,-,0, 
i = 1  

falls man keine Division zul/tBt. Die SchluBfolgerung (S. 350) ist dieselbe, die 
POINCARI~ schon im t.  Compl6ment gezogen hat:  ,,Pour que les deux d6finitions 
des nombres de Betti  coincident, il faut et il suffit, que les deux formules (3) 
et (4) concordent, c'est-£-dire que les invariants ~o~ qui ne sont pas nuls, soient 
6gaux /t 1." Das veranlaBt ihn, zweierlei Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden: 
,,Celles de la premi&re sorte que j'appellerai varidtds sans torsion, seront celles 
pour lesquelles les invariants de tousles  tableaux Tq sont tous 6gaux ~ 0 o u t  . . . .  
Celles de la seconde sorte, que j'appellerai varidtds a torsion, seront celles pour 
lesquelles certains de ces invariants ne sont 6gaux ni / t  0 ni ~ t,  et pour lesquelles, 
par cons6quent, les deux d6finitions des nombres de Bett i  ne sont pas d'accord." 

POINCAR]~ erkennt auch die Bedeutung des Produktes q q colco~ ... ~oq. ,,Envisa- 
geons maintenant les combinaisons lin6aires des a $-1 qui seraient homologues 

z6ro en vertu des homologies (3), et demandons-nous quelles sont parmi ces 
combinaisons celles qui restent distinctes, si, abandonnant les homologies (3), 
on se borne aux homologies (4) sans admettre le droit de diviser les homologies. 
Nous verrons tout  de suite que le nombre de ces expressions qui sont ainsi distinctes 
est p%cis6ment le produit colco ~ q  q . .. cor.q" Das Produkt gibt uns also die Anzahl 
der (q--l)-dimensionalen Zykeln bekannt, die zwar nicht nullhomolog, aber 
divisions-nullhomolog sind; m. a.W. ist diese Zahl gleich der Ordnung der Torsions- 
gruppe, und deren Erzeugende sind die d $-1, die zu den co q 4= 0, I gehSren. 

Ftir die Invarianten, die weder 0 noch I sind, fiihrt POINCAR]~ die Bezeichnung 
,,coefficients de torsion" ein (S. 363). 

Um zu einem Dualit~tsgesetz ftir die Torsionskoeffizienten zu gelangen, muB 
POINCAR]~ nachweisen, dab die Tabellen Tq und Tq' gleiche Invarianten besitzen. 
Hier muB wieder ein Hilfssatz vorangestellt werden: Liegt eine Kongruenz 

~ia q ------0 zwischen den q-dimensionalen Zellen des Polyeders P vor, so existiert 
immer eine Kongruenz ~/~b~------0 zwischen q-dimensionalen Zellen des rezi- 
proken Polyeders, so dab ~ 7~ia~.~ t~ ib  q ist und umgekehrt. Das l~Bt sich 
nicht aus den Schemata allein beweisen; es miissen dazu wieder Eigenschaften 
der den Schemata zugrundegelegten Punktmengen beigezogen werden. 

Mit HiKe dieses Satzes zeigt POINCARt~, dab jeder Torsionskoeffizient der 
Matrix Tq auch ein Torsionskoeffizient der Matrix Tq' ist und umgekehrt. Das 
Dualit~itstheorem ist nun allerdings mit einem Fltichtigkeitsfehler behaftet, 
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indem POINCAR]~ auBerdem den Tabellen T~' und Tp_q (statt Tp_q+l) gleiche 
Invarianten attestiert. Es lautet (S. 364): 

,,Les tableaux dgalement distants des extrdmes ont mdmes coe[/icients de torsion." 

Rektifiziert man diesen Irrtum, so ergibt sich ~o~ = o ~  -~+1. Es ist dabei zu be- 
achten, dab co~ ein (q--t)-dimensionaler Torsionskoe[[izient ist. Setzt man mit 
V E B L E N  65 A L E X A N D E R  CO q = T q - 1  ~--- T p-q, SO erh/ilt man die bekannte Formel 

¢, 

POINCAR~ erw~hnt am SchluB des 2. Compl6ment noch den Satz: ,,Tout 
poly~dre qui a tous ses nombres de Betti 6gaux A I e t  tous ses tableaux Tq bila- 
t~res" (d.h., dab die Torsionskoeffizienten fehlen) ,,est simplement connexe, 
c'est-A-dire hom6omorphe A l'hypersph&re." Er widerlegt diese Behauptung im 
5. Compl6ment selbst durch das Beispiel einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit, 
die zwar obigen Bedingungen gentigt, deren Fundamentalgruppe jedoch nicht 
nur aus der IdentitAt besteht. Von DEIGN stammt ein Konstruktionsverfahren 
zur Gewinnung weiterer solcher Mannigfaltigkeiten, die er ,,Poinca%sche Rfiume" 
nennt. (fJber die Topologie des dreidimensionalen Raumes. Math. Ann. 69, 
t9t0.) 

POINCARI~S 3" nnd 4. Compl6ment ist der Anwendung der Theorie auf spezielle 
algebraische Fl~tehen gewidmet. 

§ 6. Der Anfang einer rein kombinatorischen Topologie 
bei Dehn & Heegaard 

Lagen bis dahin allen topologischen Betrachtungen Punktmengen des euklidi- 
schen Raumes zugrunde und diente deren Zerlegung in ein Zellsystem lediglich 
als Hilfsmittel zur Charakterisierung gewisser Eigenschaften, so rticken DEHN 65 
HEEGAARD im Enzyklop~dieartikel ,,Analysis situs" (1907) nun diesen in ab- 
strakter Weise zusammengefiigten Komplex in den Mittelpunkt. 

Der Aufbau geht stufenweise vor sich. Eine erste endliche Anzahl von Ele- 
menten Po', Po", . . . .  Po% ,,Punkten", bildet in ihrer Gesamtheit einen Punkt- 
komplex C 0. Je zwei dieser Punkte, P~, P0 k, sollen wieder eine beliebige (endliche) 
Anzahl neuer Elemente S 1, ,,Strecken oder Linienstticke" erzeugen kSnnen, die 
durch (P~, Po ~) oder S~ '~ gekennzeichnet sin& Wird yon den Punkten vorausge- 
setzt, dab jeder zu mindestens einer Strecke geh6rt, so bilden alle Punkte und 
Strecken zusammeI1 einen eindimensionalen Komplex C1, von dem dann welter 
verlangt wird, dab er zusammenh/ingend sein soil, d.h., dab je zwei seiner Punkte 
durch einen Streckenzug verbunden werden kSnnen. Ein spezieller C 1 ist der 
Kreis//1;  er hat  das Schema 

{Po 1, p :  . . . . .  . . . . .  po'; (p01, (P:,  . . . . .  (p0', P01)}, 
Eine eindimensionale Mannigfaltigkeit M 1 ist entweder ein Kreis oder entsteht 
aus einem solchen dutch Weglassen einer Strecke. 

Jeder Kreis/ /1 soll nun wieder eine beliebige Anzahl Dinge (//1) 1, (//1) ~ . . . .  
bestimmen k6nnen, die als Fl~chenstficke S~ bezeichnet werden. Diese Methode 
ffihrt zu einem Fl~chenkomplex C~, falls der Streckenkomplex die Eigenschaft hat, 
dab jede seiner Strecken mindestens einem /7/ angeh6rt. Durch starke Ein- 
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schr~inkungen kolnlnt man zur 2-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit 
Ms: Alle Strecken sollen zu genau zwei Fl~ichenstticken geh6ren und alle Fl~ichen, 
die im Eckpunkt Po zusammenstoflen, sollen eine ,,zyklisch geordnete Gruppe" 
bilden, womit gemeint ist, dab man nacheinander alle diese Fl~ichenstticke er- 
reicht, wenn man -- immer tiber die gemeinsame Kante zum n~chsten fort- 
schreitend -- den Eckpunkt P0 uml~iuft. Ein solcher Komplex heiBt eine ge- 
schlossene Fl~iche. Nicht unter diesen ]3egriff f~llt demnach zum Beispiel die 
Oberfl~che zweier Tetraeder, die eine gemeinsame Ecke besitzen, da dort die 
Fl~ichenstiicke zwei ,,zyklische Gruppen" bilden. Werden aus den so definierten 
Fl~chen einzelne S~ entfernt, die keine gemeinsamen Punkte haben dtirfen, 
so entsteht eine berandete Fl~iche. Berandete und geschlossene Fl~ichen heiBen 
auch 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten. 

Die einfachste geschlossene Mannigfaltigkeit, die Kugelfl~iche oder 2-Sph~ire 
//2, dient dann zur Gewinnung von 3-dimensionalen Raumstticken S a. Damit ein 
C3 eine geschlossene 3-dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt, muB er folgenden 
Forderungen genfigen: ,,t) Jede Se geh6rt zu zwei S a. Dann ordnen sich an jeder 
S 1 alle S a zu ,,Gruppen"; 2) alle S a an einer S 1 bilden nur eine Gruppe. Bezeichnen 
wir dann die $1, S~, Sa, die durch einen bestimmten Punkt  des Komplexes gehen, 
als Pseudopunkte, Pseudostrecken und Pseudofl~ichenstticke, so bilden diese 
Elemente verm6ge der Bedingungen t) und 2) einen oder mehrere Komplexe, 
yon denen wit jeden entsprechend als eine geschlossene Pseudofl~iche bezeichnen 
dtirfen. Wir w~ihlen dann als dritte Bedingung: 3) An jedem Punkt soll es nut  
eine solche Pseudofl~che geben, und zwar soll diese eine Kugelfl~che sein." 

Die so konstruierte Pseudofl~che 1ABt sich bereits mit dem sp~iteren Um- 
gebungskomplex eines Punktes vergleichen, denn man kann sie offenbar auch 
gewinnen, indem man von den im Eckpunkt P0 zusammenstol3enden 3-dimen- 
sionalen Elementen j ene Randstticke nimmt, die den Punkt P0 selbst nicht ent- 
halten. 

Das Verfahren hat  man sich analog fortgesetzt zu denken: die 3-Sph~ren S 3 
erzeugen die 4-dimensionalen Bestandteile ftir den Komplex C4, der unter be- 
sonderen Bedingungen zur Mannigfaltigkeit M 4 wird, usw. Die Schemata werden 
allerdings rasch uniibersichtlich. Werden durch die Punkte P0 x, Po 2 zwei Strecken 
(P01, P02) 1, (P01, Po~) 2 gelegt, so hat  das eingespannte Fl~ichensttick die Bezeichnung 
((pox, po~)X, (pol, po~)2). Das Schema ftir die 2-dimensionale Elementar-Mannig- 
faltigkeit E 2 lautet also: 

{eoI, Po ; lpol, Po /1, ipox, (/pol, Po'/x, (VoX, 
Wird abktirzend (Po x, Po~)i = S~ gesetzt, so ist 

(Pol, sl, (sl, (st, 
das Schema ftir die 2-Sph~ire II3. 

Liegt nun ein C, vor, der auf einen andern Komplex C', abgebildet wird, 
und ist dabei zugelassen, dab Inehreren Punkten Pol . . . . .  Po TM von C, derselbe 
Punkt yon C', entspricht, sofern nur keine zwei davon demselben h6herdimen- 
sionalen Element angehSren, so heil3t das Bild C',(C,~) ein ,,Komplex Init Singu- 
larit~iten"; ftir jedes S~ bleibt dabei die Dimension erhalten, aber es kSnnen 
mehrere zusammenfallen. 
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Die Orientierung der Elemente oder ,,Indikatrixbestimmung" erfolgt von 
unten nach oben; d.h., dab die Kreise mit einem Durchlaufsinn versehen werden, 
der sich auf die Fl~chenstiicke tibertr~igt. Dann werden wie bei D¥cI~ ,,einseitige" 
und,,zweiseitige" Fl~ichenkomplexe unterschieden, was wieder im Sinn von nicht- 
orientierbar bzw. ofientierbar aufzufassen ist. Da die zur Erzeugung von Raum- 
stiicken verwendeten geschlossenen Kugelfl~ichen ,,zweiseitig" sind, lassen sie 
sich mit einer Indikatrix versehen, welche die Orientierung des Raumelementes 
bestimmt, usw. 

Es bleiben noch die Trans]ormationen zu besprechen. ,,Interne Trans]orma- 
tion" eines Streckenkomplexes bedeutet, dab auf einer Strecke (P0 ~, P0 k) ein neuer 
Punkt Q0 eingeftihrt und die Strecke (P0 ~, P0 k) dann dutch die beiden Strecken 
(Po, Qo) und (Qo, P0 ~) ersetzt wird. Die interne Transformation eines Fl~tchen- 
komplexes l~Bt weiter zu, dab eine neue Strecke (P0 i, P0 ~) = T 1 hinzugenommen 
wird, falls Pound  Po ~ zu einem Kreis gehSren, in den ein Fl~chensttick S~ einge- 
spannt ist. S~ wird dann durch die beiden Fl~chenstficke ersetzt, die aus der 
Unterteilung von S 2 entstanden sind. Liegt ein C 3 vor, so umfaBt die interne 
Transformation auch Unterteilungen der Raumelemente, wobei die Berandung 
des eingefiihrten Fl~ichenstiickes ein Kreis sein soll, der zur Begrenzung des 
Raumelementes gehSrt. 

Zwei Komplexe heiBen elementarverwandt oder hom6omorph, wenn sie sich 
unter eventueller Ab~nderung der Bezeichnung der Elemente als identisch er- 
weisen, oder wenn man diesen Zustand nach beliebig oft wiederholter interner 
Transformation erreichen kann. Die Begriffe Elementarmannigfaltigkeit und 
Sphere erhalten daher eine entsprechende Erweiterung. 

Die ,,externe Transformation" wird am Beispiel eines singul~en Fl~chen- 
komplexes C'2 (C2) erl~tutert, der auf einer Mannigfaltigkeit M~ (n>  2) liegen soll. 
Entspricht jedem Punkt Po von C~ (C~) ein Punkt Q~, einer Verbindungsstrecke 
S~ zweier Punkte eine Verbindungsstrecke T~ der entsprechenden Punkte, jedem 
F1Achensttick S~ ein ill die entsprechenden Elemente eingespanntes Fl~chen- 
stiick T~, so stellt dieser Komplex ebenfalls ein Bild C~(C~) von C 2 dar. Nun 
werde angenommen, dab je zwei entsprechende Punkte Po, Q0 durch eine Strecke 
U~ verbunden werden kSnnen, so dab sich durch die Punkte Po' Q~, Po k, Q0 ~ ein 

St Kreis { 1, U~, T~, U~} legen l~Bt, der ein Emementarfi~tchenstiick E~ der Mannig- 
faltigkeit begrenzt. Werden diese Elementarfl~chenstiicke ftir alle Begrenzungs- 
strecken zweier entsprechender Fl~tchen S~ und T~ gebildet, so setzen sich alle 
diese Fl~chenstticke zu einer Sph~tre zusammen. Wird noch vorausgesetzt, dab 
alle so erhaltenen Sph~ren wiederum Elementarraumstticke E~ der M~ begrenzen, 
dann gehen C'2 (C2) und C~' (C~) durch externe Transformation auseinander hervor. 
Es wird also der Begriff der stetigen Deformation ins Kombinatorische fibersetzt. 

DEHN & HEEGAARD definieren dann: ,,Gehen zwei Komplexe eventuell nach 
vorhergehenden internen Transformationen auseinander durch eine Reihe von 
externen Transformationen hervor, so nennen wir sie homotop." Externe Trans- 
formationen, die noch zus~tzliche Bedingungen erfiillen, ftihren auf isotope 
Komplexe. 

Von den ohne Beweis ausgesprochenen S~itzen seien nur die wichtigsten 
erw~ihnt: ,,Zwei homotope Komplexe sind hom6omorph. Zwei hom6omorphe, 
einem E~ angehSrige (n -- m)-dimensionale Komplexe mit (oder ohne) Singu- 
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larit~iten sind homotop." Schon TIETZE bemerkt, dab die Aussage ,,Sind zwei 
Komplexe mit einem dritten hom6omorph, dann sind sie auch miteinander 
hom6omorph", eines Beweises bedfirfe, den er ffir den Fall n = 2  selbst gibt, 
w~ihrend E. BILZ sie ffir n --< 4 best~itigt (Beitrag zu den Grundlagen der kombi- 
natorischen Analysis Situs. Math. Ztschr. 18, 1923). 

Werden die abstrakt definierten Elemente des Komplexes nachtr~iglich 
wieder mit Punktmengen aufgefiillt, so erh~ilt man eine Anwendung dieser 
ganzen Theorie, die nach D~HN & HEEGAARD als ein ,,durch seine anschau- 
liche Bedeutung ausgezeichneter Teil der Kombinatorik" aufzufassen ist. In 
diesem Sinn bringt der zweite Teil des Artikels dann eine umfassende Zusammen- 
stellung der bis dahin bekannten Resultate fiber Linien- und Fl~tchenkomplexe 
(mit detaillierter Literaturangabe), abet auch ein Konstruktionsverfahren zur 
Herstellung von Normalformen ffir die Fl~ichen, bei denen es sich abet noch 
nicht um das Fundamentalpolygon handelt. Ferner sind die wichtigsten J3egriffe 
und Ergebllisse aus POINCAR~s topologischen Arbeiten formuliert. 

Die Problematik, die das 13bertragen der aus dem Komplex gefundenen 
Resultate auf Punktmannigfaltigkeiten mit sich bringt, kommt bier allerdings 
noch nicht so deutlich zum Ausdruck. Der 13bergang vonder  reinen Theorie zur 
Anwendung wird durch ein Axiomensystem vermittelt (S. t68/t69), aus dem 
folgen sollte, dab die Elementarverwandtschaft der Schemata f fir die Hom6o- 
morphie der Punktmengen (ira heutigen Sinn) nicht nur hinreichend, sondern 
auch notwendig sei. TIETZE macht auf die Fragwfirdigkeit dieser Behauptung 
aufmerksam (t908), w~ihrend STEII~ITZ -- ebenfalls 1908 -- vermutet, dab dem 
kombinatorischen Hom6omorphismus vielleicht eine etwas allgemeinere Zell- 
teilung zugrunde gelegt werden sollte (Beitr~tge zur Analysis situs. Sitz.-Ber. 
Berl. Math. Ges. 7, t908). 

§ 7. Der Beitrag Tietzes zur Topologie 
der mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten 

In der t908 publizierten Arbeit ,,~3ber die topologischen Invarianten mehr- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten" von HEINRICH TIETZE wird das Gedankengut 
POINCAR~s einer kritischen Betrachtung unterzogen. 

a) Der Mannigfaltigkeitsbegri H 
TIETZE schlieBt sich der von A. HURWlTZ auf dem Zfircher Kongrel3 1897 

in seinem Vortrag iiber analytische Funktionen beil~iufig zum Ausdruck ge- 
brachten Auffassung an, wonach die Punktmengen, die aufeinander eineindeutig 
und umkehrbar stetig abbildbar sind, in Klassen einzuteilen seien und das all- 
gemeinste Ziel der Analysis situs darin bestehe, ffir die einzelnen Klassen ein voll- 
st~indiges Invariantensystem zu gewinnen. Solche eineindeutig und umkehrbar 
stetig aufeinander abbildbaren Punktmengeu nennt HURWlTZ ,,~quivalent"; 
TIETZE greift daffir auf den yon POINCARJ~ gepr~tgten Begriff ,,homSomorph" 
zurfick, den er damit -- von POINCAR~ abweichend -- im heutigen Sinn verwendet. 

Als besonders vordringlich erachtet TIETZ~ das Studium der Punktmannig- 
]altigkeiten, wobei dieser Begriff allerdings zuerst abgegrenzt werden muff. 



148 M. BOLLINGER : 

,, Hierzu erscheint es am naturgemXBesten, durch Angabe yon inneren Merkmalen, 
yon denen man dann nachzuweisen hat, dab sie bet umkehrbar stetigen und 
eindeutigen Transformationen nicht verloren gehen, aus der Gesamtheit 
aller Punktmengen die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten herauszuheben, 
um so auf einem Wege, der aus der Theorie der Punktmengen herausw~chst, 
die Analysis situs der kontinuierlichen Punktmannigfaltigkeiten zu entwickeln." 

Mit den groBen Schwierigkeiten, die diesem direkten Weg anhaften, recht- 
fertigt TIETZE, dab er seinen Mannigfaltigkeitsbegriff an gewisse Darstellungs- 
formen ankntipft. ,,Unter ether Mannigfaltigkeit wird man dann eine auf die be- 
treffende Art dargestellte Punktmenge oder eine ether solchen hom6omorphe 
Punktmenge verstehen." Die gew~hlte Darstellungsform, ,,das Schema", be- 
steht sozusagen aus einem Konstruktionsplan, der dartiber Auskunft gibt, wie die 
Mannigfaltigkeit aus gewissen Bausteinen dutch Randidentifizierung zusammen- 
gefiigt werden soll, wobei verschiedene Bedingungen zu berticksichtigen sin& 

Der Aufbau selbst geht ~hnlich vor sich wie bet DEHN & HEEGAARD. Die 
einfachsten Schemata sind die geschlossene und die ungeschlossene Linie, letztere 
repr~sentiert durch die Strecke (Schema el), erstere durch das Schema ~1, das aus 
zwei Strecken besteht, bet denen je einem Endpunkt der einen Strecke ein End- 
punkt der andern zugeordnet ist. Solche zugeordnete Punkte sind dann definitions- 
gemiiB als ein Punkt der Mannigfaltigkeit aufzufassen. Wird in ~1 eine Fl~che ein- 
gespannt, so entsteht die ,,2-dimensionale Elementarmannigfaltigkeit ez", ein 
,,Polygon mit 2 Seiten". Etwas aUgemeiner bildet eine Kreisscheibe mit in n 
Teile unterteilter, mit einer Richtung versehener Peripherie das Schema ftir eine 
2-dimensionale Mannigfaltigkeit, indem gewisse dieser n Teile paarweise identifi- 
ziert werden. Noch allgemeiner wird das Verfahren unter Verwendung von 
endlich vielen Kreisscheiben. Der HerstellungsprozeB wird ftir die 2- und 3- 
dimensionale Mannigfaltigkeit sehr ausfiihrlich geschildert, ftir die n-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit jedoch nut  kurz gestreift. 

TIETZE weist darauf bin, dab die Darstellung der Mannigfaltigkeit duEh ein 
Zellsystem die MSglichkeit bietet, die Analysis situs, ohne unendliche Punkt- 
mengen einzubezieheu, wie bet DEHN & HEEGAARD rein kombinatorisch zu ent- 
wickeln. Da jedoch der Stetigkeitsbegriff an den Umgebungsbegriff gebunden 
ist, definiert er fiir den Fall der rein kombinatorischen Betrachtungsweise 
(S. 13): ,,Zwei Schemata sollen hom~omorph genannt werden, wenn sie ein gemein- 
sames abgeleitetes Schema haben, wenn sie also die Eigenschaft haben, dab 
man dutch Unterteilung aus dem einen Schema ein Schema gewinnen kann, das 
sich auch aus dem zweiten Schema durch Unterteilung erhalten l~Bt." 

Da abet das Zellsystem bet TIETZ~ nicht in der gleichen Weise zum selb- 
st~ndigen Objekt erhoben wird wie bet DEHN & HEEGAARD, sondern in erster 
Linie als Hilfsmittel zur Darstellung von Punktmengen verwendet wird, hat er zu 
untersuchen, wie sich die beiden Definitionen von ,,hom6omorph" zueinander 
verhalten. Es ist klar, dab zwei durch homSomorphe Schemata definierte Punkt- 
mengen selbst -- im Sinn der eineindeutigen und umkehrbar stetigen Beziehbar- 
keit -- hom6omorph sin& Was nun die Umkehrung dieses Sachverhaltes anbe- 
langt, so stSBt TIETZE bier auf dieselbe Schwierigkeit, der wir schon bet POIXCAR~ 
begegnet sind. Liegen n~mlich zwei durch Schemata definierte Punktmannig- 
faltigkeiten vor, die im mengentheoretischen Sinn homSomorph sind, so kann 
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ein gemeinsames abgeleitetes Schema deshalb nicht einfach dadurch erhalten 
werden, dab man verm6ge des Hom6omorphismus die Unterteilung der einen 
Mannigfaltigkeit jener der andern fiberlagert, weil diese dadurch evtl. in unend- 
lich viele Zellen zerlegt wird. Aus diesem Grund sieht sich TIETZE gezwungen, 
in der Folge zwischen topologischen Invarianten der Schemata und topologischen 
Invarianten der Punktmannig[altigkeiten zu unterscheiden. Auch stellt er aus- 
driicklich lest, dab sich rein kombinatorisch bewiesene S~tze nur mit Vorsicht 
auf Punktmannigfaltigkeiten fibertragen lassen. 

Die ft~r das Folgende wichtigen Definitiollen sollen nun kurz erl~utert werden. 
Eine Mannigfaltigkeit heiBt geschlossen, wenn beim IdentifizierungsprozeB keine 
Randstiicke frei bleiben. Jeden Baustein denke man sich ,,mit einem Sinn", 
d.h. mit einer DvcKschen Indikatrix, versehen. Wird ein Randpaar mit um- 
gekehrtem Sinn zusammengeft~gt, so heii3t die Zuordnung ,,yon erster Art" ;  
sie heiBt ,,von zweiter Art",  wenn das Randpaar gleichsinnig aufeinandergeklebt 
wird. Ist es m6glich, aUe Zuordnungen nach erster Art vorzunehmen, dann 
heiBt die Mannigfaltigkeit zweiseitig; sie heiBt einseitig, wenn das nicht der Fall 
ist. Ein n-dimensionales Schema heil3t ein[ach zusammenh~ngend, wenn es einem 
der beiden Schemata e. oder a., welche die n-dimensionale Yollkugel bzw. die 
n-Sphere repr~sentieren, homSomorph ist. 

Wir wollen uns noch kurz der wichtigsten Bedingung zuwenden, die TIETZE 
den Zuordnungsvorschriften des Schemas einer Mannigfaltigkeit auferlegt und 
die so gefaBt ist, dab sie far die geschlossenen Mannigfaltigkeiten die Konstruktion 
eines ,,reziproken Schemas", d.h. eines dualen Komplexes im POINCAR~schen 
Sinn erm6glicht. Wir linden folgende Formulierung (S. 24): ,,In einem (n + l ) -  
dimensionalen Schema hat n/imlich jede Zelle mter Dimension eine durch ein 
(n -- m)-dimensionales Schema repr/isentierte Umgebungsmannigfaltigkeit. DaB 
alle diese Schemata der Umgebungsmannigfaltigkeiten einfach zusammenh~ngend 
seien, ist eine Bedingung, die yon den das (n +l)-dimensionale Schema definie- 
renden Vorschriften zu erfiillen ist." Bei der Besprechung der 3-dimensionalen 
Schemata ist zu erfahren, wie TIETZE den Begriff der Umgebungsmannigfaltigkeit 
so welt als m6glich kombinatorisch zu erfassen sucht: Die Polygone, die durch 
Identifizieren die 3-dimensionale Mannigfaltigkeit liefern, m6gen auf einer oder 
mehreren Kugeloberfl~chen liegen. Dann denkt sich TIETZE ,,urn jede Ecke der 
Polygoneinteilung einen kleinen Kreis beschfieben". Jede dieser Peripherien 
wird durch die v o n d e r  Ecke ausgehenden Kanten unterteilt.  Die Kreise jener 
Eckpunkte, welche bei der Identifizierung zusammenfallen, also per definitionem 
eine Ecke des Schemas bilden, liefern nun selbst ein 2-dimensionales Schema, 
indem aus der Zuordnungsvorschrift fiir die urspr~inglichen Polygone eine solche 
fiir die Pefipherieteile der kleinen Kreise hergeleitet wird. Dieses Schema ist die 
Umgebungsmannigfaltigkeit der Ecke, und yon ibm wird gefordert, dab es hom6o- 
morph sei entweder zu e~, dem Schema der 2-dimensionalen berandeten Ele- 
mentarmannigfaltigkeit, oder zu a~, dem Schema der 2-Sphere. 

POINCARI~ stellt eine ~hnliche Bedingung an die 3-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten, die er durch paarweises Identifizieren der Seitenfl~chen von Poly- 
edern konstruiert : Wird der ,, Stern" des Eckpunktes M mit  der Oberfl~che einer 
4-dimensionalen e-Kugel um M geschnitten, so muB die entstehende Schnitt- 
figur dem El~LERschen Polyedersatz gentigen. Bei POINCARI~ ist das ein ganz 

t l  Arch. Hist. Exact Sci., Vol. 9 
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natiirlicher Prozel3, der sich innerhalb des 4-dimensionalen Raumes, in den die 
3-dimensionale Mannigfaltigkeit gelagert ist, abspielt. TIETZE versucht, seine 
Bedingungen mSglichst in einer kombinatorischen Terminologie auszudriicken; 
immerhin ist mit dem Ausdruck ,,kleine Kreise" doch etwas der rein kombi- 
natorischen Topologie Fremdes eingegangen. Ftir die Konstruktion des rezi- 
proken Schemas wird auf POINCAI~ verwiesen. 

b) Die Bettischen Zahlen 

TIETZE definiert nun vorerst, was zu verstehen ist unter Linien-, Fl~ichen- und 
m-dimensionalen Raumstiicken, die zur Mannigfaltigkeit gehSren. E 1 bezeichnet 
das reelle Intervall - - I  _--< x =< + t ;  es wird durch das Schema e 1 repr~isentiert. 
,,Unter einem Liniensti~ck eiller Mannigfaltigkeit soll eine Gesamtheit G von 
Punkten der Mannigfaltigkeit verstanden werden, die auf E 1 eineindeutig und 
stetig abgebildet werden kalln." Sind a ° und b ° die Endpunkte des Linienstticks, 
so zerfallen alle mSglichen solchen Abbildungen in zwei Klassen, je nachdem 
a ° auf --1 oder auf + t  abgebildet wird. Im ersten Fall heiflt a ° d e r  friihere 
(negative), im zweiten Fall der sp~itere (positive) Endpunkt.  Wird dartiber eine 
Wahl getroffen, z.B. soll a ° positiv sein, so wird damit dem Liniensttick a 1 ein 
Durchlaufsinn erteilt. Das wird symbolisiert durch eine PolxCAR~-sche Kongruenz 
a 1 ~ + a ° --  b °. Fiir einen einzigen Punkt  wird die Forderung nach Eineindeutigkeit 
der Abbildung ausdrticklich gelockert: es soll gestattet sein, dab den Punkten 
--1 und +1 derselbe Punkt  c o d e r  Mannigfaltigkeit entspreche, c o ist dann so- 
wohl positiver wie negativer Endpunkt,  also a ~ _= 0. 

In ~ihnlicher Weise wird das Fl~chensti~ck definiert als die Gesamtheit G von 
Punkten der Mannigfaltigkeit, die eineindeutig und stetig auf den abgeschlossenen 
Einheitskreis E 2 (repr~entiert  durch das Schema e~) abgebildet wird. Dabei 
wird die Eineindeutigkeit in Strenge wieder nur ffir die Innenpunkte gewahrt, 
w~hrend ftir die in R Teile k~ unterteilte Kreisperipherie zugelassen ist, dab 
mehrere Stticke in eine einzige Linie l~ yon G zusammenfallen. Diesen verall- 
gemeinerten Fl~ichenstticken a S kann ebenfalls ein Sinn beigelegt werden, der sich 
bei einer gegebenen Abbildung auf Et  durch einen positiven Umlaufsinn der 
Peripherie festlegen l~13t. Letzterer tibertriigt sich wiederum auf die Kreisbogen k i. 
Das ftihrt zur symbolischen Gleichung 

R 
a s - F, ~ l~,, 

i = J  

wobei l~ das dem Kreisbogen k~ entsprechende Liniensttick darstellt und ($~ 
entweder +1 oder - - i  ist, je nachdem bei der Abbildung dem positiven Sinn 
von k~ der positive oder negative Sinn yon l~ zukommt. 

Endlich wird das m-dimemionale Raumsti~ck als eine Punktmenge der Mannig- 
faltigkeff erkl~rt, die sich, evtl. mit Ausnahme gewisser Randelemente, einein- 
deutig und stetig auf die m-dimensionale Vollkugel 

E~ = ( (x i  . . . . .  x~)lx~ + .-. +x~_<_l} 

abbilden l~iBt. Nach demselben Muster werden die Kongruenzen gebildet: 

u ~ -  F, ~ - 1 .  



Elltwicklung des Homologiebegriffs t 51 

Da nach Konstruktion alle u~ '-1 dem Raumstfick u ~ angeh6ren, ist bi immer 
+ t  oder --1. 

Fiir die Kongruenzen gelten folgende Regeln: Die Reihenfolge der Sum- 
manden ist unwesentlich, deshalb gilt u m ~ 0 fiir den Fall, dab u '~ eine geschlossene 
zweiseitige Mannigfaltigkeit bildet. Ferner dfirfen Kongruenzen beidseitig mit 
derselben ganzen Zahl multipliziert werden. Neue Kongruenzen entstehen, 
indem die linken bzw. rechten Seiten yon gegebenen Kongruenzen addiert 
werden. 

Sind u• . . . . .  u~' beliebige m-dimensionale Raumstticke, so kSnnen sie auch 
gemeinsame Innenpunkte haben. Linearkombinationen der Form ~, h i u~ werden 
als ,,m-dimensionale Gebilde" bezeichnet; sie gentigen i. allg. nicht dem Mannig- 
faltigkeitsbegriff. 

Haben die u~ keine gemeinsamen Innenpunkte, wird dasselbe von den (m-- l ) -  
dimensionalen berandenden Raumstticken vorausgesetzt und bildet ~ u~ eine 
geschlossene zweiseitige Mallnigfaltigkeit, so kann der Sinn der u~ derart ge- 
wtthlt werden, dab ~ u y ~ 0  gilt. Ohne Beweis wird noch der Satz erw~hnt: 
,,Wenn u ~ - ~ ,  ~iu~ '-1 ist, so ist ~, b i u ' ~ - l ~ O  ''. 

Besonders wichtig erweisen sich die Kongruenzen, die zwischen den mit 
einem Sinn versehenen Zellen a~ des Schemas bestehen. Die Gesamtheit der Be- 
ziehungen 

] = l e i i a i  . . . ,  . , 

heil3t bei TIETZE ,,das POINCAR~sche Relationensystem". 

Zu POINCARg besteht insofern ein Unterschied, als dieser die ZeUen a~, die 
er durch Unterteilung seiner Punktmengen gewinnt, alle einfach zusammen- 
httngend voraussetzt und diese Eigenschaft in seinen Beweisen auch verwendet. 
Bei TIETZE braucht das offenbar ffir die direkt dem Schema entnommenen 
Zellen nicht zu gelten. Wir werden spttter auf das Beispiel des 3-dimensionalen 
projektiven Raumes stoBen, dessen einzige 2-Zelle eine projektive Ebene ist. 
TIETZE selbst ttuBert sich nicht zu diesem Punkt.  

Aus den Kongruenzen wird nun der Homologiebegriff entwickelt (S. 30): 
,,Sind nttmlich um+ll , U'~ +1, . . . ,  U~+I; U T, U~, . . . ,  U~ in V gelegene Raumstiicke 
und besteht die Kongruenz 

i = l  i = 1  

so soll gesagt werden, das Gebilde ~ k i u m sei beztiglich V homolog null, in Zeichen: 
i = 1  

i = l  

Eine derartige als Homologie bezeichnete Relation bedeutet also das Vorhanden- 
sein solcher in V gelegener Raumstiicke u~ +1, dal3 dieselben der Kongruenz (4) 
Geniige leisten." 

Der Homologiebegfiff wird dann erweitert, indem TIETZE zul/iBt, dab auf 
beiden Seiten einer Homologie zwischen m-dimensionalen Raumstiicken ein und 
dasselbe Symbol eines m-dimensionalen Raumsti~ckes addiert wird. Aus den 

t t *  
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Rechenregeln tiber Kongruenzen folgt ferner, dab es erlaubt ist, Homologien 
zu addieren oder eine Homologie auf beiden Seiten mit derselben ganzen Zahl 
zu multiplizieren. In einer FuBnote wird vermerkt, dab im Text nur yon ,,Homo- 
logien ohne Division" Gebrauch gemacht werde. 

An anderer Stelle (S. 32, FuBnote t4) findet sich noch die zus~tzliche Forde- 
rung, dab die von einem nullhomologen Gebilde begrenzte Mannigfaltigkeit 
zweiseitig sein mtisse. Es wird sich aber sp~ter zeigen, dab TIETZE selbst diese 
Forderung mehrmals miBachtet; bier wollen wit vorerst nut seine Begrtindung 
untersuchen. ,,Diese Bedingung der Zweiseitigkeit ist offenbar wesentlich. Dies 
wird besonders deutlich, wenn man in irgendeiner n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit V (n > 2) ein l~ngs einer beliebigen geschlossenen Linie l 1 von V ver- 
laufendes MSBIUssches Band betrachtet, dessen Randlinie mit 211 homolog ist, 
w~hrend die Homologie 

2P N0  (beztigl. V) 

offenbar im allgemeinen nicht gilt." 

Unter ,,Randlinie" ist bier wohl nur die ~ul3ere Kontur des Bandes gemeint. 
Stellt man das MSbiusband aber aus einem Rechteck a 2 her, indem man die 
beiden L~ngsseiten B 1 und B 2 frei l~13t, die beiden Schmalseiten, gleichsinnig 
identifiziert, aber eine weitere Kante C der Mannigfaltigkeit ergeben, so be- 
steht die Kongruenz 

a2 =- BI + B2 + 2 C 

und infolgedessen die Homologie 

BI + B2+ 2C NO. 

Falls man die Orientierung berticksichtigt, gilt abet ftir P 

2l 1 ~ B  1 -  B 2 * 0 .  

2l 1 ist also nicht homolog zur Randlinie des MSbiusbandes und somit ist auch nicht 
erwiesen, dab die nicht nullhomologe Kurve 2 l 1 immer eine einseitige Mannigfaltig- 
keit begrenzt, was TIETZE irrttimlicherweise durch dieses Beispiel belegen wollte. 

TIETZE geht dann zur ,,PoINCAR~schen Definition" der BETTIschen Zahlen 
einer Mannigfaltigkeit V tiber, die dahin pr~zisiert ist, dab yon den in den 
Homotogien au/tretenden Mannig/altigkeiten die Zweiseitigkeit vorausgesetzt wird 
(S. 32/33): ,,Nehmen wir an, es g~be ein System von zweiseitigen geschlossenen 
m-dimensionalen in V gelegenen Mannigfaltigkeiten W~ (~"/, W2/~/ . . . .  , W~/~I, zwischen 
denen keine Homologie 

kl W~ (~) + k2 VV~ (") + ... + kt Wt ( ~1 NO (beziigl. V) 

besteht, w~hrend jede zweiseitige geschlossene m-dimensionale in V gelegene 
Mannigfaltigkeit W I"/einer Homologie 

kW(m)+klWl(m)-4-k2W2(m)+ . . .  +k~Wt(m) N O  (k4=o) 

gentigt. Ist dann vl/m/, V~/m/ . . . . .  Vt,(~l ein anderes System von Mannigfaltigkeiten 
mit den gleichen Eigenschaften wie das System Wl(m, W2(") . . . . .  Writ"), so ist ohne 
weiteres klar, dab t' = t  sein mul3. Die Anzahl t der Mannigfaltigkeiten eines 
solchen Systems ist also eine ftir die Mannigfaltigkeit V charakteristische Zahl, 
die offenbar auch ftir alle zu V homSomorphen Mannigfaltigkeiten den gleichen 
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Wert hat. Es ist also die Zahl t eine topologische Invariante. Die topologische 
Invariante t + t  wird dann die mte BETTIsche Zahl der Mannigfaltigkeit V ge- 
nannt und mit P~ bezeichnet. Man hat t----0, P,~=I zu setzen, wenn in V jede 
zweiseitige geschlossene m-dimensionale Mannigfaltigkeit W I'll einer Homologie 
k W/'~) ,-~0 (k 4= 0) geniigt." 

Die Zweiseitigkeit hat hier eine etwas andere Fnnktion. Wie frfiher gesehen, 
bedeutet ,,geschlossen" bei TIETZE, dab beim Aufbau der Mannigfaltigkeit 
durch R~nderidentifizierung keine Randst~cke frei bleiben. Damit eine solche 
Mannigfaltigkeit kongruent null wird, also nach heutiger Terminologie einen 
Zykel bildet, mtissen alle zu identifizierenden R~nderpaare jeweils mit entgegen- 
gesetzter Orientierung aufeinandergeklebt werden k6nnen; das heiBt aber mit 
TIETZE, dab die Mannigfaltigkeit zweiseitig ist. 

Es sei ausdrt~cklich darauf hingewiesen, dab TIETZE die Homologien all- 
gemeiner zwischen Gebilden erkl~rt hat, w~hrend zur Bestimmung der BETTIschen 
Zahlen vorerst nur die homolog unabh~ingigen Mannig]altigkeiten maBgebend sind. 

In einer FuBnote wird noch vermerkt, dab die Definition yon P~ auch auf 
m = 0 und m = n  erweitert werden kann: ,,Ira Fall m = 0, wo die geschlossenen 
zweiseitigen m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten Punktepaare werden, ist 
offenbar P0 gleich der Anzahl der zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeiten, 
ans denen V besteht. (Fiir n = 0  soll P0 ----~0--1 gesetzt werden, wenn ~0 die An- 
zahl der Punkte ist, aus denen V besteht.) P~ aber ist die Anzahl der zweiseitigen 
geschlossenen unter diesen Po zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeiten." 

Die Definition mutet  etwas willktirlich an: Ist t die Anzahl der zusammen- 
h~ngenden Teilmannigfaltigkeiten, in die V zerf~llt, so ist t auch die Anzahl 
der homolog unabh~ngigen Punkte in V; um die Analogie zu den iibrigen BETTI- 
schen Zahlen herzustellen, mtiBte eigentlich P0----t+t gesetzt werden. Dabei 
wtirde allerdings jeder einzelne Punkt  wie eine ,,zweiseitige geschlossene Mannig- 
faltigkeit" behandelt, w~hrend TIETZE diese Charakterisierung nur dem Punkte- 
paar zuerkennt. Leitende Idee dazu mag gewesen sein, dab zwei Strecken e 1 
bzw. zwei Elementarfl~chenstficke e2 nStig sind, um die zweiseitigen geschlossenen 
Mannigfaltigkeiten a 1 bzw. a2 herzustellen. Andererseits findet man abet nirgends 
so etwas wie eine homologe Abh~ngigkeit zwischen zwei Punktepaaren definiert. 
Richtig absurd erscheint die Definition Po =~o - t  fiir den aus c~ o Punkten be- 
stehenden Punktekomplex; zu erwarten w~re am ehesten P0 = ~ 0 + t  oder allen- 
falls direkt P0 = ~0. 

Ahnliches gilt ftir die Zahl P~. Zerf~illt V in n-dimensionale Teilmannigfaltig- 
keiten, von denen r geschlossen und zweiseitig sind, so stellen diese ein maximales 
homolog unabh~ngiges System W~ (~/ (i----t . . . . .  r) ft~r V dar, und in Llberein- 
stlmmung mit der Definition der ~brigen Pi w~re eigentlich P~ = r  + l  zu setzen. 
Man sieht dabei t~brigens das Unzweckm~Bige dieser Definition ein, die nicht Pi 
direkt als Maximalzahl der homolog unabh~ingigen i-Zykeln einfiihrt, ist doch die 
BETTIsche Zahl P~ (i = t  . . . . .  n) einer nicht zusammenh~ngenden Mannigfaltig- 
keit V nicht gleich der Summe ~ P/ der BETTIschen Zahlen Pj der Teilmannig- 
faltigkeiten V i. ~" 

Als Annahme I bezeichnet TIETZE die der gegebenen Definition der BETTI- 
schen Zahlen zugrunde liegende Annahme, dab sich in jeder Mannigfaltigkeit V 
ein endliches System m-dimensionaler Mannigfaltigkeiten W~ (~/ . . . . .  Wt !~/mit den 
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verlangten Eigenschaften wirklich finden l~Bt. (Die Existenzfrage wurde ja 
bereits von HEEGAARD aufgeworfen.) Ein Beispiel beleuchtet, weshalb TIETZE 
diese Annahme fragwtirdig findet: In einer 3-dimensionalen Vollkugel liege eine 
geschlossene Kurve U 1, die unendlich viele, immer kleiner werdende und sich 
gegen einen Punkt h~ufende Schlingen ausfiihrt. ,,Nun ist man es gewShnt, 
der berandeten, einfach zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeit V die BETTIsche 
Zahl P~----1 beizulegen, was so viel bedeutet, als dab es zu jeder geschlossenen 
Linie W 1 in V eine ganze Zahl k gibt, so dab k W  ~ ,-~0 beztiglich V ist. Es ist indes 
wohl kaum zweifelhaft, dab die geschlossene Linie U s sich diesem Satz entzieht." 
Die Anschauung trfigt bier. Die als singul~re geschlossene t-Kette aufgefaBte 
Kurve ist nach dem Approximationssatz einer simplizialen geschlossenen l-Kette 
der Kugel homolog und damit auch selbst nullhomolog. 

Um eine besser fundierte Definition der BETTIschen Zahlen zu erhalten, 
wird diese nun von TIETZE direkt an das Schema gekntipft (S. 35) : ,,Sei V die 
betrachtete n-dimensionale Mannigfaltigkeit, vonde r  wit der Einfachheit halber 
annehmen wollen, dab sie, wenn tiberhaupt, nur (n--t)-dimensionale, also nur 
eigentliche Randmannigfaltigkeiten besitze, und sei 

a m ~ ,  m m--1 ( i = t , 2 ,  ~ ;  m - - t , 2 ,  n) 
]=1~$i ai • . . ,  • . . ,  

das PoINCaR~sche Relationensystem von V. Bedeutet danny, ,  den Rang der aus 
den Zahlen e~/gebildeten Matrix, so werde die mte BETTIsche Zahl P,~ dutch die 
Gleichung 

(5) P ~ - I  = ~ - ~ - r ~ + ~  (m =1,  2 . . . . .  n - t )  
definiert." 

In einer FuBnote wird erg~inzt, dab die Gleichung (5) ffir P0 und P, ebenfalls 
gtiltig sei, sofern Yo =Y~+I = t gesetzt wird, denn es kann gezeigt werden, daft 
~0--Yx gleich ist der Anzahl der zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeiten, aus 
denen V besteht, und c¢~--y~ gleich der Anzahl der zweiseitigen geschlossenen 
unter ihnen (und nach der friiher gemachten Bemerkung muB man das wohl 
direkt als Definition yon P0 und P~ ansehen), so dab P0 =~o--Yl und P~ =c~,--y~ 
ist. 

Von der so definierten BETTIschen Zahl wird dann an anderer Stelle bewiesen, 
daB sie sich bei Unterteilungen des Schemas nicht ~indert, dab sie also eine topo- 
logische Invariante des Schemas darstellt. 

Die Formel (5) client bei POlXCAR~ im 1. und 2. Compl6ment vorwiegend als 
Mittel zur Berechnung der in der ,,Analysis situs" definierten BETTISchen Zahlen. 
TIETZE legt dann sehr klar die verschiedenen Annahmen dar, welche beniitzt 
werden mtissen, um zu motivieren, dab die durch Formel (5) gegebene Zahl P,~ 
wirklich die frfiher definierte BETTISChe Zahl reprasentiert und diskutiert an- 
schlieflend deren Wahrscheinlichkeit. Er schickt voraus, dab manche Schliisse 
in den POINCAI~schen Beweisen auf dessen analytisch definierte Mannigfaltig- 
keiten zugeschnitten seien, infolgedessen ftir den hier zugrunde gelegten all- 
gemeineren Mannigfaltigkeitsbegriff versagen. 

A n n a h m e  II  besagt (S. 36), ,,dab jede zweiseitige geschlossene m-dimensionale 
Mannigfaltigkeit in V einem aus den m-dimensionalen Zellen des Schema ~, von 
V zusammengesetzten zweiseitigen geschlossenen Gebilde ~, k~ a~ homolog ist." 
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Unter dieser Annahme II betfifft die frtiher berilhrte Existenzfrage etwas 
spezieller Systeme von zweiseitigen geschlossenen m-dimensionalen Zellgebilden 
G(1 ~/ . . . . .  G~'*) des Schemas, so dab zwischen den G! ~) keine Homologie besteht, 
wogegen jedes weitere m-dimensionale, geschlossene zweiseitige Zellgebilde 
allein oder zusammen mit einzelnen oder allen G! ~/ einer Homologie genfigt. 
TIETZE weist im folgenden die Existenz eines solchen Systems nach. Er  sttitzt 
sich dabei auf einen Satz aus der Theorle der linearen Formen, wonach durch eine 
gleichzeitig auf die beiden Variablenreihen a~" und a~ -1 ausgetibte lineare ganz- 
zahlige Transformation mit Determinante t neue Variablenreihen b~ und c: ~-1 

-1 
entstehen, so dab das POINCAR~sche Relationensystem 

~m--1 a~_= y. ~,. a ~ - i  (i = 1 . . . . .  ~ )  
i 

tibergeht in die ,,reduzierte Form" 

h ~ -  ~ m-1 ( i  = I . . . . .  ~,,,,) (6)  -~ = ~ ' i  ci 

Dabei bedeuten co~',..., c°~vm wieder die Elementarteiler der Matrix (e~.) und das 
System der 

(7) . . . .  b?~ bv~+l ' "* 

bildet eine Basis ffir die geschlossenen zweiseitigen m-dimensionalen Gebilde. 
TIETZE drtickt das folgendermaBen aus: ,,Es ist nun sofort ersichtlich, dab ein 
Gebilde 

ccm c~m 

Y hi ~ = Y k, b;" 
i=1 ~=1 

nur dann zweiseitig und geschlossen sein kann, wenn k a = k  2 . . . . .  k?,, = 0  
sind, wenn es also die Form 

am 

Z kib'~ 
i = T m + l  

hat, und dab umgekehrt jedes Gebilde yon dieser Form zweiseitig geschlossen 
ist." Da schon die a~" linear unabhttngig sind, sind es natfirlich aueh die b~'; hin- 
gegen brauchen diese nicht homolog unabh/ingig zu sein. Aus den Homologien 

q-m 

(s) E ~+~ ~ ~ o  (i = 1 . . . . .  ~+~)  
i=1 

oder aus den  unabh~ngigen Homologien 

(9) co~ "+~ C m x 0 ( i  = ] . . . . .  ~ r a + l )  

lassen sich nun solche zwischen den Gebilden des Systems (7) herleiten, uncl zwar 
speziell so, dab 7,~+1 der b~ yon den iibrigen s =0~,,--7~,--7,,+ 1 homolog ab- 
h~ngen. ,,Wird nun die Annahme gemacht (ira folgenden Ms Annahme I I I  be- 
zeichnet), dab zwischen den Gebilden (7) keine anderen Homologien bestehen, 
als solche, die aus den Homologien (8) und somit aus den Homologien (9) rech- 
nerisch gefolgert werden k6nnen, so stellen die s ausgewtihlten Gebilde ein System 
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vonde r  gesuchten Beschaffenheit vor, und die Anzahl der Gebilde des Systems 
ist gleich ~ , , - -~ , - -~ ,+1 ,  wie behauptet wurde." 

Diese Annahme II I  bezeichnet TIETZE ,,in hohem Grad als wahrscheinlich". 
POINCAR]~ hat sie im Fall der 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit ftir die Kanten 
und Fl~chen des Polyeders nachgewiesen, und yon VEBLEN & ALEXANDER wird 
sie sp~ter fiir den allgemeinen Fall best~tigt. 

Unter Verwendung der Annahmen II  und I I I  folgt bis dahin, dab P~, -- t  ~ s ---- 
~ , , - -~ , - -Y~+l  ist. Urn aber auf Gleichheit schlieBen zu kSnnen, bedarf TIETZE 
noch einer Annahme IV (S. 39): ,,Es lassen sich s aus den Zellen von 27 zusammen- 
gesetzte zweiseitige geschlossene m-dirnensionale Gebilde, die untereinander 
durch keine Homologie, mit jedem anderen solchen Gebilde abet durch eine 
Homologie verbunden sind, speziell auch so ausw~hlen, dab jedes einzelne der s Ge- 
bilde einer in V gelegenen zweiseitigen geschlossenen m-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit homolog ist." 

Annahme IV wird dadurch notwendig, weil TIETZE die Homologien zwischen 
,,Gebilden" erkl~rt, wahrend in der yon POINCAI~ tibernommenen Definition 
ftir die BETTIschen Zahlen ein maximales homolog unabh~ngiges System von 
Mannig]altigkeiten ausschlaggebend ist. 

POINCAR~ erklart den Homologiebegriff nur zwischen Mannigfaltigkeiten. 
Seine in den Compl6ments betrachteten Zellkombinationen geniigen zwar nicht 
unbedingt seiner Mannigfaltigkeitsdefinition, sie stehen aber stellvertretend fiir 
die,,vari6t6s", und POINCAR~ nennt sie auch so. Sp~ter iibernehmen die ,,circuits" 
(VEBLEN & ALEXANDER), die Zykeln oder geschlossenen Ketten die Rolle der 
Mannigfaltigkeiten sowohl im Homologiebegriff wie auch in der Definition 
der BETTIschen Zahlen. Die Annahrne IV, yon der TIETZE sagt, dab es als un- 
bewiesen gelten masse, dab sie richtig sei, wird damit tiberfliissig. 

Ausfiihrlich besprochen wird auch Annahme II, die als Bestandteil des 
ALEXANDERschen Invarianzsatzes t91 5 bewiesen wird. TIETZE kann sie lediglich 
auf einfachere Aussagen zurtickftihren, die aber zum Teil direkt unhaltbar er- 
scheinen. 

So stellt TIETZE denn lest, dab die /3bereinstirnmung der urspriinglichen, 
yon POINCAR~ stammenden Definition der BETTIschen Zahlen mit der durch 
Formel (5) gegebenen einstweilen nicht gew~hrleistet sei und dab die erhobenen 
Einw~nde es rechtfertigen, ,,ftir das Folgende an der dutch die Formel (5) ge- 
gebenen Definition der Zahlen P~ festzuhalten." 

Die BETTIsche Zahl P~ ist somit nach TIETZE die maximale Anzahl der homolog 
unabh~ingigen, aus den Zellen von 27 zusammengesetzten, zweiseitig geschlossenen 
m-dimensionalen Gebilde, vermehrt um t, und in diese Definition geht nur noch 
Annahme II I  ein. 

c) Einseitige M~nnig[altigkeiten 
Die ursprtingliche Definition der BETTIschen Zahlen bezog sich auf die in der 

Mannigfaltigkeit V gelegenen zweiseitigen, geschlossenen, homolog unabh~ngigen 
Teilmannigfaltigkeiten. TIETZE versucht nun, seine Theorie so zu erweitern, 
dab auch die einseitigen geschlossenen Mannigfaltigkeiten miterfaBt werden, 
also solche, die keine freien R~nder haben, bei denen aber beim Identifizieren 
rnindestens ein Randpaar gleichsinnig zusammengeftigt worden ist. 
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Wird die 3-dimensionale Vollkugel durch einen Meridiankreis unterteilt, 
auf dem Nord- und Stidpol markiert sind, und werden anschliel3end diametral 
gelegene Pnnkte der Oberflfiche identifiziert, so entsteht der 3-dimensionale 
(zweiseitige) projektive Raum T a. Ftir diese Unterteilung lautet das POINCAR~- 
sche Relationensystem 

a ~ 0  

aZ~2a  1 

a 1 ~ 0 .  

Da keine geschlossenen zweiseitigen 2-dimensionalen Gebilde auftreten, ist 
P2 = l ; hingegen stellt a 2 eine einseitige geschlossene Fl~che dar. 

TIETZE stellt dann die gegentiber frtiher nut  leicht modifizierte Existenz- 
frage (S. 50): ,,Gibt es in jeder n-dimensionalen Mannigfaltigkeit V e i n  System 
von geschlossenen (zwei- oder einseitigen) m-dimensionalen (m < n), dutch keine 
Homologie verbundenen Mannigfaltigkeiten ~b~ ~1, ~b~ '~) . . . . .  ~b~, '~) yon der Art, 
dal3 jede, sei es zweiseitige, sei es einseitige geschlossene m-dimensionale in V 
gelegene Mannigfaltigkeit ~b I'll beztiglich V einer Homologie 

k~)(m)-~ kl~)[m) -~- . . .  -]-kr~m) ,-~,O (k=~=O) 
gentigt ?" 

K6nnte diese Existenzfrage in bej ahendem Sinn beantwortet  werden, so w~ire r 
wieder unabh~ingig vom gew~thlten System, und die Zahl Q~ = r  +1 w~ire eine 
zu Pm analoge topologische Invariante. Der frtiher angeftihrten Grtinde wegen 
w~thlt TIETZE wieder den Umweg tiber das Schema, um zu einer einwandfreien 
Definition der neuen Gr6Ben zu gelangen. 

'~ . '~ m-dimensionale, in der Mannigfaltigkeit V gelegene Raum- Sind u 1 . . . .  u~ 
stticke ohne gemeinsame Innenpunkte und gilt 

i = 1  j 

(wo auch die u} "-1 keine gemeinsamen Innenpunkte haben sollen) und stellt 
die linke Seite der Kongruenz eine einseitige geschlossene Mannigfaltigkeit dar, 
so sind die Koeffizienten h i alle durch 2 teilbar. TIETZE bentitzt dazu die Be- 
zeichnung 

c~ 

(18) ~, u~ ~ 0 [mod 21, 

setzt also den Modul in eckige Klammern, um damit den Unterschied zu den ge- 
w6hnlichen (zahlentheoretischen) Kongruenzen hervorzuheben. Bildet ~, u~ aber 
eine geschlossene zweiseitige Mannigfaltigkeit, so kann der Sinn der u~ so ge- 
w~ihlt werden, dab jedes h i = 0  wird. 

Ein Gebilde ~ h i u~ heil3t nun ,,geschlossen", wenn 

hiu ~ =-- 0 Emod 2] 

gilt, also wenn der Rand mod 2 Null ist; es heiBt ,,zweiseitig geschlossen", wenn 

Zh um-o 
ist, also wenn der Rand iiberhaupt verschwindet. 
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Stellt ~. u~ eine geschlossene zweiseitige Mannigfaltigkeit dar, so gilt das- 
selbe nur noch fiir die entgegengesetzte Mannigfaltigkeit ~, (--Urn); stellt ~, u~ 
eine geschlossene einseitige Mannigfaltigkeit dar, so gilt dasselbe auch ftir alle 
2 ~ Linearkombinationen ~ Oiu~, bi =--~ t,  so dab die Orientierung der u~ hier 
keine Rolle spielt. 

,,Aus diesem Grund mSgen, wenn es sich um die Betrachtung geschlossener, 
evtl. auch einseitiger Gebilde handelt, zwei durch verschiedene Linearformen 
~. hiu~ ~, ~. h'~u'~ dargestellte, also arithmetisch verschiedene Gebilde, wenn sie 
der Kongruenz 

Z h,u? =-- Z h~u'~ (rood 2) 
gentigen, als geometrisch nicht verschieden angesehen werden, wAhrend bei der 
nur anf die zweiseitigen geschlossenen Gebilde beschr~tnkten Betrachtung arith- 
metisch verschiedene Gebilde als vSllig verschieden galten." 

TIETZE kleidet nun seine durch Formel (5) gegebene Definition der BETTI- 
schen Zahlen Pm in Worte und erh~lt dann durch eine kleine Ab~nderung daraus 
die Definition yon Q~ (S. 53) : ,,Man mache die (oben mit I I I  bezeichnete) Annahme, 
dab zwischen den Zellen eines Schema 27 von V keine anderen Homologien be- 
stehen, als die aus dem POINCAR~schen Relationensystem von 27 gewonnenen 
und die aus diesen rechnerisch ableitbaren. Unter dieser Annahme bestimme man 
ein System von Gebilden, das aus der Gesamthe i t / '  aller aus den Zellen von 27 
zusammengesetzten zweiseitigen geschlossenen m-dimensionalen Gebilden so 
ausgew~hlt ist, dab zwischen den Gebilden des Systems keine Homologie, zwischen 
jedem Gebilde aus F und den Gebilden des Systems abet eine Homologie besteht. 
Die yon der speziellen Wahl des Systems unabh~tngige Anzahl der Gebilde eines 
solchen Systems, um i vermehrt, werde Ms die der Mallnigfaltigkeit V zugehSrige 
Zahl P~ bezeichnet. WSrtlich mit dieser Definition yon P~ tibereinstimmend, 
nur unter Wegiassung des Wortes ,zweiseitig', werde nun die der Mannigfaltig- 
keit V zugeh6rige Zahl 0~ definiert. Es ergibt sich sofort das Bestehen der Un- 
gleichung Q,~ >= P~." 

Um die Existenz eines solehen Systems nachzuweisen, greift TIETZE wieder 
auf das POINCAR~sche Relationensystem in seiner reduzierten Form zuriick: 

(6) b? --  co m c?-  ~ (i = t . . . . .  7,~) 

b?==-o (i =r,~ + l . . . . .  ~ ) .  

Von den Elementarteilern a~  der Matrix (e~) werden diejenigen, welche > t sind, 
bei POINCAR]~ ,,coefficients de torsion" genannt; bei TIETZE heiBen sie noch 
etwas genaner ,,Torsionszahlen (m- - t )  ter Ordnung." 

Damit der Rand eines m-dimensionalen Gebildes ~ k~b~ mod 2 verschwindet, 

miissen alle Zahlen kioJ ~. (i = t . . . . .  r~) durch 2 teilbar sein. Sind also fl~ der 
Elementarteiler, z.B. a~ m ~o ~ gerade, die tibrigen aber ungerade, so 

~m 
mtissen demnach k 1 . . . . .  k w _ ~  durch 2 teilbar sein. Damit also ~, k~ b~ ge- 
schlossen ist, ist notwendig und hinreichend, dab gilt ~=1 

a m  ~Xra 

~, k~ b~ ---- ~ k i b~ (mod 2). 
i=l i=~m--flm+l 
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Die letzten c t , - - y ,  der Gebilde 

(21) b~_~+l ,  b ~ b '~ ym--~m+2'  " " " , o~n 

sind mit den frtiher gefundenen, zweiseitigen, identisch; dazu treten nun noch die 
$,~ einseitig geschlossenen. Weiter sind die Homologien zu bestimmen, die zwischen 
den Gebilden (21) bestehen, und zwar mit Bezug auf Annahme I I I  diejenigen, 
welche aus dem PolNCAl~schen Relationensystem gewonnen werden. In diesem 
Schritt geschieht etwas merkwiirdig Ungereimtes, und in der Folge zeigt es sich, 
dab die Q,~ nicht den BETTIschen Zahlen rood 2 gleichzusetzen sind, wie man es 
eigentlich erwartet. TIETZE argumentiert so (S. 55): ,,Diese Homologien lassen 
sich, wie bereits im §6 bemerkt, als Homologien zwischen den zweiseitigen 
geschlossenen Gebilden b '~ " ~m+l . . . .  , b,~ darstellen, und zwar erh/ilt man Ym+l 
unabMngige Homologien, aus denen sich alle tibrigen rechnerisch ableiten 
lassen. Es ergibt sich hieraus, analog wie im § 6 bei der entsprechenden ftir zwei- 
seitige geschlossene Gebilde angestellten Betrachtung, dab man ein System von 
~=C~--ym+/5,~--y~+l durch keine Homologie verbundenen, aus den Zellen 
des Schema zusammengesetzten, geschlossenen m-dimensionalen Gebilden auf- 
stellen kann, derart, dab jedes andere solche Gebilde zusammen mit diesen t Ge- 
bilden einer Homologie gentigt. In dem Nachweis der Existenz eines solchen 
Systems ist die erforderliche Erg/inzung zur Definition von Q, geleistet und 
gleichzeitig die Formel 

Q m  = t  + 1  = O r  m - - Y m  - - Y m + l  -}-/~m + t  =P~ + / ~  

gefunden . . . .  Die Di//erenz Q,~-P,~ ist gleich der Anzahl der geradelz Torsions- 
koe//izienten (m --t)t~ Ordnung." 

Fassen wir zusammen. Indem die Randgebilde rood 2 reduziert werden, 
erh/ilt man mehr geschlossene Gebilde. DaB zwischen den neu hinzugekommenen 
einseitigen geschlossenen Gebilden keine zus/itzlichen Homologien bestehen, 
folgt aus dem friiher erw~ihnten Satz, dab nullhomologe Gebilde immer ----0, 
also zweiseitig geschlossen sind. TIETZE bezieht nun wie vorher Y~+I m-dimensionale 
Homologien aus den nicht rood 2 reduzierten Kongruenzen 

b~ +~ ~ ~o~ . '+~c7 (i = t . . . . .  ~,,~), 
und erh~ilt somit 

Def. 

homolog unabh/ingige, im Sinn von TIETZE geschlossene, m-dimensionale Gebilde. 
(Also solche, deren Rand rood 2 verschwindet.) 

Zweierlei f/illt dabei auf. Fiir die /~, einseitigen geschlossenen Gebilde 
bv~_a~+l . . . . .  b~, bestehen die Kongruenzen 

b ' ~ - - ~ c  ~-1 mit a~m~-0 rood2. i ~ (Di - i  

Diese liefern die (m--l)-dimensionalen Homologien c0mcm--l~-~0; C0~C3 -1 be- 
grenzt also ein einseitiges Gebilde. Z.B. gilt fiir die einseitige, rood 2 geschlossene 
Fl~iche a 2 im friiher betrachteten 3-dimensionalen projektiven Raum a ~-=2al; 
das t-dimensionale Gebilde 2a 1 begrenzt somit die einseitige projektive Ebene. 
Dies zeigt, dab TIETZE sich nicht an die ursprtinglich gestellte Forderung Nilt, 



160 M. BOLLINGER : 

wonach die im Zusammenhang mit dem Homologiebegriff auftretenden be- 
grenzten Gebilde immer zweiseitig sein mfissen. 

Ferner betont TIETZE, dab mit der Einbeziehung der einseitigen Gebilde 
Linearformen, die rood 2 kongruent sind, als geometrisch nicht verschieden 
anzusehen seien. Wird das konsequent durchgeftihrt, so mtissen die/5~+2[ Gebilde 
a~  +2[ c~ mit geradem co~ +1 dem 0-Gebilde gleichgesetzt werden, und diese liefern 
infolgedessen nur triviale Homologien. Dann bestehen aber zwischen den Ge- 
bilden (2t) nur noch Y~+I --fl~+l rood 2 unabh~ngige Homologien, also existieren 

E ~  - (~'~ - ~ ) l  - (~'~,1 - ~ ,2[)  = ~  - y ~  - r ~ , l  + ~  + ~ , 1  

rood 2 homolog unabh~tngige Gebilde, deren Rand rood 2 verschwindet. 

Man kommt auf diese Weise auf die m-te RIEI~AN~sche Zusammenhangszahl 
(oder BETTIsche Zahl rood 2), die sich also von den Q,~ durch das additive Glied 
fl~+l unterscheidet. 

d) Die Fundamentalgruplbe 

Bereits POINCAR~ hatte  erkannt, dab die Fundamentalgruppe es erlaubt, 
solche Mannigfaltigkeiten welter zu unterscheiden, die in den BETTIschen Zahlen 
und in den Torsionskoeffizienten tibereinstimmen. Die auftretenden Gruppen 
waren dabei durch ein System von (endiich vielen) Erzeugenden und den zwischen 
ihnen bestehenden Relationen bestimmt. 

TIETZE stellt dazu fest, dal3 zwei durch verschiedene Systeme von Erzeugenden 
und Relationen vorgegebene Gruppen sehr wohl isomorph sein k6nnen, dab 
aber bis dahin ein Kriterium fehle, das allgemein gestatte, zu entscheiden, warm 
das der Fall sei. Aus der Theorie der Mannigfaltigkeiten leitet TIETZE nun zwei 
Gruppeninvarianten her, deren Gleichheit ftir den Isomorphismus notwendig, 
jedoch nicht hinreichend ist. 

Die Gruppe sei also durch die n erzeugenden Operationen si . . . . .  s~ und die 
definierenden Relationen 

(23) F i (s 1, s~) = s~; i s~;2 s ~;- s ~;i s ~;i = t (i = t,  m) 
" ' ' J  " ' "  ~ 2[ 2 . . . . . .  J 

vorgegeben. Mit Erweiterung bzw. Reduktion erster Art ist das Hinzunehmen 
bzw. Weglassen von Folgerelationen gemeint. Bei einer Erweiterung zweiter 
Art wird eine neue Erzeugende tund  eine zus~ttzliche Relation (/(s2[ . . . .  , s~))-2[ t = 1 
aufgenommen. Bei einer Reduktion zweiter Art kann eine Erzeugende t, welche 
nur in einer einzigen Relation der Form (/(s 1 . . . . .  s,)) -2[ t ---- t auftritt ,  zusammen 
mit dieser Relation eliminiert werden. Dutch wiederholte Anwendung solcher 
Operationen gelangt TIETZE ZU folgendem SchluB (S. 61): ,,Die Eigenschaft 
zweier definierender Relationensysteme, dieselbe Gruppe zu bestimmen, ist 
daher gleichbedeutend mit der MSglichkeit, durch eine Reihe yon Erweiterungen 
und Reduktionen der ersten und zweiten Art yon dem einen Relationensystem 
ausgehend, zu dem anderen zu gelangen." 

Dann werden die aus den Relationen (23) stammenden GrSBen 

; t , - - < , . + < ~ + . . .  ( i - - t  . . . . .  m; i - - t  . . . . .  n) 
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zu einer Matrix (~ii) zusammengefal3t. Der Nachweis, dab ftir zwei verschiedene, 
die gleiche Gruppe darstellende Relationensysteme die aus der Matrix (Zi~) ge- 
bildeten Elementarteiler > 1 gleich ausfallen, kennzeichnet diese als Gruppen- 
invarianten; sie werden die ,,PoINCAR~schen Zahlen" genannt. 

Als weitere Invariante erweist sich die Zahl ~ = n - - r ,  wo r den Rang der 
Matrix (~]) bedeutet, r ist aber auch gleich der Anzahl der Relationen, die un- 
abh~ingig bleiben, wenn die Gruppe abelsch gemacht wird, indem man sie nach 
ihrer Kommutatoruntergruppe faktorisiert. (Unter der supponierten Vertausch- 
barkeit sind die definierenden Relationen von der Form F~ =s~ls~ ~ ~a~ Ist 
die i-te Zeile A i der Matrix (~]), der die Relation F i entspricht, eine Linearkombi- 
nation der iibrigen, z.B. A i =~1A1 +~2A2, so gilt auch 

o 1 o 2 

so dab F~ eine Folgerelation ist.) 

Die Definition der Fundamentalgruppe wird yon TInTZE an das Schema 
gekntipft, und der Weg zu ihrer Bestimmung ist einem Verfahren von POINCAR~ 
nachgebildet. TIETZE findet folgendes Resultat: Die BETTIsche Zahl P~ ist gleieh 
der um I vermehrten Zahl ~ der Fundamentalgruppe, und die POINCAR~schen 
Zahlen sind nichts anderes als die l-dimensionalen Torsionskoeffizienten. 

Fiir die geschlossenen, zweiseitigen 3-dimensionalen Mannig/altigkeiten /olgt 
wegen P1----1)2, daft sich siimtliche bis dahin bekannten topologischen Invarianten 
aus der Fundamentalgruppe herleiten lassen. 

TIETZE ftigt bei: ,,Eine Einschr/inkung ist bei dieser Aussage allerdings zu 
machen. W/ihrend sich n~mlich die Gleichheit yon zwei Zahlenreihen stets 
feststellen l~Bt, ist die Frage, ob zwei Gruppen isomorph seien, nicht allgemein 
16sbar." 

Die Vermutung, dab abet auch der Fundamentalgruppe nicht s~imtliche 
Angaben zu entnehmen sind, die eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit vollsffindig 
charakterisieren, stellt TIETZE an einem Beispiel zur Diskussion. Er  konstruiert 
eine ganze Folge von -- in gewisser Hinsicht besonders einfachen --  zweiseitigen, 
geschlossenen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, die sp~tter oft ,,Linsenr~ume" 
genannt werden. 

Eine Kugeloberfl~che sei durch den in l gleiche Teile unterteilten Aquator 
in zwei Polygone zerlegt. Ist ein Punkt  der oberen Kalotte durch die Winkel 
~v, v ~ > 0 (geographische L~nge und Breite) fixiert, so soll ihm der Punkt  9', 
v ~' der unteren Kalotte zugeordnet werden, ftir den 

2zt~ 
~ ' = ~ v +  l ' 0 ' = - - v q  

gilt, wobei ~ und 1/este ganze Zahlen sein sollen, mit 0G~t_<l - - t .  Es werden 

also nach einer Verdrehung der unteren Kalotte um den Winkel ~ -  die beziig- 

lich der Aquatorebene spiegelbildlich gelegenen Punkte der Kugeloberfl~iche 
identifiziert. Es zeigt sich, dab man sich dabei auf Werte yon ~ und I beschr~tnken 

I 
kann, die zueinander relativ prim sind und ftir die ~ G ~ gilt, denn die andern 
F~tlle liefern nichts Neues. 
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Ftir die so konstruierte Mannigfaltigkeit ist ~3----~2 =~1 = %  ~ t ,  und das 
POINCAR~sche Relationensystem lautet 

a 8 ~ 0  

a 2 ~ -  I a 1 

a 1 ~ -  0 ,  

woraus P1 =P~----t folgt. Ftir l > t existiert ein Torsionskoeffizient. Die Funda- 
mentalgruppe ist zyklisch und hat die Ordnung l. 

Zwei Mannigfaltigkeiten (l, it) mit gleichem 1 stimmen in der Fundamental- 
gruppe und in allen his dahin bekannten Invarianten tiberein; es stellt sich die 
Frage, ob sie hom6omorph seien. 

(1,0) liefert die 3-Sph~ire, (2,t) den 3-dimensionalen projektiven Raum. 
Da das Maximum der m6glichen verschiedenen, zu einem festen l geh6renden 
Mannigfaltigkeiten gegeben ist durch die Zahl 1~ (l) (wo 9 die EOLERsche Funktion 
bedeutet), so ist l = 5 der kleinstm6gliche Wert, ftir den die HomSomorphie yon 
(5,t) und (5,2) nicht mehr gesichert ist. Aus einigen (3berlegungen heraus er- 
scheint das TIETZE auch eher zweifelhaft. Er  vermutet  deshalb, dab schon die 
3-dimensionaten Mannigfaltigkeiten solche Eigenschaften besitzen k6nnen, die 
sich in der Fundamentalgruppe nicht widerspiegeln. Diese Vermutung wird 19t9 
durch ALEXANDER best~tigt. 

§ 8. D i e  B e t t i s c h e n  Z a h l e n  r o o d  2 b e i  V e b l e n  & A l e x a n d e r  

In der t913 erschienenen gemeinsarnen Arbeit ,,Manifolds of n dimensions" 
rnachen VEBLEIq & ALEXANDER in knappester Form mit den Hauptresultaten 
aus POISICAR~s ersten beiden Compl6ments bekannt. 

Die Theorie wird straff und systematisch aufgebaut. Ausgangspunkt ist 
das n=dimensionale Siml~lex, definiert als jenes Teilgebiet in dem durch n +1 
linear unabh~ingige, (n--t)-dimensionale lineare R/iume unterteilten n-dimen- 
sionalen Zahlenraum, das ganz im Endlichen liegt. Ist IPI eine beliebige Menge 
yon Objekten, , ,Punkte" genannt, so heiBt jede Teilmenge yon [P~, die ein ein- 
eindeutiges Bild des Innern des n-Simplexes ist, eine n-Zelle E~; die Bildpunkte 
des Randes des n-Simplexes bilden den Rand der n-Zelle und geh6ren dieser 
nicht an. 

Die Punkte des definierenden n-Simplexes und seines Randes sind mit einer 
nicht n~iher erl~tuterten ,,order relation" versehen, die dann verm6ge der einein- 
deutigen Abbildung auch zwischen den Punkten im Innern und auf dem Rand 
der Zelle E~ erkl~rt ist und alsdann die Einfiihrung des Stetigkeitsbegfiffs er- 
m6glichen soll: ,,Moreover, when we say that  a cell a is on the boundary of 
another cell b, we always mean to imply that  the correspondence between the 
points of a and those of the simplex defining a is continuous with respect to the 
order relations among the points of b and its boundary." Man hat die ,,order 
relation" wohl als Abstandsbegriff aufzufassen, um so mehr, als ALEXAlqDER in 
seinern wenig sp~iter erschienenen Invarianzbeweis ftir die BETTIschen Zahlen 
davon Gebrauch macht. Das die Zelle a definierende Simplex 8 wird somit 
auf eine Punktmenge abgebildet, die in ihrer Eigenschaft als Randzelle yon b 
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bereits eine ,,order relation" erhalten hat, so dab es nun einen Sinn hat, yon der 
Abbildung ~---~ a nicht nur Eineindeutigkeit, sondern auch Stetigkeit zu fordern. 

Ist C~ eine Menge yon i-dimensionalen Zellen x~ (i = 0, t . . . . .  n, j = t . . . . .  ~i), 
wobei ~i die Anzahl der i-dimensionalen Zellen bedeutet, so heiBt C n ein Komplex, 
wenn das Zellgeftige folgende Axiome erfiillt: 

,(1) The boundary of every/-cell  (i > 0) is made up entirely of cells x~ of dimen- 
sionalities less than i. 

(2) Every/-cel l  (i < n) is on the boundary of some (i +1)-cell x~+l. '' 

VEBLEN • ALEXANDER sehen nun vorerst von einer Orientierung der ein- 
zelnen Zellen ab. Der nichtorientierte Komplex heiBt geschlossen (,,closed"), 
wenn jede (n--l)-dimensionale Zelle auf einer geraden Anzahl von n-Zellen liegt; 
andernfalls heil3t er o[[en oder berandet (,,open or bounded");  die Berandung 
besteht dann aus allen (n--t)-dimensionalen Zellen (mit deren Berandung), 
die auf einer ungeraden Anzahl n-Zellen liegen. Enth~lt  ein n-dimensionaler 
geschlossener Komplex keinen n-dimensionalen geschlossenen Teilkomplex, so 
wird er als ,,n-circuit" bezeichuet. 

Weitere Bedingungei1 treten hinzu, wenn der Komplex eine Mannigfaltigkeit 
darstellen soll: ,,The total i ty of points in the various cells of a complex Cn con- 
stitutes an ordered set [P~. This set will be called a mani[old M~ if and only if it 
has the following three properties. 

t. That  every point P is interior to some n-cell of [P~. (This condition is 
obviously satisfied by all the points interior to the n-cells of C~, but  would not 
in general be satisfied by the points on their boundaries.) 

2. That  if two n-cells E~ and E~ of [P~ have a point in common, there exists 
an n-cell contained within each of the cells E~ and E~. 

3. That  if P and P' be any two points of C~, there always exists a chain of 
overlapping n-cells connecting an n-cell about P to an n-cell about P'." 

Bedingung 1) sagt aus, dab die Mannigfaltigkeit im Kleinen euklidisch ist, 
denn jeder Punkt  liegt in einer n-Zelle, die --  mit ihrer Berandung -- als hom6o- 
morphes Bild einer Vollkugel aufgefaBt werden kann. (Die Punktmenge IP~ muB 
dazu das Hausdorffsche Trennungsaxiom erffillen.) Der Komplex ist ferner ge- 
schlossen, denn jede (n--t)-Zelle geh6rt nach 1) mindestens zwei n-Zellen an, 
und zusammen mit 2) folgt dann, dab sie genau zwei n-Zellen des Komplexes 
angeh6rt. Damit ist also die Unverzweigtheit des Komplexes gefordert, w~hrend 
die Aussage 3) oft als Verbindbarkeitsbedingung bezeichnet wird. 

Eine ,,regular subdivision" eines Komplexes ist eine Unterteilung nach 
dem Muster yon POINCAR~. Jede Kante  wird dutch einen Zwischenpunkt in zwei 
,,eindimensionale Pyramiden" zerlegt; anschlieBend wird in jeder 2-Zelle ein 
neuer Eckpunkt  bestimmt, der dann mit allen Eckpunkten der Peripherie, und 
zwar auch mi t  den eben erst neu eingeffihrten, verbunden wird, wodurch eine 
Unterteilung in Dreiecke oder ,,zweidimensionale Pyramiden" entsteht. So fort- 
fahrend gelangt man zum SchluB zu einem Komplex C~, der aus n-dimensionalen 
Tetraedern aufgebaut ist, die sich sogar so auf die definierenden Simplexe ab- 
bilden lassen, dab Eckpunkte, Kanten usw. der Zelle dabei in Eckpunkte, Kanten 
usw. des Simplexes tibergehen. 
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Z~thlt der unterteilte Komplex C. p Eckpunkte x ° . . . . .  x~ und ist S ein Simplex 
mit den p Eckpunkten V~ . . . . .  Vp und gilt die eineindeutige Zuordnung x°* -, Vj, 
so entspricht auch jeder i-Zelle yon C~ das durch die entsprechenden Eckpunkte 
bestimmte/-Simplex yon S und verschiedenen Zellen von C~ werden verschiedene 
Simplexe von S zugeordnet. Dieser Sachverhalt wird in einem Theorem formuliert 
(S. t 77) : , ,Every complex may be subdivided into a complex C~ which is equivalent 
to a complex D~ the elements of which are a subset of the elements upon the 
boundary of a simplex of p --1 dimensions." 

Dieser spezielle Komplex C, kann nun durch eine einzige Matrix  charakterisiert 
werden. Die Zeilen bzw. Spalten stehen dabei in eineindeutiger Beziehung zu 
den Eckpunkten bzw. zu den n-Zellen yon C~ und das Matrixelement eij  ist t 
oder 0, je nachdem, ob der i-re Eckpunkt zur Zelle x." gehSrt oder nicht, k + t  be- 
liebig ausgew~ihlte Eekpunkte yon C~ definieren also genau dann eine k-Zelle, 
wenn die Matrix eine Spalte aufweist, die in den betreffenden Zeilen eine I ent- 
h~lt. 

Um zu den neuen GrSl3en R~ zu gelangen, werden aber wieder nach dem Vor- 
bild yon POINCAR~ s~mtliche Matrizen Xi_l ,  ~ (i = t ,  2 . . . . .  n) aufgestellt; sic 
geben Auskunft tiber die Berandungsrelationen zwischen den (i--1)- und den 
i-dimensionalen Zellen. Da vorerst die Orientierung auBer acht gelassen wird, 
nehmen alle Elemente ~}~ der Matrix Xi_l ,  i die Werte 0 oder I an. Zu den 
POINCAR~schen Matrizen des 2. Compl6ment besteht die Beziehung ~]}k =1 e~Jl" 

Ist 
04 

~j~ xk = 0 (i = t . . . . .  ~i-~) 

ein homogenes lineares Gleichungssystem rood 2 mit der Matrix X~_l,i, in dem 
die i-dimensionalen Zellen x~ als Variable auftreten, die nur die Werte 0 oder 1 
annehmen k6nnen, so stellen genau die /-circuits dessen s~imtliche L6sungen 
dar. Ist ai_~, i die Anzahl der unabMngigen L6sungen, ~-~ , i  der Rang der Matrix 
Xi_~, ~, so gilt 

a i - - 1 ,  i = 0C$ - -  ~ i - - 1 ,  $ '  

Diese Zahl wird noeh auf eine zweite Art berechnet. Jede Spalte der Matrix 
Xi,~+ ~ liefert eine L6sung des Gleiehungssystems (Xi_~,i), denn sic markiert 
jene i-Zellen mit einer t ,  deren Gesamtheit die Berandung der betreffenden 
(i +t)-Zelle bildet. Von diesen Kolonnen sind 0i, ~+1 linear unabh~ngig. Die dutch 
sic dargestellten i-dimensionalen Zellgebilde ergeben eine Basis ftir die be- 
randenden i-circuits; hingegen braucht nicht jeder circuit berandend zu sein. 

, ,Let (Ri--I)  be the number of/-circuits which must be added to the bounding 
/-circuits before we can obtain a complete set of linearly independent solutions." 
R~--I bezeichnet also die Maximalzahl der mod 2 homolog unabh/tngigen i- 
circuits. Es gilt 

ai-~, i = q~,i+~ + (Ri --1). 

Wird ai_l, ~ aus diesen beiden Gleichungen eliminiert, so erh/ilt man 

c~i -- qi-l,i  = qi,~+l + (Ri-- l) .  

Aus einfachen 13berlegnngen heraus folgt e0- - t  = ~0,~ und % -  ~,_1,~ = 1. Damit 
haben VEBLEN & ALEXANDER eine Folge von Gleichungen gewonnen, die -- in 
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geeigneter Weise addiert -- auf folgende Formel ft~hren : 

= t  + 
~ = 0  i = 1  

Wird die Orientierung der Zellen mitberficksichtigt, so fiihrt der gleiche Weg 
auf ein nicht rood 2 reduziertes Gleichungssystem 

Ct{ 

(A,_I,,) ~, e~kx~=O (i----t . . . . .  c~,_1), e~k----0, 1 oder - - t  
k=l 

und Pi--I  ist die Anzahl der orientierten/-circuits, die zu der maximalen Anzahl 
unabh~tngiger, berandender circuits addiert werden mul3, um zu einem voll- 
st~ndigen System linear unabh~ngiger L6sungen ftir das Gleichungssystem 
(A ~_~, i) zu gelangen. 

In analoger Weise wird dann die EULER-POINCARt~sche Formel hergeleitet. 
Sie lautet ftir die zweiseitige Mannigfaltigkeit 

= t  + ( - t ) "  1)' t) 
*;=0 i = 1  

und ftir die einseitige Mannigfaltigkeit 
n - - 1  

( - 1 ) % - - t +  ( -1) ' (P , - t ) .  
i = o  i = 1  

VEBLEN &ALEXANDER decken dann noch den Zusammenhang auf, der 
zwischen den Zahlen R und P besteht. 

Sind Ai, i+ 1 (i ~--0, t . . . . .  n - -1)  die Matrizen, so wie sie aus dem orientierten 
Komplex gezogen werden und ist v~,~+l ihr Rang, sind ferner Ai, i+l die auf 
Diagonalform gebrachten Matrizen und werden diese nun nachtr~glich rood 2 
reduziert, so werden dabei die Werte der Torsionskoeffizienten dutch 0 oder t 
ersetzt, je nachdem, ob sie gerade oder ungerade sind. Der Rang der rood 2 redu- 
zierten Matrix A i, i+l ist dann gleich dem Rang der Matrix Xi, i+~, also gleich 

Qi, i + l "  

Ist t~, ~÷~ die Anzahl der geraden Torsionskoeffizienten von A i, i+1, so gilt nun 

iiberdies ist 
~i, i + 1  - -  ~ i , / + 1  = ~i, i + 1  ; 

t0 ,1 = 0  

(~ fiir zweiseitige 1 
t~-l'~ : ftir einseitige ] Mannigfaltigkeiten. 

Aus den Gleichungen 

g i  - -  e l - - l ,  i = ~ i ,  i + l  + (Ri - {  ) 

~i  - v i -1 ,  i = v~, i+1 + ( P ~ -  1) 

folgern VEBLEN • ALEXANDER dann die Abh~tngigkeit der neuen Gr613en R i 
yon bereits bekannten Invarianten: 

t2 Arch. Hist.  Exact  Sci., Vol. 9 

Ri = ~  + ti-1, ~ + ti, i+1. 
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Die Invafianz der R i i s t  so auf die Invarianz der BETTIschen Zahlen und der 
Torsionskoeffizienten zurtickgeffihrt; ffir die diesbeziiglichen Beweise wird auf 
POINCAR~ verwiesen. 

Fiir die zweiseitige Mannigfaltigkeit folgt aus den Dualit~itsgesetzen sofort 

R i = R~_i. 

VEBLEN &ALEXANDER beweisen aber darfiber hinaus, dab diese letzte 
Formel auch ffir einseitige Mannigfaltigkeiten gfiltig ist. Dazu ben6tigen sie den 
Begriff des dualen Komplexes, dessen Existenz sie - -  einmal mehr POINCAR~ 
zitierend - -  direkt fiir einen regular unterteilten n-dimensionalen Komplex C, 
zeigen, der den Mannigfaltigkeitsbedingungen genfigt. Is t  C'~ dieser duale Komplex 
und sind Xo,1 . . . . .  X~_I, ~ seine Inzidenzmatrizen, so hat  X'~_i_l,~_ i denselben 
Rang wie Xi, i+ 1; demnach ist 

' ' ' R '  R~ = ~i - -  ~i-1, ~ - -  ~i, i+1 ---- ~ - i  - -  ~ - i , ~ - i + l  - -  ~ - i - l , ~ - i  = ~-i .  

Die Invarianz der Zusammenhangszahlen R i verwendend, folgern sie daraus 
sofort 

R i =  R~_i. 

Wir finden zum Schlul3 noch die Begrtindung, weshalb es nicht m6glich ist, 
auf diesem Weg auch ein Dualit~tsgesetz fiir die BETTIschen Zahlen und die 
Torsionskoeffizienten von einseitigen Mannigfaltigkeiten nachzuweisen: ,,Similar 
theorems do not hold for one-sided manifolds; for although a dual complex C~ 
m a y  always be found, as was shown above, we cannot in the one-sided case so 
assign the senses to the cells of C~ and C'~ tha t  corresponding cells are similary 
sensed." 

§ 9. Der Alexandersche Invarianzbeweis ffir die Bettischen Zahlen 

Nachdem VEBLEN • ALEXANDER gezeigt haben, wie die Zahlen Pi bzw. R i 
aus dem Komplex zu bestimmen sind, bleibt noch die Frage zu kl~ren, ob es 
sich dabei tiberhaupt um Invarianten der Mannigfaltigkeit handle. Wir haben 
gesehen, dab POINCAR~ diesen Punkt  auch nicht befriedigend erledigt hat ;  
aul3erdem arbeitet er immer unter der Annahme, dab die Mannigfaltigkeit, 
alle Zellen des Polyeders und alle Zykeln der Mannigfaltigkeit aus endlich vielen 
analytischen Stiicken aufgebaut sind. ALEXANDER bemerkt  dazu: ,,But such an 
assumption opens the way to a theoretical objection in tha t  the numbers (P) 
and (R) when calculated from the analytic cycles alone might conceivably fail 
to be topological invariants." Um diesen Einwand zu beseitigen, beschr~nkt 
er sich im folgenden nicht auf die Betrachtung solcher ,,analytischer Zykeln", 
sondern bezieht auch ,,cycles possessing singularities of however complicated 
a nature"  mit  ein. 

ALEXANDER ftihrt den  Beweis nur fiir eine geschlossene 3-dimensionale 
Mannigfaltigkeit durch, die ftir das Folgende durch einen speziellen, aus endlich 
vieleu Tetraedern bestehenden Komplex ersetzt wird. Da die Mannigfaltigkeit 
singularit~tenfrei vorausgesetzt wird, schlieSen die Tetraeder in jedem Eckpunkt  



Entwicklung des Homologiebegriffs t 67 

so aneinander, dab sie ein einfach zusammenh~ngendes Teilsttick der Mannig- 
faltigkeit ergeben. ALEXANDER versteht darunter einfach ,,one which can be 
mapped upon the interior of a tetrahedron". Durch weitere Unterteilung l~Bt sich 
sogar die Forderung erftillen, dab jedes Tetraeder zusammen mit seinen unmittel- 
bar angrenzenden Tetraedern in einem einfach zusammenh~tngenden Teilsttick 
der Mannigfaltigkeit liegt. Diese spezielle Unterteilung wird als Komplex H be- 
zeichnet. Seine 3-Zellen bestehen nach Definition aus dem Innern dieser Tetra- 
eder. Der Ubergang von einem gew5hnlichen Polyeder ~ zu einem Komplex/7  
wird durch eine ,,regular subdivision" vermittelt. 

Ein t- oder 2-dimensionaler Zykel c ist definiert als eine Teilmenge der Mannig- 
faltigkeit, die als eindeutiges stetiges Bild eines geschlossenen 1- bzw. 2-dimen- 
sionalen Komplexes ~ aufgefaBt werden kann. Verschiedene Punkte des Kom- 
plexes ~ diirfen dabei ansdrticklich auf denselben Punkt von c abgebildet werden. 
So entstehen Zykeln, die auch Singularit~tten enthalten kSnnen; daher der Name 
,,singul~re Zykeln". Die Zellen des Zykels sind dabei die Bilder der Zellen des 
Komplexes ~. Ist nun die durch die Mannigfaltigkeit vorgegebene Punktmenge 
mit einer Metrik versehen, so kSnnen die Zellen des Komplexes ~ so fein unter- 
teilt werden, dab der Abstand fiir je zwei Punkte einer Zelle des Zykels c eine 
Gr6Be e nicht iibersteigt, denn die oben definierte Abbildung ist auf dem Komplex 

gleichm~tBig stetig. 
Die Berandung eines offenen (i +l)~dimensionalen Komplexes besteht aus 

einem oder mehreren i-dimensionalen geschlossenen Komplexen ~1 . . . . .  2 i, die 
bei der Abbildung in Zykeln c I . . . . .  c~ der Mannigfaltigkeit iibergehen; letztere 
k6nnen teilweise oder auch ganz zusammenfallen. Der Zykel q heiBt nun ab- 
h~tngig von den Zykeln c 2 . . . . .  % wenn er im niehtorientierten Fall in ungerader 
Anzahl, im orientierten Fall aber einfach mit einem Koeffizienten 4 0  in der 
Berandungsmenge auftritt. Eine Menge von Zykeln heil3t unabh~tngig, wenn 
keiner ihrer Zykeln von den iibrigen abh~ngt. RI- - t ,  R2--t bzw. PI--t ,  P2--1 
sind die grSBtm6glichen Anzahlen von unabh~tngigen t- bzw. 2-Zykeln der 
Mannigfaltigkeit; R~--I und P/~--I (i-~1, 2) sind die entsprechenden Zahlen 
ftir die aus Zellen des Polyeders x gebildeten Zykeln. Das Haupttheorem lautet 
dann: 

R~ = R~, ~ = ~ (i = t,  2). 

Dem Beweis wird noch ein Lemma vorangestellt, das die Aussage enth~lt, 
dab in einem einfach zusammenMngenden Teilgebiet keine nichtbegrenzenden 
Zykeln existieren. 

Der Beweis zum Theorem gliedert sich in zwei Abschnitte: 

a) Ist die Mannigfaltigkeit in ein spezielles Polyeder vom Typ H unterteilt, 
so ist jeder Zykel der Mannigfaltigkeit abh~ingig yon einem oder mehreren aus 
Zellen des Polyeders H gebildeten Zykeln. 

b) Jedes Polyeder kann durch Unterteilung in einen Komplex vom Typ H 
tibergefiihrt werden. Zu zeigen ist, dab sich dabei die Maximalzahl der unab- 
h~tngigen Zykeln nicht iindert. 

ad a). Ist der Zykel c in hinreichend kleine Zellen unterteilt, so kann die 
Annahme gemacht werden, dab die Punkte im Innern und auf dem Rand einer 

12" 
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Zelle, wenn sie je mit dem n~chsten, oder -- falls mehrere vorhanden -- mit 
einem der nAchsten Eckpunkte des Komplexes /7  verbunden werden, alle an 
denselben oder abet an benachbarte Eckpunkte von /7  angeschlossen werden. 
Ist der Zykel c eindimensional und sind A 1, A 2 die Endpunkte einer t-Zelle, 
B1, B~ die betreffenden Eckpunkte des Komplexes, so fallen diese letzteren 
entweder zusammen oder sie begrenzen eine Polyederkante B 1 B 2. Nach der Vor- 
aussetzung fiber dell K o m p l e x H  liegt der geschlossene Linienzug (,,circuit") 
AIA2B2BIA ~ in einem einfach zusammenh~ngenden Tell der Mannigfaltigkeit 
und nach dem Lemma bildet er die Begrenzung des Brides eines offenen Kom- 
plexes. Wiederholt man das ffir jede Zelle des Zykels c, so berandet dieser ent- 
weder allein (wenn alle Eckpunkte B i zusammenfallen) oder zusammen mit einem 
oder mehreren Zykeln des Polyeders /7  einen offenen singul~ren Komplex. Der 
Zykel c h~ngt also nach Definition yon den Zykeln des Polyeders /7  ab. 

Ist abet c ein 2-Zykel, so werden die Eckpunkte A 1, A 2, A 3 einer 2-Zelle 
mit den Eckpunkten B 1, B 2, B 3 y o n / / v e r b u n d e n ,  von denen je zwei entweder 
zusammenfallen oder eine Polyederkante beranden. Die geschlossenen Linien- 
zfige A1A2B, BIA 1, A~A3B3B2A2 und A~A1BIB~A 8 begrenzen drei Fl~chen- 
stficke, welche zusammen mit den Zellen A 1 A 2 A 8 und B 1 B 2 B 3 einen geschlossenen 
Komplex bilden. Nach den Voraussetzungen fiber das Polyeder /7  liegt er ebenfalls 
in einem einfach zusammenh~ingenden Teil der Mannigfaltigkeit und nach dem 
Lemma berandet er deshalb das Bild r eines offenen 3-dimensionalen Komplexes. 
Diese Bilder r setzen sich wieder zu einem singul~ren Komplex der Mannigfaltig- 
keit zusammen, der yon c und im allgemeinen von einem oder mehreren aus 
2-Zellen des Polyeders gebildeten Zykeln begrenzt wird. Damit sind jedenfalls 
die Ungleichungen R~ ~ R 1 und R~ => R~ sowie -- falls die Orientierung noch 
berficksichtigt wird -- P1 n ---->P1 und P~  =>P2 bewiesen. 

Die umgekehrten Ungleichungen erh~ilt ALEXANDER, indem er mit ~ihnlichen 
~lberlegungen zeigt, dab jede Menge yon Zykeln aus Polyederzellen, die bezfiglich 
der Mannigfaltigkeit nicht unabh~ingig ist, auch bezfiglich des Polyeders nicht 
unabh~ngig ist. Damit gilt ftir die geschlossene 3-dimensionale Mannigfaltigkeit 

R~=RI, R f  =R  2, p u=p~, p2~=p~. 

ALEXANDER ffigt bier die Bemerkung hiuzu, dab sich dieser Gedankengang 
sofort fibertragen lasse auf hSherdimensionale Mannigfaltigkeiten, die mit einer 
Simplexeinteilung versehen sind. 

Da der Rand eines n-Simplexes ein Polyeder vom T y p / 7  darstellt, ergibt 
sich leicht das Korollar: ,,If a manifold be topologically equivalent to the boundary 
of an n-dimensional simplex, or generalized tetrahedron, its invariants (P) and 
(R) are all equal to unity."  Das wird so begrfindet: ,,If we remove from one of the 
n-cells of the polyhedron a small n-dimensional simplex, there will be left a simply 
connected region containing all the cycles of the polyhedron." Hier wird also 
gewissermaBen RIE~IANNs Methode der , ,Punktierung" (Entfernung eines kleinen 
2-Simplexes) einer geschlossenen Fl~iche auf den Rand eines (n +1)-Simplexes 
tibertragen. Alle Zykeln des Restpolyeders --  und nach dem Theorem genfigt es, 
diese zu betrachten --  sind abet auf Grund des Lemmas berandend. 

ad b). Ist ~' der Ausgangskomplex, ~ abet der Komplex nach Unterteilung 
einer Zelle E von ~', dann muI3 jeder i-Zykel c i v o n  ~, der nicht schon zu ~' ge- 
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h6rt, notwendig durch den neuen Endpunkt  V von ~ gehen. Die Basis der Zellen 
von % die den Punkt V zur gemeinsamen Spitze haben, sind Zellen der Berandung 
yon E. Sie bilden einen oder mehrere Zykeln di_ 1 der Dimension i - - 1 ;  nur im 
Fall i = 1 bestehen sie aus einer geraden Anzahl yon Punkten. Da die Berandung 
der Zelle E homSomorph ist zum Rand eines Simplexes, begrenzen diese Zykeln 
oder Punkte in jedem Fall einen Komplex di, der aus Randzellen yon E besteht. 
d~ bildet aber zusammen mit jenen Zellen yon % die den Punkt  V enthaiten, 
einen geschlossenen Komplex % von dem wieder gezeigt werden kann, dab er 
begrenzt. 

Damit kann aber der Zykel c i durch einen homologen ersetzt werden, der 
den Punkt V nicht mehr passiert, somit dem Ausgangskomplex n' angeh6rt; 
also sind die Ungleichungen Pi * =< Pi ~' und R~ =< R~.' bewiesen. 

AnschlieBend wird noch mit einer ~hnlichen Argumentation gezeigt, dab 
jeder Zykel yon ~', der einen Komplex aus n begrenzt, auch einen Komplex 
ans n' begrenzt. Das liefert die umgekehrten Ungleichungen, so dab unmittelbar 
folgt 

P~ = P~*' und R~ = R 7' (i ---- t, 2). 

ALEXANDER tr~gt dann noch nach, dab man auf dem gleichen Weg auch 
die Invarianz der Torsionskoeffizienten nachweisen kSnne. 

Mit diesem, vom September t9t3 datierten und 1915 publizierten Resultat 
wurde die Homologietheorie zu einem gewissen AbschluB gebracht. 
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