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§ I. — Démonstrations simples de Uexistence des lignes de courbure,
des théorémes d Euler, Meunier, Dupin, etc.

1. Soit une surface représentée par I’équation

z =f(x, ).

Considérons un point A sur cette surface, et la normale AN en ce point
(/2g- 1); les cosinus des angles que la droite AN fait avec les parties posi-
tives OX, OY, OZ des axes des coordonnées auront respectivement pour

valeurs '
—-r__, -9 . .
Vi+p+¢ Vi+p+¢ Vi+p+g

(*) Ce Mémoire étant d’abord destiné A former une Thése, nous avions placé dans le § l’, pour
obtenir une exposition compléte de la théorie des surfaces, quelques résultats connus et publiés
récemment par M. Bertrand : nous n’avons pas cru devoir les supprimer ici, dans la crainte d’altérer
Pensemble de notre travail; du reste, ces résultats ne sont qu’en petit nombre. On trouvera aussi
dans les §§ III, V, VII la substance du;Mémoire sur la théorie des lignes tracées sur une méme
surface, qui a été presenté & ’Académie le 11 novembre 1844.
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p €t g représentant les dérivées partielles
dz dz
dz’ dy’

tes de I'équation de la surface, et le radical étant pris positivement, si
supposons, comme il convient de le faire, pour fixer les idées, que
rmale AN soit menée dans la région de I'espace que 1'on considére
ie extérieure a la surface, et qui est celle pour laquelle la coordonnée =
un accroissement positif lorsque, laissant x et y constants, on passe
int A & un point infiniment voisin situ€ dans cette région extérieure (*).
nons sur la surface deux autres points B et C infiniment voisins de A,
maniére que les deux droites AB et AC soient perpendiculaires I'une
tre; de plus, et afin qu’il n’en résulte plus tard aucune difficulté dans
loi de ces droites, supposons que AB, AC et la normale extérieure AN
respectivement situées, par rapport au point A, comme le sont ordi-
nent les parties positives de trois axes de coordonnées rectangulaires
lérées dans 'ordre OX, OY, OZ, par rapport a leur origine O, c’est-
de maniére qu’en se placant suivant AN, les pieds en A et la téte en
ait AB a sa gauche et AC a sa droite. Si nous appelons a, u«, v les
» moindres que 180 degrés que la droite AB fait avec les parties posi-
les axes des coordonnées, et A,, u,, v, ceux que la droite AC fait avec
rties positives des mémes axes, nous aurons, en négligeant les infini-
petits du second ordre, '

d——P_ d——P )
—— " 2 2 { —s
Sl +AB<-————‘+” 9 cosn+ VP +G ’cos,u),
Vi+p+¢’ dx &

— (dw-*-_z;'+ ’ d~/l+—;’q+q’ \
;/-!—:p—:]—:;—?'AB " dx 1-0087\—{— ———75,-—-——005,44 ’

I I

d Tt d T 4+ ! - a?

./——‘-———;:;—’_:_;'1— AB (ﬂf—yi COSA + —-\-/—t——-*%{&MCOS/A
9

ne surface partage, en général, 'espace en deux régions, dont I'une , arbitrairement choisie
s, est appelée la région extérieure, et I'autre la région intérieure. Pour tous les points d’une
:gion, le premier membre de I'équation de la surface a le méme signe, et pour deux points de
ifféreate, le signe est contraire; ordinairement on dispose du premier membre de I’équation
tre qu'il soit positif pour les points de la région extérieure.
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pour les cosinus des angles que la normale menée extérieurement a la sur-
face au point B fait avec les parties positives des axes; et

— V ) ] : ? :
J:——-:-—;'LT:—:; —+ AGC (————E—-‘t—;‘—:{—:—*_—q- COSA, + WCOS/‘.)?
q

d—>r d -9 _
—_ T e a1
9 + AC (_i';;‘_r’l_i_q_’cos}\‘ +_l_wcos“'>,

G/T:FP’-i—q’ dy
d ——— d
s 1 T Lt Lt
\/_.*-—._z.;——-_l.;__._:j—{-AC( ‘/l-x mall COSA, -+ —%uicos,u)
'+p +gq

pour les cosinus des angles que la normale menée extérieurement a la sur-
face au point C fait avec les mémes parties positives des axes.

2. Supposons maintenant que la normale AN soit prise pour partie posi-
tive de I'axe des z, AB pour partie positive de I'axe des z, et AC pour partie
positive de I'axe des y, auquel cas

T
P=0, =0, A=0, u=v=1

T
m, =0, A =y, =
il viendra

—r.AB, —s.AB, 1

pour les cosinus des angles que la normale menée extérieurement a la sur-
face au point B fait respectivement avec les droites AB, AC, AN, et

—s.AC, —t.AC, 1

pour les cosinus des angles que la normale au point G fait respectivement

avec les mémes droites AB, AC, AN, en posant, bien entendu, comme on le
fait ordinairement,

d'z __%___ r, diz dp _dg dz

—_— = —_— =l =y ————=ﬂ=t.
dr* dxdy — dy T dx *ody T dy

Nous conclurons de la que si AB = AG, I'angle plus petit que 180 degrés
que la normale menée extérieurement & la surface au point B fait avec la
droite AC, est égal a celui que la normale menée extérisurement a la surface

3.



4 MEMOIRE

au point C fait avec Z\B; ou, ce qui revient au méme, que I'angle infiniment
petit que la normale au point B fait avec le plan NAB, cet angle étant
toutefois précédé du signe + quand la normale en B tombe du cété du
plan NAB ou se trouve AG, et du signe — dans le cas contraire, est égal
et de signe contraire a 'angle que la normale au point C fait avec le plan
NAG, ce second angle étant aussi positif ou négatif, selon que lanormale en C
tombe ou non du cété du plan NAC ou se trouve la droite AB’, qui est placée
par rapport a AC comme AC I'est par rapport a AB. Dépouillant ce résultat,
pour le rendre plus clair, des conventions faites sur le sens des normales et
des droites AB et AC, et sur les signes des angles, on obtient le suivant:

3. Susur une surface on prend trois points A, B, G infiniment voisins
et formant un triangle isocele et rectangle en A, et que par ces points on
méne des normales a la surface, toutes les trois du meme coté de la surface,
langle infiniment petit que la normale au point B fera avec le plan de AB
et de la normale au point A sera égal a I angle infiniment petit que la nor-
male au point C fera avec le plan de AC de la normale au point A; de plus,
les normales aux points B et C se trouveront, ou toutes deux dans linté-
rieur de U angle diédre droit formé par le plan de AB et de la normale au
point A, et le plan de AC et de la normale au point A, ou bien toutes deux
a Uextérieur de cet angle diedre.

4. De ce qui précéde on peut facilement conclure, avec M. Bertrand,
I'existence des lignes de courbure.

En effet, conservant la figure du n° 1, concevons que I'on fasse tourner
le plan NAB autour de NA et de NAB vers NAC; en méme temps imagi-
nons que, par les différentes positions que viendra occuper le point B, on
meéne des normales a la surface, toujours extérieurement a cette surface;
chacune des normales fera avec le plan NAB, pris dans la position corres-
pondante, un angle qui variera, quand on passera d'une position a la
suivante, d'une maniére continue et de facon a changer de signe quand le
plan NAB sera venu s’appliquer sur NAC. Cela nous montre évidemment
qu'entre NAB et NAC, il existe au moins une position du plan NAB pour
laquelle la normale 4 la surface au point B se trouve dans ce plan: ainsi
se trouve démontrée 1'existence des lignes de courbure. Reste a déterminer
combien il passe de ces lignes par un méme point A de la surface.
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5. Prenons pour partie positive de I'axe des z la normale menée exté-
rieurement & la surface au point A (fig. 2), pour axe des x la tangente a la
ligne de courbure connue qui passe par ce point, enfin pour axe des y une
perpendiculaire & I'axe des et a celui des z, cet axe des y se trouvant des
lors, comme I'axe des x, situé dans le plan tangent de la surface au point A;
de plus, supposons, comme plus haut, que les parties positives de I'axe des .¢
et des y soient choisies de telle sorte, qu’en se placant les pieds en A, la téte
enZ, on ait la partie positive de I'axe des x a gauche, et la partie positive
de I'axe des y a droite. D’abord I'axe des y sera tangente & une seconde
ligne de courbure passant en A, c’est ce qui résulte du théoréme de
M. Bertrand, énoncé au n° 3; et I'on aura non-seulement

mais encore

ainsi qu'on le voit en se reportant aux formules du n° 2.

Ainsi, nous pouvons déja conclure qu’il existe deux lignes de courbure
passant en A, et perpendiculaires I'une 4 I'autre en ce point ; je dis, de plus,
qu’iln’en existe pas d’autres. Prenons, en effet, une direction quelconque AX'
dansle plan des zy'; enappelant « I'angle positif (*) de cette direction avec AX,
nous aurons, d’apres les formules du n° 1, pour les cosinus des angles que
fait avec les parties positives des axes des coordonnées la normale menée exté-
rieurement 4 la surface en un point D, infiniment voisin de A etsitué sur AX’,

— AD.rcos«, — AD.tsina, 1.

De la on déduit aisément le cosinus de I'angle que la normale au point D
fait avec la droite AY', qui occupe dans le plan des xy, par rapport 4 AX’,
la méme position que AY par rapport a AX, ou, ce qui revient au méme,
aux infiniment petits prés du second ordre, I'angle infiniment petit que la

(*) Par angle positif d’une droite de direction déterminée, et situé dans le plan des xy avec la partie
positive de I'axe des z, j'appelle, comme on le fait toujours en géométrie analytique , I'angle compte
en allant de la partie positive de I'axe des x vers la partic positive de 1'axe des y; on comprend de
méme ce que sera I'angle positif d'une droite située dans un autre plan coordonné avec la partie
positive des axes situés dans ce plan.
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normale extérieure en D fait avec le plan ZAD, cet angle étant toutefois
précédé du signe + toutes les fois que la normale en D tombe du coté du
plan NAD ou se trouve AY’, et dusigne — dans le cas contraire. On trouve
ainsi

ADsina cosa (r — ¢).

Si AX' était la direction d’une nouvelle ligne de courbure, I'expression pré-
cédente devrait étre nulle. Or c’est ce qui ne peut arriver en général. En
effet, sina cos« est différent de zéro, et r — ¢ ne peut pas non plus étre
nul, sans quoi toute direction autour du point A serait celle d’une ligne
de courbure; et ce cas, pour lequel le point A est dit un ombilic de la sur-
face, est purement exceptionnel. '

6. Proposons-nous maintenant de trouver les rayons de courbure des
différentes sections normales faites dans la surface au point A, et d’é-
tablir les relations qui existent entre eux. Conservant la figure du nu-
méro précédent, nous pouvons, en premier lieu, trouver aisément les
rayons de courbure correspondant aux sections normales ZAX, ZAY qui
sont tangentes aux lignes de courbure passant en A, et que 'on nomme
sections principales. Ces rayons sont en effet respectivement égaux, en
négligeant des infiniment petits du second ordre, et en faisant d’abord
abstraction des signes, au rapport de I'élément AB de la premiére section
normale au cosinus de I'angle que la normale a la surface au point B fait
avec AB, et au rapport de I'élément AC de la seconde section normale
au cosinus de I'angle que la normale a la surface au point C fait avec AC;
de telle sorte qu’en les appelant R, R’, et conservant les notations posées
plus haut, on a

R=—> R=-—

r

Ajoutons seulement que la généralité des valeurs précédentes exige que les
rayons de courbure R et R’ soient précédés du signe + quand le centre
de courbure correspondant se trouve sur la normale intérieure, et du
signe — quand le ceuntre de courbure est sur la normale extérieure.

7. Soit en second lieu une section normale quelconque ZAD : le cosinus
de I'angle que forme avec AD la normale menée extérieurement a la surface
au point D peut étre considéré, aux infiniment petits pres du second ordre,
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et abstraction faite du signe, comme égal a I'angle que la projection de
cette normale sur le plan ZAD forme avec I'axe des z. Donc ee cosinus,
divisé par AD, donne la courbure de la section normale ZAD que nous

appellerons 5; p étant dés lors le rayon de courbure; seulement, il est impor-

tant de le remarquer, ce rayon de courbure a ainsi un signe, qui d’ailleurs est
déterminé de la méme maniére que pour les sections principales. Or « étant
I'angle DAB, la normale extérieure a la surface normale au point D faitavec les
axes, comme on I'a vu (n° 5), des angles dont les cosinus sont respectivement

— AD.rcosa, — AD.tsina, 1:

le cosinus de I'angle de cette normale avec AD, ou, ce qui revient au méme,
I’angle positif ou négatif de la projection de cette normale sur le plan ZAD
avec AZ est donc
— (rcos’a + tsin*a) AD;

par conséquent,

L= —rcos’a — tsin*a = 3 cos’a + m; sin’a

P . TR K '
C’est la relation que I'on doit a Euler. On peut, comme |l on sait, en tirer
plusieurs conséquences importantes. Nous nous bornerons  indiquer la sui-
vante qui, du reste, les comprend toutes implicitement.

8. Silon construit une ellipse ayant pour axes 2 VR et a VR, le diameétre
de cette ellipse, qui fait avec U axe a VR langle a, sera égal & 2Vp, ¢ est-a-dire
au double de la racine carrée du rayon de courbure de la section normale
que fait un angle « avec la section principale correspondante au rayon de
courbure R (*).

9. Les valeurs des rayons de courbure R et R’ obtenues dans le n° 6

(*) Dans cet énonce, on suppose les rayons de courbure R et R’ positifs. Mais il est bien entendu
que si R et R’ sont I'un et 'autre négatifs, auquel cas p est lui-méme toujours négatif, on doit rem-
placer R, R’, p respectivement par — R, — R’, — p; et que si un seul des rayons de courbure R,
R’ est négatif, R’ par exemple, auquel cas p peut étre ou positif, ou négatif, au lieu d’une ellipse,
on doit prendre une hyperbole ayant 2 y/R pour axe transverse , et 2y — R’ pour axe non transverse,
et qu'alors le module de 2 p est un axe transverse ou non transverse de cette hyperbole, selon que ¢
est positif ou négatif.
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permettent de mettre sous une autre forme la valeur

AD sina cosa (r — ¢)

de I'angle ¢, positif ou négatif selon les cas indiqués au n° 5, que la normale
extérieure a la surface au point D fait avec le plan ZAD; il est clair, en effet,
qu’on peut écrire

i=— 1 ADsinaa(g — g )-
Cette formule est due &2 M. Bertrand.

10. Nous pouvons aussi calculer facilement I'angle infiniment petit que
forment deux normales a la surface menées par deux points consécutifs.
Considérons sur la surface un rectangle infiniment petit ABCD (fig. 3),
formé par des éléments de lignes de courbure, et proposons-nous de trouver
I’angle que forment les deux normales aux deux sommets opposés A et C de
ce rectangle, et menées d’'un méme co6té de la surface. Par un point quel-
conque O, tirons des paralléles aux normales en A, B, C, prenons sur ces
paralléles des longueurs OA’, OB’, OC' respectivement égales a 1, et joignons
A’B’, A’C’/, B'C'; nous aurons un triangle A'B'C’ sensiblement plan et rec-
tangle en B', qui nous donnera

AC”"=AB" +BC".

Or il est clair que A’C’ est I'angle § que nous cherchons, et que A'B et

A'C’ sont égaux respectivement aux valeurs absolues de %‘—3 et Elg Nous

appelons R le rayon de courbure positif ou négatif au point B ou au
point A de la section principale tangente a AB, et R’ le rayon de courbure
positif ou négatif au point B de la section principale tangente a BC, ou, ce
qui revient au méme, en négligeant des infiniment petits du premier ordre,
le rayon de courbure au point A de la section principale tangente a AD.

On a donc
= () (0

D’ailleurs, en posant BAC = «,
AB=ACcosa, BC = ACsinz;
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8 \2 cos'a sina
i) =w® TR

9_ AC \/COS -4 .Sll-l__a.

e}

donc

d’ou

11. ()n peut déduire cette dermere formule de celle de M. Bertrand
établie au n° 9, en raisonnant comme il suit :

Soient A et D deux points infiniment voisins sur la surface, me-
nons (fig. 4) par un point quelconque O les lignes OA’, OD’, OD” res-
pectivement paralléles a la normale a la surface au point A, 4 la normale
au point D, et ala projection de cette derniére normale sur le plan de AD
et de la normale en A. On aura, comme tout i I'heure, en prenant sur ces
paralléles des longueurs égales a 1, et joignant les extrémités, un triangle
infiniment petit, sensiblement rectangle en D”, et qui donnera

AD*=AD" +DD".

Or D'D” peut étre considéré comme égal a la valeur absolue de I'angle i que
la normale au point D fait avec le plan conduit par la normale au point A
et 'élément AD, angle qui est égal, d’aprés ce qu'on a vu plus haut (n° 9), a

— 4D gin 20:(i — -1-),
. 2 R K
en représentant par R et R’ les deux rayons de courbure principaux de la
surface relatifs au point A, et par « 'angle positif que fait AD avec le plan de
la section principale correspondante au rayon de courbure R; A'D” est égal
a la valeur absolue du rapport de AD au rayon de courbure p au point A de
la section normale a la surface dirigée suivant AD; enfin, A'D’ est évidem-
ment I'angle § que nous cherchons. Nous avons donc

s — AD'[(L — L)'simae 1]
#=AD [(R R’) 4 +p’]
ou en remplacant é par sa valeur déduite de la formule d’Euler,

I cos o sin’a

- > s ?

p— R R

»

XXXIFE Cahier.
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il vient, comme on I'a déja trouvé,

12. Cette valeur peut étre mise sous une forme beaucoup plus simple.
Considérons la section conique qui a pour axes les modules de 24/R et
de 2y/R’, etdont il a été déja question au n° 8; appelons 2d le diamétre
réel ou imaginaire de cette courbe qui fait 'angle « avec I'axe 2 /R, et 2d’
le diamétre conjugué de 2d: on aura, d’aprés des formules de géométrie
analytique connues,

I cos® a sin? a
gT— R R ’
RR/

, d* = I (R7sin* a + R'cos a)
Donc

6\ _ d"
(Xﬁ) — &RR
Mais ¢ étant I'angle des deux diameétres conjugués 2d et 2d’, on a

d*d"* sin”  — RR'.

Donc
6 . 1 .
AD/) — d'sin® ¢’
d’ o
AD
==+ ramg’
ou, enfin,
AD
=+

p représentant, comme plus haut, le rayon de courbure positif ou négatif
de la section normale qui fait 'angle positif « avec la section principale cor-
respondante au rayon de courbure R.

13. La formule que I'on vient d’obtenir présente, a cause du signe =+
de son second membre, une ambiguité qu'il est possible de faire disparaitre
en donnant un signe a 0 et une autre définition a 'angle ¢ : c’est ce que nous
allons expliquer. Je dis d’abord, avec M. Dupin, que ¢ est langle que forme
la tangente AD (fig. 3) de la section normale correspondante au rayon de
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courbure p avec la plus courte distance des normales a la surfuce menées
par les deux points infiniment voisins A et D, ou, ce qui revient au méme,
avec U'intersection des deux plans tangents en A-et D. En effet, le plan tan-
gent en un point quelconque a pour équation

L—z=p(X—a)+q(Y—y),

X, Y, Z étant les coordonnées courantes, et x, y, z les coordonnées du
point de contact. Prenons sa trace sur le plan des xy, on aura

—z=pX—2)+q(Y—7);
et si nous supposons que le point (z, y, z) soit le point D, auquel cas

x=ADcosa, y =ADsine, z=o,

p=AD (rcosa+ ssina), ¢ =AD (scosa + tsina),
il viendra, en négligeant les infiniment petits du second ordre,
o0=X(rcosa—+ ssina) + Y (s cos « + ¢ sina),
et en remarquant que AX est la direction d’une ligne de courbure,

Xrcosa + Ytsina = o.

. . . Y .
Or le coefficient angulaire de cette droite est 5y = — —: cot a, celui de AD
est tanga; donc le produit de ces deux coefficients angulaires = — -.

L
Cela prouve que AD et Pintersection du plan tangent en D avec le plan
des zy, ou le plan tangent en A, représentent en direction deux dia-

métres conjugués de I'ellipse qui a pour axes les modules de —— et de -—

x/_' \f-t
oude 2 \/ﬁ et de 2 \/R_’ , d’aprés le n° 6. Ainsi, I'angle ¢ est bien I'angle que
fait AD avec I'intersection des deux plans tangents en A et D, ou mieux avec
la perpendiculaire commune aux normales correspondantes. Ceci posé, si

I'on suppose que les deux normales en A et D dont on veut avoir I'angle
2.
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soient extérieures a la surface; que cet angle 4 soit considéré comme positif
ou négatif, selon que la normale en D tombe ou non du c6té du plan de la
normale en A et de AD ou se trouve la direction AY’ définie au n° 5; que ¢
soit I'angle positif (c’est-a-dire compté de AX’ vers AY’) que forme avec
AX' la perpendiculaire commune aux deux normales en A et D, prolongée
de la premiére a la seconde de ces lignes, et enfin que p ait le signe que lui
donnent les conventions faites au n° 7, on reconnait que le signe — est celui
qu’il faut toujours adopter dans le second membre de la formule du numéro
précédent; de telle sorte que I'on a simplement

_.__AD
T psing

Pour se convaincre de ce que nous avancons, il suffit de remarquer que le
point ou la perpendiculaire commune aux deux normales en A et D ren-
contre la premiére de ces normales, est toujours compris entre le point A
et le centre de courbure de la section normale a la surface dirigée suivant
AD, comme on le voit aisément en construisant I'épure qui sert a déterminer
cette plus courte distance, dans I'hypothése ou le plan de la normale en A et
de AD est I'un des plans de projection. ‘

14. Nous allons encore chercher 'angle de deux normales infiniment
voisines 4 une surface par une méthode qui nous conduira a quelques con-
séquences dignes de remarque.

Posons-nous la question de la maniére suivante : Etant donnée une courbe
quelconque AmB ( fig. 5), on lui méne par ses différents points des nor-
males, et il s’agit de déterminer I'angle que forment deux de ces lignes infi-
niment voisines.

Soient m, m, mm', m'm” trois éléments consécutifs de la courbe AmB; par
le point /2 menons : 1° celle des normales considérées qui se rapporte a I'élé-
ment mm’, et que nous appellerons N; 2° une paralléle i celle des normales
considérées qui se rapporte a I'élément m'm”, que nous appellerons mN’;
3° une perpendiculaire 2 mm’ située dans le plan N'mm’,-de mN’ et de la
parallele mm’, & m'm”, que nous appellerons mP. Ces trois droites for-
meront un triédre dont les angles plans seront tous trois infiniment petits,
et dans lequel les deux faces NmP et N'mP seront sensiblement perpendi-
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culaires I'une a I'autre ; on aura donc

NmN> = NmP’+ N'mP’;

en méme temps le triédre mPm'm; donnera

" / U . "o 7 U R I
0 = cos Pmm’, cosm' mnt, + sinPmm’ sinm' mm’ cosPmm’,, m'mm

ou, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

. NG
o === PmN' + m/mm’ cos Pmm’,, m'mm’,

le signe supérieur ou le signe inférieur devant étre pris, selon que I'angle
Pmm’, est aigu ou obtus.

Par le point m menons encore la normale principale 7C de la courbe au
point /., une paralléle mC’ 4 la normale principale au point 7, et ‘enfin une
perpendiculaire mD & mm’ dans le plan osculateur mm’m” au point n'.
Si nous appelons 4 I'angle infiniment petit NmN’, précédé du signe + ou
du signe —, selon que la normale mN' tombe ou non du ¢6té du plan m'mN,
ou se trouve la droite mE qui occupe, par rapport a mm’ et a mN, la position
ordinaire de I'axe des y par rapport a celui des x et a celui des z; que,
de plus, dr soit 'angle de contingence m'mm’, au point /' ou au point m,
dw I'angle CmD des plans osculateurs en m et m’, ou plutdt la différence
positive ou négative des angles positifs (c’est-a-dire comptés de mN vers
mE) que forment avec mN les deux droites mD et mC; et enfin « I'angle
*positif que fait avec mN la normale principale mC, de maniére que « + dx«
soit I'angle analogue que forme avec mN’ la normale principale en /n’: d'a -
bord la premiére de nos égalités reviendra a

9* = NmP* + N'mP?,
et la seconde i '
' =+ PmN' = cos adr,

le signe supérieur ou inférieur devant étre choisi comme il a été dit plus
haut. Puis, en remarquant que les droites mN, mP, mC, mD sont dans un
méme plan, et que PmD est égal a I'angle que la normale principale de la
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courbe en m' fait avec la normale mN’ relative au méme point, ainsi qu’on
le voit aisément en négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur au
premier, on trouve

+ NmP = dw — da,

le signe supérieur ou le signe inférieur devant étre adoptés selon que la nor-
male mN’ tombe ou non du c6té du plan Nmm' ou se trouve mE. De la on
déduit

§* = cos’adr® + (dw — da)*.

15. Nous pouvons obtenir une autre valeur de § : appelons ¢ I'angle que
le plan NmN’ fait avec le plan NmP, ou mieux I'angle positif (c’est-a-dire
cbmpté de mm' vers mE) que la perpendiculaire commune aux deux droites
mN et mN’, menée du c6té du plan NmN’ o se tronve le point 77/, fait avec
mm'; le triedre mNN'P donne sans ambiguité

cos adr

Sill(p = g ’

d’ou
__cosadr

sing
16. Le résultat précédent ne différe pas de celui que nous avons obtenu au
n° 42. Supposons en effet que la courbe AmB soit tracée sur une surface, et
que les normales mN, m'N’, ... ala courbe soient de plus normales extérieures
i cette surface; @ sera bien I'angle positif que forme mm’ avec la plus courte
distance-des normales & la surface menées par les deux points infiniment

/
PR mm 7 . .
voisins m et m' et —— le rayon de courbure chan € de signe de la section
’ gne,
cos adr

normale dirigée suivant mm’, d’aprés le théoréme de Meunier qui va étre dé-

montré un peu plus bas. Quant 4 la valeur § = = \/cos’a dr* + (dw — da)*
du n° 14, si nous la comparons a celle qui a été d’abord obtenue au n° 11,

2 gin?
et qui est § = AD \/;—,-+(—]%—-—%> s—m—;—f, on voit que

AD (}l{_h‘_,)f‘_‘;_ﬁfe + (dw — da),
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puisque ‘%]—) = — cosadr; donc
' i = (do — da).

16 bis. La valeur de ¢ que I'on vient d’obtenir devant nous servir dans
la suite, nous allons la déterminer par une autre méthode, en tichant de
fixer le signe qui 'accompagne. Je remarquerai d’abord que cette valeur de /
pourrait étre immédiatement déduite de 'une des formules du n° 14. 11
est clair, en effet, en négligeant des infiniment petits du second ordre,
que ¢ est égal a 'angle que I'on a appelé NmP dans ce numéro; on a donc
i = =+ (dw — da), ou simplement i = dw — da, si 'on veut regarder 7
comme positif ou négatif, selon que la normale mN’ tombe ou non du cété
du plan Nmm' ou se trouve mE. Mais on peut encore obtenir la valeur de 7
d’une maniére plus nette et plus directe, comme il suit: Conservons Ia
figure et toutes les notations du n° 14, en supposant seulement que AmB
soit une certaine courbe tracée sur une surface, et que les normales mN,
mN’ i la courbe soient, de plus, normales 4 la surface; menons en outre une
perpendiculaire mG a mC qui occupe, par rapport a cette ligne, la méme
position que mN par rapport a4 mE, et une perpendiculaire mG’ a mC’ qui
occupe, par rapport a cette autre ligne, la méme position que mN’ par rap-
port 3 mE'. On voit aisément que les cosinus des angles que fait mN’ avec
les trois droites mm’, mC’, mG’ sont respectivement, et dans tous les cas,

0, cos(x—+ da), sin(a + da).

On peut aussi avoir les cosinus des angles que forme mE avec les mémes
droites mm,, mC/, mG'. En effet, le triédre formé par mE, mm' et mm’
donne d’abord, pour le cosinus de I'angle de mE et de mm’,

., .
cosmE, mm, = sinads,

dr étant I'angle de contingence ' mm, de la courbe proposée. Puis, en
remarquant que mG’ est, comme mG, perpendiculaire 3 mm’, puisque mG et
m/G’ sont des normales aux deux plans osculateurs en m et m’ de la courbe
proposée, on trouve sans peine, pour le cosinus de I'angle de mE avec mG’,

A,
cosmE, mG' = — cos (x + dw),
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en appelant, comme plus haut, dw la différence infiniment petite des angles
positifs (c’est-a-dire comptés de mN vers mE) que forment mD et mC avec
mN; enfin, le cosinus de I'angle de mE et de mC’ sera == sin (« + dw), pour
(ue la somme des carrés des cosinus des angles de la droite mE avec les trois
droites rectangulaires mm’,, mC’, mG' soit égale a I'unité; et, de plus, on
voit aisément par la figure, que le signe placé devant le cosinus doit toujours
étre le signe —+. Ainsi,

-
cosmE, mC' = sin (« + dw).

Ayant maintenant les cosinus des angles que les deux droites mN’ et mE
forment avec les trois droites rectangulaires mm’,, mC’, mG', nous pouvons
aisément calculer le cosinus de I'angle de ces deux droites, ou, ce qui revient
au méme, en négligeant les infiniment petits du second ordre, I'angle i que
forme mN’ avec le plan Nmm'; et il vient

i = cos (z + da) sin (« + dw) — sin (« + da) cos (« + dw) = sin (dw — da),

ou simplement
i = dw — da.

Telle est la valeur de I'angle cherchée. On voit qu’elle coincide avec celle
que nous avions obtenue plus haut, et que sa généralité exige que I'angle ¢
soit précédé du signe + quand la normale mN’ tombe dans I'angle diédre
positif formé par Nmm' et NmE, et du signe — dans le cas contraire. Pour
abréger, nous appellerons désormais seconde courbure géodésique d’une
courbe le rapport que I'on .obtient en divisant par I'élément de I'arc de la
courbe la différence dw — da des angles infiniment petits dw et dx nettement
définis plus haut: nous basons cette dénomination sur ce que, lorsque la
courbe est une ligne géodésique de la surface, le rapport dont il s’agit se
réduit a la seconde courbure de la ligne. Ceci posé, le résultat que nous
venons d’obtenir s’énonce ainsi: Etant donnés une courbe AmB tracée sur
une surface, et deux points m et m' infiniment woisins sur cette courbe,
Langle i que fait la normale extérieure a la surface au point m' avec le
plan de la normale extérieure au point m, et de mm', est égal a la seconde
courbure géodésique de la courbe au point m, multipliée par mm’. Ajoutons,
pour compléter cet énoncé, que Langle i est positif ou négatif, selon que
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la normale extérieure & la surface en m' tombe ou non du cété du plan de la
normale en m et de U'élément mm', ots [on doit mener la perpendiculaire & ce
plan pour que cette perpendiculaire, que nous appellerons mE, I élément mm’
et la normale extérieure a la surface en m soient respectivement placées, par
rapport au point m, comme le sont, par rapport a l'origine, la partie posi-
tive de I'axe des y et celles des x et des z; et que par seconde courbure de la
courbe mm'm’ ... au point m, on appelle le rapport a mm' de la différence de
deux angles infiniment petits dw et da, dont le premier est I accroissement que
recoit Langle positif (c’est-a-dire compté de mN vers mE) que forme avec la
normale mN a la surface la normale principale mGC a la courbe au point m,
quand on passe de m en m', et dont le second est la différence qut existe
entre les deux angles positifs que forment avec mN les deux perpendiculaires
mD et mC & mm', mendes respectivement dans les plans osculateurs de la
courbe en m’ et en m. '

17. Quand la ligne mm'm"... est une ligne de courbure de la surface,
Pangle que la normale a la surface au point 7’ fait avec le plan de la nor-
male au point m et de mm’ est égal a zéro; la propriété précédente nous
montre donc que, pour toute ligne de courbure d'une surface, la seconde
courbure géodésique est nulle, ou, en d autres termes, l'angle positif infi-
niment petit que forment les plans osculateurs correspondants & deux points
infiniment woisins m et m est toujours égal a la différence positive des
angles que ces plans osculateurs font avec les plans tangents correspon-
dants. La réciproque est aussi vraie. _

Ce curieux théoréme, qui a €té énoncé, pour la premiére fois, par
Lancret, dans son premier Mémoire sur les lignes a double courbure, et
dont M. Liouville a donné plus tard une démonstration géométrique trés-
simple (Journal de Mathématiques, tome XI), est trés-fécond en consé-
quences utiles: on en déduit, par exemple, que si deux surfaces se coupent
partout sous un angle constant, et que la courbe d’intersection soit une ligne
de courbure de I'une des surfaces, elle sera aussi une ligne de courbure de

la seconde surface.

18. La formule
§—_ AD
pSInqa
XXXII* Cahier. 3
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du n° 13, peut fournir plusieurs résultats importants ; nous nous borne-
rons & indiquer le suivant. Supposons que AD fasse, avec la tangente a la
section principale correspondante au rayon de courbure R, 'angle que le
diamétre qui a méme valeur que son conjugué dans la section conique dont
les axes sont les modules de ay/R et 2y/R’ fait avec I'axe 24/R. On aura

dévidemment L
*psing= \/ RR/,

le signe du premier membre étant celui qui le rend positif, et le second
membre étant réduit 4 son module; par conséquent,

] 1

AD — VRR'’

f étant réduit a sa valeur absolue.

Ainsi, le module de = ou ce que M. Gauss appelle la courbure de

VRR'
la surface au point A, est égale a Uangle des plans tangents aux points A
ct D divisé par AD, AD étant le premier élément de la section normale qui

Jait avec la tangente a la section principale correspondante au rayon de
/ —

courbure R un angle dont la tangente est égale au module de %’

19. Silasurface considérée est une surface réglée, la génératrice rectiligne
fait évidemment avec la section principale correspondante au rayon R un

angle qui a pour tangente le module de %’ On peut donc dire que Ia

courbure, dans une surface gauche, est égale a 'angle des plans tangents
au point considéré et au point infiniment voisin appartenant a la méme gé-
nératrice rectiligne, divisé par la distance de ces deux points.

20. Dans lesn® 6, 7, 8, il n’'a été question que des rayons de courbure
des sections normales faites dans la surface. Or il existe une relation trés-
simple entre le rayon de courbure d’une section oblique quelconque et
celui de la section normale qui a un élément commun sur la surface avec cette
section oblique. Cette relation, qui est connue sous le nom de théoréme de
Meunier, peut étre simplement établie comme il suit:

Soient OZ ( fig. 6) la normale extérieure a la surface en un point quel-
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conque O, ZOX le plan d’une section normale en ce point, Z'OX le plan
d’une section oblique ayant un élément commun sur la surface avec la sec-
tion normale ZOX, et faisant avec elle un angle ZOZ', que nous appelle-
rons f. Par le point A situé sur OX et infiniment voisin de O, menons exté-
rieurement a la surface, AU normale a cette surface, et AU’ normale i la
section oblique Z'OX; I'angle UAU’ sera égal a § en négligeant un infi-
niment petit du premier ordre. Mais le triedre formé par AU, A‘X, AU, qui
est évidemment rectangle en AU’, donne

cos UAX = cos U'AX cos UAU';

d’ou, en négligeant les infiniment petits du second ordre, et appelant p et o’
les rayons de courbure respectifs des deux sections ZOX, Z'0OX,

p=pcosf;

ce qui n’est autre chose que la relation annoncée. Ajoutons seulement qu’en
prenant toujours pour § I'angle des normales 4 la section normale et i la
section oblique menées par le point de contact O extérieurement a la sur-
face, il faut, pour la généralité de la formule précédente, que le rayon de
courbure de la section oblique soit, comme celui de la section normale,
regardé comme positif ou négatif, selon que le centre de courbure de cette
section oblique est ou non situé sur la normale a cette section menée inté-
rieurement a la surface ; et que, si 'on veut considérer le rayon de courbure
p comme toujours positif, § doit étre I'angle que forme, avec la normale inté-
rieure i la surface, la normale principale de la section oblique dirigée de la
courbe vers le centre de courbure.

On peut déduire, du théoréme de Meunier, une conséquence remarquable
due & Hachette, et reproduite plus tard par M. Binet ( Comptes rendus des
séances de I Académie des Sciences, t. XIX), qui nous sera utile plus loin.

21. Considérons deux surfacesSetS,, qui, par leur intersection, donnent
une courbe AmB. Par un point m de cette courbe menons un plan tangent
a chacune des surfaces; le plan tangent & la surface S coupera la surface S,
suivant une courbe s, et le plan tangent a la surface S,, la surface S sui-

vant une courbe s. Supposons que mP et mQ soient, en grandeur et en direc-
3.
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. . [ § 1 B .
tion, les courbures respectives et des courbes s et s, au point m (*); st
’

l’on construit sur mP et mQ un parallélogramme, la diagonale mR de ce

7 . . 4
parallélogramme représentera, en grandeur et en direction, la courbure 2

de la courbe AmB au point m.

Appelons, en effet, a, a, a, les angles que font, respectivement avec la
normale intérieure a la surface S au point m, les normales principales au
méme point des courbes AmB, s et s,, chacune de ces normales étant
d’ailleurs dirigée de la courbe a laquelle elle se rapporte vers le centre de
courbure correspondant; soient aussi 8, b, b, les angles respectifs que font
avec la normale intérieure a la surface S, au point m, les mémes normales
principales des courbes AmB, s, s,: il est évident que I'on aura a, = 9o°,
b = go°; et, d’aprés le théoréme de Meunier,

x—IGOSQ l'—'ICOSCZ

R p » RTr !

1 1 I 1

—== - = =——cos b

R, Pcos B, R, 5, €0S 0,

en appelant R et R, les rayons de courbure, positifs ou négatifs suivant la
loi indiquée au n° 7, des sections normales faites dans les surfaces S et S, tan-
gentiellement 2 AmB au point m. De la on déduit sans peine
jcosa=7cosa+ - cosa,,
Zcosf=-cosb + —cos b,;
[4 T r ry ’ "
ce qui prouve que la projection de la courbure é de la courbe AmB est égale

. . L. 1 1

4 la somme des projections des courbures - et — des courbes s et s5,, pour
1

deux axes de projection situés dans le plan des directions de ces trois

, . . 9. .1
courbures. Or cela ne peut évidemment avoir lieu que si . est, en grandeur

et en direction, la diagonale du parallélogramme construit sur - et -
ror

Comme il fallait le démontrer.

(*) Tappelle direction de la courbure d’une courbe en un point celle de la droite qui joint ce
point au centre de courbure correspondant.




SUR LA THEORIE GENERALE DES SURFACES. 21

§ 1. — Démonstrations simples des théorémes de MM. Dupin et Lamé sur
les surfaces orthogonales.

22. Le théoréeme de M. Dupin consiste, comme I’on sait, en ce que, si
trois séries de surfaces se coupent orthogonalement, leurs intersections ne
seront autre chose que leurs lignes de courbure.

Ce théoréme peut étre trés-simplement établi comme il suit :

Considérons trois séries de surfaces orthogonales, et soient en un point
A( fig. 7), AX, AY, AZ les tangentes aux courbes d’intersections des trois
surfaces qui y passent; ces tangentes, que 1'on peut aussi considérer comme
les normales aux surfaces au point A, étant d’ailleurs menées de maniére a
se trouver en méme temps dans la position ordinaire des axes des coordon-
nées et dans la région extérieure aux surfaces auxquelles elles se rapportent,
ce qui est toujours possible, puisque I'on peut choisir arbitrairement la ré-
gion extérieure a chaque surface. Cela posé, prenons sur ces tangentes des
longueurs AM, AN, AP infiniment petites et égales entre elles; enfin, ima-
ginons en chacun des points M, N, P les normales aux deux des surfaces
considérées qui passent par ces points.

Si nous appelons i, et i, les angles infiniment petits que les normales NX”
et PX” font respectivement avec les plans XAY et XAZ, i, et ), les angles
infiniment petits que les normales PY” et MY’ font respectivement avec les
plans YAZ et YAX; enfin i, et ¢, les angles infiniment petits que les nor-
males MZ' et NZ font respectivement avec les plans ZAX et ZAY : tous ces
angles étant susceptibles d'un double signe qui se déterminera sans diffi-
culté, comme on I'a vu au.n® 5, nous aurons les trois relations suivantes:

ix+i‘=0,
i, +i,=o,
i, +iy= 0.

En effet, i, par exemple, qui est la seconde courbure géodésique multi-
pliée par AN, de celle des intersections des surfaces proposées qui a pour
tangente AY, en tant du moins que I'on considére cette courbe comme tracée
sur la surface qui a AX pour normale, est d’abord égal a ¢, , qui est la seconde
courbure géodésique multipliée aussi par AN, de la méme courbe considérée
comme tracée sur la surface qui a AZ pour normale; c'est ce que I'on voit
aisément en se reportant a la définition de la seconde courbure géodésique

il
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donnée au n° 16 bis, et en remarquant que les surfaces se coupent a angle
droit. En second lieu, Z;, qui est I'angle que fait la normale NZ” avec le
plan ZAM, est égal et de signe contraire a i,, qui est I'angle de la nor-
male MZ' avec le plan ZAM; donc i, et i, sont aussi de signes contraires.
Ajoutant les deux premiéres égalités et retranchant la troisieme, il vient

| i.r =0,
d’Oil it=i;=éy=i;=iz=i;=o.
Ce qui prouve bien que AX, AY, AZ sont les directions des lignes de cour-
bure des surfaces passant par le point A. A

23. Quand trois séries de surfaces se coupent orthogonalement, il existe
des relations remarquables entre les rayons de courbure principaux des
trois surfaces qui passent par un méme point. Nous allons nous proposer
d’établir ces formules, que U'on doit 4 M. Lamé.

Soient trois surfaces faisant partie d'un systéme triple de surfaces ortho-
gonales, et passant par un point déterminé A de 1'espace ( fig. 8). Ces sur-
faces, en se coupant, donneront trois courbes. Considérons ces trois courbes
comme des axes de coordonnées, et appelons-les, en adoptant pour plus de
commodité les notations de M. Lamé, axes des s, s,, s, relatifs au point A;
les surfaces auxquelles ces axes sont perpendiculaires étant, deés lors, les sur-
faces des s,s,, des s,s et des ss,. Enfin, représentons par (y,, ¢,), (7., ¢),
(7, ¢,) les rayons de plus grande et de plus petite courbure des surfaces des
#,84, 5,8 et s5.; I'indice étant toujours celui de la coordonnée tangente a la
section principale correspondante, et le signe de ces rayons de courbure étant
‘déterminé comme au n° 7, au moyen des normales extérieures anx surfaces,
normales qui seront ici les tangentes AT, AT, AT, aux courbes coordon-
nées menées d’ailleurs dans le sens suivant lequel on est convenu de compter
les arcs positifs de ces courbes.

Ceci posé, les formules que I’on doit 4 M. Lamé sont les neuf suivantes:

d
o __x(r_ 1\ pm_xifr_ 1)
2= #=:G-1)
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d: di I 1 I
"—,— — —
. & Ta et AR
I b 4
. L at
(@) ¢ s 1 1 1
& T E Tty e
d(—:— d; 1 I I
’ — —— —
\ds+$, c:+7’+y,c

dont six seulement sont distinctes. Pour les démontrer par I'origine A des
axes courbes des s, s,, s,, menons une droite quelconque AX, et appelons
a, «,, a, les angles que font avec cette droite les tangentes AT, AT,, AT,
au point A des courbes AS, AS,, AS,. Prenons, & partir du point A, sur les
axes des s, s,, 5,, des longueurs infiniment petites AM, AM,, AM,, et imagi-
nons les axes des s, s,, s, relatifs aux points M, M,, M,, c’est-a-dire les
intersections des trois surfaces faisant partie du triple systéme de surfaces
orthogonales proposé qui passent respectivement en ces points. Nous allons
nous proposer d’abord de calculer les angles que les tangentes a ces nou-
veaux axes font avec la droite AX.

Considérons les axes relatifs au point M, et d’abord I'axe des s,. Soit
cos a,+d,cos «, le cosinus de I'angle que sa tangente au point M fait avec AX.
Si par le point A nous menons une paralléele AT & cette tangente, les trois
droites AT’ , AT, et AX formeront un triédre qui donnera

cosa,+ d, cosa, = cosa, cos T, AT, + sina,sinT AT cosT, AXT%,AT; ,
ou, en négligeant les infiniment petits du second ordre,
d,cosa, = sine, T,/XT', cosT, AXTT, AT .
D’un autre c6té, le triedre formé par AT,, AX, AT donne
cose = sina, cos TAT,, T,AX = == sine, cos T, AX, T, AT’ .

Lessigne supérieur convenant siI'angle que forme AT', avec AT est plus petit
que celui que forme AT, et le signe inférieur dans le cas contraire, on
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a donc
d,cosa, =+ T AT, cosa;
d’Ol‘l .
COos a
d,COS&, = AM —Z—’

formule qui est générale en vertu du signe de c. On trouverait évidem-
ment, par un raisonnement analogue,

cos a
d cosa,—AM ——,

-

et aussi

cos &
d, cosa, = AM, —,
' ¢y

cosa
d,lcosac =AM, 7 ’4:
1

COS .
d, cosa = AM, 2,

0

te

d, cosa, = AM, 7
2

Onappelle, comme on le devine aisément, cos« + d,cosa, cosa,+ d, cosa,,
cosz, + d,cosa,, les cosinus des angles que font avec AX les tangentes
au point M des axes des s, s,,s, relatifs a ce point; cosa —+ ds, cos «,
cos «, + d, cosa,, cos a, + d, cosa, les cosinus des angles que font avec
AX les tangentes au point M, des axes des s, s,, s, relatifs a ce point; enfin,
cosa + d,_ cosa, cosa, + d, cosa,, cosa, + d, cosa, les cosinus des

~angles que font avec AX les tangentes au point M, des axes des s, s, s,
relatifs a ce point.

Calculons maintenant I'angle que la tangente a I'axe des s’ au point M fait
avec AX. Menons par le point A, en la dirigeant de la courbe vers le centre
de courbure, la normale principale AN de la courbe AS, et la paralléele AT’
ala tangente au point M de cette courbe; le triedre que forment AT’, AN
et AX nous donnera

cos a + d, cos a = cos NAX cosNAT’ + sin NAX sin NAT' cos NA)?:NAT’,
ou, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

cos a + d, cos « = cos NAX . TAT’ + sin NAX cos NAX/,TVAT’.
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Mais le triedre formé par AT, AN et AX donne

™ S
cos « = sin NAX cos NAX, NAT' = sin NAX cos NAX, NA'l";
done
d, cosa = TAT cos NAX,

ou, en appelant p le rayon de courbure de la ligne AS au point A,

cos N AX

d,cosa = AM.

D’un autre c6té, AS étant l'intersection des deux surfaces ss, et ss, qui font
entre elles un angle droit au point A, ; doit étre, en grandeur et en direc-
tion, d’aprés le théoréeme de Hachette démontré au n° 21, la diagonale du

. I 1 L3 P4 . ,
rectangle construit sur les courbures - et 7 considérées indépendamment de
cos NAX

. . . 1 .,
leurs signes. Donc » ou la projection de 5 sur AX, doit égaler la
somme des projections de ces courbures sur AX, c’est-a-dire

COS a4 COS Xy

c 7

’

en remarquant que les rayons de courbure ¢ et y sont positifs quand leur
direction est opposée a celle des normales extérieures, et négatifs dans le
cas contraire.

Ainsi,
cOos & CoS 2
d_‘ COS.——A“( ‘+-—:}-—’)'
On trouverait de la méme maniére
Cos & Ccos a
dCOSa —‘-—-AM( ’+T)7
l 1

d, cosa, = — AM, (ci“ + c";“.*).
Ces formules, jointes a celles qui ont été établies plus haut, font con-
naitre les cosinus des angles que forment avec AX les tangentes aux points
M, M,, M, des axes des s, s,, s, relatifs a ces points; en rétablissant les
infiniment petits du secoud ordre qui ont été laissés de coté dans les démons-

’
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trations précédentes, elles peuvent étre écrites comme il suit :

Cos ay +c°sya’ + €,

cosa —+ d, cosa = cosa ——AMK

cosa, + d, cos a, = cos a, + AM cosa-{-

cosa, + d, cos 2, = cos a, + AM co:“-f-

CcCos a cosa
cosa, + d, cosa, = cosa, — AM, P 4 )+ £,
' ”s

7
(c) {cosag—i—d,, cosa, = cosa, + AM, cos“‘-i—s.,

COS @y

cosa +d, cosa = cosa + AM, + €,

_ cosa  cos a,
cos a, + d, cos @, = cosa, — AM, (_c_.. + = ) + €y,

Cos @ ’
cosa + d, cosa = cosa + AM, >+ €,
Ca
COS « "
cosa, + d, cosa, = cosa, + AM, P

Déterminons maintenant les cosinus des angles (iue font avec AX les tan-
gentes aux axes des s, s,, s, relatifs aux points P, P,, P,, intersections res-
pectives de I'axe des s, relatif au point M, avec I'axe des s, relatif au point
M,, de I'axe des s, relatif au point M avec I'axe des s relatif au point M,, et
de I'axe des s relatif au point M, avec I'axe des s, relatif au point M;
comme chacun de ces cosinus peut étre calculé de deux maniéres diffé-
rentes, nous obtiendrons ainsi des relations que nous fourniront les formules
de M. Lamé.

Considérons en premier lieu le cosinus de I'angle que forme avec AX la
tangente au point P de I'axe des s relatif a ce point. Nous pouvons I'obtenir,
soit au moyen de la valeur de cosa + d, cosz déduite des formules (c), en

supposant que cosez, AM,, cosa,, 71, ¢, , au lieu de se rapporter au point
1

A, se rapportent au point M,, et deviennent, par conséquent,
cosa + d,cosa, AM,+ d, AM,, cosa, + d, cosa,, 3:- +d,';7, e, +d,rf,,
1 1

soit au moyen de la valeur de cosa + d, cosa déduite des mémes formules,
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I ' .
en supposant que cosa, AM,, cosa,, —, ¢,, au lieu de se rapporter au
L]

point A, se rapportent au point M,, et deviennent, par conséquent,
cosa + d, cosa, AM,+ d, AM,, cosa, + d, cosa,, ;l— + d‘-EI" ¢, +d,g,.
* e

De la premiére maniére nous trouvons

cosa+d, cosa—+ (AM,+d, AM,) (cosa, + d, cosa,) ()—:— +d, 5) +¢,+d, ¢
1 1
mais

!

cosa
d,’cosa =AM, — + €59
Cy

d, cosa, = AM, CO;“’ + €,
]

et enfin, ainsi qu’on le voit aisément,
d, AM, = AM,AM, ~ + ¢,
1
{ étant un infiniment petit du troisiéme ordre.

Donc, en négligeant les infiniment petits du troisiéme ordre, le cosinus
considéré a pour valeur

cosa + AM, 225 + AM, 222 | AM,AM, 222 1 L AM, cosa,d, *
71 Cs YL 2 * 71

cosay 1 ' ”
+ AM, AM, - ‘Z-', + ¢, +¢€,.
Si nous le calculons de la seconde manieére, il vient
cosa +d, cosa—+ (AM,+ d, AM,) (cosa,+ d, cosa,) (ci +d, cl> +¢,+d,¢,;
] 2
mais

d,looSa =AM'9—o;—a—‘—+ g
1

17

cosa ’
d,l Cosa, = AM, —"T—-’ + €,
1

et enfin
d, AM, = AM,AM,% +,

¢’ étant un infiniment petit du troisiéme ordre.
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Donc, en négligeant les infiniment petits du troisieme ordre, on a

cosx -+ AM, co;az; + AM, co:au + AM, AM, 00:%01 + AM, cosazdslci
1 2 2

1

+ AM, AM, °°“"*/’_+e + €.

Egalant cette valeur a la précédente, faisant AM, = AM,, et remarquant que

d, d
U=
AM' B S’ ?
d,~ d—
L P
AM, — ds,
on trouve
cos @ d;, o cosas | cosay o d- ¢y, cosay  cosa
! df, 7’ 7! 7'1 Cy - 2 -[_i:f-: CyCq C"y’

On verrait de méme, en calculant les cosinus des angles que font avec AX
la tangente au point P, de I'axe des s, relatif a ce point, et la tangente au P,
de I'axe des s, relatif a ce point,

1 | ¢
d— d-
cos « COS atq c cos ay cosa
cosa, _I* 4+ — = cosa — —
2 —+ 7 -+ 72er Cos a d,+ oo -+ po ’
ar d'
7 cos ay COosa __ cosa COS &
sa L = cos .
cosa ds, + 771 7¢ cos«, 'ds + Cy + C1 71

Supposant maintenant que AX, qui jusqu’ici a été laissé quelconque, de-
vienne successivement la tangente au point A a la courbe AS, a la courbe
AS, et a la courbe AS,, on trouve trois identités et les six relations

d— d~
o _r(t__ T o __r(r_ 1t
d-ﬁ (ca }'1>’ ds, 7e (71 Cy ’
1 X
71 (1._1> it '_(i_i)
ds ¢y \C s ds, 7\ 72 c
I

qui sont, comme l'on voit, les six premiéres de M. Lamé.
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Pour obtenir les trois derniéres, continuons la détermination des cosinus
des angles que font avec AX les tangentes aux points P, P , P, des axes
des s, s,, s, relatifs & ces points. Ainsi, cherchons le cosinus de I'angle
que la tangente a l'axe des s, relatif au point P fait avec AX. Ce cosinus

peut se déduire, ou bien de la valeur de cosa, +d, cosa, donnée par
1 1

les formules (c), en supposant que cosa,, AM,, cosa,, cosa, —» —» ¢,, au
¢y s

lieu de se rapporter au point A, se rapportent a M,, et deviennent, par
conséquent,

cosa, + d, cosa,, AM, +d, AM,, cos«, + d, cosa,, cos« + d, cosa,

1

I 1
- d =
Cy + "‘Ci, 71

+ d,“/i’, ¢, +dg,,

ou bien encore de la valeur de cosa, + d, cosa,, donnée par les mémes
. I " .
formules (c), en supposant que cosz,, AM,, cosa,, 77 fa au lieu de se

rapporter au point A, se rapportent au point M,, et deviennent, par
conséquent,

172"

cosa, +d, cosa,, AM,+d, AM,, cosa, + d, cosa,, ',l +d,, 71, ¢ +d?¢
2 2

De la premiére maniére nous trouvons, pour le cosinus en question,

(coses +d, cosa,) (ci +d,, cl)

cosa, +d, cosa; — (AM, +d, AM,) . et e

‘ +(cosa—+d, cosa) (-—- +d,,—)

T N

mais

d, cosa, = AM, co;’a' +€,,

d, cosa, = — AM, (gos—a + cosa,) ~+ ¢,

' Cs 7
Ccosa '

d, cosa = AM, o >+ €,

et

1
d,AM, = AM,AM, > + ¢,
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Substituant et négligeant les infiniment petits du troisiéme ordre, il vient

cosa, +AM co;a,__AM cosa,__AM cosa AM AM . cosa+cosa,)

Cq 7

— AM, cosa,d, ———AM AM, ‘3’.3'.‘....AM AM 1 cosa,

Cy

- — AM, cosad, —-—AM AM, °°°°‘_+ T
Si nous le calculons de la seconde maniére, nous trouvons d’abord

C°S¢a+d,,005d,+(AM,—+-d,|AM,)(cosa,-q—d,‘cosa,)( +d, )+e +d, ¢

mais

d, cosa, = — AM, (°°““’.+°°”)+e.,

7s

Ccos & G
d, cosa, = AM, — + ¢

Cy t?
d, AM, =AM, AM, ;,‘:—i- Cl'
Substituant et négligeant les infiniment petits du troisiéme ordre, il vient
cosa, — AM, 003!0!:_ AM cosa M coS ay + AM, AM co:‘a, 7:

+ AM, cos ,d, ;— + AM, AM, c°;’“’yi + 6, 4 £
]

égalant cette valeur a celle que nous avions obtenue précédemment, faisant
AM, = AM,, et remarquant que

&~ at
€y Cy
M, — s,
ds,—~ df
Y1 __ N
AM, — ds,’
ds,— d-—
7 7s
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il vient
al I PR I
cos a ¢, COScty  COS Oty 7. cosa V., COSa
— COSa —_——— — — COS A —— — == COS « —+ .
Cy Cy 3 'ZS_Q e 71 C2 ds, €1 71 2‘15 7

On trouverait aussi, en cherchant 'angle que fait avec AX la tangente au
point P, I'axe des s, relatif a ce point,

1 1 d

cos 71 €OS a COSs o, c, cos a cos oz,
—cCosa, 55— — 5 — —— —CO8SA - — —— = COoS a, +

7172 ds, 7 71 €2 ds, Cs7s ds c}

et de méme, en cherchant les angles que font avec AX les tangentes au
point P, des axes des s, et des s relatifs 4 ce point, et les tangentes au
point P, des axes des s et des s, relatifs a ce point,

) ¢ 1 1
d-c_ COs & COSs & d_ T COs & d_ cOos
COS & 4
! — €OS® —= — —— — —— — COS a, -JZE——-i:cosa L4 2,
cyC ds c; Y€ Cs7a * 7
) I I
0. d; COSs & CcOos & dE COs & d—- 0S
€Os & 7 f 2 s ¢ 0(:
—cosa, - — ——— ———cosa — =Ccosa, —— —+
m ? ds, 7 e ' ds, ! ‘1’ <
I 1
o 92 cosay  cos L a
COS oy 1 1 7 2 71 COosay
—_— A, 54— — —— — —— — 08 A, =t — —— = -4,
- cosa, - = o cos &, - cosa, '+ —-'
7
I 1
d— €COs & cos x d; cos d_l-
Ccos @ c COs &
! —cosa %———,——-—ccsa,—f‘ - =cCosa—— +
77 71 7 ¢ o ci/l 1 ¢t

Supposant maintenant que AX, qui jusqu’ici a été laissé quelconque,
devienne successivement la tangente au point A a I'axe des s, des s, et des s,

relatifs 4 ce point, on trouvera d’abord six identités, et puis les neuf for-
mules
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d - d—

cCy i _r_r_t
ds’ (Is Cq 7| 701
d~ 4l

ooyt
ds, ds, — ¢ 7 7,0,’
s ds :

' T et ——— ——— — S— mm—
ds +71?,._ . ¥ 7ac’

qui ne sont autres que celles de M. Lamé. On peut remarquer pourtant
qu’il y a une différence quant aux signes des termes du second membre.
(Cela tient a ce que, dans les formules de M. Lamé, les rayons de courbure
sont regardés comme positifs quand leur direction est .celle des normales
extérieures, c’est-a-dire celle des accroissements indiqués par d,, d,, d,,
tandis que nous avons fait ici I’hypothése contraire.

S HI. — Propriétés générales des lignes tracées sur les surfaces.

24. Considérons sur une surface une ligne quelconque MAN (fig. 9);
menonslui par un de ses points A une normale dont le premier élément
AA, = Jo soit situé sur la surface. Si z, y, z représentent les coordonnées
du point A, x,,5,, z, celles du point A, et dx, dy, dz les accroissements
infiniment petits que recoivent les coordonnées , ¥, z quand on passe du
point A a un point B infiniment voisin et situé sur MAN, nous aurons

(1) (@ —a,) + (r — ) + (2 —5,)" = 8",
(2) (—x,)de 4 (y —y,) dy + (z—z,) dz = o.

Nous employons, comme on peut le voir déja, et nous avertissons que
cette notation sera conservée dans tout ce paragraphe, la caractéristique o
-pour représenter les différentielles qui se rapportent a un déplacement
infiniment petit effectué sur la courbe MAN, dans le sens suivant lequel se
comptent les arcs positifs de cette courbe, et la caractéristique & pour repré-
senter les différentielles qui se rapportent a un déplacement perpendiculaire
a MAN, dans le sens suivant lequel se comptent les arcs positifs des trajec-
toires orthogonales de cette courbe; le sens de ces deux déplacements étant tel
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d’ailleurs, pour qu’il n’y ait aucune ambiguité, qu’en adjoignant a leur direc-
tion celle de la normale extérieure a la surface au point A, on ait trois
droites rectangulaires situées par rapport a ce point, comme le sont res-
pectivement, par rapport a leur origine, les axes des x, des y et des z: ce
qui, du reste, laisse les deux premiéres directions complétement indétermi-
nées, puisqu’on peut choisir arbitrairement la région extérieure a la surface.

Différentions, suivant la caractéristique d, les deux membres de lega-
lité (1); il viendra, a cause de I'équation (2),

(3) (x —z,)dz, + (y —y,) dy, + (s — 3,) dz, = — doddo.
28. Si do est supposé constant pour tous les points de MAN, on aura
dds = o,
et I'égalité précédente se réduira a
@ (¢ — ) dz, + (y —y,) dr, + (z — 5,) dz, = o;

ce qui montre que la courbe M, A N, qui passe par les extrémités des
droites infiniment petites MM,, AA,, NN,,.., menées sur la surface nor-
malement & MAN et prises égales entre elles, est normale a ces droites
MM,, AA,,NN,,....

De la nous pouvons conclure un théoreme remarquable dit a M. Gauss.

26. Concevons que dun point A (fig. 10) pris sur une surface on
méne sur cette surface une série de lignes AM, AM', AM’,... dont tous les
plans osculateurs soient normaux a la surface, de maniére qu'en prenant
deux points quelconques N et N, suffisamment rapprochés sur une de
ces lignes, la portion de cette ligne comprise entre N et N, soit le plus court
chemin de N a N, sur la surface; si l'on mesure a partir du point A, sur
toutes les lignes AM, AM’, AM’,..., des longueurs finies égales, la courbe
qui passera par les extrémités M, M', M’,... de ces longueurs sera normale
aux lignes AM, AM', AM’,... en ces points.

En effet, prenons & partir du point A, sur toutes les lignes AM, AM,
AM’,..., des longueurs infiniment petites égales, Am, Am’, Am’,... puis a

partic des points m, m', m”,..., d’autres longueurs infiniment petites et
XXXIE Cahier. 5
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égales mm,, m'm , m"m’,,..., et, ainsi de suite, jusqu’a ce que nous soyons
arrivés en M, M', M’,.... La courbe qui passera par les points m, m', m’,...
sera une circonférence de cercle; par conséquent, sera normale aux éléments
Am, Am', Am’,...; mais ces éléments et les éléments correspondants qui
suivent, savoir, mm,, m' m, ,m"m’,,..., déterminent respectivement des plans
osculateurs des courbes AM, AM’, AM’,.... Dailleurs tous les plans oscula-
teurs de ces courbes sont normaux a la surface; cela exige évidemment que
la circonférence qui passe par les points m, m’, m’,... soit normale aux
éléments mm,, m'm',, m"m,.... 1l résulte de la, et de ce que nous avons
démontré (n° 25), que la courbe qui passe par les points m,, m,, m,..
est aussi normale aux éléments mm,, m'm,, m"m,...; par conséquent, en
vertu de la propriété des plans osculateurs des courbes AM, AM’, AM’,...,
qu’elle est normale aux ¢éléments suivants m,m,, m,m,, m\m,,...!: d'ou
nous conclurons de méme que ces derniers éléments sont normaux a la
courbe qui passe par les points m,, m,, m,,..., et ainsi de suite. II est clair
qu’en continnant ce raisonnement, on finira par démontrer que la courbe
qui passe par les points M, M', M”,... est normale aux derniers éléments des

courbes AM, AM’, AM’,....

27. La démonstration précédente pourrait évidemment servir a établir
un théoréme plus général, di aussi & M. Gauss, et qui s’énonce ainsi: .7,
sur une surface, on congoit une courbe quelconque, et que des différents
points de cette courbe I'on méne & angle droit une série de lignes géodésiques
ou minima, de méme longueur, la courbe qui joindra les extrémités de ces
lignes coupera chacune d'elles a angle droit.

Ces deux théorémes nous seront plus tard d’une grande utilité.

28. Divisons I'équation (2) du n® 24 par la différentielle ds de I'arc de la
courbe MAN, et différentions le résultat suivant la caractéristique d; il
viendra
dz

d) d. dz d
dr, —Z dyy— Tdz,+(x—x)d L+ (r—y) dG +(e—2)dF =o,

dr

T ds

ds

que I'on peut, en posant

dx} + dy? + dz} = ds3,
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mettre sous la forme
d (1_.2 d d_j d -‘E

ds, (dedx, dydy, dzdz, ds ) ds
(3) ( ’ ——)+(x—»l‘1)7—+() —1) - +(z—2) - =o.

"= \& &, Tasas, T &,

Or, p étant le rayon de courbure de la courbe MAN au point A, et a, 3, 7y les
angles que ce rayon de courbure prolongé de la courbe vers le centre de
courbure fait avec les parties positives des axes, on sait que

d ‘_if élf dz

ds s
COSe=p——, COSE=p—— COSYy=p——-

De méme A, u, » étant les angles que la normale AA, prolongée de la
courbe MAN vers la courbe M, A, N,, fait avec les parties positives des axes,

ona

I e TSP At i
COS A = S co:,u.__ 5o Cosy = 5

I’équation (5) revient donc a

do . , __dsy (dxdx, dydy,  dzdz,
1— ?(cosacosl + cosficosu + cosy cosy) = = (E-‘E— +‘ads T4 )

ou simplement &

(6) 1 —-Jo-c—o‘g:(% cos @, y
en représentant par  I'angle que la normale principale de MAN au point A,
prolongée de la courbe vers le centre de courbure, fait avec la normale AA |,
prolongée de A en A,, et par ¢ I'angle que la tangente en A & la courbe
MAN, prolongée dans le sens suivant lequel sont comptés les arcs positifs
de cette courbe, fait avec la tangente en A, a la courbe M, A N,, prolongée
aussi dans le sens suivant lequel sont comptés les arcs positifs de cette nou-
velle courbe.

29. On peut remarquer que, dans la démonstration que nous venons de
donner, nous n’avons aucunement supposé Js infiniment petit. Ainsi, la
formule précédente subsiste dans le cas méme ou Jo est une longueur finie
tout a fait quelconque; quand d7 est infiniment petit comme dans la fig. g,

la formule se simplifie : on peut, en effet, substituer l'unité a. cos @, car ¢
5.
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est alors infiniment petit, et I'on a

8 __ds,
(7) 1 —do cc: s

Du reste, si I'on ne se propose que d’obtenir cette derniére formule qui
joue un grand réle dans la théorie des lignes tracées sur une méme surface,
on peut procéder plus simplement comme il suit. -

29 bis. On a, d’aprés nos notations,

dx dy dz o
0T+ 2y + Fdz=o,
et
dz® + dy® + dz° = ds*.

Différentiant la premiére équation suivant la caractéristique d, et la seconde
suivant &, il vient

A\rd s+ é‘yddy—i— &ddz + dxd3x+ dydé‘ + 'fz diz=o,
dxddx + dyddy + dzddz = dsdds;
d’ou, en remarquant que

ddx = ddx, diy =ddy, diz=ddz,

on tire
. dx dy dz

Mais A, u, v représentant, comme plus haut, les angles que la normale a
MAN tracée sur la surface, et prolongée du c6té de la courbe M, A, N,, fait
avec les parties positives des axes des coordonnées, «, £, ¥ ceux que la

normale principale fait avec les mémes parties des axes, et ple rayon de cour-
bure de la courbe MAN, on a

__dx dy __dz
COSA—%-) COS/&——-a— COS’y-—;&’
dd-—z- dﬂ rll—If
ds

Cosa =p ——» CoSf3=p-—5—r COSY=p——

ds

Donc, substituant dans la valeur de Jds les valeurs de dx, Jy, dz, d ‘—Idf )

AY
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d , 42 o m'ees de ces derniéres équations, il vient

ds
dds = — i‘%- (cos« cos A + cos 3 cos u + cosy cosy),
ou bien

(7 bis)

Ulerq ™

ods = — Jo*ds co:e

§ étant I'angle que le plan osculateur de la courbe au point A fait avec le
plan tangent de la surface au méme point, ou mieux, pour faire disparaitre
toute ambiguité, I'angle que la normale principale de la courbe dirigée de
la courbe vers le centre de courbure fait avec la normale a cette courbe, -
tracée sur la surface et dirigée dans le sens suivant lequel se comptent les
accroissements indiqués par la caractéristique d. Cette formule coincide an
fond avec celle que I'on a déja obtenue.

30. On peut déduire de la formule (7) un grand nombre de résultats
importants. Elle va nous servir, en premier lieu, 4 établir une équation
remarquable des lignes géodésiques tracées sur une surface quelconque.

Imaginons que la surface considérée soit découpée en rectangles infini-
ment petits par deux systémes de lignes orthogonales, et regardons ces
lignes comme destinées a fixer la position des points situés sur la surface par
les longueurs de leurs arcs « et y comptés a partir de deux de ces courbes
prises pour axes, et dans un certain sens que 'on supposera déterminé,
comme au n° 24, au moyen de la normale extérieure. Soient maintenant AA’
(fig. 11) une courbe quelconque tricée sur la surface, et mn un de ses élé-
ments ; si nous appelons dr et dy les éléments mp et np des lignes coor-
données, oh aura

mn = ‘/ dx® :?(7-_’ = dbs,
et, par suite, la longueur totale AA’ de la courbe sera
(@) SV,
I'intégrale s’étendant de la premiére extrémité A 4 la seconde A'.
Prenons la variation en supposant que les points correspondants dans

les deux états soient situés sur les lignes coordonnées du méme systeme
que tm; il viendra, en indiquant par & ce genre d’accroissement dont le
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sens positif sera d’ailleurs celui suivant lequel croissent les arcs y,

dx dy
Or
cosf cos 6
dde=mp' —mp=—mp. mm( - )x — dx. ( 7 )I,

en posant mm' = w, et appelant ( ; ) le rapport que I'on obtient en divi-

sant par le rayon de courbure de la ligne coordonnée rmp au point m le
cosinus de I'angle que la normale principale de cette courbe, dirigée de la
courbe vers le centre de courbure, fait avec la tangente a la courbe coor-
donnée tmm’ menée dans le sens suivant lequel se comptent les ares positifs
de cette courbe; tangente qui est ici- placée par rapport a la tangente ana-
logue a la courbe rmp et & la normale extérieure i la surface, comme I'axe
des y I'est par rapport a celui des x et a celui des z. Quant a ddy, il est égal a

’_7/ d(‘) /
np ——rgp:w—i—mds——pp.
Or
w— pp' = mm —-pp_——-a)dz‘(m:e)y,

done .

ddy = — wdx (E‘.’;ﬁ)y —+ “%’ ds.

On appelle (%sj-) le rapport que I'on obtient en divisant par le rayon de
Y

courbure de la ligne coordonnée tmm’ le cosinus de I'angle que la normale
principale de cette courbe, dirigée de la courbe vers le centre de courbure,
fait avec la normale tracée sur la surface et située par rapport a mm’ et a
la normale extérieure a la surface, comme 'axe des y I’est par rapport a celui
des x et & celui des z, c'est-a-dire ici-avec la tangente a la ligne coor-
donnée rmp menée dans un sens contraire a celui suivant lequel se comptent
les arcs positifs de cette courbe. Substituant dans la variation de I'inté-

grale (a), il vient
" dx (cos b ~ dy (cosh dy do
J [—715<T)xdl —17?(7—);({ ] S ok

dw
Intégrant par parties le terme qui contient —, et négligeant ce qui se rap-
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porte aux limites, parce qu’on suppose fixes les extrémités de la courbe, ona

Jel =& (5), (%), =~ 43])

ou bien encore

f [ (cosﬂ) . (cosG> . dz] .
wds| —( —) sini — | — ) cosi — = | cos i,
P Jr p J= ds

en appelant i I'angle positif (c’est-a-dire compté en allant de mp vers mm!')
que forme la tangente 4 la courbe rmp au point m, et dirigée suivant mp,
avec la tangente 4 la courbe rmp menée dans le sens, arbitraire d’ailleurs,
suivant lequel se comptent les arcs positifs de cette courbe; ce qui donne

dx . oody . ly ..

2 = ©0sZ, —- = sini, d:_ls' = cos i di.
De la on tire, pour I'équation de la ligne géodésique, en égalant a zéro I'élé-
ment de I'intégrale,

dr -{ cosB . cos ..
(8) = —|—) cosi — | — ) sini.
ds P /= P/

31. Pour montrer immédiatement I'utilité que I'on peut retirer de cette
formule, nous allons en déduire I'équation remarquable que M. Liouville a
donnée des lignes géodésiques de I'ellipsoide.

Prenons pour lignes coordonnées tracées sur I'ellipsoide les lignes de

courbure qui, comme I’on sait, sont les intersections de I'ellipsoide avec les

différents hyperboloides 4 une et a deux nappes qui ont mémes foyers que lui;

dans ce cas, il est facile d'évaluer (E%f—e ) et (&:9) : il suffit de se rappelér
x rY

notre formule (7), et quelques formules de la théorie, maintenant bien
connue, des coordonnées elliptiques sur I'ellipsoide.

Nous obtiendrons ainsi facilement, en adoptant les notations de M. Liou-
ville, et supposant que la ligne de courbure représentée par 1'équation
w = const. corresponde 2 la ligne coordonnée dont les arcs ont été appelés .

cosf\  —uypl—b el — ‘,
()= TR
cosf\  — vy —vt et —?
(7)7— ¢;:T_‘;?:(#z_vz)%.
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Snbstituant dans I'équation (8), il vient °

di __ pcosiyu’ —b’\/—_— + vsiniyb' — vt ye' —v*
ds — _________ T
$ ‘/P —“{l— ( !)2 y/p’-——v’(y’——v’)’

d’ou chassant ds, et observant que

L]

dv = cosids = vipt — ) (w —v)

— ')
VB =) (0 — ) =
) T T
dy = sinids = YE=E) =) 4
o : V(e —8*) (' — )
il vient
p cos i djs vsinidy

T smi(pF—") " cosi(W—v')’
ou :
(v' — w*) sinicos tdi + u cos®idu + vsin’idy = o,

ou intégrant,
u® cos®i + v* sin® £ = const.;
ce qui est la formule de M. Liouville.

MM. Chasles et Liouville ont donné des démonstrations géométriques
trés-simples de cette formule; je pense néanmoins que la démonstration
précédente, qui est basée sur le calcul des variations, ne sera pas sans quelque
intérét.

32. On connait les conséquences élégantes que M. Michael Roberts a
déduites de la formule de M. Liouville, et desquelles résulte qu’il existe
une grande analogie entre les lignes de courbure de I'ellipsoide et les ellipses
planes; je joindrai aux résultats connus une propriété d'un autre genre qui
fournira une nouvelle preuve de I'analogie en question.

Reprenons la valeur générale

(cosG) _pyer =0ty ——[.L
Pl Tl =y
du rapport du cosinus de I'angle que le plan osculateur de la ligne de cour-
bure de I'ellipsoide qui a pour équation wx = const., fait avec le plan tan-
gent a cette surface, au rayon de courbure de cette ligne. Si nous consi-
dérons en méme temps une ligne géodésique issue d’un ombilic, et dont
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I'équation sera, d’aprés MM. Liouville et Roberts,

w@?cos’i 4 v?sin’i = b?,

nous pourrons aisément calculer le sinus de I'angle que cette ligne minimun
fait avec la courbe x = const., ou, ce qui revient au méme, le cosinus de
I'angle « que la ligne minimum fait avec la normale menée sur la surface,
a la courbe x = const., et I'on trouvera

’ LI
cos’a = 5'—--;’ )
d’ou
3
cos’a = (=8,
(*—v*)’

. . cosf
Cette valeur, combinée avec celle de (—;—) » donne
x

(*2:‘.\
e )- __—pye—p

cos®a S/P"—li’ (p’—b’)’

ce qui nous prouve, le second membre ne contenant que «, et étant, par
conséquent, le méme pour tous les points de la courbe « = const., que le

rapport %”—0 » relatif 2 une ligne de courbure quelconque de I'ellipsoide, est

proportionnel au cube du cosinus de I'angle, que la normale menée sur la
surface A cette ligne, fait avec la ligne géodésique issue d'un ombilic ; pro-
priété analogue a celle qui apprend que dans Tellipse le produit du rayon
de courbure par le cube du cosinus de I'angle que le rayon vecteur issu du
foyer fait avec la normale, a la méme valeur quel que soit le point de I'ellipse
que 'on consideére.

33. De la formule (8) établie dans le numéro précédent, et qui fait con-
naitre la variation de I'inclinaison des lignes géodésiques sur ce que nous
avons appelé plus haut les lignes coordonnées, on peut facilement déduire
une formule plus générale, et faisant connaitre la variation de I'inclinaison
d’une ligne tout 2 fait quelconque sur les lignes coordonnées.

Soient AB, BC deux éléments consécutifs de la ligne considérée ( fig. 12),

et BD le second élément de la ligne géodésique dirigée suivant AB; prolon-
XXXII Cahier. A 6
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geons AB jusqu’a E : le triedre formé par BC, BD, BE, dans lequel les deux
faces EBD et DBC sont évidemment perpendiculaires I'une a I'autre, nous

donnera

CBD = CBE sinCBE, DBE.

Or représentons par a I'angle des deux plans ABC et ABD, ou mieux, pour
qu'il n’y ait aucune ambiguité, I'angle plus petit que 180 degrés, des nor-
males principales des deux courbes ABC, ABD, prolongées I'une et I'autre de
la courbe a laquelle elles serapportent vers le centre de courbure correspon-
dant; appelons en outre ds 1'élément AB de la courbe considérée, et enfin p
le rayon de courbure de cette courbe au point A ou au point B : on aura

CBE;—_?;
donc
(@) CBD:ds%‘:j:ds%?-

Nous appelons § I'angle que le plan osculateur de la courbe ABC au point B
fait avec le plan tangent de la surface au méme point, ou mieux, pour faire
disparaitre toute ambiguité, I'angle que la normale principale de la courbe
ABC, prolongée de cette courbe vers le centre de courbure, fait avec une
normale 4 ABC tracée sur la surface et située par rapport a la normale
extérieure a la surface et a la tangente a ABC prolongée dans le sens suivant
lequel se comptent les ares positifs de cette courbe, comme I'axe des y, par
rapport a celui des z et a celui des x. Quant au signe placé devant le second
membre de I'égalité (a), on reconnait aisément qu’il doit étre + quand
'angle positif que forment les tangentes considérées plus haut a la courbe
ABC et a la courbe coordonnée (x) est plus grand que I'angle positif que
forment les tangentes a la ligne géodésique ABD et a la courbe coordon-
née (x), et qu’il est — dans le cas contraire.

Pour avoir maintenant la variation de l'inclinaison de la ligne ABC sur
une des lignes coordonnées, il est clair qu'il suffit d’ajouter a I'angle CBD,

ou plutét a ds -c%—q » la variation de I'inclinaison de la ligne minimum dirigée

suivant AB que nous avons obtenue dans le numéro précédent; il vient
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ainsi
@ di——da() — (°°§").,+ “(%);

en remplacant par( . ) le rapport —;— ¢ défini plus haut, afin d’exprimer

qu’il se rapporte a la courbe proposée qui est supposée tout a fait quel-
conque.

Cette derniére formule représente une généralisation remarquable de
celle qui, dans la théorie des lignes planes, donne la valeur de I'angle de
contingence en fonction du rayon de courbure; nous pouvons la vérifier
dans un cas particulier bien simple.

Supposons la ligne ABC tracée sur un plan, et admettons que les lignes
des coordonnées deviennent, d’une part, des droites issues d’'un méme
point, et d’une autre, des circonférences décrites du méme point comme
centre, ce qui nous fournira le systeme de coordonnées polaires ordi-
naires. Représentons comme a I'ordinaire par r et 8 ces coordonnées po-
laires; si, de plus, p est le rayon de courbure de la courbe, la formule (9)
deviendra

d.arctang - — — dw + L ds
8,7 p &

r' étant la dérivée de r par rapport a », ou
1 r'*—rr’ rt+a2r’* —rr’”
;ds__dw(l + ——r,+ﬂ,>_.dw(~——————r,+’,, )
" étant la seconde dérivée de r par rapport i »; d'olx

1 rt4art—rr
P (r* +r'*) ’
ce qui est le résultat connu.
34. La formule (g), et plusieurs autres établies plus haut, tout en nous

montrant I’ 1mportance de la conSIderatlon du rapport que I'on a appelé

3
7

(] n i T ki
(c—os ) et qui a été nettemeh 'deﬁm ‘dans le numéro précédent, nous font voir

que c’est la I'élément qui doit représenter la courbure des lignes, lorsque du
moins on considére ces lignes comme tracées sur une surface déterminée.

Pour abréger, nous donnerons, dans ce qui va suivre, a ce rapport le nom
6.
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de courbure géodésique; cette dénomination est motivée sur une propriété

exprimée par la formule (@) du numéro précédent, et d’aprés laquelle la
courbure géodésique d’'une courbe quelconque est égale en valeur absolue
a I'angle infiniment petit que forment deux lignes géodésiques menées tan-
gentiellement a la courbe considérée par deux points infiniment voisins A
et B, divisé par I’arc AB.

35. La formule (7), qui nous a déja servi a établir une équation remar-
quable des lignes géodésiques tracées sur une surface quelconque, peut
encore étre employée d’une autre maniére dans les questions dépendant du
calcul des variations, et relatives aux lignes tracées sur les surfaces. Mon-
trons-le par un exemple simple.

Proposons-nous de trouver la ligne de longueur donnée qui comprend
une aire maximum sur une surface.

Supposons que la courbe cherchée passe par les pointsfixes AetB( fig. 13),
et que ce soit I'aire comprise entre cette courbe, que nous nommerons AMB,
et la courbe fixe ACB, qui soit un maximum. Considérons une seconde
courbe AM, B passant par A et B, infiniment voisine de AMB et ayant méme
longueur que cette derniére courbe; non-seulement la différence de lon-
gueur de AMB et AM,B sera nulle, mais encore I'aire comprise entre ces
deux courbes. Or, par un point quelconque M de AMB, menons une nor-
male a cette courbe dont le premier élément MM, soit sur la surface. Soit » la
longueur de I'élément MM, pris avec le signe +, s'il est d’un coté de AMB,
et avec le signe —, s'il est de 'autre coté, o étant par conséquent variable
avec le point M, ou fonction de I'arc AM que j'appelle s ; I'aire comprise
entre les deux courbes AMB et AM, B sera

[ e

s, étant la longueur de la courbe AMB : on aura donc
((l) : f “wds = 0.
o

D'un autre cbté, si nous représentons par MN = ds un élément de la
courbe AMB, et par M,N, = ds, I'élément de la courbe AM,B déterminé
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en menant des normales sur la surface & la courbe AMB par les points M et
N, on pourra appliquer la formule (7) aux deux courbes AMB et AM,B,
et I'on aura

ds, — ds =+ °’°:"’ds,

fooie se rapportant a la courbe AMB, et le signe du second membre dépen-

dant de celui de w.
Par conséquent, on aura

b fffs_"=
(®) (0= ds = o

Il est trés-facile maintenant, en appliquant le raisonnement connu, de
déterminer I'équation de la courbe cherchée. En etfet, posons avec

M. Cauchy,
s
f wds = ¢(s),
(o]
@ (s) s’annulant pour s = o et s = s,; on aura

0 = <p' (S),
et I'équation (b) deviendra

%, cosf _
fo ¢ ()" ds =o.
’ . 4 y e . \ g 6
Intégrant par parties, et appelant (c——-‘f“ la dérivée par rapport a s de (—-(:’ ’

[0 (Y amo

d’ouiI'on tire, ¢ (s) étant tout a fait quelconque entre o et s,,

(cosB)’«
-—-P—' =.O’

{ cos@

P

il vient

d’ou

) = const.

Ainsi, la courbe de longueur donnée qui comprend une aire maximum sur
une surface a son rayon de courbure en chaque point proportionnel au
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cosinus de U'angle que son plan osculateur fait avec le plan tangent de la
surface au méme point; en d autres termes, son rayon de courbure géodé-
sique est constant.

Ce théoréme remarquable, qui est le correspondant de celui qui apprend
que dans le cercle le rayon de courbure est constant, n’est pas nouveau. Il
a été donné depuis bien longtemps dans les premiers volumes du Journal
de M. Crelle; M. Delaunay y est aussi parvenu dans ces derniers temps, dans
une Note insérée dans le journal de M. Liouville.

36. Nous allons terminer les applications de la formule (7), en cher-
chant la condition pour que deux systémes de lignes orthogonales -tracées
sur une méme surface puissent découper cette surface en carrés.

Considérons sur la surface une suite de lignes infiniment rapprochées de
I'un et de 'autre systéme; ces lignes détermineront, en se coupant, des rec-
tangles infiniment petits ( fig. 14). Supposons que les rectangles «a, b, ¢
soient des carrés, et exprimons qu'il en est de méme de d. Si nous appelons

(C(:e) la courbure géodésique de la ligne AA’A”. .., et (c"s 9) la courbure

géodésique de AA, A,..., en supposant d’ailleurs, pour qu'il n’y ait aucune
ambiguité, le sens dans lequel croissent les arcs positifs de ces courbes,
déterminé comme au' n° 30, nous aurons d’abord

A A, = AA' — AA’.AA, [(°°°9> + e] AA' —AR" [(cﬂ) N e],
P p /e
ot étant infiniment petit du méme ordre que AA’; et de méme
AR, = AA, + A7, AN (229) — AA’ 4 AR [ (2
+ [ P y+ C] ‘ + [( P )y+ C]’

¢ étant aussi infiniment petit du méme ordre que AA’.
Puis on trouvera semblablement

(cos 9>
A"A', = A’A” — A’A"”? [( cos 9) ZAA + e+ ]

cos f

AA,=AA,+AA, [(°°:9>y+d(d‘; )YAA.+Z+ C.],




SUR LA THEORIE GENFRALE DES SURFACES. 47

(=), ()
‘o z P y ’ . r s COSG
= et p representant respectwement la dérivée de ( p )x

h b 7 7 . ’ . 7 e
relative 4 un déplacement effectué suivant AA’A”, et la dérivée de (%)
y

relative & un déplacement effectué suivant AA A,..., ete, et {, étant des
infiniment petits du second ordre, en prenant AA’ pour unité d’infiniment
petits. Si nous voulons maintenant que le rectangle d soit un carré, il
faudra que

ey LA
w2 AP

' (=)
=AA,+AAS’ [(E‘l‘:‘_) + L LIAA T+ c,],
P Jr 4
d’ol1, substituant a A’A” et A, A,, qui sont respectivement égaux a A'A’,
A A’ leurs valeurs écrites plus haut, et négligeant les infiniment petits

d’un ordre supérieur au troisiéme, -

T (52) ] [ () ] (),
) |
_AA" [@ AA’ + e] — AA’ — AA” [(i";—")+ @]

+[AK”—2E“(°_°”_"> ](?25_"> +AA"” [c-i—(f_"ﬂAA'-;-z;],
P x‘ y dy

P

ou, réduisant,

(=), o=
b J=z 4 P Ir —o.

dx dy =

_Ainsi, la condition cherchée est que les variations que regoivent les cour-

bures géodésiques des deux courbes AA'A"..., AA A,..., pour des déplace-
ments infiniment petits et égaux effectués sur ces courbes dans le sens suivant
lequel se comptent leurs arcs positifs, soient égales et de signes contraires.

37. Siles courbes considérées sont tracées sur un plan, la condition
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G, 4G, _,

dx dy

devient

Or on sait que la condition pour que deux systémes de lignes orthogonales
planes puissent partager leur plan commun en carrés infiniment petits est,
d’aprés un théoréme de M. Bertrand, la condition nécessaire et suffisante
pour que ces deux systémes de lignes soient isothermes. Donc on peut dire
aussi que la condition nécessaire et suffisante pour que deux systémes de
lignes orthogonales planes soient isothermes est que les variations des cour-
bures de ces courbes, pour des déplacements égaux effectués sur ces
courbes, soient égaux, abstraction faite de leurs signes, pour chacun de leurs
points de rencontre.

On déduit de la cette propriété assez curieuse, que si les courbes de I'un
des systémes sont des cercles ou des droites, celles du systéme orthogonal
devront nécessairement étre aussi des cercles ou des droites, pour que ces
deux systémes soient isothermes. '

38. Reprenons I'équation (3) du n® 24: divisons ses deux membres par
ds,, et différentions le résultat suivant la caractéristique d; il viendra

dr %2 +dydy.+dz‘.‘i’_;“£‘-—if_-_—‘&+(x—m,) gl
1 1 1 1
— )’1 éﬁ — dad_'@
+(r—r)dgt+ (@ —z)d Gt = — dod 5 — 5= dio,
ou, en divisant par ds,,

d(lx, ddz'
ds (dx dx, dy dy, dz dz,\ - . ds, ds,
T \& & T a dsds,)'_ L+ @—x) =+ O —r) 5

dz, ddo
d—- d-—

(ki - ds; daa 2

-+ (Z—Z.)-HT———JO"J—S’-— 'd.T,) ’

et, en transformant comme au n° 28,
ddda
cos 6, ddo\? ds, ds
1+ o 6\0'—(:1}T>—30'—ds—1—~—-d~;1005¢,

@ étant toujours I'angle infiniment petit que la tangente en A a la courbe
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MAN, prolongée dans le sens suivant lequel sont comptés les arcs positifs
de cette courbe, fait avec la tangente en A, ala courbe M, A, N,, prolongée
aussi dans le sens suivant lequel sont comptés les arcs positifs de cette nou-
velle courbe, p, le rayon de courbure de M,A,N, au point A,, et §; I'angle
que ce rayon de courbure prolongé de la courbe vers le centre de courbure
fait avec AA,.

Multiplions membre 4 membre 1'égalité précédente et I'égalité (6) du
n° 28; il viendra, en négligeant les infiniment petits d’'un ordre supérieur
au second,

dda
1+ 6a'c°:'9" — 6000750— (‘%’)’— do ‘l:’ co:Oco:le, da* = cos* g,
ou bien
dda
. 2
(10) 5\000:‘9" — o’c—qpﬂ -—-(‘Za) —+ do —— ds’ ~+ do? (Eo—:—e) — 0?,

en remplacant 1 — cos’  =sin’ ¢ par ¢*, et Jo* c_ops_@ ‘—"3:'—61 par é\a’.(.c-f;s—e )2.

Evaluons maintenant ¢ et 6, .

Considérons (fig. 15) en méme temps que la normale AA, a la courbe
MAN au point A, la normale infiniment voisine A’A’ ; prenons A'D = AA|
de maniére que A, D soit, comme AA’, perpendiculaire 4 AA,, d’aprés ce qui
a été démontré dans le n° 1; enfin, par le point A,, menons A, E parallele
a AA'. Les trois droites A, D, A E, A, A| formeront un triédre sensiblement
rectangle suivant A, D, et dans lequel: 1° P'angle plan A’ A E sera égal a
I'angle @ que nous voulons calculer; 2° I'angle plan DA, A’ égal, aux infi-

niment petits prés du second 6rdre, a—t ‘gf, et enfin 3° I'angle plan DA E

égal A 'angle = que forment les plans osculateurs aux points A et A, de la
ligne géodésique dirigée suivant AA,, comme on le voit simplement, en
remarquant que le premier de ces plans est perpendiculaire a A, E et 'autre
a A,D. Nous pourrons déduire de ce triedre la relation

¢ =1’ —+—(ds’)

XXXII* Cahier. 7
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Portant cette valeur de ¢* dans I'égalité (10), on a

dda
d 2
J‘a'c:sg‘ —-30‘“?9:30' ———d‘f' +3‘a”(c——o:e> — 7.
1 1

ala détermination de 8’ . Menons (fig. 15), en la dirigeant de la
vers le centre de courbure, la normale principale A,O de M,A N,
t A,, et une normale A, A, 4 la méme courbe, qui soit située sur la
et du méme coté, par rapport A M, A N,, que AA, par rapport a
is prolongeons AA, de maniére a avoir A, F : les trois droites A,O,
A,F formeront un triédre dans lequel la face FA,O sera égale a
i, que nous cherchons, la face A,A, F égale a I'angle de contin-
de la courbe AA A, au point A,, la face OA, A, égale a I'angle §,,
cosinus divisé par le rayon de courbure p, de laligne M, A, N, donne
wre géodésique de cette ligne, et enfin I'angle diédre dont I'aréte
égal a 'angle « que forme le plan osculateur de la courbe AA, A, au
\, avec le plan normal conduit suivant A A,, ou plutét, sans
té, I'angle moindre que 180 degrés que la normale principale pro-
de la courbe vers le centre de courbure de la courbe AA, A, au
, fait avec la normale a la surface, menée du coté ou se trouve la
O. Cela étant, nous avons, en négligeant les infiniment petits du

ordre,
cos, = cosb, + sinf| ecosa,

cosf;, = cosf, — sinf, ¢cosa,
X, en négligeant des infiniment petits du second ordre,
cos§, = cosf, — sinf,¢cosa.

dans I'égalité (11) et divisant par o, on trouve

dd&a
cos 6, cosf cos@\? sinf, ecosa r’] ds,
pr p"&'[(P)“"pa % T,

lation peut étre mise sous une forme plus simple. En effet, d’apres le

. sinf .
1e de Meunier, i’:—-’ n’est autre chose que la courbure au point A, de
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la section normale faite dans la surface suivant A, A,, ou, ce qui revient au

A Iy . . . I 1 . .
méme,  un infiniment petit prés, que la courbure - au point A de la section

. . . . 1
normale faite suivant AB; on doit seulement remarquer que si 'on veut que -

SIB eg

ait le signe que lui donnent les conventions faites dans le §1, il faut que —

qui est essentiellement positif, soit aussi accompagné d’un signe qui d’ allleurs
sera + ou — selon que la normale principale A O de M,A N, est dans

Pintérieur ou a I'extérieur de la surface. De méme ~y—, précédé du signe —+

ou du signe — selon quelaligne A, O est inte’rieure ou extérieure a la surface,
est la courbure positive ou négative au point A, de la section normale faite
suivant A, A,, ou, ce qui revient au méme, a un infiniment petit pres, ala

courbure 3— au point A de la section normale faite suivant AA,; d’ou résulte

sin 6' £cos &

P1 "¢

. 1 ) | T .
duit des deux courbures S et —. Enfin, 5; est évidemment la mesure de la
1

d’abord, soit dit en passant, que — est dans tous les cas égal au pro-

flexion au point A de ligne minimum dirigée suivant AA , ou bien la seconde
courbure géodésique ;; de la ligne AA, A, au point A,, abstraction faite du

signe. On peut donc écrire I'égalité précédente comme il suit:

ddda
cosfy _ cosh [(9_“_9)’ 2 L] ds,
Ps P = e ) T TRl TS

D’un autre c6té, R et R’ étant les rayons de courbure principaux positifs ou
négatifs de la surface au point A et «, 'angle que la ligne MAN fait au point A
avec la section principale correspondante au rayon de courbure R, on a,
d’apres la formule d’Euler,

! — 1 cos’a + o sina
r_ R R’ ?

LS x 2
;=g 4n*a + gy cos’a.
De plus, d’aprés le résultat obtenu a la fin du n° 16 bis, la seconde courbure

. , . 1 . ’ [NET) . .
geéodésique » de la courbe AA, A, au point A, est égale a I'angle pris posi-

"

7
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ement que la normale a la surface au point A, fait avec le plan de la nor-
le au point A et de AA,. On a donc, d’apres len® 9,

L —sin*acos’a (o — = ?
p’—- ] a B.’ ﬁ .

» | on tire aisément

1 1 1 1
}7.—)7=ﬁ(3m a + cos'a + 2sin*a cos’a) = pm»
ou
ddda
cos 6, cosf cos@ 1 ds,
o T—"“’('P—s““mf) + 5
dds dé&a

cos 6, cos 0 ar & cos 6 ds,

,, en remplacant

et

ds . ’ I\
par ——> ce qui naltére
résultat que d’un infiniment petit du second ordre ; il vient

ddc)c

cos 6 cos?f 1 ds
2) ——"\( +RR’)+ T

dddc

do avait la méme valeur pour tous les points de MAN, on aurait -%-I,- = o;
la formule deviendrait

cos B cos*d I
§—-=ds ( +RR )
stte formule et la précédente sont trés-importantes dans la théorie des lignes
acées sur une méme surface

39. Appelons =~ - % la courbure geodesu;ue de la courbe AA A, au point

, et supposons, comme plus haut, afin que ce rapport soit nettement dé-
ni, que les arcs positifs de AA A,... soient comptés de A vers A,, cest-
-dire dans le sens indiqué par la caractéristique & la formule (7) du n° 29

ous donnera

da cos 6’ dda
P’ ds.

)ifférentiant les deux membres de cette égalité suivant la caractéristique d,
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il vient
cos 6/ cos 6/ dda
d&' T —+ Jo'd —_— = -risT ’
. ‘
d’ol, en substituant & dds, dans le premier membre, sa valeur '—I’—‘-‘-’-—:fﬂ )
on trouve, aprés quelques réductions,
dda
d —
cos §’ cos 6'\? ds
4 _-dJ(T) T

Divisons I'égalité (12) du numéro précédent par dz, 'égalité précédente par
ds, et retranchons les deux résultats I'un de l'autre; il viendra

922 c_()L’g' 0\2 cos9'\? '

() == (%) (%)

Cette relation peut étre considérée comme exprimant la condition pour
que deux systémes de lignes tracées sur une méme surface soient orthogo-
naux. Pour n’éprouver aucune difficulté dans son interprétation, il faut,
d’une part, se rappeler la définition de la courbure géodésique donnée au
n° 33, qui ne suppose que la fixation préalable du sens dans lequel croissent
les arcs positifs de la courbe et de celui dans lequel on méne les normales
extérieures a la surface ; puis remarquer que R et R’ sont susceptibles d’un
double signe déterminé d’ailleurs par la régle du n° 7 au moyen de la nor-
male extérieure  la surface; enfin ne pas perdre de vue que les caractéris-
tiques d et & représentent des accroissements effectués sur les courbes des
deux systémes considérés et dans le sens suivant lequel croissent les arcs
positifs de ces courbes, de telle sorte que I'on peut dire encore que I'une
de ces caractéristiques, la caractéristique J, dans le cas actuel, indique un
déplacement sur la surface normalement aux courbes de 'un des systémes,
et dans le sens qui sert a fixer la courbure géodésique de ces courbes, tandis
que I'autre indique un déplacement normal aux courbes du second systéme,
et dans le sens opposé a celui que fixe la courbure géodésique de ces nou-
velles courbes. On pourrait changer. la signification des caractéristiques &
et d, et les considérer I'une et I'autre comme représentant respectivement
des accroissements infiniment petits effectués sur la surface normalement
aux courbes des deux systémes considérés, et dans le sens qui sert a fixer
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les courbures géodésiques de ces courbes; on aurait alors la formule sui-
vante, qui est plus symétrique que la formule (13),

- P P (089 | (eos8\* 1

40. Reprenons la formule
d dda

cosf’ cosf'\?2 “ds
d=== (P’)+ d ’

obtenue dans le numéro précédent, et écrivons en méme. temps la formule
analogue relative a la courbe AA’A”, ce qui donne :

dds
cos § cos 6 2 o
=5 () —

puis multiplions la premiére de ces formules par — Jdo, la seconde par ds,
et ajoutons les produits membre 4 membre ; il viendra, d’apres I'égalité (13),

dds ods dsda
d-gs— -+ A\—a—a— =— 1R’
ou, plus simplement,
(14) | dod*Sr + dsdds = — B2,

si 'on suppose que la différentielle seconde d*ds se rapporte a un double
déplacement constant et égal a ds, effectué sur la courbe MAN, et la diffé-
rentielle seconde 4 ds & un double déplacement constant et égal a ds effectué
sur la courbe AA A,.

La formule précédente avait été donnée par M. Bertrand dans le Jourral
de U Ecole Polytechnigue (xxx® cahier), mais pour le cas seulement des lignes
de courbure. On voit par ce qui précéde qu’elle est vraie généralement pour
deux systemes de lignes orthogonales quelconques.

41. L’égalité (13) exprime, comme nous l'avons dit, la condition pour
que des courbes tracées sur une méme surface soient orthogonales, et on
peut remarquer qu'elle est de méme forme que celles que I'on doit 4 M. Lamé
et qui représentent la condition pour que deux systemes des lignes planes et
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trois systémes de surfaces soient orthogonales. 1l est d’ailleurs bien facile de
déduire les deux formules de M. Lamé de la nétre.

En effet, supposons d’abord que les courbes considérées soient planes,
c’est-a-dire admettons que la surface sur laquelle elles sont tracées devienne
un plan; on aura

- d=
1 I
3§+-Es€—p’+?_"’

formule qui est générale comme on I'apercoit aisément, pourvu que les ca-
ractéristiques J et d se rapportent respectivement a des déplacements infi-
niment petits effectués normalement aux courbes des deux systémes consi-
dérés, et du coté de ces courbes ou se trouvent leurs centres de courbure.
C’est la premiére formule de M. Lamé.

Considérons en second lieu trois systémes de surfaces orthogonales.
D’aprés le théoréme de M. Dupin, deux quelconques de ces systémes déter-
mineront, par leurs intersections avec une surface quelconque de I'autre sys-
téme, les lignes de courbure de cette surface, que, pour fixer les idées, je
désignerai par surface S. Cela posé, appliquons la formule (13) aux lignes
de courbure de cette surface S. Si nous appelons, comme on I'a déja fait
aun°® 23, (7, ¢,) (72 ¢) (¥, ¢,) les rayons de courbure principaux des trois
surfaces conjuguées passant par un méme point de la surface S, (y,, c,) se
rapportant 2 cette derniére surface, nous aurons d’abord

cos @ cos§’
3(-—;—) __d( e’ )___ cos b ’+ cos @’ ’+__x_
ds ds “\p e’ 7162’

mais, en supposant que la ligne de courbure a laquelle se rapportent les rayons
principaux c,, 7, soit celle que remplace la courbure MAN des numéros
précédents, et, par conséquent, que la ligne de courbure  laquelle se rap-
portent les rayons c,, y, soit celle que on substitue 4 AA A,..., nous
avons, comme il résulte du théoréme de Hachette, établi au n° 20, oun
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mieux, comme on peut le faire voir directement en se servant de la for-
mule (7) du paragraphe actuel,

cos 6 I cos 6’ I
- [

P ¢ P

——

—_— —_

Notre formule (13) devient donc

les caractéristiques J et d se rapportant respectivement a des déplacements
effectués normalement aux deux surfaces conjuguées de S, et dans les régions
extérieures a ces surfaces, ou bien, en adoptant les notations du n° 23,

ce qui est bien I'une des formules de M. Lamé.

En appliquant la formule (13) aux deux surfaces conjuguées de la sur-
face S, on trouverait évidemment de la méme maniére les deux formules
qui, avec la précédente, forment les formules (6) du n° 23.

Nous allons vérifier la formule (13) dans un cas particulier, qui nous
fournira I'occasion d’établir quelques propriétés nouvelles des surfaces
gauches.

§ IV.. — Propriétés des lignes tracées sur les surfaces gauches.

42. Considérons sur une surface gauche quelconque, les génératrices
rectilignes et leurs trajectoires orthogonales. Soit MAN (fig. 16) I'une de

ces derniéres lignes. Appelons, pour le point quelconque A, ; et %les pre-

miére et seconde courbures géodésiques de la ligne MAN; et afin que ces
courbures soient nettement déterminées, conformément d’ailleurs aux défi-
nitions des n* 16 et 33, fixons le sens dans lequel croissent les ares positifs
de MAN: ainsi, supposons par exemple que ces arcs soient comptés de M
vers N. Soit maintenant AG la normale 8 MAN tracée d’un certain c6té de
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cette courbe et sur la surface, normale qui est ici la génératrice rectiligne
passant en A, et supposons que la tangente menée 3 MAN par le point A et
dans le sens des arcs positifs de la courbe, AG et la normale extérieure 2 la
surface gauche, soient respectivement placées relativement au pomt A,
comme le sont, dans la position ordinaire, les parties positives des axes des
x, des y et des z, par rapport & leur origine.

Si nous appelons df I'angle infiniment petit que forment les deux généra-
trices rectilignes AG et BG', cet angle, afin qu'il n'en résulte plus tard
aucune ambiguité, étant considéré comme positif ou négatif selon que la
génératrice BG’ tombe ou non du ¢6té du plan BAG ou se trouve la nor-
male extérieure a la surface au point A, nous aurons d’abord par la formule
obtenu au n° 14, et en faisant attention que la seconde courbure de la ligne
MAN doit étre la méme, soit que I'on considére cette courbe comme tracée
sur la surface gauche proposée, soit qu’on la considére comme tracée sur la
surface gauche formée par les normales extérieures a la premiere surface:

i = o (34 )
en posant AB = ds. On peut joindre & ce premier résultat quelques autres
plus ou moins importants. '

43. Cherchons, en premier lieu, la distance du point A au point ol la
perpendiculaire commune a AG et 4 BG' rencontre AG, c'est-a-dire la dis-
tance du point A au point ou la ligne de striction de la surface gauche ren-
contre AG. Soient O le point cherché, et O0' la perpendiculaire commune
a AG et a BG'; par le point O’ tirons O'C paralléle 4 OA jusqu’a la ren-
contre en C du plan mené par le point A perpendiculairement 4 OA ; enfin
joignons AC et BC: le triaﬁgle rectangle BAC nous donnera

BC = AB sin BAC,

ou bien en appelant « I'angle positif (c'est-a-dire compté de AB vers la nor-
male extérieure a la surface au point A) que forme avec AB la droite qui
joint le point A au point C, et n, la longueur AQ précédée du signe + ou

du signe —, selon que le point O se trouve sur AG ou sur son prolonge-
XXXII Cabhier. 8



58 MEMOIRE
ment au-dessus de MAN, :
n,di = dssina,

comme on le voit aisément en se rappelant la convention faite sur le signe
de df; d’un autre c6té, d’apres la formule dun® 15, on a

. ds
dfsina = —;
r
donc
n,=rsin’a,
d’ou
_ rr’*
[ '—,.:_*_,Ja’
car
. ]
Sln’a -’-_—m’

comme on le déduit aisément des deux relations

rl!

4

dhsina =2, 4" =ds* (% + )

44. Le méme triangle rectangle nous donne la longueur AC = dp de la
perpendiculaire commune a AG et a BG', et I'on trouve

’J!dsﬁ ’.Sdsl
dp* = ds* — R e s
d'ou
4 rds
V==

le signe du second membre étant celui qui le rend positif.

45. Considérons maintenant une seconde trajectoire orthogonale des gé-
nératrices rectilignes située a une distance finie de MAN et que nous pour-
rons regarder, d’apres le théoréme de M. Gauss démontré au n° 27, comme
le lieu des extrémités d’une suite de longueurs égales prises sur les généra-
trices rectilignes a partir de la courbe MAN.

Soit M,A,N, (fig. 17) cette nouvelle courbe. Il va d abord nous étre
facile de calculer I'angle positif (c’est-a-dire compté en allant de AB vers la
normale extérieure  la surface) que I'élément A, B, fait avec I'élément AB et
que nous appellerons ¢. En effet, tirons par le point B, la ligne B,C pa-
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ralléle a A, A jusqu’a la rencontre en G du plan perpendiculaire 3 AA, mené
par le point A; le triangle ABC nous donnera

BCS=E2+A_C’—— 2 AB. AC cos ¢,
ou, en appelant 7z la longueur AA,, précédée du signe + ou du signe —,
selon que le point A, est sur AG ou sur son prolongement au-dessus de MAN,

9 I 1 _ A;B| 2 AlBl
n F+,W>—l+(-—AB)'—2ﬁc°s"p'
Mais, d’apres la formule (6) démontrée au n° 28,

(a) cosgaél;—g‘:l——g;
on a donc

n’(%-f-r,i,)zl—i—(l+tang’¢p)(1—:-l)2——2(l —'—3),

7

ou .
nt n\?
o= tang’cp(l — ;) )
d’on
n
7
tang@ = 1= n,
d’ou, par conséquent,
n n
v =7

VG- Ve -G

Quant aux signes, ils se déterminent simplement: par la formule (a), on voit
que celui’ qui convient au cosinus est +, 4 I'inspection de la figure et en se

y COSQ =t

rappelant la propriété de % du n°® 16 bis, que celui qui convient au sinus

est —, d’ol1 résulte que celui qui convient i la tangente est aussi — ; ainsi on a

n ) n
r . r
tangg —=— ——, sing= —
n n 2 n 2
= V) - (=)
r r
n
x—_-—
r
COoS ¢ —
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46. On peut aussi, au moyen de la formule (a), avoir aisément I'élément
A, B, que nous appellerons ds,; et il vient

R g (O )

Enfin on peut calculer les premiére et seconde courbures géodésiques de

M, A, N, au point A, que nous appellerons ri et ;—,
En effet, on a d’abord, d’aprés la formule (7), n° 29 bis,
ds, d.ds, '

r, dn

’

d’ou, en substituant a ds, sa valeur,
n\? n 2 n 1/n-
VE)+ () A )
- ?
r, 2 2
| YORICN

1 n(r*+r*)—r’r,
ry — (r—n)' Fnirt?

d’ou

puis on a aussi
ds  ds _ds | dst
-r'?' -+ r—;",' = 5 -+ 75
puisque les deux membres représentent le carré de I'angle infiniment petit
des deux génératrices AG et BG'; de 1 on tire -
ds} 1 I
—_— ds’ {’...’ —+ ;.Tg —

T —
rl

[nr* —r* (r—n)]?
Prt[r (r—n) + n*r*]
. I.’dy! . r! d:. _ ds‘
TP r—n)+ntr' T ridst T ds]

d’ou
3 2
‘-{:—' = =+ dr_s'_ ,
ou simplement '
ds? ds*
AR

car évidemment r; et r’ sont de méme signe.
On déduit de 1a que /e rayon de seconde courbure géodésique des tra-
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Jectoires orthogonales des génératrices rectilignes varie pour les différents
points dune méme génératrice proportionnellement au carré de la dis-
tance de ces points a la génératrice rectiligne infiniment woisine de celle
qui les contient.

47. La valeur de = nous donne un résultat analogue. En effet, elle montre

que
ds} I 1 1 2
=[n ()]
d'ou
L
ry I 1 1 g

Ainsi la variation pour un déplacement constant effectué sur une généra-
trice rectiligne du rapport du carré de ds, au rayon de premiere courbure
géodésique des trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes est con-
stante pour tous les points de la génératrice rectiligne considérée, et égale
aw carré pris en signe contraire de langle de cette génératrice avec la gé-
nératrice infiniment voisine multipliée par le déplacement.

48. On peut obtenir une expression trés-simple de la courbure de la
surface, en un point quelconque A,; en effet, nous avons déja vu (n° 19)
que cette courbure avait pour valeur, abstraction faite du signe, la dérivée
par rapport 4 n de I'angle ¢ que.forme le plan tangent en A, avec un plan
tangent fixe, le plan tangent en A par exemple: mais, d’aprés une formule

obtenue plus haut,
nr
W@nge = =5’

donc

d@(l““r/an’ )____r’r(n——r)——rr’n dn;

(n—n)? r'*(n—r)?

donc
_ —r'r __—=rrds
dn = (n—n4n'r' T lridst T

1
—_ =
r,

Rapprochant ce résultat, que, du reste, nous aurions pu poser immedia-
tement, car ce n’est autre chose que celui qui a été démontré au n° 3, de
“celui que nous avons obtenu au n° 46, nous voyons que. la courbure de
la surface varie le long d'une génératrice rectiligne, dans le rapport inverse
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du carré de la perpendiculaire menée a cette génératrice et terminée a la
génératrice infiniment voisine.

49. On peut mettre toutes les formules qui précédent sous une forme
beaucoup plus simple. Pour cela, substituons 4 la distance » de la courbe
M,A,N, a la courbe MAN, la portion des génératrices rectilignes com-
prise entre la courbe M, A|N, et la ligne de striction, distance qui, au lieu
d’é¢tre constante comme 7 pour tous les points de M,A N,, sera généra-
lement variable, et qui d’ailleurs devra étre précédée comme n d'un signe
convenable: a cet effet, nous changerons 7 en

:
n—+n,=n- ;%J—;,
en méme temps nous exprimerons ds en fonction de dp, longueur de la plus
courte distance de deux génératrices infiniment voisines, que nous avons

trouvée égale a
)

ds 7
< :t-——.l_:__—-——l—_=:t r’+r”’
\/7*"‘,3

le signe du premier membre étant celui de r’, et le signe du second celui
de r. 11 viendra d’abord, par la premiére substitution,

_nr(r4r*)+rr?
tang ¢ = rn(rt+rt)— r’].

Enfin nous introduirons a la place de ¢, qui représente I'angle positif
(c’est-a-dire compté de AB vers la normale extérieure a la surface gauche au
point A) que fait le plan tangent en A, avec le plan tangent en A, Pangle
analogue que le plan tangent en A, fait avec le plan tangent en O, ou la gé-
nératrice AG est rencontrée par la ligne de striction. Pour obtenir la formule
de transformation, déterminons d’abord I'angle ¢, que fait le plan tangent
en O avec le plan tangent en A; pour cela posons » = o dans la formule
précédente, ce qui donne

tang ¢, = —

S|y

Maintenant il est clair qu'il suffira de changer ¢ en ¢ + ¢,; il viendra ainsi,
aprés un calcul dont nous n'indiquons pas le détail parce que nous allons
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obtenir plus simplement le résultat qu’il fournit,

n (417

r!rl ’

tangp = —

semblablement, on trouve, au moyen de formules établies plus haut,

ds, ==+ #’7\/(7" +r')? et +r'r,
n(r’_*_r/’)!

- (r’+}”)’n’+r’r”’

1 (r* +r*)r*r

R L) Ly

ts

1
reo

50. Appelons — et 7- les valeurs des premicre et seconde courbures
To

géodésiques des tra]ectowes orthogonales des génératrices rectilignes pour
le point O ; nous aurons

_ L e
;.;—07 ,T.'— riy !
et, par conséquent,
n
tang«p:—;,-,

&
Il
$
—
RN
~
+

T n
rno . n ()
1 r,
_—— e .

r. T ont4(r)

51. Ces formules qui sont, comme I'on voit, d’'une extréme simplicité,
peuvent se démontrer directement.

Soient ( fig. 18) OG et O'G’ deux génératrices rectilignes infiniment voi-
sines, et menées de telle sorte que OO’, OG et la normale extérieure a lu
surface gauche au point O soient respectivement placées, par rapport a ce
point, comme les parties positives des axes des x, des y et des z par rapport
a l'origine; supposons en méme temps que OO’ soit la perpendiculaire
commune de OG et de O'G’. Par le point O’ tirons O'H paralléle a OG, et
ayant pris un point quelconque A sur OG, menons AB et AC perpendiculai-
rement a OG, de maniére que la premiére ligne rencontre O’'G’ en B, et la
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seconde O'H en C. AC paralléle a2 OO’ sera [;erpendiculaire au plan BO'C,
:t, par conséquent, a CB; donc le triangle BAC nous donnera

tang BAC = 52,

ou bien, en appelant ¢ I'angle positif (c’est-a-dire compté de OO’ vers la nor-
male extérieure a la surface au point O) que forme avec OO’ la droite qui
joint le point A au point B, » la distance OA précédée du signe + ou du
signe —, selon que le point A est sur OG ou sur son prolongement au-dessus
de OO/, df I'angle de O'G’ et de OG précédé du signe + ou du signe —,
selon que O'G’ tombe ou non du c6té du plan GOO’ ol se trouve la normale
extérieure a la surface au point O, et enfin dp la longueur OO’,

ndb n
tang<p=2; =7p;
db

on a aussi, au moyen du méme triangle rectangle ABC,

I n\?
AB=ds=ACm=dp\/1+<7p>.

26
On déduit de Ia

et :
dp\?
(1 \)’ d6* (1)’ 1 n? db
-z ==—|-) = p - 293 — T Nz’
rt ds® ry nt 4 (di; [n’+(d—’;) ] [n'+ (.d_/;> ]
d’ou
dp
T do
r dp\?’
-+ (%)

en remarquant que r', et df ont des signes contraires, ce qui s’apercoit
aisément. Reste seulement &2 montrer, pour que ces formules coincident tout

Y . 7o 1
a fait avec celles que nous avons déja obtenues, que —-» ou la seconde cour-
o
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bure géodésique des trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes
d .

pour le point O, est égale et de signe contraire a g - Or, si nous prenons

OD = 00/, et que nous menions DE et DF perpendlculau'es a OG et ren-
contrant O'G’ et O'H en E et F, les deux triangles DFE et O'FE seront
évidemment égaux ; donc on aura

EDF = =+ d,
et, par conséquent,
EDF i
oD —
ou
I do
n=E g

de plus, on voit facilement que le signe qu’il faut prendre dans le second
membre est toujours le signe inférieur.
52. Je ferai remarquer que de la formule

n
tangcp:——,—a

7,

qui fait connaitre la loi suivant laquelle varie le plan. tangent tout le long
d’'une méme génératrice, on peut facilement déduire une propriété démon-
trée par M. Chasles, dans le Journal de M. Liouville, et d’apreés laquelle le
produit des distances du point O aux points de contact situés sur une méme
génératrice OG, et relatifs 4 deux plans tangents perpendiculaires entre eux,
a toujours la méme valeur. On voit en effet, d’apres la formule précédente,
que ce produit est (r)?, c’est-a-dire le carré de I'inverse de la courbure au
point O. : '

83. Il nous est bien facile maintenant de vérifier la formule (13) du pa-
ragraphe précédent, dans le cas ol I'on consideére les génératrices rectilignes
de la surface gauche et leurs trajectoires orthogonales. En effet, on a alors

cos @ 1
cosf’ cosf 1 n : 67 __d;; — ("'«)’—‘”
e T T‘—'};——n’—}-(r;)” do ~ dn T [n'+(r)]”
puis
1 1 )
RR— (7~ 7 [+ ()T

XXXII Cahier. ‘ .9
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1 remarquant que les deux tayons de courbure principaux sont de sens
»ntraires, et la formule dont il s’agit devient

(r,)—n’ nt ()

TFAETT T PRET T T

* qui cst bien une identité.

84. Pour que les résultats précédents aient une véritable utilité et
aissent servir dans la solution des problémes relatifs aux surfaces gauches,
faut que I'on sache calculer les éléments qui y entrent comme d, dp,
r', etc., en fonction des données ordinaires par lesquelles on détermine
s surfaces. ‘
Supposons donc que I'on connaisse une directrice quelconque mAm’ de
surface ( fig. 19), et soient

v=fl), y=oW), 1=+

s coordonnées de I'un quelconque de ses points en fonction du,_ para-
étre «; donnons-nous encore les angles a, @, 7, que les génératrices recti-
snes forment avec les parties positives des axes des coordonnées, a, 8, ¥
ant aussi des fonctions de ». En appelant » la longueur AM, les coordon-
les du point quelconque M de la surface seront

X=x+ncosa, Y=y—+ncosf, Z=z-+ ncosy,

I’élimination de n et de « entre ces trois équations fournira I’équation en
, Y, Z de la surface qui se trouve ainsi parfaitement déterminée.
Proposons-nous de calculer en fonction de ces données, d'abord pour
point quelconque A de la directrice, les valeurs des éléments df, ds, r, r’
finis plus haut.

Posons

de’ + dy* + dz* = | f" (1) + ¢ (v)* + ' (v)*] du* = Udu?,
1sadx—+-cos fdy +cosydz=|cosaf” (u)+cos 3¢ (u)+cosyy' (u)|du=U,du;
et U, seront des fonctions de « faciles a calculer au moyen des données,

qui feront connaitre, I'une I'élément AB de la courbe mAm/, et I'autre
ingle ¢ que les génératrices rectilignes font avec cette courbe. 1l est clair,
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en effet, que I'on a

— . U,
AB =du \/U, cos i = 75

De la nous déduirons immédiatement

ds =ABsini = du /U — U},

ds étant 1'élément de la trajectoire orthogonale passant par A des généra-
trices rectilignes.

Avant d’aller plus loin, il est bon de dire que, pour fixer les idées, nous
supposons : 1° que les arcs positifs de mAm’ sont comptés de telle sorte que
ces arcs et u croissent en méme temps; et 2° que les génératrices rectilignes,
qui d’ailleurs occupent, par rapport a la direction des arcs positifs de leurs
trajectoires orthogonales et a celle des normales extérieures a la surface
gauche, la position définie au n° 42, sont placées du c6té de mAm/, ou il faut
mener les normales & ces courbes sur la surface pour déterminer leur cour-
bure géodésique. De cette maniére les radicaux dans les formules précé-
dentes doivent tous étre affectés du signe +, et I'angle i que nous regardons
comme 'angle positif (c’est-a-dire compté des génératrices rectilignes vers la
direction des ares positifs des trajectoires orthogonales de ces génératrices)
que forment les génératrices rectilignes dans le sens ou on les suppose pro-
longées avec les arcs positifs de la directrice AmB, est toujours moindre que

180 degrés.

=3/ . ox 7 7 . I .
Considérons maintenant la premiére courbure géodésique ~ de la trajec-

toire passant par A des génératrices rectilignes; appelons p le rayon de
courbure de la courbe mAm' au point A, et § 'angle que le plan osculateur
de cette courbe fait en ce point avec le plan tangent de la surface, ou plutét,
pour qu’il n'y ait aucune ambiguité, I'angle que la normale principale pro-
longée de la courbe vers le centre de courbure fait avec la normale a la
courbe tracée sur la surface dans un sens qui la place, par rapport a la tan-
gente AT de mAm’ et a la normale extérieure 4 la surface, comme I'axe des

. \ . \ . . 6
¥ est placé par rapport a celui des x et a celui des z, de maniére que c—(’;’—

soit la premiére courbure géodésique de la courbe mAm' au point A ; nous
aurons d’abord, au moyen de la formule (g) du § III, et en supposant que
9.
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s genératrices rectilignes et leurs tra]ectou'es orthogonales soient les lignes
ordonnées,

ur bien se rendre compte du signe que nous donnons ici a di, il faut
narquer qu'en vertu de ’hypothése faite sur le sens suivant lequel on
olonge les génératrices rectilignes et leurs trajectoires orthogonales, ¢ n'a
s la méme signification que dans la formule (9) du § III, et qu’il est le
mplément ou le complément augmenté de 360 degrés de I'angle qui entre
ns cette formule.

L’équation précédente peut étre mise sous une autre forme. Menons par
point A la normale principale AN, et la tangente AT de la courbe mAm’;
td’ailleurs ¢ I'angle NAM: le triédre formé par AT, AN, AM nous donnera

cos @ = sin  cos §.
1a donc

11 cosq:+sinidi 1 (cosg dcosi .
r T osin'i\ p AB ) 7 sin'i\ p T "AB

cosi = acosa + bcosf + c cosy,

appelant, pour abréger, a, b, ¢ les cosinus des angles que la tangente a
courbe mAm' fait avec les parties positives des axes; donc

osi da db de dcosa dcosf3 05 7
v = C0Sa& gz + oS fop +cosy o+ a—5 + b 43 +cd AB

=cosq>+adcosa bdcosﬁ dcosy

A8 TV a8 T ¢TaB ‘
1 .
dcosi cosp _dcosa dcos 5 dcosy
B, — %A téam team
nsi, posant
AB' [ dcosa dcosﬁ dcosy -
du’(a A+ +e AB) .

dcosa dcosf3 d cos
=/f"(u). 7t ¢ () e T V' () dn L=10,,
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U, étant dés lors une fonction facile a obtenir, nous aurons

I _ Ug Ug

r T Usin'i C—U

On peut aussi obtenir facilement 5 En effet, on a d’abord

df* = U,dv*,
en posant, pour abréger,

dcosa\? dcosf3\? dcosy\* _ 7.
(du)+, du>+(du>—U3’

\? 1\2 d5\? 1\? U; U
() +(7> —(E>’ ou (7> +to—uyp T o=’

et puis

d’ou

formule dans laquelle, on le reconnait aisément, on doit adopter le signe qui

. . . . 1 ) § . .
rend le premier membre positif; enfin, connaissant ds, et 5, il sera facile

I
. ds—
d’avoir dp au moyen de la relation dp = =+ .

= et 'on ob-

tiendra

dp=duﬁ—Uf—-g§-

Ces différentes formules nous seront utiles par la suite.

i s 1 I .
53. Nous n’avons calculé les valeurs de ds, — et 5 que pour les points de

mAm/ ; mais il est évident qu'une fois que ces éléments seront connus pour
les points de la courbe directrice, il nous sera facile de les obtenir pour un.
point quelconque au moyen des formules du n° 46, et alors on pourra ap-
pliquer les résultats établis plus haut.

56. Nous terminerons par quelques remarques relatives a la ligne de
striction de la surface gauche et aux trajectoires orthogonales des généra-
trices rectilignes. D’abord nous pouvons facilement obtenir 1'équation de
ces lignes. En effet, considérons d’abord la ligne de striction, appelons 7 la
distance positive ou négative du point de cette ligne situé sur AG au point A ;
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on a, d’apres ce qu’on a vu plus haut (n° 43),

. LI T " . .
d’ou, en substituant a setd leurs valeurs, il vient la relation
U,-
n— — —
G’

que 'on peut considérer comme I'équation en r et « de la ligne de stric-
tion. Quant aux trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes, on
remarquera que, ces lignes étant équidistantes d’apres le théoréme de
M. Gauss, démontré au n° 26, on doit avoir pour une quelconque d’entre

elles,
dn + ABcosi = o,

ou bien

dn + U,du = o,
ce qui donne ‘ '
n + [U,du = const.

pour I'équation générale de ces lignes.

57. On péut obtenir une seconde équation de la ligne de striction; nous
savons, d’aprés le n° 50, que pour tous les points de cette ligne, et pour
- ces points seulement,
= 0.

N

. Drailleurs, pour toute courbe tracée sur la surface gauche, on a, comme on
I'a vu au n° 54 pour la courbe mAn?/,

(4 (_:059 I
= a—s'—i__p— m’

N -

i étant I'angle variable et déterminé, comme il a été dit plus haut, que la
. 4 ’ - .ye 0 LY 4
courbe fait avec les génératrices rectilignes, 9%5-— sa premiére courbure géo-

désique, ds I'élément de la courbe, et enfin di Paccroissement de I'angle i
pour un déplacement infiniment petit effectué sur la courbe et dans le sens
des arcs positifs; on a donc pour la ligne de striction, et seulement pour
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cette ligne,

di cos @
a -+ + ——=o0.
(@) ds 3

On peut conclure de la que si la kgne de striction coupe sous un angle

: . . di
constant les génératrices rectilignes de la surface gauche, auquel cas P

cos , . . .
sera nul, on aura - = o, et, par conséquent, la ligne de striction sera

une ligne géodésique ; de méme que si la ligne de striction est une ligne géo-

désique, au lcasfg-s-g-—o on'aumﬂ—o et cette ligne coupera sous
q :“9’“’ ) — U s g Lp 5

le méme angle toutes les génératrices rectilignes. Enfin on peut dire aussi
qu'une ligne tracée sur une surface gauche qui coupe sous un angle con-
stant les génératrices rectilignes de la surface, et qui est en méme temps
ligne géodésique, ne peut étre que la ligne de striction.

87 bis. La formule (a) du numéro précédent, qui caractérise la ligne de
striction d’une surface gauche et qui peut étre utile dans un grand nombre
de circonstances, peut s’établir directement comme il suit :

Soient ( fig. 20) mum/, m'm” deux éléments consécutifs d'une ligne tracée
sur une surface gauche, et =G et m'G’ les deux génératrices rectilignes de
cette surface qui passent par les points m et m', menées respectivement du
coté de mm' et m'm”, ou se trouvent les perpendiculaires a ces éléments qui
servent a déterminer la premiére courbure géodésique de la courbe en
et m'; prolongeons mm’ suivant m't: le triédre formé par m'G’, m'm! et m'¢
nous donnera
cosG'm'm’ = cos G'm/t cosm”" m't 4+ sinG' m't sinm” m’t cos G'md/ Z\m” m't,
ou bien, en posant

mm' =ds, Gmm' =i, Gmn' =i+ di, Gm't=1i+¢,

cos @ ’ 7 s 13 Yo
et représentant par — la courbure géodésique de la courbe considérée au

point 7 ou au point 7/,
. T . . . .., cosb
€O i — Sin idi = cos i — sinie + sinids —,
. ' P

d’ou di | cosb_ ¢
ds p  ds
Actuellement, si m est un point de la ligne de striction, le plan paralléle aux
deux lignes mG et m’'G’ sera perpendiculaire au plan Gmt; par conséquent,
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les angles que mG et n/ G’ feront avec une droite mm’ située dans le plan
Gmt seront égaux entre eux, et ¢ sera nul: comme aussi réciproquement si ¢
est nul, ¢’est-a-dire si les angles que forment avec mt les deux droites mG
et m'G’ sont égaux entre eux, le plan paralléle & mG et a m'G’ sera perpen-
diculaire a Gmt, et, parsuite, le point m sera un point de la ligne de stric-
tion. Nous voyons par la que I'équation

di

s —+ E?s-q = o
convient a tous les points de la ligne de striction et ne convient qu’a eux;
comme il fallait le démontrer. ’ '

58. Nous allons faire une application de la formule précédente, en dé-
montrant une propriété mécanique assez curieuse de la ligne de striction de
toute surface gauche. ' '

On sait que dans le mouvement d’un point libre, la composante de la
force suivant toute direction fixe est égale 4 la dérivée par rapport au temps
de la composante de la vitesse suivant cette méme direction. Cette propriété
a lieu aussi quand on substitue a la direction fixe, celle de la tangente a la tra-
jectoire qui est variable. Or on peut se proposer de trouver toutes les direc-
tions variables pour lesquelles la propriété en question a lieu: on trouve ainsi,
ce qui me parait assez curieux, que ce sont les directions des droites qui
forment une surface gauche ayant pour ligne de striction la trajectoire du mo-
bile. Pour le démontrer, soit ( fig. 21) AmB la trajectoire QUe décrit le mobile
considéré sous I'action d’une force R ; nous pourrons d’abord regarder cette
force comme la résultante de deux autres: I'une tangente a la trajectoire et di-
rigée dans le sens du mouvement ; 'autre normale A cette courbe, située dans
son plan osculateur et dirigée de la courbe vers le centre de courbure, les in-
tensités de ces forces étant d’ailleurs g{ et v?’, ol1 v représente la vitesse dumo-
bile, plerayon de courbure de la trajectoire et ¢ le temps. Ceci posé, soit mX
la direction cherchée pourle point quelconque m; la composante de la force
R suivant mX sera égale a la somme des composantes suivant la méme direc-
tion des forces Z——: et tg- s ¢’est-a-dire a

2

dvcosa —+ ¥ cos A
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Nous appelons « ’angle moindre que 180 degrés que mX fait avec-la tan-
gerite mT a2 AmB au point m, prolongée dans le sens du mouvement, et 3
I'angle de mX avec la normale principale mC au méme point, dirigée de la
courbe vers le centre de courbure; exprimant que cette composante est
¢gale a la dérivée par rapport au temps de la composante suivant mX de la
vitesse, il vient

dv d(vcosa) dv

cosa—i—-V’cos = = — COS vsinad“
d ; COSp=—gr— =g eos« —vsma,

AY . . r ds
d’ou I'on tire aisément, en observant que v = 7’

. dax | cosff
Slndg —+ —'—P—'—— o.

Mais le triedre formé par mX, la tangente 7T i la trajectoire, et la normale
p ) g ]
principale G de la méme courbe donne

cos 3 =sin« cosf,

8 étant I'angle du plan XmT avec TmC, ou mieux, I'angle de la normale
prineipale mC prolongée de la courbe vers le centre de courbure avec la
normale menée dans le plan TmX et du c6té de la tangente ou se trouve

mX ; donc
(2 cosf

ds 0o

i

Cette équation coincidant avec I'équation (a) du n° 57, on peut conclure,
comme on I'avait énoncé, que le lieu géométrique des droites telles que mX
est une surface gauche ayant Am B pour ligne de striction.

§ V. — Remarques relatives a deux systémes particuliers de lignes
orthogonales tracées sur une surface quelconque.

59. Les formules que nous avons établies aux n* 39 et 40 conviennent
a deux systémes quelconques de lignes orthogonales tracées sur une sur-
face; elles s'appliquent donc en particulier aux deux systémes que }'on
obtient en prenant, d’une part, les lignes géodésiques issues d'un méme
point A de la surface, et, d’une autre part, les lignes passant par les extré-

mités de longueurs égales comptées a partir du point A (fig. 22) sur les
XXXIF Cahier. 10



IV
\
l'\
v ‘.. @'
R
I
§
AN
\p T~ —"‘/f""“

74 MEMOIRE

premiéres lignes. En effet, ces deux systémes sont orthogonaux comme on
I'a démontré au n° 26. On peut méme remarquer que dans ce cas les for-
mules dont il s’agit se simplifient; car la premiére courbure géodésique des
lignes du premier systéme est alors égale a zéro.

Nous appellerons r la longueur variable que I'on prend a partir du point A
sur les lignes geodeSIques issues de ce point pour obtenir les différentes lignes
telles que MH, qui coupent a angle droit ces lignes géodésiques, » I'angle
variable que forme au point A la tangente a la ligne géodésique quelconque
AM avec la tangente a la ligne géodésique AH que I'on suppose fixe et dé-
terminée, x 'are HM compté a partir de AH, des trajectoires orthogonales
de lignes géodésiques. Enfin nous désignerons, comme dans ce qui précéde,
par R et R’ les rayons de courbure principaux de la surface, ces rayons
ayant un signe déterminé comme au n° 7, et nous supposerons que les ca-
ractéristiques d et & se rapportent respectivement a des depfacements infi-

niment petits effectués sur les lignes géodésiques coordonnées, et sur leurs’

trajectoires orthogonales, dans le sens des arcs positifs de ces llgnes, que
I'on suppose d’ailleurs fixé comme au n° 24.
60. Ceci pose, la formule (14) du n° 40 devient

d'dx __ dx
o= TR

Or supposons RR’ calculé en fonction de r et . Si I'on. peut intégrer I'équa-

tion précédente, qui est linéaire du second ordre et i coefficients variables,

. on en tirera dx en fonction de r et ».

Les deux constantes qu’introduira l'intégration se détermineront sans

difficulté; il suffira de remarquer que pour r = 0, ona dr = o, et i{f"—r = dw,

ce qui prouve, soit dit en passant, en vertu de ce que I'on sait sur I'inté-
grale générale des équations linéaires, que dx aura la forme Kdw, K étant
généralement une fonction de r et de w. da étant connu, on pourra avoir

immédiatement la premiére courbure géodésique des courbes telles que HM :

7 Iy ddx .
en effet, cette courbure est égale, comme au n° 39, a 3.5 €t puis on

résoudra, comme sur un plan, la plupart des problémes relatifs aux lignes
tracées sur la surface.
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61. Ainsi, considérons une courbe tracée sur la surface et dont I'équation
en r et.w soit

r=f(w).

Il sera facile d’avoir I'arc et T'aire de cette courbe terminés aux lignes

géodésiques correspondantes 4 deux valeurs quelconques o, et », de .
En effet, posant
dr = o (r, ») do,

et appelant s et A I'arc et I'aire cherchés, il est clair qu’on aura

s=j;'dw\/j”(w)’+¢(f(w),w)’,

W, 2 f (@)
A=J dw Q(r,w)dr.

J"(w) représentant Ja dérivée de f (o) relative a w.

S'il s’agit de trouver I'équation d’une ligne coupant sous un angle positif
(c’est-a-dire compté de la direction des arcs positifs des lignes géodésiques
coordonnées vers celle des arcs positifs des trajectoires orthogonales de ces
lignes) représenté par «, les lignes géodésiques coordonnées, on trouvera
immédiatement pour son équation différentielle,

tang adr = ¢ (r, ») dw.

Pour obtenir I'équation des lignes géodésiques quelconques, on emploiera
d’abord la formule (8) du §III, qui donnera, on le voit aisément,

di cosf . . ?’,("7@) .o
— sin ¢,

—_— —_— ——

= sing = — ~———
ds P ¢ (ry ©)
i représentant I'angle positif que fait la ligne cherchée avec les lignes géo-

/. . . cos § . / . .
désiques issues du point A, e la premiére courbure géodésique des lignes

’ di T ’ . R T)
coordonnées telles que MH, -d—; la dérivée de I'angle i par rapport a l'arc s

de la courbe, et enfin ¢, (r, ») la dérivée relative a r de ¢ (r, ); puis on
remarquera que

—

tang i = ? ;’rw)

)

0]

10.
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d’ ou
dr )
di r, w)? , ?;, (ry w) dot dw
%[Hﬂ%l]z G (ry0) +=gr— —o(ro) 7 | 3
(35) de dw

@, (r, @) veprésentant la dérivée de ¢ (r, ») relative a ». D’ailleurs

dw sin ¢

ds — g(r o)

. . T dr\?

Substituant et multipliant par (3—> » NOUS aurons
)

dr\? , dr . d?
(g(;,) 7.(r, ) + S 0., (ry 0) — (> ) Fon
dr

=—0,(r, o) [‘P (r,@)* + (75))2]’
ou bien

' 2, .

o(r,w) i—iﬁ—l, — 20, (r, v) (%)2 — @, (r, o) j——; — 0. (rwe(r,e = o.

62. On pourra aussi appliquer quelquefois avec avantage les formules
qui précédent a la solution des problémes de dynamique. En eftet, les équa-
tions de la mécanique analytique ou celles de M. Jacobi prennent une forme
assez simple dans le cas de notre systéme de coordonnées. Je me bornerai
a faire voir qu'on peut arriver, par I'emploi de ces coordonnées, a une géné-
ralisation assez curieuse d’un théoréme de M. Jacobi, relatif au mouvement
d’un point sur une surface de révolution.

Considérons le mouvement sur la surface proposée, d’un point sollicité par
une force constamment située dans le plan osculateur des lignes géodésiques
issues du point A ; décomposons cette force en deux : I'une normale a la sur-
face, et I'autre située dans son plan tangent; soit R cette derniére compo-
sante, qui est évidemment, d’apreés notre hypothese, constamment tangente i
une ligne géodésique issue du point A : les formules dela mécanique analytique
nous donneront, pour déterminer le mouvement, les deux équations suivantes :

dr —K gl_(_ dw?®

ar a3 TR

. do
’Z("'Iz?>__KdK o'\
dt = T de \dt)’
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Nous conservons les mémes notations qu’aux n” 59 et 60, et £ comme tou-
jours représente le temps. ‘

Interprétons la premiére équation qui représente en quelque sorte le mou-
vement sur les lignes géodésiques issues du point A; elle nous montre que
le point considéré descend sur ces lignes comme un second point qui ne

quitterait pas I'une d'elles et qui serait soumis aux deux forces R et

t]
K id-lé %:l, La premiére de ces forces est la composante suivant la tangente a

la courbe géodésique coordonnée de la force donnée; occupons-nous de

Vautre. On a
or = Kdw,
d’ou
ddx _ d(Kdw) o cosf
dr T dr T du——;

cos0 , o SRR .
- étant, comme plus haut, la premiére courbure géodésique des lignes

coordonnées telles que MH ; par conséquent,

dew’_&x’co_sG
dr dt* T det p

2 A . .. \
Or %‘f—,— est le carré de la vitesse avec laquelle le mobile s’éloigne a chaque

instant de la ligne géodésique issue du point A sur laquelle il se trouve;
%’f—: c—%—a est do‘nc la force dirigée suivant la ligne géodésique qui produirait ce
mouvement perpendiculaire a la ligne géodésique. D’apres cela, on voit que
le mobile s'éloigne du point A suivant la méme loi qu’un second mobile qui
se mouvrait sur une ligne géodésique issue de ce point et qui serait sollicité
pear la composante suivant la surface de la force agissante sur le premier mo-
bile, augmenté de la force tangente aux lignes géodésiques issues du point A
qui produirait @ chaque instant le mowement cffectif du point perpendi-
culaire a ces lignes géodésiques.

Ce théoréme, quand la surface considérée est de révolution, rentre dans
celui que 'on doit a M. Jacobi et dont nous avons parlé plus haut. (#oye=
le Journal de M. Crelle, tome XXI.)

63. Les formules établies dans le n° 61 sont surtout simples et commodes

quand la surface considérée est de révolution, et que I'on prend pour le
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point A le sommet de cette surface. Dans ce cas, en effet, les lignes géodé-
siques issues de I'origine A sont les méridiens de la surface de révolution,
et alors K est égal a 'ordonnée du méridien et ne dépend que de r; la cour-
bure géodésique des trajectoires orthogonales des méridiens est dés lors
aussi indépendante de w, etc. Du reste, on a souvent employé, comme I'on
sait, dans les recherches relatives aux lignes tracées sur les surfaces de ré-
volution, la considération des méridiens et de leurs trajectoires orthogonales
ou des paralléles. Sans entrer a ce sujet dans de grands développements,
montrons comment on peut s’en servir pour trouver I'équation connue des
lignes géodésiques. Dans le cas que nous considérons, on a, comme on le
voit aisément,

cosf =% —

dr — dscosi

’

I'équation générale

& e 0 gins
ds P
des lignes géodésiques devient donc
. sinidp
di = — —pcosi ’

d’ou, en intégrant,
psin i = const.,

ou bien
]

' &d%e = const.,;
ce qui est I'équation connue, que I'on peut encore intégrer une fois bien
simplement, .

64. Au lieu de prendre, comme nous I'avons fait plus haut, des lignes
géodésiques issues d'un méme point, nous aurions pu mener ces lignes par
les différents points d’une courbe quelconque tracée sur la surface, et per-
pendiculairement a cette courbe : les lignes géodésiques ainsi obtenues et
leurs trajectoires orthogonales nous auraient conduit, a2 peu de chose pres,
aux mémes résultats que les deux systémes précédents de lignes orthogo-
nales. Ainsi, pour avoir I'élément Sz des trajectoires orthogonales des
lignes géodésiques, nous aurions eu encore 4 intégrer I’équation différentielle

du second ordre,
: d*'dx __  dxr |
drr —  RR"




SUR LA THEORIE GENERALE DES SURFACES. 79

seulement les constantes, an lieu de se déterminer par les conditions

d.dx . iy _

A == —_— = == Ty

dx = 0 et —— = dw pour r == o, auraient été connues en remarquant que
s dix . 0.

pour cette hypothése, J.v et —— sont respectivement I'élément de la courbe
origine des lignes géodésiques, et le produit de I’élément par la premiere
courbure géodésique de cette courbe. De méme on aurait eu pour la cour-
bure géodésique des trajectoires orthogonales des courbes géodésiques,

cosf  ddx
P drdx’
ete.

65. Cette simple remarque fait comprendre qu’il peut exister des sur-
faces autres que les surfaces de révolution et présentant les mémes facilités
que ces derniéres dans I'étude des propriétés des lignes qu’on peut tracer
sur elles; il suffit, en effet, qu’en prenant pour I'un des systemes de
lignes orthogonales coordonnées, les lignes géodésiques menées des dif-
férents points d’'une certaine courbe tracée sur la surface, et perpendicu-
lairement a cette courbe, on obtienne pour I'élément dx des trajectoires
orthogdnales de ces lignes géodésiques une fonction de r seulement. C’est
ce qui arrive pour I'hélicoide gauche par exemple. Si 'on prend pour ori-
gine des lignes géodésiques la directrice rectiligne, ces lignes géodésiques
seront précisément les génératrices rectilignes de la surface. Or, appelant
a7 le pas de I'hélice qui sert de seconde directrice a la surface, 7 étant
comme a l'ordinaire le rapport d’une circonférence a son diameétre ; 1'angle
des deux génératrices infiniment voisines AM, A'M’ (fig. 23) répondant
aux deux points quelconques A et A’ situés respectivement a des distances s
et s + ds du point fixe O, et par conséquent le produit par ds de la cour-
bure de la surface au point A, abstraction faite du signe, sera, d’apres le
n°® 81, égale a ds : donc, puisque OAA’ est la ligne de striction, on aura
pour le point quelconque M, tel que AM = r,

) ¢ I

R =~ o)

d’apres le n° 50, et en remarquant que les deux rayons de courbure R et R’
sont de signes contraires.
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De 1a on déduit, pour déterminer I'élément MM’ perpendiculaire 4 AM,
I'équation
d*dx _  ox
dr — ()Y

ou mieux, en employant la troisieme formule du n°® 50, qui n’est autre chose
qu’une intégrale premiére de I'équation précédente,

dix _ ridx
dr — r*41

?

d’ou, en intégrant,
Sz =c\r’+1,

et comme pour r = 0, dr = ds,

dr — d.s‘\/r’—i—l.

.On voit que cet élément ne dépend que de r; il en est, par conséquent, de
méme de la premiere courbure géodésique des trajectoires orthogonales

. ’ r . ’ . . \ do‘x . bt
des lignes géodésiques coordonnées, qui est égale a -~ etc. Ceci explique

la simplicité des résultats que I'on obtient dans les problémes géométriques
et mécaniques relatifs a I'hélicoide gauche, simplicité qui a été mise en évi-
dence par M. Gatalan, dans un Mémoire sur les surfaces gauches, inséré dans
le XXIX° cahier de ce Journal, et plus récemment par M. Liouville, dans
son Mémoire sur quelques cas particuliers du mouvement d’un point qui
se raménent aux quadratures. '

66. On peut remarquer que la surface de révolution pour laquelle la
courbure varierait suivant un méridien, comme elle varie pour I'hélicoide
gauche suivant les génératrices rectilignes, a pour méridien une chainette.
C'est ce que I'on trouvera aisément.

~

§ V1. — Conditions pour que deux portions de surfaces puissent s appliquer
lune sur Uautre sans qu’il en: résulte de déchirure ni de duplicature.

67. Considérons une portion de surface terminée au contour NPS ( fig. 24).
Prenons un point A sur cette surface, et par ce point menons des lignes géo-
désiques dans toutes les directions; soient r la distance variable du point A




SUR LA THEORIE GENERALE DES SURFACES. 81

au point quelconque M de la ligne géodésique AQ, et » 'angle que fait la
tangente au point A a cette ligne AQ, avec la tangente a la ligne géodésique
fixe AB. Considérons en second lieu une autre portion de surface terminée
au contour N'P’S’. Prenons le point A’ sur cette surface, et par ce point
menons aussi des lignes géodésiques dans toutes les directions; soient ' la

" distance au point A’ d’un point quelconque M’ de la ligne géodésique A'Q,
et o' 'angle que font les tangentes au point A’ des deux lignes géodésiques
A'Q et A’B’, dont la seconde est supposée fixe et déterminée. 1l est clair gne
st les surfaces considérées sont telles que pour les points renfermés dans les
contours NPS et N'P'S’, et pour lesquels 7 = ', o = &', les courbures de
ces surfaces soient les mémes, une courbe fermée quelconque tracée sur la
premiere portion de surface, et ayant pour équation

L =S,

aura la méme longueur et comprendra la méme aire que la courbe repré-
sentée par I'équation

r' ——"f(“’,)?

qui sera tracée sur la seconde portion de surface: cela résulte des formules
établies aux n* 60 et 64. D’aprés cela, il est évident. que de cette condition
de U'égalité des courbures aux points pour lesquelsr =r', w = &', on peut
toujours conclure que les deux portions de surface considérées peuvent
s’appliquer Uune sur l'autre sans qu'il en résulte ni déchirure ni dupli-
cature.

La réciproque est vraie aussi: Si deux portions de surfaces peuvent
s'appliquer Uune sur l'autre, il arrivera toujours qu’aprés avoir pris un
point A sur la premiére surface, il sera possible d'en trouver un autre A’
sur la seconde surface, de facon qu'en déterminant au moyen de ces ponts,
et comme dans le numéro précédent, les coordonnées r, v, r', e, les cour-
bures des surfaces soient les mémes aux points pour lesquels on aura

et qui seront compris d ailleurs dans les portions de surfaces que Lon con-

sidere. .
XXXIF Cahier. r
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68. Pour le faire voir, nous démontrerons d’abord les deux propriétés
suivantes :

1°. Quand deux portions de surfaces peuvent étre développées Lure sur
{"autre, les courbures des surfaces pour deux points correspondants sont
égales.

En effet, tracons sur la premiére portion de surface deux systémes de
lignes orthogonales quelconques; les transformées de ces lignes sur I'autre
portion de surface seront aussi deux systemes de lignes orthogonales. Apph-
quons maintenant a chacun de ces couples de systémes de lignes orthogonales
la formule (14) démontrée au n° 40 ; on obtiendra deux égalités dont les pre-
miers membres auront la méme valeur quand on considérera des points cor-
respondants : il en sera donc de méme des seconds membres de ces égalités;
donc les courbures sont bien les mémes pour des points correspondants.

2°. Etant données deux portions de surfaces développables [une sur
l'autre, sil’on trace une ligne quelconque sur la premiére, et la transformée

de cette ligne sur la seconde, la valeur de la premiére courbure géodésique
cos 6

sera la méme pour les deux courbes aux points correspondants.

Il suffit, comme dans la démonstration précédente, de prendre deux sys-
temes de lignes orthogonales sur la premiére surface et les développées de
ces lignes sur la seconde surface, ce qui fournit deux nouveaux systémes de
lignes orthogonales; et puis d’appliquer la formule (7) du n° 29.

69. De ces deux propriétés résulte évidemment la réciproque que nous
voulons établir. En effet, prenons pour A’ le point correspondant de A ; les
transformées des lignes géodésiques tracées sur la premiére surface et issues
de A, seront évidemment, d’aprés la seconde propriété, les lignes géodé-
siques issues de A’ et tracées sur la seconde portion de surface: de plus, sion
choisit pour A’B’ la développée de AB, les points pour lesquels on aura

’ /
r=r, w=—,

seront des points correspondants; donc, d’aprés la premiere propriété, les
deux surfaces auront la méme courbure en ces points. Ce qui prouve la
proposition que nous avions en vue.

70. La condition nécessaire et suffisante pour que deux surfaces puissent
se développer I'une sur l'autre, que nous venons d'obtenir, est tres-simple
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et trés-nette ; mais elle ne pourrait pas aisément servir a reconnaitre si deux

surfaces données par leurs équations sont développables I'une sur I'autre.

Nous allons indiquer une autre condition plus apte a remplir ce but.
Tracons sur la premiére portion de surface la série des lignes pour les-

quelles la courbure de la surface —— a la méme valeur, et que nous appelle-

VRR
rons, pour simplifier, les lignes d' égale courbure. Supposons, en outre, ces
lignes espacées de telle sorte que la courbure de la surface varie toujours
de la méme quantité quand on passe de I'une quelconque d’entre elles 4 la
suivante. . Tragons les lignes analogues sur la seconde portion de surface, en
ayant soin qu’elles correspondent & des valeurs de la courbure égules res-
pectivement a celles qui ont déterminé les lignes tracées sur la pre-
miére portion de surface. Enfin imaginons sur chaque portion de surface
les trajectoires orthogonales de ses lignes d’égale courbure. Ceci posé,
soit (fig. 25), sur une des lignes AM d’égale courbure tracées sur la pre-
miére surface, un point quelconque A; les deux surfaces seront dévelop-
pables Lune sur Uautre lorsqu’il sera possible de trouver sur celle des
lignes d'égale courbure tracée sur la seconde surface qui correspond & lu
méme valeur de la courbure que AM, un point A’ tel, qu'aprés avoir pris les
points M, M’ de fagon que les arcs AM et AM' soient égaux, mais quel-
conques d ailleurs : 1° les courbures géodésiques des deux courbes AM et
AM' soient en M et M’ égales entre elles; 2° les distances MM,, M\M,, etc.,
qui existent entre les différentes lignes d'égale courbure de la premiére sur-
Jace et qui sont déterminées par la trajectoire orthogonale de ces lignes qui
passe par le point M, soient égales respectivement aux distances MM, M| M,
des lignes d'égale courbure de lu seconde surface qui sont déterminées par
la trajectoire orthogonale passant par M. Comme aussi réciproquement,
quand il sera possible de satisfaire & ces conditions, les deux surfaces seront
_ applicables Uune sur lautre. Cela est presque évident; en effet, prenons sur
AM, et a la suite les uns des autres, les arcs infiniment petits Aa, ab, bc, etc.,
puis sur la ligne A’M’ les arcs A'd’, a'¥’, cte., respectivement égaux & Aa,
ab, etc., et enfin menons AA,, aa,, bb,, etc., normalement 3 AM, et A’A’,
‘ad'd,,b'b , etc., normalementa A'M'. Si les normales A’A’, d'a,, b'¥,, etc..
sont respectivement égales 4 AA |, aa,, bb,, et que les valeurs des courbures

11.
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géodésiques deslignes AM et A’M’ soient respectivement les mémes au point A
etau point A’, au point et au point &', au point b etau point ¥, etc., A’ a,
a,b, b c,elc., seront respectivement égaux a A,a,, a,b,, b,c,, etc., d'a-
prés la formule (7) du n° 29, et les valeurs des courbures géodésiques des
lignes A,M,, A’ M| seront respectivement les mémes aux points A’ et A,, @,
eta,,b etbh,, etc.,d’aprés laformule (12) du n° 38 ; donc, en menant A A,,
a,a,, b,b,, etc., normalementa A M, et A\ A, @\ a,, b,b,, etc., normale-
menta A\ M, les éléments A, a,, a,b,, b,c,, etc., seront de méme respec-
tivement égaux a A, a,, a,b,, b,c,, etc., et les valeurs des courbures géodé-
siques des lignes A,M, et A, M, seront aussi respectivement les mémes pour
les points A, et A,, a, et a,, b, et b,, etc. D’aprés cela, il est bien évident
que les deux surfaces peuvent s’appliquer 1'une sur I'autre et que les points
correspondants sont généralement ceux qui, par les notations précédentes,
sont désignés par h,, ;.

La récipropre s’apercoit aussi aisément d'aprés les deux propriétés dé-
montrées plus haut, et il n’est pas nécessaire de s’y arréter.

71. Voyons maintenant comment on pourra s’assurer si deux surfaces
données par leurs équations peuvent ou non se développer I'une sur 'autre.
Nous considérons toujours, dans ce qui va suivre, les coordonnés des diffé-
rents points de chaque surface comme déterminées au moyen de deux va-
riables indépendantes u et v, de telle sorte que chaque surface sera définie
par trois équations de la forme

r=fu,v), y=/ (), z=/f(4/v),

d’ou I'on pourra ensuite exprimer en u et v, telle fonction de x, y, z que
I'on voudra.

Dans cette hypothése, quand on supposera a « une valeur déterminée, et
qu’on fera varier v, les équations de la surface détermineront une courbe
tracée sur cette surface, dont les questions en z, y, z s’obtiendraient en
éliminant v entre les trois équations précédentes. De méme I'hypothese de

— const. donnera une autre ligne tracée sur la surface; d’aprés cela, on
voit que les deux équations

u=c¢ et v=c,
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ou c et ¢’ sont des constantes quelconques, représentent, considérées isolé-

ment, deux systémes de courbes tracées sur la surface et qui peuvent servir

par leurs intersections a déterminer les différents points de cette surface; nous

appellerons pour cette raison les lignes dont il s’agit, les lignes coordonnées.
72. Sil'on différentie les trois équations de la surface, il vient

dx = adu —+ bdy,

dy =a,du + b.dv’,

dz = a,du + b,dv,
en posant, pour simplifier,

_% _ __ 4 __ 9 __daf _df
a—z’ b—(ﬁ’ a,-—;{;, b,—-{TV—’ 2 = bz-—-l—l;-

De la on tire, pour la différentielle de I'arc d’une courbe quelconque tracée
sur la surface,

ds = Jdx'+dy*+dz* = |/(a’+a’+a}) du'+2 (ab—+a,by+asb,) dudv+ (b*+b]+b3) dv*

ou

ds = \/A*du® + 2B'duds + C*dv*,
en posant, pour simplifier
a’ +ai + a; = A?,
ab+ a,b, +a,b,=B’,
b* + b} + b; =C".

A, B, C sont susceptibles d’une interprétation géométrique tres-simple. En
effet, dans I'expression générale de ds, que nous venons d’obtenir, faisons

dv = o; il viendra
ds = Adu,

en supposant que A soit la valeur positive de \/A*. Or, poser dv = o, c’est
admettre que la courbe dont on calcule 'élément est une ligne coordon-
née représentée par une équation de la forme v = const.; nous voyons
donc que Adu est I'expression générale de I'arc infiniment petit de la ligne
coordonnée représentée par I'équation v = const., déterminé d'ailleurs par
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deux courbes coordonnées de I'autre systéme, et répondant 4 deux valeurs
de u ayant entre elles une différence égale a du. On verrait de méme que
(v est I'expression générale de 'arc infiniment petit de la ligne coordonnée
n = const., que déterminent deux courbes coordonnées de I'autre systeme
répondant a deux valeurs de v dont la différence est dv. D'un autre coté.
si dr et dy représentent ces deux arcs infiniment et que 0 soit I'angle qu'’ils
forment, on doit avoir pour I'expression de I'arc d’une courbe quelconque
tracée sur la surface,

Vdx® + dy* + adxdy cosb;

comparant a la valeur de ds écrite plus haut, on voit que
: 9
AC = cos b,
d’ou
B* = AC cos §.

Ces résultats nous seront utiles plus tard.
73. Soient maintenant deux surfaces, la premiére représentée par les
trois équations
r=f(u,v), y=/,(uv), z=/f(,v),
la seconde par
d=o,v), y¥=0/@,), ZF=0e,,").
Je commencerai par calculer, pour chacune d’elles, le carré de la courbure

ﬁlﬁ, en fonction des variables «, ¢ ou &, ¢ qui servent a déterminer leurs

différents points. Or on a, comme I'on sait,
T rt—s*
RR = (1+p +¢)"’
ou
dz __ dz __d'z __d’z '_i’_z
p=¢_i—l” q——l—l;’ S—;l;l;, '—(I)",

s’il s'agit de la premiére surface, et

dz' dz’ d*z d*z __dd
p=ll._’ll’ q=-‘gj7 r=-@,-; S = 55 t—d)’,’,

= drdy’
s'il s’agit de la seconde. D'un autre coté, z, x, ¥ sont connus en fonction
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de u et de v, et z’, &', 5’ en fonction de &', ¢'; on peut donc avoir par les

I

R "
fonction de u et de v quand il s’agit de la premieére surface, et en fonction
de ¢’ et v’ quand il s’agit de la seconde. Nous allons effectuer ce calcul qui
n'offre d’autres difficultés que sa longueur, pour la premiére surface; et I'on
verra, ce qui est fort remarquable, que le résultat ne dépend que des quan-
tités A, B, C dont il a été parlé plus haut, et de leurs dérivées premiéres et
secondes relatives d w et 3 o.
74. Reprenons les égalités

dx = adu —+ bdy,
(@) dy =a,du+ b dv,
dz = a,du+ b,dy,

régles connues p, ¢, r, s, t, et, par suite, le carré de la courbure

et différentions-les par rapport aux variables « et v, que I'on considérera
comme variables indépendantes; il viendra '

(]
dir = %-Zduz-i—z:;—fdudv—f-j—vdv’,
) diy =% g 2 % dudy 1+ 51 dv,
1

[¢
o, _ day ; 4 . day db,y , .,
do-—-{n(lu +Zm~d“dv+m—dv,

en remal'quant que
da db d*x

v du_ dudv’

da, _ db, _ d'y

v~ du — dudv’

da, _dby, _ d'z )

dv — du T dudv
Maintenant on a

dz = pdx + qdy,
d*z = pd*x + qd*y + rdx* + 2 sdxdy + tdy*.
Donc, en substituant a dx, dy, ds, d*x, d*y, d*z leurs valeurs déduites

des égalités (a) et (b), et égalant séparément les coefficients de du, dv, dic*.
dudy et dv®, ce qui est permis, puisque les différentielles dr et dv sont indé-
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pendantes 'une de I'autre, il vient

a2=Pa+qa‘,

b, = pb + qb,,
da, da da,
_"-pdu"'_qdu ~+ ra’ -+ 2saa, +tal,
da db da da
d_v’_—__.l:pa-;+q-37‘+rab+s(ab,'—i—.ba,)+ta,b,,
db, db

& =P —|—qd —+ rb® + 25bb, + tb}.

Des deux premiéres de ces égalités on tire aisément

_;_ ﬁb‘ -_ b’a’
— “ab, —ba, '
_ abg—ba’.
~ ab, — ba,’

d’ou, en substituant dans les trois autres et transposant quelques termes
d’un membre dans un autre, on a

ra2 + 2saa. -—*—ta:_—_ di’. __a_’_b"_b!al_(l_‘?_ab'—ba,ﬁ{,

rab + s(ab, + ba,) + ta,b, = —— — e vl R o

db, ayby — bya, db ab, — ba, db,

ro* + 2sbb, + th} =

Chassant les dénominateurs, multipliant membre 2 membre les équations
extrémes, et du produit retranchant le carré de la seconde, il viendra,
comme on le voit, sans difficulté

(ab, — ba,)" (rt — s*) = GK — H?,
en posant, pour abréger,

G = (a,b, — b,a,) Z’% ~+ (@,6 — b,a) da, + (ab, — ba,) ‘—i?a

du d
da da, da,
= (a,b, — b,a,) 7, + (@,b — b,0) = + (ab, — ba,) 2>

K= (a,b, — b,a,) % + (a,b — b,a) %2 + (ab, — ba,)
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Reste maintenant 4 déterminer GK — H? en fonction de « et de v, ou plu-
tot en fonction de A?, B?, C* et des dérivées de ces quantités par rapport
a u et a v. Reprenons les égalités

a® + ad + a; = A’

ab+ a,b, + a,b, = B*,

b* + b} + b, = C*;
en les différentiant successivement par rapport a « eta v, et remarquant,
comme on I'a dit plus haut, que

.da __db da, db, da, db,

d T di’ dv T du’ v T’
on obtiendra facilement les six équations

da da, da,

ar +a, o+ a, = A%_D,
ai—‘;+ ‘fla'+a,‘?’— A'Z =E,
o +a, % g% 8% it —F,
bj"—i—b —|-b,du B‘fi A‘Z—A—D.,
bd +bda’+b = C—:E,,
b:’i"+b,d+bd”'= € _F,

\ . ., e . . da da da
De la on tire aisément, en éliminant successivement T d—’ et — ® entre la

premiére et la quatrieme de ces équations,

(a,6— b,a) % 4 (a,b — b,a) % —Db —D,a,

(a,b b(l)d +( b ba,)ﬂsz.—D.a’n

lIl l 1
(ab, — ba,) = + (a,b, — b,a,) 7 = Db, — D, a,.

A e e . da da, da .
De méme, en éliminant successivement -7 7‘,‘ ) T; entre la deuxiéme et la

XXXII* Cabhier. 12
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db db db,

cinquieme, et —, —, — entre la troisiéme et la sixiéme des mémes équa-
tions, il vient

(a,b—b,a)d—v‘-l—(ab—b a)ﬂ{: = Eb —E,a,

(a,b, — b,a,) %2 4+ (ab, — ba,) % — Eb, —E,a,,

(ab, — ba,) %+ (a,b, — b,a,) % — Eb, — E,a,,

(a,& —b,a) %+ (0,6 — b,0) % =Fb —Fa,

(a,b, — b,a,)% + (ab, — ba,)——- =Fb, — F,a,,

((lb._, - ba'.v) % + (a'a b-z - ba aa) db

=Fb, — F,b,;
mais GK — H?, par un artifice bien connu et fort simple, peut étre mis
sous la forme

' dadb [(da\* da,db, \? - daydb, [da.\*
[(ab,— ba,)+(a,b,— b,a,)"+ (a,b — baa)] 527"(37) +?7?7_(E> t@ma (T) I

i da da, db
(@b, —ba,) I+ (@, bz—b,a,)-zz] [(abz—ba,)_

db,
o +(a,b,—b,a,)7;]

'(abz_ba,)g;-a-(a,b,—b,d,)%]’

L(a,b—b,a) +(a,b—b,a) ][(ab b,a) (a;b—b,a)%]

{(a«b_bla)ﬁ"'(a’ab—bza)j;,’]’

(@b, —b,a,) %2 + (ab,— ba) %) (@b — boa) G2+ (ab,—ba) % |

da, dal?
(@,b,—b,a,) G+ (@b, —ba) T | -

Donc, en remarquant que ,

da db da\®  da, db, da,\* A da, db, da,\?
dudv — \dv du dv— \dv dudv T \dv
d( db db, db,) d ( da da, da,

R dv+a‘dv+a’dv) dF __dE
du - dv =T @’
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et en se servant des formules précédentes, il vient

GK — H* = [(ab, — ba,)* -+ (a,b, — b,a,)* + (@,b — b,0)*] (%% — %)

—(Dba_D«az) (sz_F«a2)+(Eb2_Eqa2)2

— (Db —D,a)(Fb —F,a) + (Eb—E, a)’

— (Db, —D,a,) (Fb,—F,a,) + (Eb, — E,a,)*

, \ d¥  dE

— [(ab, — ba,)* + (a,b,— b,a,)* + (a,b — b,a)? J(du dv)

+ (E*— DF)C*+ (E} — D,F,)A’— (2EE, — DF, — D, F) B*.
Or

(ab, — ba,)*+ (a,b,— b,a,)’ + (a, b — b,a)* = A’C* — B';

on a donc encore

GK — H* = (A’C* — BY) (‘flf ‘j—E> + (E* — DF)C?

+ (E* — D,F,) A*— (2EE, — DF, — D,F) B*.
D’un autre cté, puisque, ainsi qu’on I'a trouvé plus haut,

a’b! b,“’ _ ab,_ba,
p— abl—ba‘ ’ q_abt——ba,,

on a
[(ab, — ba,)* + (ay b, — b,a,)* + (@, 6 — b,a)} (A’C’ — B').

(14 p+gy= @b —ba] = @b, —ba,)’

donc le carré de la courbure

I rt—s* _ GK—H*.
RR = (l-l—p’-l—q’)’ = (A’C' Bb)!

sera égal a
dF dE
(A*C* — BY) (du dv) + (E* — DF)C* + (E! — D,F,) A" —(2EE, — DF, — D,F) B:

(Az(_‘z_ Bo)z

b

ou bien, en substituanta D, E, F, D, E,, F,, leurs valeurs, a

2 R? 1 2A2 2 2 dAldB’ lAi 1L1
(A’C’—B‘)(dB 1d°C di) 4[(dA dA« J(‘?

dude 2 du? 2 d# du “dv e du du
( A? cz —_ B4 )1

1[[dC\* + dB'dC* dC dA® dA*dC  dA*dC
il lAa— )B

) e v R T o de T da
(A:C:_BA)1
1<2dB’dB’ dB*dC? dA'dB’)B

+

du dv du du dv dv
(Az C — Btl;z
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Telle est I'expression du carré de la courbure. On voit qu’elle ne dépend que
des fonctions A*, B*, C* et des dérivées premiéres et secondes relatives a
et a v de ces fonctions. Cette importante proposition est due 2 M. Gauss, et
le calcul qui précede est, a quelques simplifications pres, celui que 1'on
trouve dans le célebre Mémoire intitulé: Disquisitiones generales circa su-
perficies curvas. '

Nous appellerons M cette expression du carré de la courbure de la pre-
miére surface, et M’ 'expression correspondante pour la seconde surface ; de
maniere que ' '

M = const. et M = const.
représenteront respectivement les lignes d’égale courbure de la premiere et
de la seconde surface. b

75. Proposons-nous actuellement de calculer la distance de deux lignes
d’égale courbure infiniment voisines et tracées sur la premiére surface par
exemple. Soient AB et A’B’ ces deux lignes (fig. 26) et 7 un point pris sur
la premiére ; menons mm’ normalement 2 AmB que nous terminons & A’B':
il s’agit de calculer mm’. Appelons u et v les coordonnées curvilignes du point
m; u + du, v + dv-celles de !, et enfin u + du, v + dv celles du point n
infiniment voisin de m et situé sur la ligne AB; nous aurons d’abord la dis-
tance ' '

mm, = ds = \[A*Su* + 2B*Sudv + G*dv*.

Reste a obtenir Ju et §v. Appelons JM I'accroissement que recoit la cour-
bure de la surface quand on passe de la courbe AB a la courbe A’B’; nous
aurons

M — dMé w4+ dMJ

puis, en exprimant que mm’ est normale 4 AmB,

A*dudu du du o
I+L’d6v+C( +d)eose_o,

§ représentant, comme plus haut, I'angle des deux lignes coordonnees ou

bien. en observant que

Mo,

le+
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dM .
d’Ol‘l (-ili:—-i—‘-,-, '
dy dM
du
dM dM -
on a l_gauz_*_é du _ dv cosfd=o
C*dvdM ' C\dv dM ’

du ‘du
ou en remplagant cos f par sa valeur,

(C’%%‘_' Bs‘%‘) (Azd_M _ B dM)

De cette équation et de celle qui a été écrite plus haut, on tire aisément, par
un artifice souvent employé par M. Cauchy,

= O

du : dv _ oM
T dM . (IM dM dM — dM dMdM AM\*’
Cm v vy P M@ )—’B'd, s ‘J(w)

et par conséquent

()

d dil dM. dM
- 9
rI ) —a2B du +C ( du )

@gLWMpM

dM dM dM « [ dM
( /1u dv +C <du

d’ou, substituant, dans la valeur de Js, il vient

du =

d d dM { dM\ :
. 8M (c* — —B— M\ B c*-l‘ —B— ) (AM_ g™ | (g dM g
. + du du dv du dv du

ns—
- dM\? dM zIM dM\:
(T 2 it 1
A(dv) B du dv +C (Llul)

‘dM deM dM\*
4 T —
amv(mu B)[ ) — T+ (S )J

) LT (Y
\ dv )

==

du dv du

A’C?— B¢
— =43
£ M dMy’ dMdM dM\:’
A’(——— — 2B +c (X
 dv du de du |

le signe du second membre étant évidemment celui de M, puisque ds est

positif. On trouverait évidemment de la méme maniere la distance Js’ de
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deux courbes d’égale courbure infiniment voisines appartenant a la seconde

surface, et I'on aurait

’ _ , A/2 CI! B’b
&' = £ M /dM g M AT~ AW 2
‘ A\ar ) e £

S\’ étant I'accroissement positif ou négatif de la courbure de la surface,
obtenu en passant de la premiére a la seconde des lignes considérées, et le
signe du second membre étant celui de cet accroissement. |

76. Calculons encore la courbure géodésique d’une ligne d’égale cour-
bure de la premiére surface ; d’abord, en appelant ds I'élément de la ligne,
et représentant par & les déplacements normaux 4 cétte ligne, cette courbure
est égale, abstraction faite du signe, &

dds
s
Or
ds* = A*du® + 2B*dudv + C?dv?;
donc

dsdds = A*duddu + B*duddv + B*dvddu + C*dvddy
+Adn? ( J‘It+dA30)+2Bdudv( 53u+%£v>-}—€dv (d(‘é\u—i— ué\‘))’

du, dv, ds, Su, 8v, &s vemﬁant les conditions

d -I—iIiMd v =—o0,

ds = \/A’du2 + 2B*dudv + C?dv?

5 /aAM 2 dM dM S [dM\?
dM\/A ( ) 2B + 0 (d_u_)’
dM . dM
50 (c o —B T)&M
LS g dMaM__ 7dM
&) et du
M
5 (A*——B'd l)aM
WL aMaM . dM
| @ ) B+ +C
55— 4+ dM yATC' —B*
M aM dbl dM
\/(A'd )"’B'du C’(du)
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Posons maintenant, pour simplifier,
Db oM =k
am=" M g MM 7aME
dv dv ) 220 T du
. dM
dOU (lll;—’l—d-;7 d"-—-—hz-u-y
ds=:|:lz\/A’ MY — 2 g aM g (M
du dv du
lc(C’ Be ) S=k(a T B,

A‘.g ==+ kyAC*—B* \/A’ (’_{‘11”71) 2 B2 (f{MdM Y (LM)‘

dv

du

il viendra, en substituant, -

dfé‘ds_[(A’dM B’——)é‘du (B*@—c’ ) ]1:

dM dM dM B dM .
NENEACE- ) TN BT
dM dM dM dM _ p.dM\T .
Y L [71:,(‘3 M _ g )+$(A* B—d;)]u
AM\2[dC [ g dM dM\  dC [, ,dM 4, aM
+C(du) [Et' (C du Bzm)—k_d;(Agd —B > LA,
ou bien '

dM  __ dM dA [dM dBdMdM _dC [dM\:
“”’d’:"( Z P4 )t““"'“[ @ (7:3) B 2 du’*'CTd;(TIZ)_H

v M dB dM dM aM\*
+,,(B._d__c ){m_h/r[ au (T) 2"%7"%*“5(%)“'

Mais

IMd. (cz"_"‘_nz‘i“.‘)
ddu—=ddu—= du do
(DY N (M
(dv dw dv du

dM ,AM ,(4M dM dM L (dM\*
mem-r%) | (G) - a7 (@]
- daM dM M dM\* |
2| 1_____ LY (e
[A <do) >B dv+c (da)]
dM dM daM dM dM dM\*"
3 2 __ R —— 2 (7Y amanm , {4V
d_M_B,dM) ‘(C i da)d'[A (du) B e (du)]

aM dMdM aM
— ’_—
A(d«) 2B du+c(du>

k]

9
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et aussi
/ dM _ dM dM dM dM dM\*
2 __R?___ ?___ 2
TN Sl "\Ad Bdu)d[A(dv) —2B % C(du,)'J
kW TG () MMM
“do de dv (du .L

Donc, en substituant et simpliﬁant,

— L x‘ﬂ! M _ p,4M dA (dM\: L dBdAMdM .dC/(dM)\7]|
dsdds=ht (A o Y )\Ca ) e\ d du dv TV d\du) |f

dM __ dM dM _ dM dA [dM dBdMdM _ dC[dM\*

"’""(B""_C )‘d (A’E_B’ 1u>—"[Ad ((lv) du du "dv Fu'k?u-) ]*’

ou, en développant les différentielles et substituant & du et a dv leurs valeurs
écrites plus haut,

ACANIN _GdC (MY, 01 (M) 4 oMY
dsdds = (A,‘!_lt[_B.‘i_hi) du du dv dv \ du du \ de dv \ do
d du +C de’M_ dM d*M ’..d_M. ﬂ de’M
| dv du? du dude” = dv dude du “dv'
adh () ANy 8 (MY )
h’k( ,dM o cil\_d) du \ dv dv du dv dv \ du du(du: )
o du dM d*M dM d’M ,dMd'M ,dM d*M :
| A d M@ d Ve T duduads

d’ou enfin, en divisant les deux membres par ds* et s dont les valeurs en
fonction de % et de & ont été écrites plus haut, il vient, pour la courbure
géodésique demandée, ‘

ArdM B,aw) ,cdCdMdM _ dC d_M)‘ B (dM dM\* MM dMd'M o dMd*M a_\_u_\_.
cosﬂ_j:( dv du )| dududv ’E;(du d—(d_) ( S dv du'-"  du dudv  dv dudv ' du &
? a4 M dM aM\*7¢
LY at] 14\9 —_— — ’_— 'y
(ArCr— B)[(d) apdd ) C(a..)]

B,ﬂi_(,ﬂ) AdA (MY dAdMaM adMd'M MM dMdEM L dM N
__( o du E(Tu) A du dv (d) ( )* g Mo VeV aa
= 2

(‘?sca_B‘)l [A’( ) dM dM +C (%M')’]’
ou bien encore
(A dM Bg_) dC'dMdM _ 1dC' (dM\'  dB*(dM\' 1dA(dM - o 1dA*(dM\* dA*dMdM _dB'/dM\* :dU' 4
cosf  \" & " du){dudu dv3dv\du)  d\dv ;dv'(ﬁ)] ( o du)[2 du(dv) 473747""47(?“‘)—.7'2
< vorwot [ 4 (M) dMdaM__ __ 7dM
o [ () B o 2 |

td'M
dut

eei[(2)

ﬂlde’M
du dv dudv

CLANA
(’E

dv?

)

dM dM

—aB'—— — 4+

du dv

[*(Z)

’

dM)]

du

o
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Quant aux signes placés devant les deux termes du second membre, on voit
que si 'on suppose, ce qui est toujours permis, que M croisse du c6té des
lignes d’égale courbure ou sont situées les normales a ces lignes, qui occu-
pent, par rapport aux tangentes des mémes lignes prolongées dans le sens des
arcs positifs, et aux normales extérieures de la surface, la position ordinaire
de la partie positive de 'axe de y par rapport aux parties positives des axes
des x et des z, le signe qu'il faudra adopter sera le signe —. '

On obtiendrait de la méme maniére la valeur de la courbure géodésique
de la ligne d’égale courbure tracée sur la seconde surface et que nous

/
appellerons c‘;%e- Cette valeur ne différerait de la précédente, d’apres nos

notations, qu’en ce que toutes les lettres seraient accentuées.

77. La formule précédente est assez compliquée; je remarquerai qu’on
la simplifie beaucoup quand on prend pour lignes coordonnées de 1'un des
systémes, pour celles par exemple qui sont renfermées dauns I'équation

¢ = const.,

les lignes d’égale courbure. En effet, M peut alors étre considéré comme égal
av,etlona
M
2 = 1
et ,
dM __ d*M d*M d'M

de A dudy a9

par conséquent,
dA B dA

cos 0 A’Ti;'——zABE-I‘B z;l'

=

A’(A’C’— Bb) i

Sous ce rapport, il conviendra de considérer x, y, = comme fonction des
deux variables indépendantes « et M, en éliminant ¢ au moyen de la relation
quilie M, u et v.

4 7
78. Ayant calculé M, 6%1’ 50:—9 en fonction de u et de v; M, :LM” 5‘_’{.’5,_6_’.

en fonction de «' et de ¢', nous exigerons, pour que les deux surfaces soient

développables 1'une sur 'autre, que I'on puisse déterminer «’ et ¢’ en fonc-
XXXII Cahier. v Y
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tion de « et de v, de maniere que 1'on ait en méme temps les trois relations
) p

ds as cosf cosb’

1 / — J—
(1) M=M, m=gmp =27

N P . . cosfB , c
_ Cela étant, si, de plus, 'accroissement de —— pour un déplacement infini-
9 7 P

ment petit effectué sur une courbe d’égale courbure de la premiére surface
dans le sens des arcs positifs de cette courbe, est égal a 'accroissement de
9;—6— relatif 3 un déplacement égal effectué sur la courbe d'égale courbure
correspondante de I'autre surface, les deux surfaces seront développables
I’'une sur 'autre. L’expression de I'accroissement de c—o—-:e » de méme que celle
de l'accroissement de c—():—,e—’, s’obtiennent d’ailleurs facilement comme il suit:

du et dv étant les accroissements que recoivent les coordonnées u et v, on a
d’abord

cos 6 cos 9
dﬂ‘c’_e_ '—P—d de
= g A — .
Mais
dM dM
d_ud”‘*"?i?d":o
et

A'du® + 2B dudv + C? dv® = ds?,

en appelant ds la valeur du déplacement effectué sur la courbe d’égale
courbure : de la nous tirons

aAM
du:i y =i dv = y
2 (AM\* _ _o,dMdM . [ M2
\/A(dv) BT @)
—Ifl—Mds
dv == A :Mcl\‘l M2
2 @M\T piaMaM 2 (&F
\/A(dv) 2Bdudv+c(du>
done
dcost'i dcosO
dms9_< “p dM TdM) =+ ds
> =\l H T d

dM\? dM dM dM 7
2 2 2
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On aurait de méme

dc0f_6: dcos@’
cos @ —p’ dM’ p’ dM’> + ds

114 T du'  dv’ A did \/A ((1“_) — B’2 d\,ll(l\1l+c,2<1{1\_l,/>ga
v du’ dv' du .

P
I'égalité que nous exigerons, indépendamment des équations (1), est done

cos 6 cos 6 cos §’ cos 6’
a p dM deM '{‘P' dM’ = PA
de dv  dv . “du + dd dJ A dd
dM \? dM dM dM\* — e (AM AWM AN\ *
\/A’(dT_)_’B’EE"'C'(}Tu) \/A (dv)—B di dv T (:m)
que I'on peut encore mettre sous la forme plus simple
d cos 6 dcos9 dcos&’ 2086’
( o )aM o dM 7 AW 7 dM/
) du_ v d A _ | Td W T AT W
N “AIC! —B - — JAI!C’! —_B" ’
en vertu de I'égalité
IM oW
ds a5’

et ou le signe devra étre convenablement fixé dans chaque cas.

79. Pour démontrer que lorsque les conditions (1) et (2) sont satisfaites,
les surfaces sont développables I'une sur I'autre : observons que si, apres
avoir pris le point quelconque A sur la premiére surface, nous choisissons
pour le point correspondant A’, sur la seconde, le point qui a pour coor-
données les valeurs de «’ et v’ déduites des équations (1), dans lesquelles on

a mis en place de u et de ¢ les coordonnées du pomt A, le rapport — cosd

pour le point a ( fig. 25) sera égal au rapport T pour le point a’ d’apres
la relation (2); et comme la valeur de M pour le premier point est égale a
celle de M’ pour le second, les coordonnées de ces deux points vérifieront

deux des équations (1), et, par suite, toutes les trois: alors on pourra

conclure aussi que b et b sont deux points dont les coordonnées vérifient
13.
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les trois équations (1); qu'il en est de méme des points ¢ et ¢, etc.; enfin des
points M et M'. En second lieu, il résultera de la formule (7) du n° 29,
(que les longueurs A, a,, a,b, etc., sont respectivement égales & A @,

’ r . - 6
@ b, etc.; et aussi de la formule (12) du n° 38, que le rapport SPPi— pour les

- . , 6'
points A,, a@,, b,, etc., est respectivement égal au rapport -CO:,— pour les

points A’ , @, b, etc.; d’ou 'on conclura, deux de ces équations I'étant,
que les trois équations (1) sont satisfaites pour les points A, et A', a, et
a,, b, et b, etc. On verrait de méme que les mémes équations sont satis-
faites pour les points A, et A, a, et a,, b, et b,, ‘etc., et ainsi de suite.
La condition que nous avons exigée ci-dessus (n° 70) pour que deux sur-
faces soient applicables I’'une sur I'autre est donec satisfaite.

On remarquera aisément que la démonstration précédente ne suppose
pas la relation (2) satisfaite pour tous les points conjugués des deux surfaces,
mais seulement pour tous ceux de ces points qui sont situés sur deux lignes
d’égale courbure correspondantes: d’ou résulte que, dans bien des cas; elle
sera inutile. En effet, il arrivera souvent que I'une des lignes d’égale cour-
bure sur la premiere surface se réduira a un point; or, si alors la ligne
d’égale courbure correspondante sur l'autre surface se réduit aussi a un

point, la condition (2) sera satisfaite d’elleméme pour ces deux lignes d’é-
gale courbure.

Enfin il est évident que I'égalité (2) peut étre remplacée par plusieurs
autres : ainsi, par exemple, on peut lui substituer celle qui exprime que I'ac-

. d , . . . .
croissement de d_l\sl’ pour un déplacement infiniment petit effectué sur une

courbe d’égale courbure de la premiére surface, dans le sens positif de cette

2

courbe, est égal a 'accroissement de 5, relatif a un déplacement égal effec-

té sur la courbe d’égale courbure correspondante de I'autre surface. De
méme on peut remplacer I'égalité (2) par celle qui exprime que les éléments
de deux lignes d’égale courbure correspondantes et appartenant aux deux
surfaces, terminés a des points dont les coordonnées représentent deux
systemes de valeurs de «, v, «, v’ vérifiant les trois équations (1), sont
égaux entre eux; cette derniere égalité est d'ailleurs, comme on le voit
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aisément,
dydM dydM d9dM  d6dM
. VOB du s dv da du dv & du
e = — =
@ Eo=w T awr N =EFT—aw
r7a r7a

en appelant x (, v) et § (, ¢) les valeurs de &’ et de ¢’ en fonction de u et
de v que I'on déduit des équations (1).

80. II peut se faire que le systéme des équations (1) se réduise a la pre-
miére, en d’autres termes, que la seconde et la troisitme de ces équations
rentrent dans la premiére: dans ce cas, on aura évidemment

ds o5’

m=oM),  5p=-eM),
cos 0 cos ¢

_— = M , — = @, M ;
=0 M), — =0, (M)

et pour tous les points de AM (fig. 25), ds et c—?pff seront constants, ces

quantités étant d’ailleurs toujours égales a s’ et c-of,—e’ D’apres cela, on voit
que les surfaces seront alors développables I'une sur I'autre d’une infinité de
manieres : en effet, aprés avoir choisi le point A sur AM, on pourra prendre
pour son conjugué A’ tel point qu'on voudra de A'M’. Dans ce cas, si
I’on veut obtenir un systéme de points conjugués, il faudra chercher les tra-
jectoires orthogonales des lignes d’égale courbure des deux surfaces, trajec-
toires qui sont ici évidemmnent des lignes géodésiques; on assujettira ensuite
Aet A, et, parsuite, A, et A’, A, et A, etc., a se trouver sur deux trajec-
toires orthogonales tout a fait quelconques d’ailleurs des lignes d’égale cour-
bure de I'une et de I'autre surface; et puis a et @', a, et @, a, et @,,, etc.,
betd,b,eth , b, eth,,etc., a se trouver sur des trajectoires respective-
ment équidistantes des premiéres aux points situés sur les lignes AM et A'M’.
81. L’équation en u et v des trajectoires orthogonales des lignes d’¢gale
courbure est pour la premiére surface, comme on I’a vu plus haut,
(g ) (ol iy,

du ) dv

comme aussi celle des trajectoires orthogonales des lignes d’égale courbure
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de la seconde surface est

(C’* B M) < A AN dM gl dM’ ) :iz: ..

On intégrera donc ces deux équations, ce qui donnera
Fu,v)=c¢, F (&, v)=c;

puis on substituera aux constantes c et ¢’ des fonctions + (¢) et ' (¢") de ces
constantes, que I'on déterminera par la condition, que la série des courbes
renfermées dans les équations précédentes et obtenues en faisant varier c et ¢’
par degrés égaux, aient entre elles la méme distance pour tous les points
appartenant a une méme ligne d’égale courbure quelconque ; condition qu'il
est évidemment possible de remplir d’apreés les hypotheses Ainsi posant, par

exemple,
F (u’ v) = "l’(c) ’

dF o _ dyy,
3 +d —’?J(,,

on en déduira

du et dv se rapportant a un déplacement normal i la trajectoire et étant , par
conséquent , tels, que I'on ait

dM dM
2idu+ gy dv=o.
De la on tire
dy .
du oy & °¢

dM~— — dM~__ dFadM dFdMm’

dv du  dudv dv du

d’ou

ou =

& = Jram dFam’

du dv — dv du

et, par conséquent, pour la distance des deux trajectoires orthogonales




SUR LA THEORIE GENERALE DES SURFACES. 103

correspondantes aux valeurs ¢ et ¢ + dc de la constante,

VB e
oy u Ha
£V & ' W .

ds = dF dM_ dF aM

du dv dv du

Cette expression peut étre mise sous une autre forme. En appelant K le
facteur qui a rendu intégrable le premier membre de I'équation des trajec-
toires orthogonales des lignes d’égale courbure, ona

=K (A Z—B),
#‘. K (B’ M _ ¢ z:>’
et, par conséquent,

dFAM  dFdM _ o [ s (dM LdMdAM | ., (dM\?].
*——-,——'—K[A (w) B +C (71;)]
ay
e

=+
dM dM dM dM\:"
K\/A’ (W) B¢ (ﬂ)

ds
Si I'on veut maintenant que 5= - soit constant pour tous les points d’une

méme ligne d’égale courbure , comme pour tous ces points le radical

A*C? —B?
dM\? ,AMdM | /dM\?
\/A(Txr> B e (7,;)

dy
7o A . 9. . .A dc
a déja la méme valeur, il faudra qu'il en soit de méme de W’ or

K \/A’C* —B* contenant u et ¢ peut étre exprimé en fonction de M et de
~} (¢) au moyen des deux équations

M=M, F(, v)=4,(c)

On voit méme que le résultat devra étre simplement fonction de +, et alors.
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posant I'équation
dy
dc

. KVrC—m et

on en déduira par une quadrature la valeur de | (c).
On procédera de méme pour avoir 4’ (¢’), en ayant soin, bien entendu,

dy’ dy
o gl <
de prendre ———"____ égal & la méme constante que %,
K ~/A/zclt B* K\/A’C’ B*

82. Une fois + (c) et 4’ (¢') déterminés par les conditions précédentes .
on obtiendra les points conjugués des deux surfaces, en tirant des deux
équations

M=M,
Fla,) =4, ¥, )=+ (@+o0,
les valeurs de &/, ¢’ et ¢ en fonction de « et de ¢v. Dans ces équations, a re-
présente une constante quelconque.

83. Faisons une application des formules précédentes.
Considérons I'hélicoide gauche dont les équations sont, comme I'on sait,

r=vcosu, y=vsinu, z=Inu,

m étant une constante, et la surface de révolution engendrée par une chai-
nette tournant autour de sa directrice, et dont les équations peuvent étre
considérées comme étant

!
r=yv'cost, y=v'sind, z=n —larc(cos=%>,
n étant une seconde constante. Nous aurons d’abord
| R 2 2 —_— 2 __
A'=m*+v?, B*=o0, C=1,

A’2 — 0,2, B"" = 0, CI2 —

V”

V,’ —_— n!

Calculons maintenant les carrés des courbures de ces deux surfaces; nous
trouvons aisément, au moyen de la formule du n° 74, pour la premiére

surface,

m®
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et pour la seconde,

n
—
Nous poserons donc
m n
m? 4+ gt = g?
ou bien
V’ V/!
m —+ =5
et en méme temps nous voyons que
dM dM _ 4mv
W= & T mae)y
dM’ dM __ 4n*

% T
d’ou nous tirons

ds __ (m'+4v?)? ds’ '

M gm'v m_:in’\/v_—”—n”
ce qui donne pour seconde équation,

(m.+v!). . VI‘ .
m*v T oy —nt

Enfin la troisiéme se calcule aussi sans difficulté, et donne

) Vli — nl

m’ -+ V’ - vl! ?

u et ¥’ manquant dans nos trois équations, il faut que nous puissions en

tirer ¢’ en fonction de ¢. Or la premiére et la derniére donnent les deux
valeurs de ¢’ suivantes:

v/ = n’ + mn

=— ,
nty?

o' — . + nz’

qui ne peuvent étre compatibles entre elles qu'autant que 7 = =; alors on a

o' — o3 + mz’

et il est facile de voir que cette valeur vérifie aussi la seconde équation.
XXXIP Calier. 14
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Quant a la quatriéme équation, qui exprime que la variation du rapport

cos 8

relatif a une ligne d’égale courbure, pour un déplacement constant
g g y P P

effectué sur cette ligne, a la méme valeur quelle que soit la surface consi-
dérée, elle se réduit a une identité o = o. Les deux surfaces proposées sont
donc développables 'une sur I'autre quand m = r. De plus, comme les
trois équations qui, en général, servent a déterminer &’ et ¢’ en fonction de «
et de v, se réduisent, dans le cas actuel, 3 une seule

o't = v* 4+ m?,

nous voyons que cette superposition peut se faire d’une infinité de manieres.

Si I'on veut connaitre les coordonnées «’ et ¢’ du point conjugué de «, v,
on y parviendra bien simplement dans le cas actuel. En effet, on voit
facilement qu’ici les trajectoires orthogonales des lignes d’égale courbure
sont précisément les lignes coordonnées z = const. pour la premiere sur-
face et &' = const. pour la seconde, et que, de plus, pour des accroisse-
ments égaux de « ou de ', on a des courbes sur la premiére surface ou sur la
seconde, qui ont la méme distance, aux points conjugués. D’apres cela, les
équations qui détermineront «’ et v’ en fonction de u et de v sont

=u—+a, ¢*=v*+m,

a étant une constante tout a fait quelconque.

84. Il pourrait se faire que, pour tous les points de chacune des surfaces
considérées, la courbure fit la méme; alors il n’existerait plus de lignes
d’égale courbure, et les considérations précédentes se trouveraient en défaut.
Mais il est évident que si 'on a deux surfaces d’égale courbure et que la eour-
bure pour les différents points de la premiére soit égale a la courbure pour
les différents points de la seconde, ces deux surfaces seront toujours déve-
loppables I'une sur I'autre, et méme de facon qu’apreés avoir pris un point
(uelconque A sur la premiére surface, il sera possible de lui donner pour
conjugué un point quelconque A’ de la seconde. Si, dans ce cas, on veut
trouver un systéme de points conjugués, on cherchera pour la premiere sur-
face les lignes minima issues du point A, et pour la seconde les lignes minima
issues du point A’, et les points conjugués, en conservant les notations du
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n° 67, seront ceux pour lesquels on aura

Il va sans dire que les lignes minima fixes, a partir desquelles on compte les
angles » et &', sont supposées tout a fait quelconques I'une par rapport a
Iautre.

83. La considération des surfaces d’égale courbure, qui jouissent, comme
on le voit aisément, de la propriété de se développer sur des sphéres, peut
étre utilement employée dans différentes circonstances. Ainsi, par exemple,
étant donnée une surface quelconque, il est toujours possible de trouver
une surface d’égale courbure, qui lui soit osculatrice en un point donné:
par conséquent , on peut aussi faire jouer a ces surfaces d’égale courbure le
méme role qu'au cercle osculateur quand il s’agit des lignes: il est méme
facile de prévoir qu’a cause de la propriété qui lie les surfaces de courbure
constante 2 la sphére, il sera permis, sous quelques rapports, d’en retirer
les mémes avantages que des cercles osculateurs. Pour le montrer par un
exemple, je prendrai le beau théoréme de Legendre sur les petits triangles
sphériques , et d’aprés lequel ces triangles sont résolubles comme des tri-
angles plans, pourvu qu’on diminue chaque angle du tiers de 'excés sph¢-
rique. Il est évident que ce théoreme est vrai pour les surfaces a courbure
constante, d’aprés la propriété fondamentale de ces surfaces; par suite,
il est vrai pour une surface quelconque : on arrive ainsi trés-simplement &
un beau résultat que M. Gauss a déduit de caleuls fort compliqués. A la
vérité on ne voit pas encore avec quel degré d’approximation le théoréme
s’applique, mais cette seconde partie s’établit aisément, comme il suit:
Considérons deux surfaces infiniment voisines S et S'; tracons sur la pre-
miére un triangle ABC ou T dont les cotés soient des lignes géodésiques,
et par les différents points des cotés de ce triangle menons des normales
a la surface S que nous prolongerons jusqu’a leur rencontre avec la sur-
face S': nous formerons ainsi sur la surface S’ un second triangle que nous
appellerons A'B'C’ ou T’. Or il est évident d’abord que les cotés du triangle
T’ auront en tous leurs points leur courbure géodésique infiniment petite du
méme ordre que la distance des deux surfaces S et §', et que la différence
des cotés du triangle T’ et des cotés correspondants du triangle T, de méme

14
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que la différence des angles correspondants et des surfaces de ces deux
triangles seront infiniment petites d’un ordre double de celui qui représente
la distance des deux surfaces S et S'. En second lieu, si I'on compare la ligne
géodésique tracée sur la surface S’ et joignant les deux points A’ et B’ par
exemple, au c6té A'B’ du triangle T, on verra aisément que la distance de ces
courbes en leurs différents points, les angles qu’elles forment aux points A’
et B’ et la portion de la surface qu’elles comprennent, sont du méme degré de
+ grandeur que la courbure géodésique du coté A'B’ du triangle T', et que la
différence de leurs longueurs est du méme degré de grandeur que le carré de
cette courbure : il suffit de se rappeler la formule (12) établie au n° 38, et la
forme de la valeur qu’on en déduit pour §z par I'intégration. Tout ceci admis,
1l est facile de conclure que si le théoréme de Legendre est vrai pour le tri-
angle ABC, en négligeant les infiniment petits d’un ordre égal ou supérieur a
celui de la distance des deux surfaces S et §', ce théoréme sera aussi vrai pour
le triangle T” tracé sur la surface S’ et formé en joignant deux a deux les
points A’, B', C' par des lignes géodésiques, en négligeant les infiniment petits
de I'ordre de la distance des deux surfaces S et S'. Supposons maintenant que
les deux surfaces S et S’ soient osculatrices I'une de 'autre en un point O du
triangle ABC et que I'une de ces surfaces, la surface S par exemple, soit une
surface a courbure constante. Si nous supposons que les c6tés du triangle T
soient des infiniment petits que 'on considérera comme du premier ordre,
le théoréme de Legendre sera vrai pour le triangle T, en négligeant les in-
finiment petits du quatriéme ordre; en méme temps les normales a la surface
S qui servent a déterminer le triangle T seront infiniment petites du troisiéme
ordre: donc le théoréme de Legendre sera vrai pour le triangle T”, en né
gligeant les infiniment petits du troisiéme ordre, ce qui est bien le degré d’ap-
proximation obtenu par M. Gauss. Le méme raisonnement prouve que le
théoréme sera vrai aux infiniment petits prés du quatriéme ordre, quand on
pourra trouver une surface a courbure constante ayant avec la surface pro-
posée un contact du troisiéme ordre. Or c’est ce qui arrive dans certains cas;
car si 'on cherche, sous forme de série, la valeur de z qni vérifie I'équation
des surfaces a courbure constante,

rt—s* 1

(EFp e T T
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dans laquelle la constante a est tout a fait quelconque, on voit que I'on peut
prendre arbitrairement pour un point de la surface, non-seulement p, ¢, r,
s, t, mais encore deux des quatre dérivées du troisieme ordre; de telle sorte
que si, apres les avoir prises égales i celles que I'on déduit de I'équation de
la surface proposée, les deux autres dérivées du troisieme ordre se trouvent
aussi égales pour les deux surfaces, ces surfaces auront un contact du troi-
sieme ordre. Tout cela avait été remarqué par M. Gauss.

86. Je terminerai par quelques remarques relatives a ces surfaces d’égale
courbure. Reprenons leur équation aux dérivées partielles, qui est

rt—s’ 1
fFprrer @
P>4q,r,s,tconservant leur désignation habituelle.

I’intégration générale de cette équation parait offrir de grandes difti-
cultés. Mais si on se donne comme nouvelle condition que la surface soit

de révolution, on I'effectue trés-simplement ; en effet, dans ce cas, on voit
b b R 7 b

4

directement que I’équation se réduit a

2\2 ..
(l+;’ )’y = + a?,
P> q ety se rapportant au méridien de la surface.
De la on tire
9 4 ).
(I+Pa): = = a?’

multipliant par 2dy et intégrant, il vient

L e 2
1+ p* + a’

Dans le cas ou la surface ne doit présenter aucun point singulier, il faut
que pour y =0 on ait p =  ; donc ¢ = o, et alors

! — L
1+ pt =F at’
ou simplement ici
I 7,
1 +p! - (l’ 9

d’ou I'on tire
'+ (x— b= a’.

2 R ey o oo _
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Ainsi la surface, dans ce cas, est nécessairement une sphére. Mais admet-
tons que la méridienne fasse un angle quelconque «, avec I'axe de révolu-
tion : pour y = o on aura p = tang «; donc

¢ = cos’a,
et I'équation deviendra

2 ___ a .
1+p = a’cos’a y*’
d’ou
dy _ /(@’sin’a i‘y.")
dr — V acostagry’ ’
d’ou enfin

dr — dy {{a* cos* x.j’) (a*sin® @ £ y*)
a'sin*aty*

L’intégration du second membre dépend des fonctions elliptiques, et, par
conséquent , ne peut étre faite sous forme finie ; mais on obtient simplement,
comme I'ont montré MM. Delaunay et Sturm pour quelques questions d¢-
pendant du calcul des variations (woir le Journal de M. Liouville, t. VI),
I'équation de la courbe, qu’il faut faire rouler sur une ligne droite pour
qu’un certain point appartenant a cette courbe décrive la méridienne cher-
chée. En effet, d’aprés les relations indiquées par M. Sturm, et que I'on
retrouvera facilement, on doit avoir, entre les coordonnées polaires de la
courbe cherchée et les coordonnées rectangles de la méridienne,

dx:j:——l—zj:

ds - NEX
1+ p? 1

Vit+p \/ (a)
A\

1

, « (dx\?  a’cos'a !
et, par conséquent, dans le cas actuel ou (2;) =22 2F),

a
dX\
atcosta | 2 4+ \ =T ]:l
1 r? d0

3 a’
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ou
s l 2
a'sin® « 4+ = (d—-
—T- I = a COS o 0 ’
d'ou
1
‘17 do

aisin’a - acosa’
\/\ rt +1
d’ou, en intégrant,

asina __ A"'uncaﬂ 1 q:unga.o
T e\ Be F3e€ .

Dans cette équation, le signe qui précéde § est indéterminé, mais celui qui

est placé devant % dépend de celui de la courbure =+ ;:—, de la surface.

S VII — Recherche de toutes les surfaces gauches qui peuvent s appliquer
sur une surface gauche donnée.

87. Dans ce qui précéde, nous nous sommes bornés a indiquer le moyen
de reconnaitre si deux surfaces données par leurs équations étaient ou non
développables 'une sur I'autre. On pourrait attaquer la question sous un
autre point de vue, et se proposer de chercher toutes les surfaces qui sont
développables sur une surface donnée; la question ainsi posée offre des
difficultés plus sérieuses. Nous allons la traiter pour le cas des surfaces
gauches, en nous aidant d’un travail qui a été publié sur ce sujet par
M. Minding, dans le tome XVIII du Journal de M. Crelle, et en suppo-
sant, comme cet habile géométre, que les génératrices rectilignes des deux
surfaces soient des lignes conjuguées.

Supposons les surfaces déterminées de la méme maniére que dans le
§ 1V. Ainsi, pour définir la premiére surface, donnons-nous une courbe
directrice AmB, par trois équations de la forme

=), y=e@), z=+),

et les angles a, 3, v, en général fonction de u que les génératrices recti-
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lignes forment avec les axes des coordonnées, de maniére que les coor-
données d’un point quelconque de cette surface soient

X =2x + ncosa,

Y =y + ncosp,

Z =z + ncosy,
n étant la distance comptée sur la génératrice rectiligne de ce point a la
directrice.

Soient ensuite, pour une seconde surface que nous voulons déterminer par
la condition qu’elle puisse se développer sur la premiére,

=fw, y¥y=0¢@, 2=+ ()

les équations de la transformée de la directrice de la premiére surface, et
', 8', v' les angles que les génératrices rectilignes font avec les axes des
coordonnées, de telle sorte que les coordonnées d’un point quelconque de
cette seconde surface soient
) ’ ’ ’ ’
X'=2z' 4+ n'cosa’,
Y =y + rcosp’,

Z =z +ncosy’.

" Commencons par calculer, pour chacune des deux surfaces, les fonctions
5 ?

que nous avons appelées U, U,, U,, U, dans le § 1V, c’est-a-dire posons,

pour la premiére surface,

dr\? dy\? dz\*

(" (@)~ &)+ @) ="

5 dx dy dz\

(2) cosa— —+cosf3 - +cos-y(E>_U,,
drdcosa  dydcosf dz dcosy

(3) o d T de du du ~ du =U.,

@ (F2) + (228 + (*32) =u,,
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et pour la seconde,

@ )+ () - (&) -
(2") cos a’% + cosﬁ’%-{—- cosy’,%—zuiz U,
W it ety
(@) (22) + (S )+ (B2 ) = v..

Il est clair que si 'on détermine z’, ', z’, &', f’, 9’ par la condition que

:U =U, U,=U,

(@) U,=U, U,=U,

les deux surfaces pourront se développer I'une sur I'autre, et, réciproque-
ment, lorsque du moins on s’impose la condition que les génératrices recti-
lignes des deux surfaces soient des lignes conjuguées : il suffit, en effet, de
se rappeler les formules du n° 54. Joignant donc a ces quatre équations
la suivante :
cos®a’ + cos? B’ +cos* 9y’ =1,

qui doit évidemment étre satisfaite, on aura un systéme de cinq équations
au moyen desquefles on pourra déterminer cinq des six inconnues z’, y', z/,
cos «’, cos 8’, cosy’ en fonction de la sixieme, qui devra étre considérée
comme fonction complétement arbitraire de .

88. Pour faire le calcul, remarquons d’abord, avec M. Minding , qu’on
peut laisser de co6té la derniere équation, en posant

cosa’' =cosfcosw, cosp =coslsinw, cosy =sinb,

et qu’alors I’équation
+ __ [dcosa’\? dcosf3'\? dcosy'\?
U= (%) + (5 + (Far) = v
devient

(5) d® + cos* dw* = U, du*;

d’ou I'on peut déduire, par une simple quadrature (§ étant I'inconnue que
XXXII Cahier. ’ 15
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'on considére comme fonction arbitraire de «), la valeur de I'inconnue
auxiliaire @. § et » étant ainsi connus, en fonction de u, on aura, par
cela méme, les valeurs des trois premitres inconnues de la question
cos &', cos B, cos 7', aussi en fonction de u.
89. Posons maintenant

cos 'dcosy’— cos y'd cos g’ = Adu,

cos y'dcosa’ — cosa’d cos y' = Bdu,

cos «'d cos f' — cos B'd cos o’ = Cdu,

ce qui donne, en vertu des valeurs de cos a’, cos &', cos y',

. do . dw
A= smwlTu—schosBcosw—am,

B = --coswd-e— sin 8 cos 6 sin @ f-il’,
. du du

C=cos’9§l£;

. . 71 . . / ! dz’ ’ . ! /
il viendra, en éliminant successivement i -‘-1%, o des équations (2') et (3').

dans lesquelles on aura remplacé préalablement U et U’, par leurs valeurs
U, et U, déduites des équations (a),

dz' dy’ dcosa’

(6) B—Ju—' -— %:U‘ —C(;“i—"U’ COSa',
v dx' dz’' d d

(7) (;—(E-—AEZ'—=U, c:iﬁ — U, cos €',
dy’ dx’' d cosy’

(8) A%—B-ﬂ:U,—T‘j"—-U,cosy',

équations qui ne sont pas distinctes, et qui se réduisent seulement a deux,
comme on le voit aisément en multipliant la premiére par A, la seconde
par B, la troisieme par G, et ajoutant. Faisant la somme membre 4 membre
des carrés de ces équations, et remarquant que, d’apres les équations (a),

A"+ B +C =T,
(5)+(5)'+ (%) =

dcosa’\? dcosf3’'\? dcosy'\?
(%) + () +(Fat) =0,
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il vient aisément

uv, —(A%’+ Bg'+c‘f£’)’=U3U,+ Uz,

d’ou

’ ’ dl
(9) A% B i1k,
en posant

U, (U—U3) — U =K.

Des équations (6), (7), (8), (9), on tire maintenant

dxr’ 1 dcosa’ ’
d—u—ﬁ,(iAK+U’ - —|—U,U,cosa),
dy’ dcosf3’ ’
Tu_E(iBK +U,— +U.U,cosp),
dz'

d
CadB (:tCK+U desy +U,U cos'y)
d’ou enfin

= #(:t AK + U, d‘;’:a, + U, U, cosa’),
‘=[G (=B + U, 2 1,0, cosp’

Yy =

7 = U—“(:t CK +U,‘1L;:1,+U,U,cos'y')a

ce qui fait connaitre les trois derniéres inconnues x’, y’, z’ en fonction de «.
On connait ainsi les six inconnues o', 8, %', ', y', 2’ en fonction de u, et
la question est résolue.

90. On aurait pu arriver directement aux équations (6), (7), (8), (9)

I

au moyen desquelles on détermine —— dx 'fi’ ——» par une méthode géomé-

trique qui a I'avantage de donner l mterpretatnon de ces équations.
Appelons A, «, v les angles que forme avec les parties positives des axes des
coordonnées la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines
de la seconde surface gauche, prolongée de celle qui fait les angles «’, ', 3"
avec les axes, et que nous supposons se rapporter au point m de la directrice

(fig. 27), a celle qui fait les angles o’ + du, g + = ﬁ du, v' + —-(Iu,
5.
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ou du est positif, et qui se rapporte au point infiniment voisin m'; nous

aurons
cos a’ cos A + cos p’ cos u + cos Y’ cosy = o,

’ /

dcosa’ dcosy _
— 08 + —-Lcosy =0,
d’'ou
cos A . cos &
dcosy’ dcosff T d cos o' +d cosy
/ ’ ' —
cos f3 T sV —¢ cos y’ — cos® —
cos v 1
= ’
cos d c;: e cos #2054 d cos a! ::I: VU,

en se rappelant les formules du n° 87, et le radical étant pris positivement
ou négativement, selon que la génératrice en /2’ est ou non du c6té du plan
de mm’ et de la génératrice en m, ou se trouve la normale extérieure a la
surface (*); d’ou 'on tire, en raison des mémes formules,

A =:i:\/TJ_,cos7\, B=:i:\/I—J—,cos;u, C=i\/U_,cosv.

Soient maintenant ( fig. 27) mG et m'G’ les génératrices correspondantes
aux deux points m et m’, mn une paralléle a la plus courte distance de ces
deux génératrices, menée par le point m; mp une perpendiculaire a mG,
rencontrant 72'G’ en p : le triedre formé par mm’, mn et mp donnera

cos m'mn = cos nmp cos m'mp.

Oron a ,
cos mimn — 252 = cospdy’ °_‘3_‘i_=j:AE+de C!Iu,
VU du VO du VU du VU, U
puis
cos m'mp = sinmm’, mG = ——_—-—_—w ;

(*) Ceci n’est vrai que parce que nous supposons, pour simplifier, que la perpendiculaire com-
mune aux deux génératrices rectilignes les rencontre sur leur partie positive, et que nous faisons les
mémes hypothéses sur le sens positif de la directrice, des génératrices rectilignes, des trajectoires
orthogonales de ces génératrices, et de la normale extérieure i la surface, qu’au n° 84.
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et enfin I'angle nmp, qui est égal a celui que fait le plan tangent de la sur-
face gauche au point m avec le plan tangent au point ou la ligne de stric-
tion rencontre mG, peut étre facilement calculé. En effet, conservant les

notations du § IV, on a, sans tenir compte des signes,

tange = 7, doll cosP= —t—vo;
0 n* (r’o)"
puis
1 _ U U ()
noo=u’ "To WETa

Or les trois derniéres relations donnent aisément

' u-—-u e Uy (U=1UN)—1U;
n’+(r0)’= T et (ro)’= ’( U:) ;

donc

COS @ = COs nmp = VG, (U— u)—-u,
vU—U;

Substituant maintenant 4 cos m’'mn, cos nmp, cos m'mp leurs valeurs dans

la relation
cos m'mn = cos nmp cos m'mp,

il vient

dx’' dy’ dz' -
AT +BL +CE =% /U, (U—-U0)—U;

ce qui est la relation (g). ,
91. Pour obtenir les formules (6), (7) et (8) par le point 7, menons
une paralléle mG, a la génératrice rectiligne m'G’' (fig. 27), et soit mX
I'intersection des deux plans GmG', et pmm’ qui sont évidemment perpen-
diculaires I'un aI'autre, menée du coté de mG ou se trouve mG/, . Les triédres
formés, d'une part, par mm', mX et mG, et, d’'une autre, par mm’, mX et
mG |, donnent successivement
cos m'mG = cos m'mX cos GmX,
cos m'mG'| = cos m'mX cos G, mX,
d’ou
cosm'mG __ cosGmX
cos m'mG, ~ cos G\ mX’

de la on peut facilement conclure la valeur de cos GmX et celle de
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cos G, mX : en effet, cos m'mG et cos m'mG, sont connus, et 'on a

dz’ U,
cosmmG-—cosaj:,+cosﬁ' 4+ co8 Y o = —=t,

d’_w
cos m'mG'| = (cos ' +dcosa)d,+(cosp +dcosﬁ)77—

+ (cosy’ + dcos'y)jz, _9‘#7

G,mX — GmX = — df = — du \/U,;
d’ol1, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

cos G, mX = cos GmX + sinGmX . /U, du.

Substituant, on tire

puis

VU, tang GmX = l_]

d’ou \
. U
sinGmX = ——
Vii+ U U,
U, VG,
cosGmX = Y > _
VO +U U,
et

cosG, mX = V0. (U, + Unde),
D’un autre c6té, on voit que si on éleve par le point m, dans le plan GmG |,
une perpendiculaire mY a mX du cété ou se trouvent mG et mG' , les angles
YmG et YmG, aurontrespectivement poursinus, cosGmX etcosG,mX; ainsi

sin YmG = -,—_E’.—‘_/_U—'—___,
vU, + Ui U,
sin YmG, = VO, (Ui + Us du)
VO + U1,

D’ailleurs il est facile de déterminer les angles que cette ligne mY, qui est
¢videmment perpendiculaire au plan m'mn, fait avec les axes; car, en les
appelant @, p, o, on a

/

dx dy"
COS @ . 'd —+ COSP —+ cosco.

=%
cos p. A +cosw.B +cosg.C =o,
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d’ou
Cos @ COSP - COsS G 1 1

/ - / = = 2 T2

Or on sait que lorsqu’on conduit dans un méme plan trois droites issues
d’un méme point, om, om’, om”, et un axe quelconque oX ( fig. 28),
l'on a

. 7 . .
sin mom” cos in'0X = sin m’om” cos moX —+ sinmom’ cos m"0X;

appliquant cette propriété aux systémes des trois droites mG, , mG, mY,
en prenant successivement pour axe oX, les trois axes des coordonnées,

il vient, en remarquant que sin GmG, = df = du \/ﬁ .

du \/ij— COS @w — \/I_-I—l (U|+U3dll) cosa'— JEU‘ (cosa’+ dcosa/)
3 =

' vU; + Ui U,
_ Q/E(U,cosa’du——Uidcosa’)
VO + U U, ’
U, (U, + U, du) cos ' — JU, U, (cos B’ + d cos ')
du /U, cos p = VG (Ui + U,
\/—_3 P \/—’ U+ U0, '
;/US(U. cosf3'du — U, dcos 3’ )
VUi 40U,
du \/ﬁ cOs o — VU, (U, + U, du) cos y'— U, U, (cos y' + d cos y')
: VO + U L,
_ VU, (U cosy’ du — U, dcosy’)
VU + TP, ’

ou bien, en substituant a cos @, cosp, cos o, leurs valeurs

dy’ dz' / d cos 2’
CE;—BFJ_U’COS“ ——U’_dl—l._7

dz" dx’ — dcosp
Ao —Go-=U,cos8' — U,

dx' dy! ’ dcosy’
Ba —AZm=Uicosy' = U =%

Ce sont les formules (6), (7), (8).
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92. Dans le cas o I’on connaitra la ligne de striction de la surface gauche
proposée, il conviendra de prendre cette ligne pour directrice de la surface;
car alors U, sera nul et les formules précédentes se simplifieront.

93. Si 'on veut assujettir la surface cherchée a avoir un plan directeur,
il conviendra de prendre ce plan pour plan des zy, et I'on aura cos y'=o,
par conséquent § = o; d’ou

cos ' = cos w, cos B’ = sinw,

et
dow = \/—[T, du;
d’ou .
o= [\, da.
Puis -
A=o0, B=o, C=U,,
donc
dr' = (U cosw+g:‘-i—3;—w)du=<U, cosw—sl_“smw>du
dy' = (U sin & +8:d3:m) du = (U, sinw —+ -U\/U_"COSw) du,
dz' = JU, du;
d’ou enfin, pour les équations de la surface,
X'=n cosw + f(U, cos w — \/._ sin w) du,

Y=n smw+f(b smo)—r——%cosw) du,

Z’=f7-1[(];‘du.

94. Faisons quelques applications des formules précédentes.

Cherchons en premier lieu la surface gauche a plan directeur qui peut étre
développée sur la surface gauche de révolution.
Les équations de I'hyperboloide gauche de révolution, en prenant le
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cercle de gorge pour directrice, sont

X =rcosu + nsinasinu,

Y =rsinu —nsinacosu,

Z =ncosea,
ou r représente le rayon du cercle de gorge situé dans le plan des xy, et «
I'angle constant que font avec I'axe de la surface pris pour axe des z, les
génératrices rectilignes.

De ces équations nous tirerons, sans difficulté,
U=r? U,=—rsing,

N - |
U,=o0, U,=sin’q,
ou
K =rsinacosa;

par conséquent, en employant la formule du numéro précédent, on aura

X'=n'cos.usina — [rsinzcos.usinady = n' cos.usina — rsin.usin«,
Y =n'sin.usina — [rsinasin.usinadu = n’sin.usina + r cos.usina,

Z =rcosau,

pour les équations de la surface cherchée.

On reconnait sans peine que cette surface est engendrée par une droite
constamment parallele au plan des xy qui se meut en restant tangente au
cylindre dont le rayon est r, et en s’appuyant sur une hélice tracée sur ce
cylindre, ayant pour pas 277 cota et pour origine le point de la base du

cylindre qui correspond & u — ~.
y q P =3

95. Cherchons en second lieu toutes les surfaces gauches qui peuvent se
développer sur I'hélicoide gauche a plan directeur. Les équations de I'hé-
licoide sont, comme 1'on sait,

X=ncosu, Y=nsinu, Z=au,
" a étant une constante; de la on tire aisément

U=a27 U|=07 Uz=07 l-T:s:l’
XXXIP Cahier. 16
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et .
K = a,
d’ou
¥ =afAdu,
y' = a[Bdu,
7 = a[Cdu,

et, par conséquent,

X'=a fAdu + n cosf cosw,

Y =a [ Bdu + r’ coslsino,

Z = a [Cdu + n'sind,
pour les équations de la surface. '

Il ne faut pas perdre de vue que 8 doit étre considérée comme une fonc-
tion arbitraire de u, et que w, A, B, C sont déterminés par les formules
df* + cos?dw® = du?,

A .—_-sinzaig-' — sinBcosOcoswdw

du daun’
(b) d9 . . dow
B=— cosw -~ — sinf cosfsinw ——,
du du

dw
-_— 3 —
C = cos®f —+

96. On reconnait aisément, au moyen des formules que nous venons
d’obtenir, que les surfaces gauches qui peuvent se développer sur I'héli-
coide gauche a plan directeur sont engendrées par des droites qui, se mouvant
sur des courbes dont la seconde courbure est constante et égale précisément
a la courbure de I'hélicoide, restent d’ailleurs constamment perpendiculaires
au plan osculateur de ces courbes. Ce résultat s’explique aussi en remar-
quant que, lorsque deux surfaces gauches sont développables I'une sur
Iautre, leurs lignes de striction doivent étre des lignes conjuguées. Or la ligne
de striction de I'hélicoide gauche est la directrice rectiligne qui est perpendi-
culaire aux génératrices : donc déja, dans les surfaces gauches développables
sur I'hélicoide, les lignes de striction doivent étre perpendiculaires aux
génératrices rectilignes, et par conséquent doivent avoir leurs plans oscula-
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teurs perpendiculaires a ces génératrices ; de plus, dans le cas ou les généra-
trices rectilignes d’'une surface gauche sont perpendiculaires aux plans oscu-
lateurs de la courbe de striction, 'angle de deux génératrices infiniment
voisines, qui est la mesure de la seconde courbure de la ligne de striction,
mesure aussi la courbure de la surface, d’apres, par exemple, ce qui a été
dit n° 47; on voit donc que cet angle doit étre constant quand on considere
des surfaces pouvant s’appliquer sur I'hélicoide.

97. 1l résulte de la remarque précédente que les courbes qui ont leur
seconde courbure constante et égale & a sont déterminées par les équations

r = a&ff\oht, ,
y = af[Bdu,
z =a [Cdu,

A, B, C étant des fonctions de u que I'on déduira des équations (b), apres
avoir donné a 6 une valeur arbitraire fonction de «.
Si I'on suppose 6 constant, on doit trouver une hélice ; en effet, on a alors

du

u
df = o, =—, dou w=—,
cosf cos 8
. u
A = — sinf cos —»
cos 6
. u
B = — cosfsin —;
cos 6
C = cos§;
d’ou
. . u . . u
. r=—asinb |cos— du = — asinfcosfsin— -,
cos 6 cosf
. u . u
y = — asinb |sin —, du = a sinf§ cos § cos — »
’ s 8 cos 9

z=uacosh.u,

ce qui représente bien une hélice tracée sur le cylindre de rayon asin 6 cos 4
et ayant pour pas 2 7a cos®f.

On aurait encore trouvé une hélice en assujettissant la courbe a avoir sa
premiere courbure constante, ce qui elt été facile a exprimer; car, z, 7, =

étant connus en fonction de «, on peut calenler dr, v, dz, d*x, d*y, d*z, et
16. .
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puis égaler a une constante I’expression

(dxd'y —dyd*x)' + (dyd*z — dzd'y)* + (dzd*x — dxd’z)*
' ds®

du carré de la courbure, d’ou1 'on déduit 6.

On pourrait enfin, pour déterminer 6, assujettir la courbe a des conditions
d’un autre genre; ainsi on pourrait exiger que la courbe fit située sur une
sphére: dans ce cas, en se rappelant le rayon de la sphére osculatrice d’une
courbe, il faudrait exprimer que, p et r étant les rayons de premiére et se-
conde courbure de la courbe, on a

d .S
p*-}—r’KP,:a*, ou p=easn:,

«® étant une constante. Portant, dans cette équation, la valeur de p en fonc-
tion de u, il sera possible de déterminer 4.

§ VIII. — Propriétés des valeurs sphériques des lignes et des surfaces
quelconques.

98. Considérons sur une surface une ligne quelconque, et imaginons que
par les différents points de cette ligne, on méne des normales a la surface
dans la région de I'espace que I'on considére comme extérieure a cette sur-
face. Prenons ensuite une sphére de rayon égal a 1, et par son centre tirons
des paralléles aux normales  la surface, dans le méme sens que ces normales.
Nous déterminerons ainsi- sur la sphére une courbe qui sera en quelque
sorte une perspective de la courbe tracée sur la surface; 'aire comprise de
cette courbe, si elle est formée, sera aussi une représentation de I'aire com-
prise dans la courbe tracée sur la surface. M. Gauss a .eu le premier I'idée de
cette reproduction des lignes et des surfaces quelconques sur une sphere, et
on lui doit plusieurs résultats assez curieux sur cette matiére. Nous allons
nous proposer d’établir ces résultats, ainsi que quelques autres plus géné-
raux, par des considérations analogues a celles qui ont été employées dans
tout ce qui précede et qui sont beaucoup plus simples que celles dont a fait
usage l'illustre géomeétre. v

99. Soit AmB une courbe quelconque tracée sur une surface ( fig. 29).
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Considérons deux points infiniment voisins 7 et 7’ dc cettc lignc, ct on cey
points menons des normales mN, 7/ N’ extérieures 2 la surface. Par un point
quelconque O, tirons des paralleles Om,, Om, aux lignes mN, m'N’, et sur
chacune d’elles prenons des longueurs Om,, Om, égales a 1: la droite m, n/
sera la valeur de mm’ rapportée sur la sphere de rayon 1, ou ce que j'ap-
pellerai la valeur sphérique de mm'. 1l est clair maintenant que I'angle m,On¢
est égal A m, m ; d'ailleurs, en appelant « I'angle que I'élément mm’ fait avec
une des lignes de courbure de la surface considérée au point m, R le rayon
de courbure de la surface principale tangente a cette ligne de courbure, et
R’ le rayon de courbure de la seconde section principale relative au point m ,
nous avons, d’apres la formule du n° 11,

m,On \? cosa\? sina \ 2
() =(%) + (%)’
mym' \? _ (cosa\? sinz \ 2
(mm’ ) —(—ﬁ.> +(—R—'-) ’

ce qui fait connaitre le rapport de I'élément mm' a sa valeur sphérique n n¢, .
Si la direction de mm’ est celle d’une ligne de courbure, « =0, et ona

donc on a aussi

e ‘

R étant le rayon de courbure de la section principale tangente a mm’, et le
signe étant celui de R, c’est-a-dire le signe + quand les deux normales en
m et m’ se rencontrent dans I'intérieur de la surface, et — quand cette ren-
contre a lieu a I'extérieur. Du reste, on peut aussi remarquer que le signe
répond a une différence de position de I'élément m, m ; en effet, on reconnait
aisément qu'il faut prendre le signe + ou le signe — , selon que m, 7/, a une
direction identique ou contraire a celle mm’.

100. Supposons que la ligne AmB soit une ligne de courbure de la sur-
face proposée, et considérons, en méme temps que I’élément mm’, I’élément
suivant m'm” ( fig. 30); soient mN la normale extérieure a la surface au
point 7 et m' N’ la normale extérieure au point m’, de telle sorte que mN
soit perpendiculaire & mm’ et m'N’'a m'm" ; prolongeons imum' suivant m’g,
et menons m’/ perpendiculaire 2 m'N’ dans le plan m'mN : les trois droites
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m'g, m'h, m'm” formeront un triedre évidemment rectangle suivant m'g,
et qui nous donnera
hm'm" = gm’m" cos a.

Nous appelons « I'angle que le plan de gm’m”, ou le plan osculateur de la
ligne de courbure au point m’, fait avec le plan de m”m’k ou le plan tangent
a la surface au méme point; ou mieux, pour éviter toute ambiguité, 'angle
(que la normale principale de la ligne de courbure, dirigée de cette courbe
vers le centre de courbure, fait avec la normale ala ligne de courbure, tracée
sur la surface et du c6té de la courbe, opposé a celui ou se trouve m’A. Mais

//\ 14 ’ L : z/\ 14
gm’'m” est I'angle de contingence de la ligne AmB en m; gm'm" cos « est
donc, abstraction faite du signe, le produit par mm’ de la premiére courbure

’ r7_* L4 6
géodésique de cette courbe au point m. Appelant donc %— cette courbure
géodésique , et posant mm’ = dx, on a

hm'm" = =+ dx ©2°.
P .

Quant au signe 2 prendre,, on reconnait aisément que c’est le signe supérieur
ou le signe inférieur, selon que m’k n’est pas ou est du coté de m’'m” o se
trouve la normale & cet élément, qui a servi a déterminer la courbure géodé-
sique , et qui occupe , par rapport a cet élément et a la normale extérieure a
la surface, la position ordinaire de la partie positive de I'axe des y, par rap-
port aux parties positives des axes des x et des z.

On peut se débarrasser du signe qui se trouve dans le second membre
de I'égalité précédente, en en donnant un a im’m”, et c’est ce qu’il convient
de faire. Appelant donc dy I'angle infiniment petit que forment les deux
plans Nmm' et Nmm”, cet angle étant précédé du signe + quand m'm” est
du c6té du plan Nmm' ol se trouve la perpendiculaire a ce plan, qui occupe
par rapport 2 mm’ et mN la position ordinaire de la partie positive de I'axe
des y, par rapport aux parties positives des axes des x et des z, et du
signe — dans le cas contraire ; il est clair que I'on aura

cos b

dy = — dxr —
4 P

101. Rapportons maintenant la ligne A mB sur la sphere de rayon 1, et
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soient A, m, B, la représentation de AmB, et m,m, , m,m, la représentation
des deux éléments mm', m'm"; nous trouverons de méme, en appelant

6 . :
dy., (‘%)' » dx,, les valeurs que prennent respectivement dy, m—;—o, de,

I

quand on passe de AmB 4 A m, B,, les deux premiers de ces éléments ayant
un signe déterminé d’ailleurs comme il a été dit,
d'}’, = ((%ﬁ>‘d"cc )

rapprochant cette formule de la précédente, et observant que, dans tous les
cas, dy=dvy,, il viendra

(= (3) 0

De ce premier résultat , assez remarquable , et qui est susceptible d’un énoncé
fort simple, on peut déduire un grand nombre de conséquences.

102. Concevons que I'on ait tracé sur la surface proposée toutes les lignes
de courbure, qui, comme I'on sait, forment deux systemes de lignes ortho-
gonales conjuguées ; rapportons ces lignes sur la sphére de rayon 1 : nous
obtiendrons, il est facile de le voir, deux nouveaux systemes de lignes ortho-
gonales conjuguées; faisons passer une ligne par les sommets d’une série de
rectangles déterminés par les lignes de courbure de la surface : cette ligne
pourra étre considérée comme tout a fait quelconque, puisque la loi d’espa-
cement des lignes de courbure peut étre prise arbitrairement. Considérons
en méme temps la ligne qui passe par les sommets des rectangles correspon-
dants sur la sphére, et qui est évidemment la premiére courbe rapportée sur
la sphére. Sinous regardons les lignes de courbure de la surface comme des
lignes coordonnées, et que nous appliquions a la courbe quelconque tracée
sur la surface la formule (9) du n° 33, il viendra

i () == ()= ()0
P /s p /= VS
en gardant les notations du numéro cité, et faisant les mémes hypotheéses sur
le sens suivant lequel on compte les arcs positifs des lignes coordonnées
dont les arcs sont représentés par x, et sur celles dont les arcs sont repré-
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sentés par ». Mais nous avons aussi,, pour les lignes rapportées sur la sphere
de rayon 1,

= () == (), ()

I,y (cosa> ds, étant les éléments qui remplacent respectivement les élé-

ments Z, (%6) , ds relatifs a la ligne considérée quand on passe de cette

ligne a celle qui lui correspond sur la sphére, et supposant, hypothese que
du reste nous maintiendrons dans tout ce qui va suivre pour éviter toute
espéce de difficulté, que la surface donnée soit convexe tout le long de la
ligne considérée, c'est-a-dire qu’elle ait ses rayons de courbure principaux
tous les deux positifs.

Les seconds membres de ces deux égalités sont les mémes, d’apres ce que
I'on a vu plus haut; nous en conclurons donc que

i (F)lo = = (57), %

d’ol1 en intégrant pour une portion quelconque de la ligne considérée et
de la transformée sur la sphere de rayon 1,

(1) ' — —f (ww) d"=.i':_"“1—j‘;‘: (S‘:’_")“d&,

et”,s", 0,5, 7,5, i, étantles valeurs de i, s, i, et 5, aux extrémités
de la ligne considérée et de sa transformée.

103. Si I'on considére une ligne fermée, et que I'on suppose les inté-
grales étendues a tout le contour, on aura

1:” — i,, l" = i" ’

f(50).0= (=), 0

ce qui montre que st sur une surface convexe on considére un contour fermé
quelconque, puis que Uon prenne le contour sphérique correspondant, la
somme des produits de la courbure géodésique par Uélément de larc aura
la méme valeur pour les deux contours.

et, par conséquent,
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Nous pouvons arriver a un résultat plus général. Considérons sur la sur-

face proposée un polygone formé par des lignes tout a fait quelconques et

dont nous représenterons les angles par A, B, C, etc.; rapportons ce poly-

gone sur la sphére de rayon 1, et soient A,, B,, G, les angles du polygone

ainsi obtenu : pour chacun des cotés du polygone nous aurons la relation (1);
écrivant toutes ces relations, faisant la somme, il viendra aisément

A+B+C+...—-f(c—‘j—e)‘cb:A,-kB,—{-Gd-...—f(?) ds,,

S

les intégrales étant étendues a tout le contour des polygones.

104. Passons a la considération des valeurs sphériques des aires déter-
minées d’une maniére quelconque sur une surface.

Prenons d’abord, sur cette surface, un rectangle infiniment petit, dé-
terminé par quatre éléments de lignes de courbure; rapportons-le sur la
sphére de rayon 1 : nous aurons un second rectangle infinitésimal, dont
les cotés seront ceux du premier rapportés sur la sphere; or les surfaces de
ces deux rectangles sont chacune représentées par les produits de deux de
leurs cotés adjacents, nous pouvons conclure de 13, et de ce que nous avons
établi plus haut sur le rapport d’un élément de ligne de courbure a la valeur
sphérique de cet élément, que le rapport des deux rectangles sera exprimé
par le produit des rayons de courbure principaux de la surface en un des
points du rectangle considéré sur cette surface. Plus généralement, nous
pouvons dire encore que le rapport d’une portion infiniment petife de
forme quelconque d’une surface, a la valeur sphérique de cette portion de
surface, est le produit des rayons de courbure principaux de la surface en
un point de I'élément considéré; car, quelque petit que soit cet élément, on
peut toujours le concevoir décomposé en éléments infiniment petits par rap-
port a lui, et formés par des éléments de ligne de courbure. M. Gauss avait
établi ce résultat par le calcul, mais d’une maniére assez compliquée. On voit
que les considérations géométriques menent trés-rapidement au but (*).

(*) Depuis que ce Mémoire est composé, j'ai vu dans le tome Il de la  Correspondance de I’Ecole
Polytechnique, que M. Binet, dans une Note annexée 3 un Mémoire de M. Olinde Rodrigues, dé-
montrait de la méme maniére que moi le théoréme de M. Gauss. Dans le méme endroit, M. Olinde
Rodrigues, qui ne connaissait pas ce théoréme, y parvient par une méthode analytique fort ingé-

XXXII* Cahicr. 17
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Considérans maintenant une portion finie de surface terminée a une ligne
quelconque BC et & deux lignes géodésiques issues du point A ( fig. 31).
Décomposons la surface ABC en éléments, en menant par le point A une
suite de lignes géodésiques, et considérons I'élément Amn déterminé par
deux lignes géodésiques infiniment voisines quelconques Am et An. La
valeur sphérique de ces éléments sera o hr 5 o b

’6xdl
T = R’ ?

en conservant les notations du n° 59. Mais, ainsi qu’on I'a vu dans le méme
paragraphe,

dx _  d'Jdx,
RR— ~ 4
on a done
r d*dx ddx ddx cos 8 -
”=—OWF”~—ﬁﬁﬁfﬁﬁf“T&+“’

nieuse et qui meérite d'étre indiquée; il remarque que 'intégrale
q que q egra

oaad v
(ﬁ-—s’)dzdr o 0
S N
et T

qui représente la somme des quotients que l'on obtient en divisant les éléments d’une surface
par le produit des rayons de courbure principaux correspondant  ces éléments, peut se mettre

sous la forme
f{' dpdq
(1+p+9q )’

puis en appelant X et Y les cosinus des angles que la normale extérieure a la surface fait avec les
parties positives des axes des z et des y, sous celle-ci,

d‘” dq _ 4 dq)dXdY

en observant que

dX dY ~ dYdX

3
(r+p+9q)

dXdyY
Vi—Xe—1?
—-X —Y
P=Eh=—x=% 1T yi—x—Y

De 12 on conclut ais¢ment le théoréeme.

qui revient &

en remarquant que
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ou bien, en appelant i angle positif que la ligne BC fait avec les lignes

' . . . . cos 6 .
‘. minima issues du point A, (T) la courbure géodésique de cette méme
s

ligne, et ds la différentielle positive de son are,
. 6
o =di+do— (220),ds,
les conventions sur le sens suivant lequel se comptent les arcs x et r éta-
blies au n°® 59, étant conservées. Intégrant de B a G, il vient

2=—27r+A+B+C—j:(c°%6) ds,

s

s étant la longueur du c6té BC.

105. Sil’on a maintenant une portion de surface tout a fait quelconque,
et terminée a un contour polygonal BCDE, on pourra prendre un point
dans l'intérieur, et en joignant ce point aux sommets du contour polygonal
par des lignes géodésiques, on décomposera I'aire proposée en plusieurs
autres analogues a celle que I'on vient de considérer. Appliquant a chacune
d’elles la formule précédente et faisant la somme, on verra que la waleur
sphérique d une portion de surface, terminée & un contour polygonal quel-
conque, est égale a lexcés de la somme de ses angles, sur autant de fois
deux angles droits, qu'il y a de cotés moins deux, moins Uintégrale

] N A y . s 7 N
f (co—:-) ds étendue a tout le contour. Dans le cas ou I'aire est terminée 2a
. (

un contour fermé et ne présentant aucun angle, I'excés de la somme des
angles sur autant de fois deux droits qu'il y a de cotés moins deux doit
évidemment étre remplacé par quatre droits.

106. M. Gauss, dans le céléebre Mémoire intitulé : Disquisitiones gene-
rales circa superficies curvas, que nous avons eu occasion de citer tant de
fois , ne s’était occupé que de la détermination des valeurs sphériques des

aires terminées a des lignes géodésiques de la surface, et il arrivait alors,
cos §

I'intégrale f (——P—)‘ds étant évidemment nulle, a ce résultat : La valeur

sphérique d’une portion de surface courbe terminée & un contour polygonal

quelconque, est égale a l'excés de la somme de ses angles sur autant de fois

deux angles droits qu'il y a de cOtés moins deux. On peut remarquer qu’il
7.
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"est trés-facile de passer du cas particulier de M. Gauss au cas général que

nous avons considéré : il suffit, en effet, de circonscrire au contour poly-
gonal quelconque que I'on a a considérer, un polygone infinitésimal formé
par des éléments de lignes géodésiques, puis de remarquer que, d’aprés
ce qui a été dit n° 34, I'angle infiniment petit que forment deux lignes géo-
désiques menée;aa-ngentiellement a une courbe, par deux points infiniment
voisins, est égal  la distance de ces points multipliée par la courbure géo-
désique de la courbe en I'un de ces points. 42+ ¢ ‘atw¥m (- 14 Lo

107. Si la surface, jusqu'ici quelconque, sur laquelle est tracé le contour
devient une spheére, la valeur sphérique de la portion de surface considérée
sera évidemment la valeur méme divisée par le carré des rayons de la
sphére; de la on peut conclure cette proposition :

Une portion de surface sphérique, terminée a un contour polygonal ou
courbe tout & fait quelconque, est égale au carré du rayon multiplié par
Uexces de la somme des angles du contour, sur autant de fois deu.r droits

qu’il y a de cotés moins deux, et sur Uintégrale f (-co—:-e) ds étendue a tout
s
le contour.

Ce théoréme comprend, comme cas particuliers, tous les théoréemes de
géométrie élémentaire relatifs 4 la mesure des aires sphériques.

108. Je terminerai en démontrant un théoréme fort curieux, qui n’est
qu’'une généralisation de la proposition de M. Gauss, relative a la valeur
sphérique d"un contour terminé a des lignes géodésiques d’une surface quel-
conque. Ce théoréme, dit a M. Jacobi, s’énonce ainsi : Sz 'on a une courbe
JSermée tout a fait quelconque, et que par le centre d’une sphére de rayon 1
on méne des rayons respectivement paralléles aux normales principales
de la courbe en ses différents points, le lieu des extrémités de ces rayons, qui
sera une courbe fermée tracée sur la sphére, divisera cette sphére en deux
parties équivalentes.

Soit AmB (fig. 32) la courbe proposée; imaginons la surface gauche
formée par les perpendiculaires aux plans osculateurs de cette courbe,
surface qui aura évidemment AmB pour ligne de striction, et considérons
la génératrice rectiligne mG de cette surface menée par le point m et pro-
longée d’un certain c6té de la courbe AmB: si, par le centre de la sphére
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de rayon égal 4 1, nous menons des rayons respectivement paralléles aux
normales de la surface gauche et répondant aux différents points de mG,
depuis le point m jusqu’a l'infini, nous obtiendrons évidemment un quart
de grand cercle m,L,. Cela résulte de ce que toutes les normales considé-
rées sont perpendiculaires 2 une méme droite mG, et de ce que le plan
tangent en un point de mG tend a devenir perpendiculaire au plan tangent
en m a mesure que le point de contact s’éloigne sur mG, d’aprés une for-
mule du n°® 50. Considérons une seconde génératrice rectiligne 7'G’ de la
surface gauche ; nous aurons de méme un quart de grand cercle m, L, pour
le lieu des extrémités des rayons de la sphere de rayon 1, menées respecti-
vement paralléles aux normales de la surface gauche aux différents points
de m'G', depuis m’ jusqu’a I'infini. De plus, si les deux génératrices mG et
m'G’ sont infiniment voisines, il est facile de voir que le second quadrant
m' L ira rencontrer le premier en son extrémité L,, comme on le voit ai-
sément en remarquant que la normale a la surface gauche,, qui a donné le
point L, , est paralléle a mm' qui est aussi perpendiculaire 4 m'G’, puisque
AmB est la ligne de striction de la surface gauche. De la résulte que les
différents quadrants L,m, , L', m' , etc., sent tangents 4 une méme courbe
fermée tracée sur la sphére de rayon 1, en leurs extrémités L,, L', etc.
D’apreés cela, le lieu des points m,, m/, etc., ¢’est-a-dire le lieu des ex-
trémités des rayons de la sphére de rayon 1, respectivement paralléles aux
normales principales mc, m'c’, etc., de la courbe AmB, peut étre consi-
déré comme obtenu en menant dans toutes les directions des arcs de grand
cercle tangents a4 un contour fermé GL,H tracé sur la sphere, et prenant
sur ces arcs de grand cercle des longueurs égales a un quadrant: donc ce
lieu A,m,B, des points m, divise la sphére en deux parties équivalentes ; car,
si I'on prolongeait les arcs de grand cercle L,m,, L\ m,, etc., jusqu’a leur
seconde rencontre au-dessous de A,m,B,, on obtiendrait de ce c6té de la
courbe des points diamétralement opposés a L,, L, etc., qui détermine-
raient un contour identique a.GL,H, de telle sorte que la portion de la
sphére située au-dessous de A ,m B, est composée de parties identiques a
celles qui sont au-dessus.
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NOTE I

Sur la surface réglée dont les rayons de courbure principauzx sont égaux et dirigés
en sens contraires.

On sait que I'hélicoide gauche & plan directeur est la seule surface réglée qui ait en
chacun de ses points ses rayons de courbure principaux égaux et de signes contraires;
Meunier a le premier démontré cette proposition remarquable dans son Mémoire sur
les surfaces, qui a été inséré au Recueil des Savants étrangers. Plus tard Legendre y
a été aussi conduit (voir les Mémoires de I’ Académie des Sciences, année 1787). Enfin dans
ces derniers temps, plusieurs géométres ont donné, dans le Journal de M. Liouville, des
démonstrations nouvelles et plus ou moins simples du méme théoréme. Toutes les démons-
trations connucs reposent sur l'intégration des équations aux différences partielles (*).
Je me propose, dans cette Note, de faire voir que le théoréme dont il s’agit peut étre dé-
montré d'une maniére géométrique et sans le secours du calcul intégral.

Supposons le probléme résolu, et imaginons que I'on trace sur la surface trouvée les
trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes de cette surface; il est facile de voir
1° que ces courbes seront équidistantes entre elles: c’est 1a, en effet , unc propriété générale
des trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes des surfaces gauches, que nous
avons démontrée dans le Mémoire précédent; et 2° qu’elles auront en chaque point leur
plan osculateur tangent & la surface: cette seconde propriété résulte de ce que la somme
des courbures de deux sections normales perpendiculaires 'une 4 I'autre est pour toute
surface égale a la somme des courbures principales, et par conséquent pour la surface
considérée, égale a zéro; d’ou il suit que les sections normales perpendiculaires aux géné-
ratrices ont leurs rayons de courbure infinis.

Soit maintenant AmB (fig.33) une quelconque des trajectoires orthogonales des géné-
ratrices rectilignes; prenons trois points m, m', m” infiniment voisins sur cette courbe, et
menons les génératrices mG, m'G/, m”"G”, dont la premiére sera perpendiculaire a mm’,
et la seconde 2 m'm”. Si nous faisons mG = m'G' = m"G", les lignes GG/, G'G” seront
deux éléments consécutifs d'une seconde trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes;
de telle sorte que le plan GG'G” sera perpendiculaire & la normale GL de la surface au
point G, de méme que le plan mm'm” est perpendiculaire a la normale mT au point m.
Appelons ¢ I'angle que GG’ fait avec mm’; les cosinus des angles que GL perpendiculaire
mG et a GG/ fait avec les trois lignes mm’', inG, mT que nous considérons comme des axes

(") Depuis que cette Note est composée, j'ai appris que M. Olivier avait donné, dans ses développements de géo-
métrie descriptive, une démonstration géométrique du théoréme de Meunier. Du reste, ma démonstration différe
entiérement de celle de M. Olivier.
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des coordonnées, seront respectivement —sin g, o, cos 9. Evaluons en second lieu les cosinus
des angles que G’'G” fait avec les mémes axes: d’abord le cosinus de I'angle que cette droite
fait avec mm’ est égal, aux infiniment petits prés du second ordre, au cosinus de I'angle
qu’elle fait avec m'm”, c’est-a-dire 4 cos ¢ + dcos ¢ (la différentielle se rapportant a un
déplacement effectué sur la courbe AmB): cela résulte de ce que si par le point m’ on
méne m'K paralléle 3 G'G”, le plan Km'm” perpendiculaire & la droite mn'G’ le sera aussi
sensiblement an plan mm’m”. Puis le cosinus de I'angle que cet élément G'G” fait avec
mG est un infiniment petit qu'on peut appeler ¢; par conséquent enfin, le cosinus de
l'angle qu'il fait avec mT doit étre = (sin ¢ + d'sin ¢) , pour que la somme des carrés des
trois cosinus soit égale a I'unité, et méme sans ambiguité, sin $ + dsin ¢, comme on le voit
aisément par la figure. Nous conclurons de la que la condition pour que GL soit perpendi-
culaire au plan GG'G” ou 4 G'G” revient a

— sing (cos¢ + d cosg) + cosg(sing + dsing) =o,
cest-a-dire a
d¢9=o0, ou ¢=c.

Ainsi I'angle que GG fait avec mm/, celui que G'G” fait avec m'n//, ete. , sont tous égaux
entre eux quel que soit mG, pourva que l'on ait

mG=m'G' =m"G"=....

Je dis maintenant que les rayons de premiére et de seconde courbure de AmB sont constants
En effet, soient r et R ces deux rayons, de maniére que I'angle que forment mG et m'G ait

pour valeur
mm' \ L + L
7R

d’aprés une formule de Lancret , trés-facile 4 démontrer par la géométrie. Si par le point G

on méne G’n paralléle 4 Gm jusqu’a la rencontre en n du plan Tmm/, le triangle nmm’ don-
nera, en faisant mG = a,

a® a? GG”
— = —_ .
7 + R 1+ _MIII" mm’ cos ¢

Mais la projection GG’ cos¢ de GG’ sur le plan osculateur mm' m” est égale évidemment a
’ a
mm (x — ;); donc
GG' 1 2
mm' ™ cose\ 1
et, par conséquent,

a? a? a\? a
r—" ﬁ=l+(l+tang’?)(l—;) —2(‘—7),
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d’ou
ar

tang ¢ =i m?

unc seule valeur, dont la séparation est d’ailleurs aisée, devant étre prise. Or, a étant quel-
conque, ¢ ne pourra avoir la méme valeur quel que soit le pointde AmB que I'on considére
qu'autant que r et R seront eux-mémes constauts; pour le voir clairement, on fait a égal
a la valeur de r pour 'un des points de la courbe, ce qui montre que ce premier rayon
de courbure est constant ; puis on reconnait sans peine que le second R doit aussi I'étre.

Ainsi, comme nous I'avions annoncé, la courbe AmB a ses deux rayons de premiére
et seconde courbure constants ; nous pourrions en conclure immédiatement que AmB est
une hélice, car on sait qu'il n’y a que I'hélice qui ait ses rayons de premiére et seconde
courbure constants : mais cette propriété se démontre ordinairement par le calcul , et nous
pouvons arriver au méme résultat géométriquement comme il suit. Considérons la ligne de
striction de la surface; dansle cas actuel , cette ligne sera une droite : en effet, clle doit d'a-
bord couper & angle droit toutes les génératrices mG, m'G’, m”G”, etc. , car les distances des
points m, m’, m”, etc., aux points de la ligne de striction situés sur mG, m'G’, m"G”, etc..
nc dépendent,, comme I'on sait, que des rayons de premiére et seconde courbure de AmB
aux points m, m', m’, etc., et sont, par conséquent, constants : cela nous montre que le
plan osculateur pp’p” de cette courbe en un point quelconque p’ doit étre tangent a la sur-
face gauche ; or pp’ et p’p” ne peuvent étre dans un méme plan avec m'p’, tout en étant per-
pendiculaires a cette droite, qu’autant qu'ils sont sur le prolongement I'un de I'autre : ainsi
les deux éléments pp/, p'p”, et de méme les éléments suivants sont sur une méme droite.
Ceci posé, si 'on projette sur un plan perpendiculaire a la ligne de striction pp’p”..., les
génératrices mp, m'p/, m"p" et la courbe AmB, les génératrices se projetteront en vraie
grandeur, et par conséquent suivant des droites égales partant toutes de la projection de
pp'p”..., qui est un point; la courbe AmB se projettera suivant une courbe coupant a
angle droit les projections des génératrices, et conséquemment suivant une circonférence:
¢ela montre déja que la courbe AmB est tracée sur un cylindre droit a base circulaire;
puis, si 'on remarque qu’en supposant les éléments pp/, p/p”, etc., égaux entre eux, il
en est de méme de mm', nm/n’, etc., et des angles que forment mp et n/p', m'p et
m"p”, etc. , et, par conséquent, des projections de mm’, m'm”, etc., sur le plan dela base du
cylindre, on peut conclure que AmB est une hélice. 11 est d’ailleurs déja démontré que la
surface gauche considérée est un conoide : cette surface est donc un hélicoide gauche a plan
directeur.
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NOTE 11.

Sur quelques proprictés des lignes géodesiques et des lignes de courbure des
surfaces du second ordre.

M. Joachimstal, dans un Mémoire intéressant publié par le Journal de M. Crelle,
tome XXX, et qui a servi de point de départ aux recherches importantes de MM. Liou-
ville et Michaél Roberts, dont il a été dit un mot dans les n° 31 et 32 du Mémoire pré-
cédent, a démontré plusieurs propriétés remarquables relatives aux lignes géodésiques et
aux lignes de courbure des surfaces du second ordre. M. Bertrand a ensuite fait connaitre
quelques propriétés du méme genre i la fin de son Mémoire sur les surfaces isothermes
(voyez le tome IX du Journal de Mathématigues de M. Liouville). Toutes ces propriétés
se déduisent d’'une maniére extrémement simple de la théorie des coordonnées elliptiques ;
mais il peut étre intéressant de savoir les démontrer  priori: c’est ce que je me propose
de faire dans cette Note. Je dois faire remarquer qu'il y a quelques points communs entre
la méthode que j’emploie et celle de M. Joachimstal.

J’établirai d’abord par une méthode géométrique I'équation différentielle du second
ordre que M. Joachimstal a donnée pour représenter unc ligne géodésique ou une ligne
de courbure d’une surface quelconque.

Remarquons pour cela que si sur une surface on trace une ligne géodésique ou une ligne
de courbure AmB, et que I’on considére la normale principale mC au point quelconque m:,
le cosinus de I'angle «, que cette ligne fera avec la normale  la surface au point m, sera
égal, en négligeant les infiniment petits du second ordre, au cosinus de I'angle 3, que la
méme ligne mC fera avec la normale  la surface au point m' infiniment voisin de m,
et situé sur AmB. En effet, quand AmB est une ligne géodésique, I'angle « est nul et
I’angle (% est infiniment petit du premier ordre (il va sans dire que I'on prend mm’ comme
terme de comparaison des infiniment petits); donc cosa est égal A 1, et cosf3 ou

2 2
1— E- + ..... endiffére de %- + ..., c'est-a-dire d'un infiniment petit du second ordre.

Si AmB est une ligne de courbure , les normales a la surface aux deux points infiniment
voisins m et m’ de cette ligne sont dans un méme plan perpendiculaire, d’ailleurs, a celui
que détermine la normale au point m et la ligne m C : donc les angles « et § que forme mC
avec ces deux normales sont égaux, aux infiniment petits prés du second ordre; par suite,
les cosinus de ces angles sont aussi égaux avec le méme degré d’approximation.

Ceci posé, soit
F{z,7,2) =0

I'équation d’une surface; posons
d.¥Flr,y,z2) =Xde+ Ydy + Zdz,

de manicre que l'on ait aussi
Xde+ Ydy +Zd:=o,

XXXIIF Cahier. 18
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lorsque dx, dy, dz se rapportent 4 un déplacement infiniment petit effectué sur la surface.

 Appelons A, p, v les angles que la normale i cette surface, menée d’un certain cbté dé-
terminé, fait avec les parties positives des axes des coordonnées en un point quel-
conque x, y, z; Nous aurons

cosk =XA, cosp=YA, cosv=2ZA,

en posant, pour abréger,
1

VX4 Y’+Z”

le radical ayant un signe déterminé, qui, d’ailleurs, peut étre + ou —.
Soient aussi 1,, p,, vy, les angles que fait avec les parties positives des axes des coor-
données, la normale principale d’une ligne géodésique , ou d’une ligne de courbure tracée

A=

sur la surface, au méme point m; on aura

2% & .t
ds . ds
cosl.:pT, cosy.:p—d;, oosy.:pE—, .

p étant le rayon de courbure, ds 1'élément de I'arc de la courbe considérée, et les différen-
tielles se rapportant (convention qui sera maintenue dans tout ce qui va suivre) & un dé-
placement infiniment petit effectué sur cette méme courbe. Maintenant on peut avoir aisé-
ment cosa et cosf3, et on trouve

df dd_f di’
cosa —pA \ X d‘+Y-——d’ Zi'
=FP ds ds +&%

dx dy dz
& ds %
cosf=p T(XA+J.XA)+—dT(YA+d.YA)+7’— (Za+d.24)];

Iégalité de ces deux cosinus exige que

TR T :
E—d,xA—i--—d}—d.YA-f--;‘—d.z'A:O,

1
du signe — dans le second membre’et divisant par A,

ou, développant en remarquant que A = » faisant passer les termes affectés

‘dzx dy dz

dz d dz 1% . % ‘G
a= d% d= x_d—‘ Y+—di+Z—b- (XdX + YdY + ZdZ)
AX b dY e + dZ—— = > T s ‘ .

s T s ds X+ Y +2°
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ou bien, développant encore, simplifiant au moyen de la relation

Xde +Ydy + Zdz= o,
et multipliant par ds?, il vient

dd
dXd'z + dYd'y +dZd'z — (dXdz +dYdy + dzdz)7:

_(Xd'z + Yd'y +2d*s)(XdX + YdY + ZdZ)
= X+ Y+ 2

Mais de la relation
’ Xdz+Ydy+Zdz=o0
on déduit *
Xd'z +Yd'y + 2d*z = — dXdx — dYdy — dZdz.

Substituant, divisant par dXdx + dYdy + dZdz, et faisant tout paSser dans le premier
membre, on a finalement

dXd'zx + dYd'y +~dZd*z XdX 4+ YdY +2dZ dds

() dXdz + dYdy + dZds X+Y+z &

C'est 'équation différentielle du second ordre que M. Joachimstal a trouvée pour les lignes
géodésiques et les lignes de courbure d’une surface quelconque. M. Joachimstal avait dé-
duit cette équation du calcul; la démonstration précédente a I'avantage d’en donner I'in-
terprétation géométrique. '
Supposons maintenant que la surface proposée soit du second degré, de telle sorte que

F=azx*+ d'y*+a"z* +2b0"zy + 2b/xz2+ 2byz + 2cx + 2y + 22— f,

a,d,a", b, b, ¥, c,d,, fétant des constantes; nous aurons, dans ce cas,
dXd'z +dYdy + dZd*z = +d.(dXdx + dYdy 4 dZdz),

ou, ce qui revient au méme,

dXd*z +dYd*y + dZd*z = d*Xdz +d*Ydy 4 d*Zdz.
En effet, on a
X=2a(az + by + bz +¢),
Y= 2'(a’_7j+ bz +¥b'x+¢),

Z=2(a"z+ bx + by +");

donc °
dX =2 (adz + b"dy + b'dz),
dY = 2 (d'dy + bdz + b"dx),
dZ = 2 (a"dz + b'dx + bdy);
et

d’X = 2(ad’z + b"d'y + b'd'z),
d*Y = 2(a'd*y + bd'z + b"d*x),

d'Z = 2 (a"d*z+ b'd*z + bd’y);
18.
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donc
adrd'z 4+ d'dyd'y + a"dzd's + b" (dyd*z + dzd?®y
AXd'x + dYd'y +-dZd’z =2 [ + b (dsd?z + dzd?z) + b{dzd’y + dy d*3)
et
s . vy — . [adzd*z + d'dydy + a"dzd*s + b” (d]'d’.l‘-{-dtd’j)].
dzd’X + dy &)Y + ed’Z = 2[ " 4 b (dzd?x + drd?z) + b(dzsd*y + dyd*s)

Cela étant , I'équation (1) s'intégre immédiatement, et il vient

; 2 2 72
@) (dXdz + dY dy + ZﬁdZ) (X +v+w)

Interprétons ce résultat.

Nous avons posé
cosh =XA, cosp =YA, cosv=1Z4A;

donc on a
d.cos) = AdX + X da,

d.cosp = AdY + Yda,

d.cosv=AdZ + Zda,
ce qui donne

A(dedX + dydY + dzdZ) = dxd.cos) + dyd.cosp + dzd.cos»,

puisque
Xdz + Ydy + Zdz = o.

L’équation (2) devient donc, en se rappelant la valeur de A,

dr d.cos) dyd. dz d. t.
(3) az cos +_J: ('OSF.+__¥ COS'U= cons| .-
ds ds ds ds ds ds (x, + Yz+ zz)'i‘

Or le premier membre est évidemment égal au cosinus de I'angle que la tangente de la
ligne géodésique ou de la ligne de courbure considérée au point m dont les coordonnées
sont x, y, z, fait avec la normale a la surface au point m, dont les coordonnées sont
x+dx, y + dy, z+ dz, divisé par ds ou mm’; ce premier membre n’est donc autre

chose que la courbure ; de la section normale  la surface dirigée suivant la ligne géodé-

sique ou la ligne de courbure. Occupons-nous du second : considérons en méme temps
que la surface du second degré représentée par 1'équation

ar’+ a'y'+ a"s 4 2 b"zy + 202z + 2bys + 2cx + 2’y + 2"z = f;
celle que représente 1'équation
az'+ dy'+ a"s + 2b"zy + 2b'zz + 2byz + 2¢cx + 2y + 2" = [+ 3f,

ou J/ est infiniment petit, c'est-a-dire la surface homothétique infiniment voisine de la
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premiére; il est facile de voir qu'en appelant d»n la distance des deux surfaces au point m,

on a

sf

n—— .

(X’+Y’+Z')%

11 suffit de remarquer que si & + dx, y + dy, 2+ 6z sont les coordonnées dc la seconde
extrémité de dn, on a
. Xdz+ Y8y + Zdz = 8f
et
dz = dn cos A = drnXa,

dy = dncosp = 3dnYA,

8z = dncosv =3dnZA;

d’ot I'on tire aisément la valeur de ¢z indiquée plus haut. Cela étant, I'équation (3) peut
s’écrire de la maniére suivante :

! — B

-=adr ou P=73.’

a et 8 étant des constantes; et alors nous voyons qu'elle exprime que pouwr toute surface
du second degré, le rayon de courbure d’'une+section normale & la surface, cette section
étant menée tangentiellement & une ligne géodésique ou & une ligne de courbure, varie
pour les différents points de cette ligne, en raison inverse du cube de la distance de la
surface & la surface homothétique infiniment voisine.

On sait que la distance d'une surface du second degré & la surface homothétique infi-
niment voisine est, pour les mémes points, en raison inverse de la distance de cette surface
a la surface homofocale infiniment voisine. On peut donc dire, en combinant cette pro-
priéié, qui est bien connue dans la théorie de I'attraction, avec la précédente, que pour
toute surface du second degré, le rayon de courbure d'une section normale & la sur-
Sace, cette section étant menée tangentiellement & une ligne géodésique ou & une ligne
de courbure, warie pour les différents points de cette ligne, proportionnellement au cube
de la distance de la surface & la surface homofocale infiniment voisine.

Passons maintenant aux propriétés de M. Bertrand.

Désignons, comme plus haut, par la caractéristique d les déplacements infiniment
petits effectués sur la courbe AmB, que nous supposons ici étre exclusivement une ligne
de courbure; représentons, en outre, par la caractéristique J les déplacements infini-
ment petits effectués perpendiculairement 4 la courbe AmB, ou, ce qui revient au méme,
les déplacements effectués sur les lignes de courbure du systéme différent de celui dont AmB
fait partie. Nous aurons d’abord I'identité

(9~ (-
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ds étant I'élément d’'une ligne de courbure coupant a angle droit la courbe AmB; d’'ou,
en différentiant suivant la caractéristique &, on a

@ 8.1:d—+3 dg’+azd';_‘_o
Mais en appelant, comme plus haut, 4, i, v les angles que la normale a.la surface au
point xy z fait avec les parties positives des axes, on a

" de &y 8z 1
() dcos) ~ dcosp  dcosy R’

R’ étant le rayon de courbure de la section principale perpendiculaire 4 AmB. En eflet,
si I'on considére les normales 4 la surface au point m, dont les coordonnées sont x,y, z, et
au pointn, dont les coordonnées sont x + dx, y + dy, z + Jdz, normales qui s¢ rencon-
trent en un certain point O, puisque mn est un élément de ligne de courbure; puis que
I'on prenne sur ces deux normales des longueurs Om’ et O n' égales a 1, a partir du point O
I'élément m'n’ sera paralléle a mn, et, par conséquent, la différence des distances des
points m et n a 'un quelconque des plans coordonnés sera 4 la différence des distances
analogues, relatives aux points m’ et n’, dans le méme rapport que m’n’ & mn ou dans le
rapport de 1 a Om = R’; or cette proportionnalité est évidemment exprimée par les équa-
tions précédentes.

Portant maintenant les valeurs de d, v, d z dans ’équation (4), il vient

.8z Sy dz
d.cosid Frian J.cos;ula—; ~+ d cos vda-s =o0;
mais puisque

cosh=XA, cosp=YA, cosv=2ZA,
on a

3.cosX=A 3X + X33,
S.cosp=a dY+Y34, -

d.cosy — A ¢Z 4 ZJA.

Substituant, on a simplement

dx d )
5) 3Xd3—+8Yd +az(18_‘_o
En effet, la normale a la surface au point m est non-seulement perpendiculaire a I'élé-
ment mn, mais encore a cc que devient mn, quand on passe du point m au point m’ infi-
niment voisin de m et situé sur AmB, d’aprés le théoréme de M. Dupin ; par conséquent ,
I'on a

) dx J z

sy
Xd &=+ Ydg-+2d ;—=o.

Développant I'équation (5), on trouve

0Xd dxz+90Yd.dy+3d82d.dz dds o
—=0;

X8z +0Ydy+dZ3dz  ds
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mais quand la surface considérée est du second degré, on a, il serait facile de le vérifier
comme on a fait plus haut,

8Xd.8z +38Ydd.y +32d.8z2=1d.(8X3z + 8Y3y + 8Z32).

On peut alors intégrer, et il vient

8Xdxr+3dYdy +3Z232
ds

=c,

C étant une constante arbit}aire; ou bien, introduisant cos A, cosp, cosv au lieu de
X, Y, Z, et remarquant que

: Xdx+Ydy +Zdz=o,
on a :

d.cos)dz +d.cospdy + 0 cosvdz
=c,
Ads? :

ou bien encore, en vertu des relations (a), -

. %:Bf:c(x’-@-r-q-z')?;
d’ou enfin
' % 4
R = i’

« étant une nouvelle constante, et dn représentant, comme tout i I'heure, la distance de
la surface du second degré considérée a la surface homothétique mﬁmment voisine, pour
le point x, y, z

~Cela nous montre que, suivant une méme ligne de courbure d’'une surface du second
degré, le rayon de courbure de la section principale qui lui est perpendiculaire, varie
dans le rapport inverse de la distance de la surface considérée a la surface homothétique
infiniment wvoisine.

Par conséquent aussi, d’aprés une remarque faite plus haut, suivant une méme ligne
de courbure d’une surface du second degré, le rayon de courbure de la section princi-
pale qui lui est perpendiculaire , varie dans le méme rapport que la distance de la sur-
Sface considérée & la surface homofocale infiniment voisine.

Combinant ces deux propriétés de M. Bertrand avec celles de M. Joachimstal, on voit
encore que suivant toute ligne de courbure d’une surface de second degré, le rayon de
courbure principal correspondant warie proportionnellement au cube de Uautre rayon
de courbure principal. C'est la propriété que j’ai démontrée directement dans le XXX¢ ca-
hier du Journal de I'Ecole Polytechnigue, pour toutes les surfaces faisant partie d'un
systéme triple de surfaces isothermes, et qui m’a servi a simplifier la démonstration du
théoréme important que I'on doit 4 M. Lamé et d’aprés lequel les surfaces du second
degré homofocales sout les scules surfaces suscepubles de former un systéme triple de sur-
faces isothermes.
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Considérons maintenant, sur une surface du second degré quelconque, un quadrila-
tére fini formé par quatre lignes de courbure. Soit AA, A, A, ce quadrilatére; appelonsa,
ay, a,, a, les distances de la surface proposée a la surface homofocale infiniment voisine,
aux points A, A,, A,, A,; soient enfin p, p’; p,, p\3 pss P13 P,y P, 168 rayons de courbure
principaux de la surface aux mémes points, les lettres sans accent servant a désigner les
rayons de courbure correspondants aux sections principales, tangentes aux lignes de cour-
bure du méme systéme que AA, : nous aurons, d’aprés ce qui précéde,

) a o a
oy, =
pa g Ta
! 3
P o f_al,
- ’ T — 3
Pa a, p. a;
s s
p. __ 4 p. __4a,
'_—.—‘-, =
PJ a3 PQ aJ
' s
b, B4l
P 2 ¢ @

Multipliant membre 4 membre les égalités de la premiere ou de la seconde colonne verti-

cale, on a
a‘a} = a’a?,
ou
a__a,
a,  a

Ainsi, si sur une surface du second degré on considire un rectangle fini formé par
quatre lignes de courbure, les distances des sommets de ce rectangle & la surface du
second degré homafocale infiniment voisine, forment unc proportion.

C’est la premiére des propriétés que M. Bertrand a reconnues a toutes les surfaces sus-
ceptibles de faire partie d'un systéme triple de surfaces isothermes (voyez le Journal de
M. Liouville, tome IX). :

Quant & la seconde de ces propriétés, qui consiste, comme I'on sait, en ce que toute
surface du second degré peut &tre divisée en carrés infiniment petits par ses lignes de cour-
bure, j'aurai besoin, pour I'établir, de supposer connu le théoréme de M. Binet, d’aprés
lequel les lignes de courbure d'une surface du second degré ne sont autre chose que les
intersections de cette surface avec les surfaces du second degré homofocales qui ne sont
pas de méme nature qu’elle; du reste, on sait que ce dernier théoréme peut se déduire trés-
simplement de 1'équation (3), comme I'a fait M. Joachimstal, ou plus simplement
M. Chelini (voyez la Revue scientifique italienne).

Ceci posé, soit une surfacc du second degré; supposons-la découpée en rectangles infi-
niment petits, par ses lignes de courbure, et considérons un de ces rectangles abcd. Le
coté ab sera un élément d’une ligne de courbure ax, non-seulement de la surface du
second degré proposé, mais euncore d’'une surface du second degré homofocale, coupaut
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la premiére a angle droit, et que nous appellerons, pour simplifier le discours, surface S. De
méme le cdté ac sera un élément d'une seconde ligne de courbure ay de la surface proposée
et d'une surface du second degré homofocale $’, qui coupe la premiére a angle droit. Appe-
lons p le rayon de courbure au point  de la section principale faite dans la surface S,
tangentiellement a sa ligne de courbure ax, et p’ le rayon de courbure au méme point de
la section principale faite dans la surface §', tangentiellement 4 la ligne de courbure ay :

le rapport
ac®

P

devra garder la méme valeur, d’aprés un théoréme démontré plus haut, lorsqu’au lieu du
point a on considérera tout autre point de la ligne ax, ac étant toujours la distance de
la ligne de courbure ax & la ligne de courbure infiniment voisine de la surface proposée
et appartenant au méme systéme qu'elle; cela prouve qu'en représentant par la ca-
ractéristique d les accroissements infiniment petits effectués sur ax, on a

2

3acd.ac —3 1
-  _+4ac.d-=o,

P
d’ou
dl=_3d.ac’
(4 ac.p
d’ou
I
d'-p__ 3d.aci
ab — ab.acp

Mais en supposant que ab soit égal au déplacement correspondant & I’accroissement indi-

qué par 4, on a

d.ac _ I
ab.ac— "
donc
dl :
£ _3 1.
=57

On trouverait de méme, en indiquant par ¢ un accroissement correspondant au déplace-
ment ac etfectué sur ay,

Q9
O =~
~
-

e
_—
»
N~

|
w
g

£
S
©
)

(*) Les signes s'expliquent par ee qui a été dit tant de fois dans le Mémoire, § I1I et autres.
XXXIF Cahier. . i9
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de 1a nous pouvons conclure .

Ll el

ﬁ +-£ =0

Or c’est la la condition pour que les deux systémes de lignes orthogonales que I'on consi-
dére sur la surface proposée, puissent découper cette surface en carrés infiniment petits.
comme je Pai fait voir au n® 36 du Mémoire précédent, ou mieux, dans mon Mémoire sur

les surfaces isothermes , inséré dans le XXX* cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique;
la seconde propriété de M. Bertrand est donc aussi démontrée.




