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Développements sur U équation a Uaide de laquelle on détermine
les inégalités séculaires du mouvement des planétes [*];

Par M. C-W. BORCHARDT.

1. On sait que différentes questions d’analyse pure et appliquée,
entre autres la détermination des inégalités séculaires du mouvement
des planetes, condnisent & I'équation que I'on obtient en éliminant les
quantités x,, x,,..., £, entre les équations

Xy = @y Xy + Qg Xy + oo Gy Ky
g.x‘2 =y, s Xy Ay o Xy + ..y 2Ty,

BX, = @, T, + Ay n Xy + ..+ Ay Xy

les coefficients a, ,, a, ,,... étant supposés connus et devant satisfaire
a I’équation de condition

ik = Q-
L’équation du n*™ degré en g, qui résulte de cette élimination, et que
je représenterai par
' =o,
a, comme l'on sait, toutes ses racines réelles. On possede aujourd’hui
plusieurs démonstrations de cette propriété de I'équation T'= o, et il

ne serait pas d'un grand intérét d’en offrir une nouvelle, si elle ne
prouvait rien de plus que les démonstrations données jusqu’a présent.

[*] ¥ai publi¢, dans le tome XXX du Journal de M. Crelle, un Mémoire sur le
méme sujet, mais moins complet ;7 le Mémoire actuel peut étre considéré comme une
extension du premier.
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Mais {'ai reconnu que, en suivant une marche différente de celles que
'on prend ordinairement, on parvient a faire connaitre une circon-
stance assez remarquable, qui a lieu pour ’équation T' = o.

Voici en quoi elle consiste. On sait que la réalité des racines d'une
¢quation algébrique dépend des signes de certaines expressions for-
mées de ses coefficients, expressions qui, lorsque Péquation a toutes
ses racines réelles, devront étre toutes positives. Or, pour I'équation
' = o, toutes ces expressions peuvent étre mises sous la forme d’une
somme de carrés de quantités réelles. La démonstration de cette pro-
priété de I'équation T = ¢ formera Pobjet de ce Mémoire.

Pour le cas de n = 2, 'équation T = o est le résultat de '¢limina-

tion entre les deux équations
X, =, Xy + Ay | Xy,
BX2 =y 2 Xy + Gy 2 Xy,
ce qui donne
F:“—g!——;&g—',_ﬂ:o’

en POS&IH',

A=a,,+a,, B=a, a,,—aj,;

pour que cette équation ait ses racines réelles, il n’y a qu’une condi-
tion & remplir, il faut que la quantité

AZ — 4B
soit positive. Dans I'équation proposée, on a
A — 4B =(a,,, — 43,2 + 4a] ,,

¢ est-a-dire égale a la somme de deux carrés, ce ui démontre la propo-
sition énoncée ci-dessus, pour le cas de n = 2.

Pour le cas de n =23, clest-a-dire quand I’équation T' = o est
du troisieme degré, la réalité des racines ne dépend encore que dn
signe d’une seule expression, qui est fort compliquée , mais que, mal -
gré cette complication, M. Kummer, par des tentatives aussi ingé-
nieuses qu’heureuses, est parvenu & représenter sous la forme d’une
somme de sept carrés (voyez le Journal de M. Crelle, tome XXVII),
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résultat dont M. Jacobi a montré les applications i la géométrie ana-
lytique dans le tome LXLVIII du Giornale Arcadico. Cest en cher-
chant la vraie source analytique de laquelle découle le résultat de
M. Kummer, que j’ai trouvé la proposition générale énoncée ci-des-
sus. Avant d’en donner la démonstration , il sera nécessaire de rap-
peler quelques notions préliminaires.

2. Les considérations suivantes reposeront principalement sur les
propriétés des algorithmes que 'on rencontre dans la résolution d’un
systeme de n équations linéaires 4 n inconnues. On sait que les valeurs
des n inconnues auront toujours un dénominateur commun, que les
geometres sont convenus d’appeler déterminant. Donc, si les coeffi-
cients des 7 inconnues dans le systéme des équations donuées sont

Gy 1n o, qae-es 2y
Xy,25  Kg 250000 Xy 9y

T T S

al,ll? az,na---, “H,IH

ce dénominateur commun sera appelé déterminant du systeme d’équa-
tions, ou simplement déterminant des quantités «; ,, et il sera repré-
senté¢ par la notation symbolique

2 (—t al,l a?,z"' an,n\)a

que Von a adoptée parce que tous les termes de la somme dount le
déterminant est composé se déduisent du terme

Oy, On,gees Oy, e

lorsque, en conservant la série des premiers indices des lettres o dans
I'ordre naturel, on substitue pour a série des seconds indices toutes
les permutations possibles, et que I'on prend le terme correspondant
avec le signe + ou —, suivant qu’on est parvenu a la permutation
dont il s’agit en échangeant deux a deux les indices 1, 2,..., n un
nombre pair ou un nombre impair de fois. Relativement 4 ces déter-
minants ou sommes alternées, je vais rappeler ic1 denx propositions
dont Jaurai besoin dans la suite.
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Proposition I. « En posant

hk—1
Ui g =0,

» le déterminant
Z(i Gy Ky geen 6‘n,n)

» se transforme dans le produit de toutes les différences des quan-
» tités o, prises deux a deux, ¢’est-a-dire

2 (xalola. o) = = (0, o) (o) — %3)-.- (%) — %)
> (OC2 - 053)..(\6'.2 A an)"‘ s ((anl - (j‘"j\" »

Cette propriété des déterminants remarquée par Vandermonde a
oté posée comme leur définition par plusienrs géometres. (Foyez le
Cours d'analyse algébriqgue de M. Cauchy.)

Proposition 1. « Soient données nn nombre np de quantités

Zyvy Zagser Zpoas

e Saa,za g 250009 Dp oy

OCl,n? ’12,,”..., 7-]),/”
» et soit

de ces quantites o déduisons les 7n? quantités

2 4
InE PR K] M2y 7,40

= v [~
1,29 42,2902 (“n, 2"

fo e
t,n 2,y ‘C)I.IH

» en fatsant

Bik == %y Pk o Oy Ty ke % O

» Cela posé, le déterminant des quantités 3 est égal a la somme des
» carrés de tous les déterminants que 'on peut former avec n* quan-
» tités 2, composant n colonnes verticales du tableau (A); ’est-a-dire
» que Fon a

2

2 (j: [Eﬂ,l ﬁ?,z--- ]@n,n]: S [2( + Dpr g Gpllyae - a/"""',nw )
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» le signe % se rapportant i toutes les combinaisons ', r’,..., r™ des
by ?

» nombres 1, 2,..., p prises n A n. »

Ce théoréme (et méme un théoréme plus général on les carrés sont
remplacés par des produits) a été donné pour la premiére fois par
M. Cauchy [¥].

3. Avant d’entrer dans la question spéciale a laquelle se rapporte la
proposition énoncée dans le n° 4, il faut encore rappeler les expres-
sions du signe desquelles dépend la réalité des racines des équations
algébriques. La détermination de ces expressions est une simple ap-
plication du célebre théoréme de M. Sturm sur les équations algé-
briques. En effet, d’apres le théoréme de M. Sturm, le nombre N des
racines réelles d’une équation V = o du #"*" degré en x, situées entre
les limites x = A et & = B, B étant supposé > A, se détermine de la
maniere suivante :

Soit V, la dérivée de V, et faisons les opérations nécessaires pour dé-

velopper la fraction v dans une fraction continue. Soit pour cela

H
VvV =V, G —V,.
V=V, (]2“V37
V.=V, (1'3_V47
Vo=V Gy ~V,.
ot les fonctions V,. V,, V..., V, ,, V, |, V, seront, en général, deg

degrés n — o, n — 3,17 — 4,..., 2, 1, o. Substituons, dans ces fonc-
8
tions, les valeurs A et B, et formons les deux séries

V(A), V,(4), V,(4), V,A),..., V.., (A)., V,A),
V(B), V(B). V,B), VyB),..., V., (B), V,(B);

soient A’ le nombre des changements de signes qui se trouvent daus

("] Dans le Mémoire intitulé : Sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deur va
leurs, etc. (Journal de UEcole Polytechnique, xvue cahier.) Vovez aussi un travail de
M. Jacobi inseér¢ dans le tome XXII du Journal de M. Crelle, et qui contient nne
théorie compléte des déterminants,

" [v R TR RN AR [ R RN R
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la premiere série, B’ le nombre correspondant pour la seconde serie:
on aura le nombre des racines réelles entre les limites x = A et x==B.

N— A — B.

Pour avoir le nombre de toutes les racines réelles de P'équation V:=o.
i tant donc faire A = — o, B = + . Mais alors la question se sim-
plifie beaucoup, puisque les valeurs des fonctions V, V, V,...., V,
pour & = — o et & = -+ o ne dépendent que des coeflicients de leurs
plus hautes puissances. En effet, soient ¢, o,, vs, v4,..., ¥, les coefti-
cients des plus haates puissances dans V, V,,..., V,, c'esta-dire ¢
‘¢ coefficient de x™ dans V, ¢, celui de " dans V,, v, celui de x"?
dans V,, etc. Alors les deux séries de valeurs seront de méme signe
terme a terme avec les deux séries

Y3

‘ n—1 i -2
— e, "‘—'I,) Yy (__‘)n Vyarney T Vy_0y = Vy oy, —+ Uy,

) Yis Vageues V2, Yo s Yy

En désignant par « et 8 les nombres de changements de signes qui se
trouvent dans ces séries, le nombre des racines réelles de I’équation
V = o sera égal a

v=o — f.
Mais on prouve aisément que

OL-I—‘@:FL.

in effet, supposons d’abord que, dawns la seconde série, il 1y ait au-
cun changement de signe; il y en aura nécessairement n dans la pre-
miere, et il est aisé de voir que, par chaque changement de signe que
la seconde série gagne, la premiére en perd autant : donc la somme
reste invariablement égale &4 #. On a donc en mcéme temps

v=a — f3,
n—ua -+ ﬁ,
et de la
v=n — 283;
2 A : rr N . r
¢ est-h-dire quel'équation V=oa n — 2f3 racines réelles, et, partant,

& paires de racines imaginaires, 8 désignant le nombre des change-
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ments de signe dans la série

‘}? ""l ? ‘)2‘,‘ tr? ‘)Il~| ’ vll ?

et v, le coefficient de la plus haute puissance x™* de x dans la fonc-
tion V.

Le théoreme que je viens d’énoncer n’est pas encore sous sa forme
finale; pour la lui donner, il faut chercher les valeurs explicites des
quantités v, ¢,, ¢;,..., v,. Cest & quoi nous parviendrons facilement
en ayant recours aux formules de M. Sylvester, démontrées et préci-
sées par M. Sturm dans sa Démonstration d’'un théoréme d'algébre de
M. Sylvester, insérée au tome VII de ce Journal. En effet, supposons
que le coefficient de x” dans V soit = 1, et que les racines réelles ou
imaginaires de ’équation V = o soient représentées par les lettres a,

b, ¢,..., h (au nombre de n); M. Sturm donne les expressions sui-
vantes :

V={(x—a)lc—2>..lx—h),
szz(x—‘ b) (x — ¢)...(x — h),

Vo= J(a — bz — o) (& — d)...(x — B,

.............................

les quantités A, A;,..., A, étant déterminées par les formules

A, = pi, pi=n,

= {2)" pr= 3 la — b,

= (B2 =Nl —bra = o - o,
u:(ﬁgf, ..................
........ pa={a — b (a — o)*...(g — k™.

Ces formules nous montrent que les coefficients des plus hautes puis-
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sances de .x dans les fonctions V, V,,..., V,, cest-a-dire les quantités
¥, ¥4y..., ¥, Ont les valeurs suivantes :

o=,

=1 = Py,
! AW
V= )—;2@ — b =i P

e iz (a— 0 (a—c? b — ) :)-' Pss

= a = e = g = 2=
n

Mais les quantités p,, p,,..., p, étant des fonctions symétriques des
racines de I'équation V = o, et, partant, des quantités réelles, les
quantités kg, Ay,..., A, sODt nécessairement positives; done les quantités
U, )y Yoy ¥5,...5 v, ONL les mémes signes que

T Pos Py Paseess Pas

dans le théoréeme énoncé ci-dessus, on pourra done substituer cette
série au lieu de la série des quantités o, v,,..., v,.

Ces quantités py, py,..., p, penvent encore ¢tre représentées sous une
autre forme en y appliquant les deux propositions sur les déterminants
rappelées au n° 2. En elfet, soit m le nombre des quantités a. b,..., f;
nous avors

Pn = 2 [la—=ba—c)la—f1{h—chie— )
mais , d’apres la proposition I du n® 2, nous savons que
(a—ba—c).la—fYb—0e—f)

est ¢gal au déterminant des quantités

n, 1, Lyeey 1,
a, b, Couey ],
a*, b e, SR

a’, ”, BTN /37

m—i - n—1 SEHEEE U
a . b , € vy f :

Tome X1L -~ Féver 1847, 8
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donc p,, est la somme des carrés de tous les déterminants quon peut
former par m colonnes verticales du tableau

1, 1, | SR I,

a, b, Cyoy  Hy

a®, b, .., R

m— m—i1 m—1 —1
am™*, b, o™, R,

en sorte que p,, rentre dans la catégorie des quantités dont il est
question dans la proposition 11 du n° 2. Ainsi, d’apreés cette proposi-
tion, en posant

8= art @t~ 4+ b B =t it
nous aurons

Pi== Z(i ﬁi,l ﬁ2,2"- ﬁm, m);

mais 3; , n'est autre chose que la somme des puissances i+ k — 2 des
racines de I'équation V= o: p,, est donc le déterminant des m* quan-

. ¥
tites |*],
Sos Sey Soyees Smeay
L Soy  S3seeny Sy

$a) Sgs Ssreevs S

Sm~|7 Sm’ Slﬂ+l7-"7 52”1—2)

s¢ représentant la somme des puissances A" des racines de I'équa-
tion V= o.

En réunissant les résultats obtenus dans ce numéro, nous pouvons
énoncer le théoréme suivant :

Théoréme. « Soit proposée une équation V= o du n'me degré; des

[¥] Résultat qui coincide avec les formules donnees par M. Cayley dans le tome XI
de ce Journal.

o ' .
! P e e
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coefficients de cette équation déduisons les sommes des puissances
de ses racines jusqu’a 'ordre 2n— 2 inclusivement, et avec ces quan-
tités, quc nous désignerons par $,, $,, 5,5 San-2- formons les
quantiiés p,, py, Pg,..., Pn €0 posant

Pr =38 =n,
P» €gale au déterminant des quantités

Soy S

Sh Sa23

ps €gale au déterminant des quantités

et ainsi de suite, jusqu’a p, qui sera le déterminant des quantités

Sos Sy Sayees Su—is
Sy0 Suy Sy, Spy

Sn—iy Sn+ Snyrses San—sd

cela posé, I'équation V = o aura autant de paires de racines imagi-
naires qu'il y aura de changements de signes dans la série

Pis Pes Pssey P ?
A ce théoreme, on peut ajouter les corollaires suivants :
Corollaire 1. Dans la série
Pis Pz: Psv-n Pro

. n .
ne peut y avoir que S changements de signes tout au plus,

Corollaire 2. Pour que lequation V == o0 ait toutes ses racines

8..
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réelles, il est nécessaire et suffisant que les quantités

Pis Pares P

solent toutes positives.

4. Retournons i présent a la proposition énoncée dans le n° 1, et
prouvons que, pour 'équation I' = o, les quantités p,, py,...., p, sont
des sommes de carrés.

L’¢quation T'=o0 est le résultat de [’élimination des » inconnues
Xyy..., X, entre les n équations

B, =y Xy + Ay Xy .+ Ay, Xy,
P Xy = Ay o Xy Ly o Xy Tt ly y Xy,
EX, =), , Xy~ Qg Xy S Ay X
ou
A = i,
Multiplions chacune de ces équations par g, puis substituons dans le

second membre, au lien de ga,, gx,,..., gx,, leurs valeurs tirées
des équations (1); nous obtiendrons

9 . " 14 " N
E° Xy = Xy Ay Xy + a4, X,
" " 14
BiXo==a| , X, + ay 3 Xy ... A, Ty,

(2

" " "
\ ngn: Ay ady Ay, Xy o8y Xy

ou
h=n
a’ —=a’ = 2“1‘,:' A i
0L,k kil
h=—1

En multipliant chacune de ces équations par g, et substituant pour
g, §%y,..., X, leurs valeurs tirées des équations (1), nous obtien-
drons un troisiéme systéme d’équations également semblable au sys-
. 5 . r 3 oy

teme (1) dans lequel g sera remplacé par g* et les quantités a, , par

a” =a” :2 21 a” :ZE ;0 @pr o (g0 g
ik P ' hi kK NS (I I7%
13

WoORt
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En continuant de cette maniere, nous trouverons le systeme ’équa-
tions suivantes qui correspondent i la " puissance de g :

— " e . r
gy =a x4+ a a2, a X,
1.1 2,4 )
7 ir, . r. . 7
R g Xeg = A Xy +—a X, oo+ a xX,,
‘\’) { 1,2 2,2 n, 2

ou

N ra N
ﬂi \ = (,lk'/l: E E Eailhlahl’}l/l.'_(‘}t rext it =1 == E (1/1!1-(1, !
VA , 1
R k

_—
ey k '
w pir=o
foutes les sowmmations se rapportant aux quantités # dont chacune
prend les valeurs 1, o,..., n.

A présent, multiplions le systeme d’équations () par g”', et sub-
stituons pour g"'a,, g7 Xy,..., g7 x, leurs valeurs tirées du systeme
d’équations ('); le résultat devant étre identique avec le systeme

d’équations (#~+ 1"}, nous aurons I’équation

h=n

a ”’J”::Z a” o,
ik byl k, k

L,
J =3

qui, en substituant 4 et r — ¢ au lieu de ret r’, devient

h==n
‘\3\: am :Za b g
) ik fi hk
he—1

Cette équation subsistera pour toutes les valeurs de ¢ moindres que r
depuis ¢ = 1 jusqu’d g = r — 1. Pour ces valenrs extrémes, il faudra
faire
(4) a' =a;

i,k
L’équation (3) subsistera meme pour les valeurs g=o0 et g=r si
nous faisons
5 s(cl"h =1, pour /= £,

= 0, 7 étant différent de A.



B2 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Apres avoir établi I'équation (3) pour toutes les valeurs de ¢ depuis
q = o jusqu’a ¢ = r, retournons 4 I'équation I = o. Cette équation
est le résultat de I’élimination des » inconnues x,, &,,..., x, entre les n
équations (1); I sera donc ce que devient le déterminant

Z(j—- Ay, Qg geen an,n)y

lorsqu’on diminue les n quantités a,,,, @, 55..., @5, de la méme quan-
tité g. On aura donc

U =g"—~(a,,+ay,+..+a,,g" " +...,
et de Ja

Si= g1 Ba bt Ga= X iy
i

< . N . Y 3 . .
OU gy §ar---5 n 0Nt les 7 racines de Péquation T' = o. En appliquant
le méme raisonnement au systéme d’équations (r), nous obtiendrons

2

. ,T r S (r
;=8 g et gn_Za”,
i

ce qui, a l'aide de I’éguation (3), se transformera en
b q b

imnk=n

) b=3 Sa o,
' Lk ik

i=1 k=1

¢ ayant une quelconque des valeurs o, 1, 2,..., r. Cette équation, re-
marquable par sa symétrie et par sa généralité, nous conduira 4 la
démonstration de notre théoréeme.

Les quantités p,, ont été définies dans le numéro précédent comme

Jes déterminants des quantités

Sos Sqy Sageen Sm—1ts
Sy, Say Fyyeeny Stn s
Sa. Syy Sareen  Smais

Sm—is Sy Smeaserey Sam—z-

Or les quantités renfermées dans ce tableau, en y appliquant 'équa-

! o T il i
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tion (6), peuvent étre représentées sous la forme suivante :

{0 0) , o 0 .
5'0:2({\ a(,’j ‘Si :Ea(/ a’ 3222‘2 a’ yeirs .Sm_|:2au am {l
LAk ik ik Lk Lk ik Lk
v 4 i ’ RUEER
S;:Za" 'ty Sq :Ztl’ a' 53:2(1' a’ e ‘sm:2nr [Lm .
LRk LR Lk ik ik Lh ik
! /0' ! ' . -1
@2:_:2(7/' [7 20 8y :2(11/ a' - 5, :za/ a’ e Soma s :Za' a " )
LA Lk ik ik Pk Lk ik i

\ -1 [0; (m—t m-—q" " Mmoo a1
Sy :za"" Yal, sm:Z a Va s S =2am Yar .., 32,,[_2:2@ a’
ik I3 ik ik 0Lk ik ik 6k
les sommes de ce tableau se rapportant a toutes les valeurs de 7 et de 4
depuis 1 jusqu’a z inclusivement. En faisant

i=n k=n
. ) (u,
18"'"_2 §“~ a' s
ik 4A

fem1 k==

on a donc

Pm :E(i ﬁo,o f)’,,,... felrzal.m——l);

sous cette forme, p, rentre dans la forme des déterminants consi-

dérés dans la proposition IT du n® 2, les n.p quantités ¢ étant ici
remplacées par les m.n* quantités

10, f (m—1;
a a’ a’ yeees a .

ik ik i,k ik
Nous avons donc, d’apres cette proposition,
. 10) f ” (m—+#} 2
Pm = Zia a a e @Y,
Lk KK HEC L
iyhy iy 507, k"5 1Y, k™Y représentant m systémes quelconques
des deux indices 7, A, et la somme S se rapportant a toutes les com-
binaisons m a m des n* systemes i, A.

Voila le résultat annoncé au n® 1, résultat qui peut étre énoncé par
le théoreme suivant :

T héoréme. « Soit
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» Péquation du #”™ degré en g qui résulte de I’élimination des n in-
» CONnues X, XLy,..., &, entre les équations

0=(a,,; —g)x, + Ay | Xy ..o+ @, , Tp,

0= a,,, Xy + (A, — ) Xy + .-y, 3 Xpy

0= 0a,,X +dy , X +..+ (an,n - g) Lns

» soit 5, la somme des puissances 2" des racines de cette équation ,
» et p,, le déterminant des quantités

S0, iy Soyeeny Sm—1>
Sl? '5'27 Ssr--a Sma
Sy 39 Sgreeoy Sin+15

Sm—11 Smy Smagsreer Som_o)

» de sorte que py, pyy.... p, sont les quantités des signes desquelles dé
» pend la réalité des racines de ’équation T' = o ; soit, de plus,

h—n h=n h==n
(m—1} {m~2}
a” :Za, el a” :“a;, @A’ s A :2&2 - o
ik 1t (Ch, Ky Pk e P E hk ik k& Bk
h=1 h=—1 h—1

» et formons le tablean suivant:

' 0... 0; o Leee  0,...3 o  o... (;

ayy Qg g0 Ay s Ay g Ay oo Apoy.ns Ay Ay p4ooo A, 5

a” a” .- a’” : '’ a” - da’ sy a’ a” .. a’ H
1,1 2, 4 r, 1,2 2,2 n, 2 i, 72 2,n H, R

m-—y) (m—t (n—yy _(me—d) (-1} (m—1} {n—i;,
( a ) a o gl 9 Tass (1 ! .

. (m—1;
e a 5 {1 el reA a
1,1 2,4 oA 1,2 2,2 n, 2 1,7 2, n ", n
» tableau qui consiste en #* colonnes verticales chacune de m qguan-
» tités; combinons m 4 m ces n2® colonnes verticales de toutes les ma-
» niéres possibles, et pour chague combinaisonrenfermantn? quantités
» formons le déterminant: que ces déterminants soient désignés par M,
» M/, M”,...; cela posé, on aura

Pm = M2 M2 4- M2 ... »
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3. Faisons Papplication de ce théoréme général au cas de n = 3,
traité par M. Kummer. Posons, pour ce cas,
a,, = A, ay, = B, a,,=0GC,
Ayy=a,,=D, a ,=a,,=E, a,,=a, ,=F,
d’ou T'on tire
Ay=a, ,=A*4+F+E, D,=ada,,=d,.=(B+CD+EF,
B, =da,,=F4+B+D* E, =da ,=a,,=(A+CE+DF,
C,=d,,=E*+D*+C, F,=d ,=4d,,=(A+BF +DE

On aura donc, pour la quantité p,, le tableau

roo 010, OO I,
AFE, FBD, ED GC;

et pour la quantité p, on formera le tableau
ioo, 010, 0O,
AFE FBD, EDC,
A,F,E,, F,B,D,, £,D,C,.
De 14 on conclut

p:=(A—B?2+(B—CP?+(C—AP+6D*+6E* 4 6F*,

dans le tableau duquel on tire les carrés qui forment la valear de p,;
il est évident qu’a chaque quantité de la troisieme ligne horizontale, on
peut ajouter la quantité correspondante de la seconde ligne multipliée
par X, plus la quantité correspondante de la premiére ligne multipliée
par ., sans altérer en aucune facon la valenr des déterminants qu'on
en forme. En posant

A=A-+B+C, p=BC+ AC+ AB —D? — E* — F?,

on trouvera que la troisieme ligne horizontale du tableau se change en
A/ FI E/-’ FI B' DI’ EI D/ C”
ou
AN=BC —D? B =AC—E* (/=AB-—TF%
Y = EF — AD, F =DF — BE, ¥ = DE— CF.

Tome X1I. — FEvRER 1347, 9
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De 14 on tire la valeur suivante de p,:
py=12(M? 4+ M + M2)
+ 2 (N2 N2+ N2 - P2 - P2+ P2+ Q? + Q2+ Q2) + R?,
oul’on a
M, =EF — ¥E, M,=FD) —-DF, M,=DE — ED/,
N, =CD'—DC — (BD' — DB'), P, =CE — EC — (BE' — EB'),
Q, = CF' — FC' — (BF' — FB),
N, = AD'— DA’ — (CD' — DC’'), P, = AF — EA’ — (CE — E(),
Q, = AF" — FA’ — (CF' — FC),
N, =BD' — DB’ — (AD’ — DA’), P, =BE — EB’ — (AE' — EA"),
Q, = BF' — FB' — (AF' — FA"),
R =BC — CB + CA'— AC/ + AR — BA'.
En se rappelant les équations identiques connues,
FE + B +DC =0, FEA'+~DFN+CE =0, AF +FB +~FD' =o,
EF 4+ DB + D' =0, AE -+FD' + E{'=0, FA + BFF 4+ DF =o,
on prouve aisément que
M=—N,=No+N;, My=—P,=P,+P;, My=—Q,=0Q,+ Qy;
on aura donc
2(N} + N2 + N))=3M? -+ (N, — N,)%,
2(P; + P2+ P2)=3M?+ (P, — P,)*,
2(QF + Q3 + Q) = 3M; + (Q: — Q)%
et, apres cette rédaction, la valeur de p, prendra la forme suivante;
Py =15(M2 4 M2 + M)+ (N, —N,)? + (P, — P,)*+ (Q, — Q,)*+ R?,

résultat qui coincide exactement avec celui de M. Kummer, repré-
senté sous la forme que lui a donnée M. Jacobi dans le Giornale Ar-

cadico.
1l est bon de remarquer que la valeur de p, n'est pas nécessaire

VoL (rrreare
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pour reconnaitre la réalité des trois racines; car, d’apres le corol-
laire 1 du théoréme énoncé dans le n® 2, dans une équation du troi-
sieme degré, dans laquelle la quantité p, est positive, la quantité p,
doit I’étre également.

D’apres le théoréme général que nous avons démontré dans le nu-
méro précédent, il n’y a aucune difficulté de faire pour n = 4 et pour
les valeurs plus élevées de n également, le calcul des carrés dont la
somme forme les quﬁntités Pzs Psse+-s Pne Ainsi, pour le cas de n= 4.
les quantités p,, p,, p, sont respectivement représentées par une somme
de 12, de 55 et de 135 carrés. Par des considérations analogues i celles
qui, pour le cas de n = 3, ont réduit de 13 & 7 le nombre des carrés
formant la valeur de p;, on parvient également a rabaisser ces
nombres 12. 55 et 135. Je n’entrerai pas dans ces détails, et je me
contenterai d’avoir indiqué, pour tous les cas, les opérations néces-
saires au calcul des carrés qui forment les valeurs des quantités p,,
Psesos P



