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Dt:uelo(,pernents sur l'équation à l'aide de laquelle orz déterrnir~e 
b s  inégalités sbculaires du mouvement des planètes (*] ; 

PAR M. C.-W. BORCHARDT. 

1. On sait que différentes questions d'analyse pure et appliquée, 
entre autres la détermination des inégalités séculaires dii inolivement 
des planètes, condiiisent à l'équation que l'on obtient en élimiriaiit les 
quantités x, , x,,. .., 2, entre les éq~iations 

gx,=a,,,x, +n,,,x, +...+ n ,,,, x,, 

les coefficieiits a,, , , a,, , , . . . étant supposés connus et devant satisfaire 
a l'équation de condition 

L'équation d u  nt""" degré eri g ,  qui résulte de cette éliminatiori, et qiie 
je représenterai par 

r=0 ,  
a ,  cotnme l'on sait, tolites ses racines réelles. Ori possède aujoiirclttiiii 
plusieurs démonstrations de cette propriété de I'équatiori r = O ,  et il 
ne serait pas d'un grand intérêt d'en offrir iine nouvelle, si elle rie 
prouvait rien cle plus que les démonstrations données jusqii'à prkserit. 

[*] J'ai publié, dans le tome XXX du Journal de NI. Crelle, un Mémoire sur le 
même sujet, mais moins complet ;:le Mémoire actuel peut être considéré comme une 
extension du premier. 
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Mais ('ai i3econnu que, en suivant une niarche différente de celles qiie 
I'oii prend ordinairement, on parvient à faire connaître iine circon- 
stance assez reinarqiiable, qui a lieil pour 1'6qiiation ï = o. 

Voici en quoi elle consiste. On sait qiie la réalité des racines d'iiiie 
Cqiiatiori algébrique dépend des signes cfe certaines expressions for- 
inbes cle ses coefficients, expressions (1111, lorsq~ie l'éqixatioii a tolites 
ses racines réelles , devront être toutes positives. Or, pour l'bquatioii 
r = O ,  toutes ces expressions peuvent étre mises sous la fornie d'iirie 
sortime de carrks de quantités réelles. La dbnionstration de ccltte pi-O- 
pri6tb de I'éqiiation I' = o formera l'objet de ce Mémoire. 

Polir le cas de n = 2 ,  l'éqiiation r = O est le résiiltat de I'tblimina- 
tnort cmtrc les deiix équations 

poiir cille cette équation ait ses racines rbelles , il ~ i ' y  a qii'iirie con(-li- 
tion A remplir, il faut qiie la qiiantitb 

4,- 4 K  

soit positive. Dans l'kquatioii proposée, on :i 

A2 - 4 E  = (a,,, -- n,,,!' + ha: . - ,  

c'est-dire égale à la soinme de deux carr6s, ce ( i . i~  rléiiioritre la propo- 
41t1011 bnoncEe CI-dessus, pour le cas de 11 = 2. 

Pour le cas de rz = 3 , c'est-i-dire qiiaiid I'éqtiatioii r = O est 
t l i i  troisiérne degré, la réalité des racines ne déperid encore cliie 411 
signe d'iine seille expression, qiii est fort cornpliqiiée, niais que. rnal 
grc cette coinplication, M. Kummer, par (les tentatn es aus i  irinb- 
iiieiises qu'heiireuses, est parvenu à représenter soiis la fornie il'iiiie 
somnie, (le sept carrés (voyez le Journal de M. Crelle, tome YXVII), 

'I 
/ 
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résultat dont M. Jacobi a montré les applications a la géométrie aiia- 
lytique dans le tome LXLVIIT du Ciornale Arcadico. C'est en cher- 
chant la vraie source analytique de laquelle découle le résultat de 
R t .  Kuinrner, que j'ai trouvé la proposition gétiérale énoncée ci-des- 
sris. Avant d'en donrier la démonstration, il sera nécessaire de rap- 
peler quelques notions préliriiinaires. 

2. Les considérations suivantes reposeront principalenierit sur les 
propriétés des algorithines qile l'on rencontre dans la résolutiori d'un 
système de n équations linéaires à n inconnues. On sait que les valeirrs 
des n inconnues auront toujours un dénominateur commiin, que les 
géomètres sont convenus cl'appeler déterminant. Donc, si les coef'fi- 
cirnts des rz inconnues dans le système des équatioi~s doriii6es sont 

ce dénominateur commiin sera appelé déterminant du systeriie d'équa- 
tions, ou siinplenient déterminant des qnantitCs ai ,k:  et il sera repré- 
sent6 par la notation symbolique 

qiir l'on a adoptée parce que tous les termes de la somme dor~t le 
déterminant est composé se déduisent du terme 

lorsque, en conservant la scrie des premiers indices des lettres a ilaiiç 

l'ordre naturel, ori siibstitue pour la série des seconds indices toutes 
IPS permiitatioris possibles, et que 1'011 prend le terme corresyontlarit 
avec le signe + ori - , suir7arit qu'on est parvenu à la perniutation 
clont ii s'agit en échangeant deux a deiix les indices 1, 2 , .  . . , n iin 
iioinbre pair ou i i r i  nombre impair de fois. Relativement à ces Jéter- 
ininants ou somiiies alternées, je vais rappeler ici cleiix propasitiori~ 
dolit j'aiirai Besoin dans la suite. 



Pt,oposition 1.  (( En posant 

,) se transforiiir dans le protliiit de toiites les diffi.reiices (tes qii:~ii- 
,) titGs a, prises deux a deux, c'est-i-clire 

2 (*  %Y a i  a3 ... XC-') = ?z ( E ,  -- a?) (a, - a,) . . -(cl ,  - 1,) 

x (a2 - M ~ ) . . . @ ~  - u,J.. . % (an-+ - u-~~':. )) 

Cette propriétb cles déterminarits re1narqiii.c par Vanderinoncle , I  

ta té  posée comme leur définition par plusieiir~ g6onii-ti.e~. I T / o r ~ z  Ir 
C'onrs d'analyse algébriqzle de M. Cauchy.) 

Proposition II .  « Soieiit <loniii.es 1111 norribre np de qriaiititils 

... x i ,  1 ,  u 2 , i , .  g p ,  1 7 

:, -4 ,; g,,z,  % 2 , 2 * . . . ,  % P , S ,  

. . . . . . . . . . . .  
; % i . n 7  % a , n , . - . 7  r / , , n ,  

1) t't SO!t 

de ces qiiaritités 2 tlélclriisoris les n "tiaiititbs 

I, (lela posé, le cléterininant des quantités p est 4gal à la somiiie (les 
>, c;irrbs (le toiis les déterminants que l'on peut former aj7ec ri2 qtir?i~- 

titGs a ,  coniposarit n colonnes verticales dii tahleaii (A) ;  c'est-a-dire 
» qiie 1'011 a 
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)) Ir signe S se rapportant B toutes les combinaisons r', f l? .  . . , r:")  cles 

>, nombres 1, 2 ,..., p prises n à n. ,I 

Ce tliéoreine (et même un théorkme plus genéral oii les carrés soiit 
reinplacés par des produits) a été donné poiir la premirrc b i s  par 
M. Caiichy [x]. 

r" 

.P. Avant d'entrer datls la question spéciale laquelle se rapporte la 
l~roposition bnoncée dans le no 1, il faut encore rappeler les exprrs- 
sions t l i i  signe desquelles dépend la réalité des racines des équatioiis 
algébriqiies. La déterrniriatiori de ces expressioris est iine siinple ai)- 
plication r i r i  célébre théori:me de M. Sti~rm sur les équations al.$- 
briques. Eri effet, cl'aprés le tl-iéorérne de RI. Slilrin , le iioimbre N i l 6  s 

racines réelles d'une bqiiation V = O dii n""'" &gré en x, siiiiées entre 
les limites x = A et x = B ,  B ktant supposé > A ,  se dbterrnine de 1;1 

rnariiére suivante : 
Soit V I  la dérivée tle V, et faisons les opCratii>ns ribcessaires poilr tlt',- 

V 
velopper la iiraction - daris une fraction coritiniie. Soit poiir cela 

V ,  

011 les ~ ' O E C ~ I O I I S  V 2  V j ,  V 4  ,...? V ,-,, V ,  seront, eri ç4ribral. (les 
degrbs 71 - a ,  n - 3 ,  n - 4 ,..., a ,  1 ,  o. Siibstitiioris, daris crs fiirlc. 
tinns, les valeiirs A et B. et brmoris les deux séries 

soient A' le noiribre des chaiîg~ments rle signes clui se troirverit dalis 

['] Dans le Méinoire intitulé: ,Sl~r lc.~$mctions gul ne peuoent obtenir. qur 12eeu.r vn  

irrrrc, etc. (Jorcrrzc~l de l'Eco/r Pn[ytecllnrque, XVII' cahier.) Vovw aussi i ir i  trawil tlv 
11. .lacobi insérc dans le tome ?LX11 d u  .iuiirr~al dc 1L1 Crelle, et qiii contient iine 
tli<.orie complétc des détcrrninants. 
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la yremic>r-e sbrie, B' le noiyibre correspondarit pour. la secoride sei,ir : 
o n  aiira le riombre (les racines réelles entre les jiniitei T =  4 et X - z  K .  

N = A '  - R'.  

i ' c i l i i .  iivoir le noinbre de tolites les 1.aciaies réelles de i'bqiiatioii \ ' -  -- o. 

I !  falit donc faire A =  - 30, 13 = + m. Mais alors la c~iiestioii se siiil- 

plifie beaiicoup, puisque 1e.s valeiirs des Soiictions V, V, ,  V,:.. . , T',, 
i1011r .T - - ')[: et x = + oo ne clkpelident que  des coeBicierits cle 1eiii.s 

!)!us liailtes piiisçances. Er) effet, soient v ,  u ,  , v,? v:,:. . . , v,, les coefti- 
c:ierits (les pliis hantes puissances dans V ,  Y , , . .  ., V,, c'est-à-dire t t  

I t: coefficielit tle ,xn dans V, u ,  celui de xn-' dans V, , v,  celui de x"- 
(13~1s V 2 ,  etc. Alors les deux séries (le valeiirs seront de rnriiie sigrir 
:c:i3rile A terme avec les cieux skries 

En dksignant par a et /3 les rioinhres de ch;-irigements de signes q i i i  s e  

troilveiit dans ces séries, le riornbre des racines réelles de I'kqilatioii 

\. = o sera 6gal a 
v = a - p .  

Mais or1 prouve aistment que 

a + p = n .  

1<1i e f fe~ ,  siipposoni d'abord que, daus la seconde serie, il 1)') a i t  :%il- 

ciiri çharigerueii t de signe; il y en aura nécessairement rz dans la prr- 
iiiiere, et il est aisé de voir qiie, par chaque changement tle sigiie qiie 
I n  seconcle série gagne, la première en perd autant : dolic. la soriiiiie 
reste invariablement égale h n. On a donc en nième teinps 

c'est-a-dire l'éqilation V = O a n - 2 p  racines rkeiles , e t ,  partailt , 
i) paires de racines imaginaires, p désignant le rioinbre des charige- 



trients [le signe dans la série 

et vk le coefficient de la plus haute puissance x - ~  de x dans la fonc- 
tion Vk. 

l x  théoreme que je viens d'énoncer n'est pas encore sous sa fornie 
finale; pour la Iiii  donner, il faut chercher les valeurs explicites des 
quantités v ,  v,  , v,,.. ., v,. C'est à qiioi nous parviendrons facilement 
en ayant recours aiix forinules de M. Sylvester, démontrées et préci- 
sées par M. Sturm dans sa Démonstration d'un théorème d'algèbre de 
M.  Sylvester; insérée au tome VI1 de ce Journal. En effet, siipposons 
que le coefficient de x" dans V soit = 1 ,  et que les racines rGelles oit 
imaginaires de l'équation V = O soient représentées par les lettres a, 
h ,  c ,  ..., h (ail nombre de n); M. Sturm donne les expressions siii- 
vantes : 

V = (x - -A) (x - b) ...( x - h ) ,  

v,=X (x - b) (35 - C) ...(z - h) ,  

V,= 2 (a - b)' (n - c ) ~ .  ..(a - h)' ( h  - c) "...(g - hl2, 
A,, 

.... les quantités A,, A,, À, étant déterminées par les formules 

p. = 2 (a - b)', 

Ces formules nous moritrent que les coefficients des plus hautes puis- 
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saiices dr .r dans les fonctions V, 77, ...., Ti,, , c'est-;-dire les q~iantitGs . ..... II, V ,  t>rz, ont les valetirs siiivantes 

(1 = J 

t l , =  rz = p , ,  

Mais les quantités p,, p,, ..., p, btant des fonctions sy rnGtriqurs des 
racines de I'Pqtiation 1' = o.  et ,  partant, cles yiiailtitls réelles, les 
qriantitPs A,, l., ,.... ln sont nficessairerneri t positives; donc les qiiantitbç 
V :  v , ,  O,, va ,.... O, ont les mèmes signes que 

claiis Ic théoreme érionck ci-dessus, or1 poiirra cloiic s~i1)stitiier cette 
..... .;&rie ail lieu (de 1a scrie (les qunntitbs O ,  v, un. 

(:es qiiantiti-s p z ,  p 3 .  .... pn penvent encore Ctre représentées soiis iirie 
ailtrc foi.ine eri y nppliqiiant les tleiix propositions siir les tléteril~~riants 
rappelées ail ri0 CL. Eii effet, soit rrz le notnhre des quaritit6s a. h ,  .., J ;  
l l 0 l l S  avofis 

p T n = 2 [ f a  - [))(a - c )  ...( a -j l ( / )  - c\... f r  -j\12; 

rilais. tl';iprès la proposition I dii r i0  2 ,  nous savons que 

4 (a - b) (a - c) ...( n - J ) (h - rj ...j P - j) 
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donc p, est la somme des carrés de toiis les déterminants qri'oii peut 
former par tn colonnes verticales d u  tableau 

en sorte que p ,  rentre daris la catégorie des quantiths dont il est 
question dans la proposition II dri no 9 .  Ainsi, d'après cette proposi- 
$on , en posant 

p. - ak-4  + bi-I b k - 1  hi-4 j l k - t ,  
2 ,  k - 

mais pi,.+ n'est autre chose que la somme des puissances i + /r - 2 des 
racines de l'équation V = O :  p, est donc le déterminant des rn' quan- 
t ites , 

.,, représentant la somme des puissances des racines de l'équa- 
tion V = o. 

En rbunissant les résultats obtenus dans ce numéro, nous poiivons 
Pnoincer le théorème suivant : 

Théorèwre. n Soit proposte une équation V = O di1 nlème degré; de$ 

y] Rtsultat qui coincide avec les formulcs donniies par M. Cayley dans le tome XI 
de ce Journal. 



PURES ET APYLIQU~~ES. 5 9 

;! coefficients de cette kquation déduisons les sommes des puissarices 
l:  de ses racines jusqu'à l'ordre 2n- 2 inclusiveine~it , et avec ces qliail- 
) titks, qu.c nous désigrierons par s,, s , ,  s ,,..., s ,,,._ ? ,  fnrrnoris les 
» quantitPs p,, p,, p ,,..., p ,  en posant 

D p, @gale aii détermiriarit des quantith 

n pE bgale au dkterniinnrnt des quantith 

S,, S i ,  S , .  

S i ,  S 2 ,  $3,  

Sa, $3: S 4 ,  

)> et ainsi de suite, jiisqu'à pn qui sera le (léterininant des quantith 

D cela posi:, l'équatiori V = O aiira autaint de paires de raciries iiiiagi- 
1) iiaires qii'il y aiira de cliangements de signes dans la skrie 

-4 ce théorenie, on peut ajouter les corollaires siiivants : 

I I  II(. peut J avoir que - cliangerrients de signes toiit ari plus. 
2 

Corollaire a. Pour que l'ecluation V = O ait toittes ses raci~~(i',s 

8.. 
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rbelles, il est riecessaire et suffisant que les quantités 

pi, pz,..., p,, 
soient toutes positives. 

i. Ket0LII'~ions h préserit a la proposition énoricke daris le iio i ,  et 
proilvoris que, pour l'équatiori Y = O, les quantitks y,, y,,. ..., y, sont 
(les sommes de carrés. 

L'kquatioii r = o  est le résiiltat de i'éliiriiiiation des n iilcoririiies x, , 
;i3,..., ,xn eiître les n éqiiatisns 

Mtiltiplioiis chacune de ces bqiiations par 3,  piiis s~lbstituons dans le 

second membre, au lieii de g , ~ ,  . gx2 , .  .., g x n ,  lenrs valeiirs tirées 
des 4qiiations ( 1 ) ;  ~ious  ohtie~idroiis 

O", = n 1 ; , , x , + a 2 , , x , +  ...+ a ~ , , ~ , ~ ,  
b 

g 2 x 2 = n " , , , x i  t n1; , ,x2  +...-+ aZ,,xn7 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . g2xn = a'; , ,2x,  + - ~ Z ' ; , , , ~ X ~  +-...+ ni, 

 ri multipliant chacune de ces éqaations par g , ~t s~~bstituarit I ) O L L ~ -  

g . ~ ,  , gx,, ..., gxn leurs valeurs tirées des éqtiatioris (1) .  iioiis ohtien- 
drons ian troisième système d7Pqiiations égaletnent seniblable ai1 s ~ s -  

teine (1'1 dans lequel g sera reniplacé par g et les quantités a,, , par 



1x1 coiitinuarit de cette iiiariière, noiih trouveroiis je systeirie tl'écloa- 
tioris siiivantes q u i  corresporident it la 1.'"'"' puissarlce de g : 

toiites les soinmatioris se rapportarit ailx yuarititbs h doiit chaciiiie 
prend les valeurs I ,  2, ..., T L .  

-4 présent, ril~~ltiplioi~s le système d'équatioris ( 1 1 )  par g 7 ' ,  et siib- 
stituoris poiir gl"x,, gr'x, ,..., g>"x, leurs valeurs tirées du systSiiie 
tl'bquatioris ( r ' ) ;  le résiiltnt cievwrit ètre identique avec le systérii~ 
dlC.qi~arioris ( 1 . t  I , ' ) ,  nous aiirons I'iyuatioii 

I,=11 

a ~ 7 . ~ )  - -2 ir) d r l  

i ,  h h , i  h , k  
/z= 1 

qui,  en 4ubstitiiaiit y et 1- - q au lie11 <le t .  et r ' ,  devieiit 

(:elte équatlo~i srihsistera poiir toiites les valeiirs de y t~ioiritlres que r 
clepiiis (1 = n jiisqii'à q = I -  - 1 .  Poiir ces valeiirs extreines, il hiidra 
fairtl 

1,'éqii;ttion (3) si1l)sistei.a iiieirie poiir les valeiirs g = o et ,J = I .  ,I 

ilolis f?' < 1s031s 

\ 1 
= 1. pour i = X ,  

,,;; 1 , h  

1 = o, i Ctaiit diffbre~it de A. 



Aprk avoir établi l'éqilation (3) pour toutes les valeurs cle q depriiç 
q = O jiisqu'à q = r, retournons à l'équation r = o. Cette bqiiation 
est le reçultat de l'élimination des 72 inçomnues x,, x,,.. ., xn entre les 72 

bqnatioris ( 1 ) ;  r sera donc ce que devient le déterminant 

lorsqii'on diiriinue les r~ quantités a,, , , n ,,,,..., a,,, de la mènie qiian* 
tité g. Ori aiira donc 

OU 8 ,  , g2, .. . , g, sont les tz racines de 1'6qiialiori r = o. En appliqirant 
le même raisonnenient au systéme d'équatioris ( r )  , nous obtiendrons 

i 

ce qiii , l'aide de l'équation (3), se trarisforniera en 

y ayant irne quelconque des valeurs O, 1, 2,.. . , 1%. Cette éyiiation, 1.e- 
inarquable par sa symbtrie et par sa généralitk, nous coiitliiira h la 
dérnonstratiori de notre ttléor&ine. 

T,es quantités p, ont été définies dans le numéro précéderit comnie 
les déterminants des quatitités 

.Yo, 4 ,  2 ,  Sm-, ,  

Si, S27 53,...7 J'rn, 

S,. S,, S4,,. .? s>n-ti , 
, . . . . * . . . . . . . a  

$r12-1) S1n , Slnci  ,- . $2111-2- 

Or les quantités renfermbes dans ce tableau, eri y appliquant I'bqiia. 
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tioii (6), peuvent être représentées sous Ja forme sirivante : 

les sonitiies de ce tableau se rapportant à toutes les valeiirs de i et de k 
d c ~ ~ ~ i s  r jusciii'à n iricliisivernent. En faisant 

soiis cette forme, y, rentre dans la forriie des déterminants consi- 
derés dans la proposition II du  no 2 ,  les TL. y qi1antiti.s v. htant ici 
reinplac6es par les m.n2 qiiantités 

Xoils avons doric , d'après cette propositioii , 

;, /,; i f ,  kt; R U ; . . , ;  i ~ l - ~ j  " - 1 )  reprrsentant m systèmes quelcoriques 

des deux indices i ,  A, et la somoie se rapportant A tolites les com- S 
binaisons m B ln des n2 systèmes i ,  k. 

Voila le résultat :iiinoncé ail no 1 , résultat qiii petit être Pnonct. pas 
le théorérne siiivant : 

Thkorèrne. « Soit 



)) l'éqiiation du n"""" degré eri g qiii resiilte de l'élimination des n in-  
» connlaeb x,, .r ....., x,, entre les éqilatioris 

o=(n , , , - g ) .x . ,+a  ,,,. x, -t...+ a,,,x,, 

o = a , , , x ,  +-(a2,, - g ) x ,  + . . . t a  ,,,,. r,(, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O =  a,,.-27, -+a2,.x2 i-...+ (a,,. - g ) x , ;  

)) soit s, la sonime des puissances h""'""~1es racines de cette éqliatiori , 
), et p,, le déterminant des qilantités 

.. de sorte que p,, p,,. ... y, sont les quantités des sigrles desquelles tiC 

)) pend la réalité des racirics tie i'hqiiation r = O ;  soit, de plus, 

,, et fbrmoiis le tableau suivaii t : 

1 o .  . -  0 ;  O L . . .  0 , .  O o . . .  1 ; 

. . .  . .  (1" a'/ . . .  a "  : ( 1 "  a n  a'' , .; a "  a'' . . .  a" : 
4 , d  î , 4  II, 1 », 2 $ 0  2 , n  1 1 ,  11 i , ï  2 , 2  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

.. a'/n-l)... a (ta- 4,; f z  (ln-4 J - 1  >. a (lrl--ij (ln-,; a [m-I \ ... '111-i . . a ,... ; fL 
4 . 1  2 , 4  n, 4 1 , 2  2 , 2  I I ,  2 i , n  2 ,  n II, » 

)) tableau qui consiste en ïzZ colonnes verticales chacune de nL qiiaii- 
,) tités; combinons m à 178 ces rz2 colonnes verticales dc toutes les ina- 
1) niérespossibles, et poiir chaque coinhinaison renîerinaiit ina qi~antitrs 
1) fornioris le déterminant: qiie ces detern~inants soient dbsignés par M ,  

... .. M', M", ; cela posé, on aura 

p ,  = M2 t -t- 11"' +. , . . » 
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5. Faisons l'application de ce thbrème général au cas de n = 3 ,  
traité par M. Kummer. Posons, pour ce cas, 

a i , ,  = A, aa,~ B ,  as,$ = C ,  

n 2 , j = a 3 , 2 = D ,  n , , , = n , , , = E ,  a , , , = a , , ,  = F ,  

EI'oU l'on tire 

A i = a ' ; , , = A 2 + F 2 + E 2 ,  D , = a 1 ~ , , ~ = d ~ , 2 = ( H + C ) D + E F ,  
B, = a':, = F2 + B2 _t DZ, E, = a'; , 3  = au::, , = (A + Cj E + Dl?, 

C ,  =a",, ,  = E 3 +  DZ+C2.  Fi  =a1;,, = a';,, = (A + B ) F  +DE.  

0 1 1  aura donc, pour la quantité pz, le tableau 

r t  pour la quantité p, on formera le tableau 

1 0 0 ,  0 1 0 ,  0 0 1 ,  

A F  E, F B  LI, E D  C ,  
A I F I E , ,  Fi13,Dl ,  E i D , C i .  

De 1 A  ori conclut 

p 2 =  ( A - B ) 2 + ( R - C ) S - t - ( C - A j a + 6 D z  +GE2+ C F 2 ,  

cians le tableaii duquel on tire les carrks qui for~neiit la valeur de p:,; 
il est &vident qu'à chaque quantité de la troisieme ligne horizontale, on 
petit ajouter la quantité correspondarite cle la seconde ligne i~iultipliée 
par h ,  plus la qiiantité correspondarite de la première ligne miiltipliée 
par p., sans altérer eri aucune facon la valeur des déterminants qii'on 
en fornie. En posant 

) , = A + B + C ; ,  p = B C + A C + A R - D ? - E ; ' - F ' i  

on trouvera que la troisième ligne horizontale d u  tahleaii se charige eri 



66 JQUKNAI, DE MA'CH~~MATIQUES 

De la ori tire la valeur suivante de p, : 

M, = EF' - FE', M, = FD' -DPf, M, = DE' - EI)', 

Ni = CD' - DC' - (RD' - DB') , Pi = CE' - EC' - (BE' - EB'), 

QI = CF' - FC' - (BF' - FH'), 

N, = AD' - DA' - (CD' - D G ) ,  P, = AE' - EA' - (CE' - EC') , 
Q, = AF' - FA' - (CF' - FC'), 

N, = BD' - DB' - (AD' - DA'), P, = RE' - EB' - (AE' - KA') ,  
Q3 - RF' - FB' - (AF' - FA'), 

R = RC' - CR' + C.4' - AC' + AB' - BA1. 

En se rappelaut les équations identi yues conniies, 

on proiive aisément que 

or1 aura donc 

2 ( N ~ + P T ! + N ~ ) = 3 M S - +  (N, - NJ2, 

2 (Pi + Pi  + P3) = 3 M i  + (P i  - Pz)- ,  
2 (Q? t- Q; + Qi) = 3M; + (Qa - QI):, 

e t ,  après cette rkdixction , la valeur de p, prendra la forme siiivante ; 

rbsiiltat qui eoinçide exacteineiit avec celui de M. Kummer, repré- 
seiité soiis la forrne que liii a donnke M. Jacobi dans le Giornnle Ar- 
cnu'ico. 

II est bon de reinarquer qiie la valeur de p, n'est pas nkcessaire 



pour reconnaître la rPalitk des trois racines; car, d'après le corol- 
laire I dii théorème énoiici- dans le no 2 ,  dans iine équation di1 troi- 
si@ine degré, dans laqrielle. la qiiantité y, est positive, la qiiantitG f i ,  

doit l ' t h  tigalenietit. 
I)'apri?s le tlléoi-ènie général qiie noiis avoris dérnontré dans le riu- 

i nho  pr6céclent, il n'? a aiiciirie tlifficiiltk de faire pour n = 4 et polir 
les valeurs plus élevées de n kgaleinent, le calciil des carrés dont la 
soinirie forrne les quiritités y,: y,,. . . ?  p,?. Ainsi, pour le cas de n = 4 . 
les quantités p,, y,? p, sont respectivenient reprkseritées par une solnrrit: 
(te r a ,  de 55 et de I 35 carrés. Par des consitlkratioiis analogues à celles 
qui, p011r le cas de n = 3 ,  orit. réduit de I :3 A 7 le nombre cles carrés 
fortiiarit la valeiir de y , ,  ori parvient bgalenient A rabaisser ces 
iioiribres i a .  55 et r 35. Je n'entrerai pas dans ces clét,ails, et je me 
conteiiterai d'avoir itieliqiik, polir toiis les cas, les opératioiis riéces- 
saires ail calciil des carrés qui forinent les valeiirs (les qiiaritités y,, 

/ ' 3 - . . . ,  pl,. 


