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Rationale Singularit~iten komplexer Flfichen 
EGBERT BRIESKORN (Bonn) 

Einleittmg 

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist der folgende Satz: Es gibt nur 
einen nicht regul/iren, zweidimensionalen analytischen lokalen Ring, der 
faktoriell ist. Dieser faktorielle lokale Ring ist der lokale Ring des singu- 
I/iren Punktes des Quotientenraumes, der aus der komplexen Ebene durch 
die Aktion der bin/iren Ikosaedergruppe entsteht. Nach KLEIN ist dies 
der lokale Ring t l? .{x ,y ,z} / (x  2 +y3 +zS). DaB dieser lokale Ring faktoriell 
ist, wurde von MUMFORD in seiner Arbeit fiber die Topologie normaler 
Singularit/iten atgebraischer F1/ichen bewiesen. Die Ergebnisse der Arbeit 
yon MUMFORD benutze ich auch, um in w 3 die Einzigkeit dieses fakto- 
riellen Ringes zu zeigen. AuBerdem brauche ich dazu die Ergebnisse yon 
ART~N fiber rationale Singularit/iten, die in w 1 referiert werden. 

Die Bedeutung der rationalen Singularit~iten in diesem Zusammen- 
hang ergibt sich daraus, dab sie gerade die zweidimensionalen normalen 
Singularit/iten mit einem fasffaktoriellen lokalen Ring sind. f2ber fast- 
faktorielle und faktorielle lokale Ringe gibt es eine Reihe neuerer Unter- 
suchungen, fiir fastfaktorielle Ringe z. B. die Arbeiten von KOESTNER und 
STORCH [20] und [29], fiJr faktorielle lokale Ringe mehrere Arbeiten von 
SAMUEL, Z.B. [24], und SCHFAA [25, 26]. Dort findet man auch schon 
Spezialf/ille des Satzes fiber die Einzigkeit der Ikosaedersingularit~it. 

Die Ikosaedersingularit/it geh6rt zu einer speziellen Klasse von Sin- 
gularit~ten, n/imlich zu den Singularit/iten von Quotientenr~iumen, die 
aus einer zweidimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit durch die Ope- 
ration einer eigentlich diskontinuierlichen Gruppe entstehen. Diese Sin- 
gularit/iten habe ich in w 2 unter Benutzung von Ergebnissen von HIRZE- 
BRUCH, MUMFORD, und PRILL vollst/indig klassifiziert. Die Klassifikation 
ist nach den allgemeinen Resultaten yon PRILL fiber Quotienten kom- 
plexer Riiume [22] nur noch eine Etiide. Trotzdem ist sie auch abgesehen 
von ihrer Bedeutung fiir den Beweis des Hauptsatzes aus mehreren Griin- 
den interessant: Erstens stellt sie eine systematische Zusammenfassung 
der Ergebnisse zahlreicher Untersuchungen yon GODEAUX fiber Quotien- 
tensinguladtiiten dar, zweitens wird der Zusammenhang zwischen der 
analytischen Struktur dieser Singularit/iten und ihrer mehrfach unter- 
suchten topologischen Struktur gekl/irt, und drittens ergibt sich aus der 
Klassifikation unmittelbar, dab die Singularit/iten der Quotientenr/iume 
von 2-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeiten starr sind. Einen 
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Spezialfall dieses Ergebnisses, die Starrheit der rationalen Doppelpunkte, 
hatte ich schon in [4] aus einem Satz von KmBY abgeleitet, und die Starr- 
heir gewisser anderer rationaler Singularit/iten hat vor kurzem TJURINA 
mit den Methoden yon GRAUERT und HIRONAKA bewiesen. 

MICHAEL ARTIN und DAVID MUMFORD danke ich herzlich f~r die Diskussionen, 
aus denen diese Arbeit hervorgegangen ist. 

w 1. Rationale Singularit~iten 

1.1. Dieser Abschnitt ist eine Zusammenstellung einiger Resultate von 
ARTIN fiber rationale Singularit~iten (vgl. [1, 2]). (X, x) sei eine 2-dimen- 
sionale normale Singularit~it, d.h. (X,x) sei der Keim eines 2-dimensiona- 
len reduzierten komplexen Raumes und der lokale Ring Cx, x im Punktex 
normal. (Die irn folgenden verwendete Terminologie bez. der Keime (X,x) 
ist hoffentlich ohne weitere Erl/iuterungen verst~indlich und bei Bedarf 
pr/izisierbar; vgl. auch [13]). 

Definition. (X,x) ist eine rationale Singularitdt, wenn fiir eine Auf- 
10sung f :  X ' ~  X das erste direkte Bild R l f .  t9 x, der Strukturgabe Cx, von 
X' in x verschwindet. 

Ein Kriterium fiir die Rationalit/it von (X,x) erh/ilt man wie folgt. 
f :  X ' ~ X  sei eine Aufl/Ssung der Singularit/iten. Die Kurven C1, ..., Ck 
seien die irreduziblen Komponenten vonf - l (x ) .  Ein Zykel Z = r  1 C1 + ". 
+rkC k heit3t positiv, wean nicht alle r~ verschwinden und r~>0 fiir 
i=1,  .. . ,  k. Die durch diese Definition teilweise geordnete Menge der- 
jenigen positiven ZykelnZ,  fiJr deren Schnittzahlen Z - C ~ < 0  ffir 
i =  1, ..., k gilt, enth/ilt ein rninimales Element Z o . 

Definition. Zo heiBt der Fundamentalzykel der Aufl6sung f der Sin- 
gularit/it (X,x). 

Fiir einen Zykel Z wird das virtuelle Geschlecht p (Z) wie iiblich durch 
die folgende Formel definiert, in der K der kanonische Divisor von X' ist, 

p(Z) =�89 (Z. Z + K .  Z)+  1. 

Nun sei f eine beliebige fest gew/ihlte Aufl6sung von (X,x) und Z 0 der 
Fundamentalzykel. Dann gilt ([2] Prop. 1, Theorem 3, Corollary 6) 

Satz 1.1 (ARTIN). Die f olgenden Aussagen sind dquivalent : 

i) (X, x) ist rational 
ii) p (Z) < 0 fi~r jeden positiven Zykel Z. 

iii) p(Zo)=O fi~r den Fundamentalzykel Z o. 

Satz 1.2 (ARxnq). ( X,x) sei eine rationale Singularitdt, r x,,, ihr lokaler 
Ring, m dessen maximales Ideal Dann gilt fi~r die Multiplizitiit e(r 
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bzw. die Einbettungsdimension ebdim(dTx,x)=dime,,, x/,- m/m2 

e(Ox, x)= - Z o -  Zo, 

ebdim (~x. x) = - Zo- Zo + 1. 

Aus Satz 1.1 ergibt sich trivial 

Lemrna 1.3. Fiir das exzeptionelle Kurvensystem { Ci} einer Auflrsung 
einer rationalen Singularitiit gilt: 

i) Alle C~ sind singularitdtenfrei und rational. 

ii) C i ~ C j c~ Ck = O fi~r paarweise ver schiedene i, L k. 

iii) C~- C j = 0  oder Ci" C j = l  fiir ioej. 

iv) {6/} ist zyklenfrei. 

Wegen (iii) kann man die negativ definite Schnittmatrix (Ci. C~) in 
einfacher Weise durch einen bewerteten Graphen beschreiben, dessen 
Punkte den C~ entsprechen und mit + C~ �9 Ci bewertet werden und dessen 
Kanten Punktepaare {C~, Cj} mit G "  Cj = 1 verbinden. Wegen (iv) ist 
dieser Graph ein Baum. Auf diese Weise ergeben sich beispielsweise we- 
gen Satz 1.2 ffir die minimalen Aufl6sungen der rationalen Doppelpunkte 
als bewertete Graphen - bis auf das Vorzeichen der Bewertung - gerade 
die Dynkinschemata derjenigen einfachen Lieschen Algebren, deren Wur- 
zeln gleiche L~inge haben. Die zu e = 3 geh6rigen bewerteten Graphen hat 
ARTIN in [2] aufgez/ihlt. 

Definition. Eine reguliire Aufl6sung ist eine Aufl6sung einer 2-dimen- 
sionalen Singularit~it mit den Eigenschaften yon Lemma 1.3. 

1.2. Dieser Abschnitt handelt yon dem Zusammenhang zwischen ra- 
tionalen Singularit/iten und fasffaktoriellen lokalen Ringen. 

Definition. R sei ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins- 
element. 

R heil3tfaktoriell, wenn jedes von Null verschiedene Element von B, 
das keine Einheit ist, ein Produkt yon Primelementen ist. R heil3tfast- 

faktoriell, wenn fiir jedes yon Null verschiedene Element x yon R, das 
keine Einheit ist, eine Potenz x" ein Produkt yon Primiirelementen ist. 

Es gilt 

Satz 1.4. R sei ein Krullring, C(R) seine Divisorenklassengruppe. Dann 
gilt 

i) R ist faktoriell genau, wenn C(R)=0.  

ii) R ist fastfaktoriell genau, wenn C(R) Torsionsgruppe ist. 

Aussage (i) ist wohlbekannt (s. z.B. [3] w 3). 

Aussage (ii) wird in [29] w 1, Satz 1 bewiesen. 
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Nun sei R der lokale Ring einer 2-dimensionalen normalen Singulari- 
tat (X, x), fernerf :  X ' -*  X eine Aufl6sung der Singularitfiten, C = f - 1 ( x )  
und C 1 . . . .  , Ck die irreduziblen Komponenten von C. Die Aufl6sung sei 
so gew~thlt, dab die Ci singularit~itenfrei sind und sich transversal schnei- 
den. Aus der fiblichen kurzen exakten Sequenz 

0 ---+ Z * -~ O x,-~ O x, -~ O 

und der entsprechenden langen exakten Sequenz der Bildgarben dedu- 
ziert MUMFORD eine exakte Sequenz 

(1) O ~ H l ( C ,  2 ~ ) ~ ( R l f ,  Ox , )x -~(Rl f , r  H2(C, 2~) --> 0. 

Ferner gibt es eine kanonische Surjektion. 

(2) (Rt f , d)~,)~ ~ C(Ox, x) ~ O, 

deren Kern aus der Gruppe der Zykeln ~n~Ci besteht. Es sei M der 
Rand einer ,,guten" Umgebung von x. (Eine solche Umgebung kann 
z.B. wie bei MUMFORD konstruiert werden oder bez. einer lokalen Ein- 
bettung von (X,x) als Schnitt von X mit einer kleinen Kugel um x.) Es 
sei H~(M, 7l')o die Torsionsgruppe von Hi(M,  Z). Dann erh/ilt MUMFORD 
aus (1) und (2) eine exakte Sequenz. 

(3) 0 ~ H~(C, 2~) ~ ( R l f ,  (gx,)x ~ C(Ox, ~) ~ H~(M, Z)o ~ O. 

Aus (3) und 1.4 (ii) folgert man leicht (vgl. STORCH [29] w 6, Satz 1). 

Satz 1.5. Eine zweidimensionale normale Singularitiit (X, x) ist rational 
genau, wenn Ox,xfastfaktoriell ist. 

Wegen Lemma 1.3 ist im Falle von rationalen Singularitaten zur 
Berechnung von Hx(M,2g ) ein leicht zu beweisendes Korollar von 
HIRZEBRtSCH in [16] p. 04 anwendbar, und man erh~ilt fiir rationales (X,x) 

C(Ox, ~)'~H~(M, 2~), 

ordnung C(Ox, x) = [det(Ci �9 Cj)[. 

Korollar 1.6. Ein 2-dimensionaler analytischer lokaler Ring ~x,x ist 
faktoriellgenau, wenn (X,x) rational ist und det(C~ �9 Cj) = __+ 1. 

Bemerkung. Die Aussagen yon 1.5 und 1.6 gelten vermutlich far  
andere als analytische lokale Ringe. Zum Beweis entsprechender Ver- 
allgerneinerungen mfiBte man allerdings die transzendenten Methoden 
durch andere ersetzen. Vgl. Zusatz bei der Korrektur. 
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1.3. Der folgende Satz fiber rationale Singularit/iten und Oberlage- 
rungen kann wegen Satz 1.5 aus einem entsprechenden Satz von STORCn 
fiber fastfaktorielle lokale Ringe gefolgert werden. ([29], w 3, Satz 2). Ich 
gebe trotzdem einen anderen Beweis an, weil dieser direkt auf die Defini- 
tion der rationalen Singularit~iten zurfickgeht, nicht die im Beweis von 
Satz 1.5 beniitzten transzendenten Methoden involviert, und fiber den 
analytischen Fall hinaus verallgemeinert werden kann. Dieser Beweis 
wurde mir yon MUMFORD mitgeteilt. 

Satz 1.7. (X, x) und ( Y,y) seien normale 2-dimensionale Singularitiiten, 
u: (X,x)--*(Y,y) eine Oberlagerung und (X,x) rational Dann ist (Y,y) 
rational 

Beweis. Ohne Beschr/inkung der Allgemeinheit werde vorausgesetzt, 
dal3 X bzw. Y hSchstens in x bzw. y Singularit~iten haben. 

g: Y ' ~  Y sei eine Aufl6sung der Singularit/iten yon Y. m =g-~o u ist 
meromorph, Gm sei der Graph, p ' :  G m --* X und p" :  Gm ~ Y' die Projek- 
tionen, n: X'--* Gm sei eine Auflfsung der Singularit/iten von Gin. Mit 
v =p'  o n u n d f = p "  o n sowie h = g f  hat man ein kommutatives Diagramm 

X,.._.A__, y ,  

Man hat (EGA III 12.2.4 oder Tohuku) zwei spektrale Sequenzen 

i) Eg'=RPg,(Rqf,~x,) ~ R'h,  Ox,, 
ii) E'2P~=RPu,(Rev, Ox ,) =*" R" h,~x. .  

Weft (X,x) eine rationale Singularit~t und v: X' ~ X  eine AuflSsung 
der Singularit~iten yon Xist, ist R q v, ~)X ,=0  ffir q > 0 und R o v, ~x, = 0x. 
Weft u diskret und eigentlich ist, ist R p u,  F = 0  far p>0 und jede ko- 
h/irente Garbe F. Also ist E lPq=0 ffir (p, q) Je (0, 0) und E ~ ~ 1 7 6  ~)x. 
Also ist R ~ h,  Ox.=O ffir k>0 .  Weft f u n d  g hSchstens 1-dimensionale 
Fasern haben, ist E f  q =0 ffir p >  1 oder q>  1. Also ist _Rlg,( f ,  ~x.)= 
E i , O  1 o =E~'  =0  wegen Rih ,  ~x, =0. Dann ist aber auch, wie zu zeigen, 
R~g. 0r, =0, weil tP r, ein direkter Summand yon f .  0x, ist. Beweis ffir 
letzteres: X' a ~y,, b ,y,  sei die Steinfaktorisierung von f .  Y" ist 
normal, a zusammenh~ingend, b eine t~berlagerung. Es ist f .  tPx,= 
b, a. ~x, = b ,  Or,,. Man hat eine natfirliche Injektion i: 19 r, ~ b .  Or,., 
aul3erdem aber die Spurabbildung t: b.  ~) r . ,~0r , .  Es ist t o i = c .  Id 
(c=Oberlagerungsgrad), und daher t9 r, direkter Summand. (Definition 

- -  C von t: fiir y in Y', fiber denen b nicht verzweigt ist, ist (b, r  
und t ( f l , - . . , f ~ ) = f l + ' " + f ~ .  In die Verzweigungsmenge wird stetig 
fortgesetzt.) 
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w 2. Singularit~iten von Quotientenriiumen 

2.1. Dieser Abschnitt ist eine Zusammenstellung der im folgenden 
benutzten Resultate von CARTAN und P~LL fiber Quotienten komplexer 
R~iume (vgl. [7, 22]). X sei ein normaler komplexer Raum, G eine 
eigentlich diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen yon X. Der 
topologische Quotientenraum X/G wird wie folgt mit einer Struktur- 
garbe yon Funktionskeimen ~x/a versehen: Es sei p: X ~ X / G  die Rest- 
klassenabbildung. Dann ist fiir jede offene Menge U von X/G 

~x/a(V) = { f l f  o P e Ox(p- I(U))} �9 

Satz 2.1 (CARTAN). i) (X/G, ~)x/G) ist ein normaler komplexer Raum. 
ii) Die Abbildung X ~ X / G  ist holomorph, surjektiv, diskret und fiir 

endliches G eigentlich und damit eine analytisch verzweigte ~]berlagerung. 

Definition. Eine Quotientensingularitiit ist eine Singularit~it, die iso- 
morph ist zu einer Singularit~t eines Quotienten X/G einer komplexen 
Mannigfaltigkeit X nach einer eigentlich diskontinuierlichen Gruppe G. 

Die folgende Aussage fiber Quotientensingularitfiten ist wohlbekannt 
(CARTAN [7], p. 97). 

Lemma 2.2. Jede Quotientensingularitiit ist isomorph zu einer Sin- 
gularitiit (~E"/G,O), wo G eine endliche Untergruppe yon GL(n, tE) ist, 
und 0 der dem Ursprung yon ff~" entsprechende Punkt. 

Beweis. Die Singularitfit yon X/G in dem 0~X entsprechenden Punkt 
ist isomorph zur entsprechenden Singularit~t yon X/G o, wo Go die 
(endliche) Isotropiegruppe von 0 ist. Es seien (zl, ..., z,) komplexe Ko- 
ordinaten in einer Umgebung von 0=(0, ..., 0). Man ffihre in einer 
geeigneten Umgebung von 0 neue Koordinaten z' ein durch 

z'= ~ g'-X gz ,  
gEGo 

wo g' =(Og/~z)o ist. Dann operiert Go beziiglich dieser neuen Koordi- 
naten linear. 

PRILL hat in [22] die Quotientensingularit~ten (•"/G,O) vollst/indig 
klassifiziert: 

Definition. Eine Untergruppe G yon GL(n,~) heiBt klein, genau 
wenn kein g~G die Zahl 1 als Eigenwert der Multiplizit/it n - 1  hat. 

Satz 2.3 (PRILL). i) Jede Quotientensingularitiit ist isomorph zu einer 
Singularitiit (~"/G,O), wo G eine endliche kleine Untergruppe yon GL(n, ~) 
ist. 

ii) G und G' seien kleine Untergruppen von GL(n, ~). Dann sind die 
Singularitiiten (~"/G,O) und (C"/G', O) isomorph genau, wenn G und G' 
konjugiert sind. 
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Man vergleiche hierzu auch die Arbeit yon GOTTSCHLING [11]. Ist 
GcGL(n,G) eine beliebige endliche Gruppe, H die normale Unter- 
gruppe, die von den Elementen mit 1 als Eigenwert der Multiplizit/it 
n - 1  erzeugt wird, so ist ~2"/H singularit/itenfrei und die ,,reduzierte" 
Gruppe G=G/H operiert/iquivalent zu einer kleinen Gruppe auf G"/H. 

2.2. Der in dieser Arbeit geffihrte Beweis ffir die Einzigkeit der 
Ikosaedersingularit/it ist ein transzendenter Beweis, denn er benutzt die 
Topologie der Singularit/it, genauer: die lokale Fundamentalgruppe. 
In diesem Abschnitt werden einige bekannte diesbeztigliche Resultate 
zusammengestellt. 

X sei ein komplexer Raurn, x ~ X  und X irreduzibel in x. Eine Um- 
gebung U yon x in X heil3t nach PRILL eine gute Umgebung, wenn es eine 
Umgebungsbasis {Us} yon x gibt, so dab jedes U i - x  Deformations- 
retrakt von U - x  ist. Ftir alle guten Umgebungen U hat U - x  den 
gleichen Homotopietyp, und daher kann man insbesondere die lokale 
Fundamentalgruppe nx,x von X in x durch h i ( U - x )  definieren. Um 
die Definition auch formal unabh~ingig von U zu machen, kann man 
definieren 

~x, ~=lim ~dU-x) ,  

wobei U das System der Umgebungen yon x durchl/iuft oder, was auf 
dasselbe hinausl/iuft, das cofinale Teilsystem der guten Umgebungen. 
Dabei ist die obige Definition wie in [14], Expos6 XIII und Commen- 
taires /t l'Expos6 XIII zu interpretieren. 

Die fundamentale Tatsache fiir 2-dimensionale Singularit/iten ist das 
folgende Resultat von MUMFORD. 

Satz 2.4 (MUMFORD). (X,x) sei eine 2-dimensionale normale Singu- 
laritat und 7rx,x= 1. Dann ist 8x,~ regular. 

Korollar2.5 (MUMFORD). (X,x) sei eine 2-dimensionale normale 
Singularitiit und X in x eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist X 
in x nicht singular, 

Bemerkung. Aus den Beispielen, die ich in [5] beschrieben habe, 
geht hervor, dab es keine diesem Korollar entsprechende Aussage fiir 
h6here Dimensionen gibt. Daher lassen sich einige der folgenden Argu- 
mente fiir 2-dimensionale Singularit~iten nicht auf h6here Dimensionen 
fibertragen. 

Lemma 2.6. f :  (X,x) ~ (  Y,y) sei eine Uberlagerung normaler Singu- 
laritdten und nx, ~ endlich. Dann ist auch nr, r endlich. 

Beweis. Ohne Beschr/inkung der Allgemeinheit sei f - l ( y ) = x .  Es sei 
V1 eine gute Umgebung von y, U1 eine gute Umgebung von x mit 



Rationale Singutaritgten komplexer Fliichen 343 

f (U1)= V1, ferner Vz eine gute Umgebung von y mit V 2 ~ V1 und 
f - I ( V 2 ) = U  1 und schliel31ich sei Ua =f- l (V2) .  Es sei Vi-= Vi - {y}  und 
U~-=Ui-{x} .  Es sei V~--*V1- die universelle l~lberla&erung von Vx- 
und U 1--* U1- die universelle f0berlagerung von U1-. U1 und ~'l sind 
in kanonischer Weise mit einer komplexen Struktur versehen, so dal3 
die 1Jberlagerungsabbildungen lokal biholomorph sind. Daher sind auch 
die gefaserten Produkte 

U2=U; • U~ und I~2=V2- xvl- I~, und ~ = U i x w  17, 

reduzierte normale komplexe R~iume. Well F'a ~ VF eine unverzweigte 
topologische Oberlagerung ist, ist auch 0 1 -~ 0 1 eine unverzweigte topo- 
logische Oberlagerung und hat daher wegen des einfachen Zusammen- 
hangs yon 0 1 einen Schnitt. Dann hat auch 0 2 ~ 0 2 einen Schnitt, 
und dieser ist eine holomorphe Abbildung s: 0z ~ U2. Durch Kom- 
position yon s mit 0 2 ~ 92 erh~lt man ein kommutatives Diagramm 
yon holomorphen Abbildungen. 

U;-~Vf .  

Behauptung: 0 2 -~ 92 ist surjektiv. Beweis: Die Abbildung ist eigent- 
lich, diskret, holomorph, das Bild also eine (abgeschlossene) ana]ytische 
Teilmenge yon ~'2 mit der gleichen Dimension wie 92, also eine Zu- 
sammenhangskomponente yon 92. Abet 92 ist zusammenh~ingend, weil 
Vt zusammenhfingend ist und die Inklusion von guten Umgebungen 
V2- -~ V~- einen Isomorphismus der Fundamenta]gruppen induziert. 

Es sei O~(f) die Ordnung yon f in x und O(xx,~) bzw. O(xv.y) die 
Ordnung der lokalenFundamentalgruppen. Dann folgt wegen der Sur- 
jektivit~it von 0 2 -+ V 2 aus obigem Diagramm 

O 0Zy, y) =< Ox ( f )  0 (Ux, ~), 

und damit ist die Endlichkeit von rq.y bewiesen. 
()(,pc) sei eine 2-dirnensionale normale Singularit~it, mit einer regu- 

1/iren Aufl6sung mit exzeptionellem Kurvensystem C~, ..., Ck. ES sei 
s~i=C i �9 Cj. Dann kann man rex, ~ allein aus der Schnittmatrix (sij) 
berechnen, denn es gilt (vgl. MUMFORD [21], p. 12; HIRZEaRUCH [16]). 

Lemma 2.7. Unter den obigen Voraussetzungen wird rex, ~ yon k Ele- 
menten el, ..., ek mit den folgenden Relationen erzeugt: 

e p s l j  - -  #?Si] 

eSt " eS2~2.., e~ 'k-- 1. 
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2.3. Aus Lemma 2.6 folgt insbesondere, dab eine Singularit~it, die 
eine singulafit/itenfreie 1Dberlagerung gestattet, eine endliche lokale Fun- 
damentalgruppe hat. Die Umkehrung hiervon stimmt im allgemeinen 
nicht (vgt. jedoch PRILL [22], Proposition 5). Ftir 2-dimensionale Sin- 
gularitaten hingegen gilt (vgI. PRILL [22], Theorem 3). 

Satz 2.8. (Y,y) sei eine 2-dimensionale normale Singularitiit. Dann sind 
die f olgenden Aussagen dquivalent 

i) ( Y,y) ist eine Quotientensingularitiit. 

ii) Es existiert eine (_]berlagerung (X,x)-~( Y,y) mit reguldrem Cx,x. 

iii) rCr.y ist endlich. 

Beweis. (i) impliziert (ii) wegen Satz 2.1 und (ii) impfiziert (iii) wegen 
Lemma 2.6. Zu zeigen ist, dab (iii) die Aussage (i) impliziert. Es sei V 
eine hinreichend kleine gute Umgebung von y in Y, V'= V-{y}  und 
U ' ~  V' die universelle Oberlagerung, die wegen der Endlichkeit yon 
rCr, r endlichbl/ittrig ist. Diese l~berlagerung kann man (z.B. nach Fox 
[9]) durch Hinzuftigen eines Punktes x in eindeutiger Weise zu einer 
verzweigten topologischen Abbildung U ~ V fortsetzen. Nach dem fun- 
damentalen Resultat der Arbeit von GRAUERT und REMMERT fiber kom- 
plexe R/iume [12] kann man U so mit einer normalen komplexen Struk- 
tur versehen, dab U ~  V eine analytisch verzweigte Clberlagerung ist. 
Aus dem einfachen Zusammenhang yon U' folgt nv,~ = 1, und daher ist 
~v,x wegen Satz 2.4 von MUMFORD regul/ir, nr, r operiert durch Deck- 
transformafionen holomorph auf U' und auch auf U mit Fixpunkt x 
und Quotient U/~r,r= V. Also ist (V,y) eine Quotientensingulafit/it. 

2.4. a) Der Satz 2.3 yon PRILL ffihrt die Klassifikation der in Satz 2.8 
beschdebenen Quotientensingularit/iten auf die Aufz/ihlung der Kon- 
jugationsklassen kleiner Untergruppen von GL(2, ff2) zuriick. Um weitere 
Informationen fiber die Quotientensingularit/iten zu erhalten, kann man 
z.B. ihre lokalen Ringe mittels Invariantentheorie berechnen. Dies ist 
ffir die Untergruppen von SL(2,112) z.B. von KLEIN [19], Kap. II, w 9 -  13 
und DuVAL [22], p. 94-- 112 durchgeffihrt worden. Line andere Methode 
besteht dadn, die Quotientensingularit/iten aufzul6sen. Aus der Auf- 
16sung erh/ilt man nach den Sitzen 1.2 und 1.7 Multiplizit/it und Ein- 
bettungsdimension des lokalen Ringes. Es zeigt sich, dab die Quotienten- 
singularit/iten auch dutch die Schnittmatrix ihrer Auf16sung klassifiziert 
werden. Dieser Abschnitt handelt vom Zusammenhang zwisehen den 
erw/ihnten zwei Klassifikationen. 

b) Die Schnittmatrix kann dutch den entsprechenden bewerteten 
Baum beschrieben werden. Es wird sich herausstellen, dab fiir die 
Quotientensingularit/iten die Bfiume alle streckenf6rmig oder stern- 
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f6rmig mit drei Zweigen sind. Derartige bewertete B/iume kSnnen fol- 
gendermaBen beschrieben werden. 

Definition. Es seien n und q teilerfremde ganze Zahlen mit 0 < q< n. 
Dann sei (n,q) der bewertete Baum 

- b t  --b2 -b3  - b , - t  - b ,  
�9 , -  e -_ . . .  e 

wobei die b i diejenigen ganzen Zahlen sind, die durch die folgenden 
Beziehungen eindeutig charakterisiert sind: 

bi>2 fiir i = l , . . . , r  

n 

q 1 
b2 ba 

(4) "'. 
1 

1 
b r - - 1  - - - -  b, 

Nach [231, p. 61 sind (n,q) und (n', q') der gleiche bewertete Baum 
genau wenn n=n' und q=q" oder q q ' - l (n ) .  

Definition. (b; nl, ql;//2, q2; n3, qa) sei der bewertete Baum 

- b ,  l, - b2  t - b l  - b  - b  2 -b~  - b ,  2 

-5,3 

wo die b, b~k ganze Zahlen mit b, b~>2 sind und die ganzen Zahlen n~, 
qi mit (nt, q~)=l und 0<q~<n~ durch die folgenden Kettenbriiche 

ni i 1 
- - = b  1 qi 

gegeben sind. 

1 

1 

bi 1 1 
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c) Es ist klar, dab man die Untergruppen von GL=GL(2,11;) fol- 
gendermagen beschreiben kann: SL ~ GL sei die spezielle lineare Gruppe, 
Z L c G L  das Zentrum u n d ~ :  Z L x S L - - . G L  die Multiplikation. H 1 
bzw. //2 seien Untergruppen yon ZL bzw. SL und N~ normale Unter- 
gruppen yon Hi, ffir welche H1/N 1 und H2/N2 isomorph sind; ~0: H2/N a 
H~/N 1 sei ein Isomorphismus. Es bezeichne h i die Restklasse von h i in 
Hi/N ~ und 

H1 x~H2={(hl,h2)~Hz xH2 ]t/1 =q~(h2)} 

das gefaserte Produkt. SchlieBlich sei 

(n~,  N~;/~2, N~)~ = ~, (r/~ • ~ H g .  

Jede endliche Untergruppe von GL is.t vonder  Form (H1, N1 ; H2, N2),, 
und es ist nicht schwierig, festzusteIlen, wovon die Konjugationsklasse 
yon (H 1, N1 ; / /2 ,  N2), abh/ingt. Tats/ichlich stellt sich heraus, dab sie 
in fast allen F/illen nicht von ~0 abh/ingt. In diesen F/illen wird daher 
das ~0 fortgelassen, und (H 1, N 1 ; H2, N2) bezeichnet einen lest gew/ihl- 
ten Repr/isentanten der entsprechenden Konjugationsklasse. 

Der einzige Fall, in dem cp eine RoUe spielt, ist der, wo H~ und H 2 
zyklisch sind. In diesem Fall ist aber die folgende Beschreibung der 
Gruppe zweckm/iBiger. Man sieht leicht, dab jede nicht triviale kleine 
Gruppe (H1, N1;H2, N2),~ mit zyklischen Hi konjugiert zu einer der 
wie folgt definierten zyklischen Gruppen C,,q ist: 

0 

C.,~ und C . , r  sind nattirlich konjugiert genau wenn n'=n und q=q' 
oder q q ' -  l(n). 

Die Gruppen H~ werden folgendermagen bezeichnet: Es ist 

Z k die zyklische Gruppe der Ordnung k in ZL, 

C k die zyklische Gruppe der Ordnung k in SL, 

D k die bin/ire Diedergruppe der Ordnung 4k, 

T die bin/ire Tetraedergruppe, 

O die bin/ire Oktaedergruppe, 

I die bin/ire Ikosaedergruppe. 

Die Untergruppen yon SL in dieser Liste sind nattirlich nur bis auf 
Konjugation bestimmt. Es sei jeweils ein Repr/isentant fest gew/ihlt, 
und zwar so, dab man normale Untergruppen: C2.-~ D. und D 2-~ T hat. 
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d) Nach diesen Vorbereitungen k6nnen die 2-dimensionalen Quo- 
tientensingularit~iten bis auf analytische Isomorphie folgendermaBen 
klassifiziert werden, wobei jeweils die regul~ire Singularit~it bzw. die 
triviale Gruppe bzw. der leere Graph fortgelassen werden. 

Satz2.9.  (i) Die 2-dimensionalen Quotientensingularitiiten werden 
klassifiziert dutch die Konjugationsklassen kleiner Untergruppen yon 
GL(2,1U). Jede kleine Untergruppe yon GL(2,~)  ist konjugiert zu einer 
der f olgenden Gruppen: 

C.,q 0 < q < n ,  

(Z2m , Z 2,.; D., D.) 

(Z4m , Z 2,. ; D,, C 2.) 

(ZE , ,  Z2 m ; T, T) 

(Z6 m, Z2 .  ; T, D2) 

(Z2m, Z2,n; O, O) 

(Z2m, Z2,.; I, I) 

(n, q) = 1 

(m ,2 )= l ,  ( m , n ) = l  

(m, 2) = 2, (m, n) = 1 

(m, 6) = 1 

(m, 6) = 3 

(m,6)= 1 

(m, 30) = 1. 

ii) C.,q und C,,,q, sind konjugiert genau wenn n =n' und q =q' oder 
q q ' - l ( n ) .  Die i~brigen Gruppen sindpaarweise nicht konjugiert. 

Beweis. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus dem Satz 2.3 
von PRILL, der Definition der kleinen Gruppen und der wohlbekannten 
Klassifikation der endlichen Untergruppen yon GL(2,~)  (vgl. z.B. 
[8] p. 57). 

Satz 2.10. i) Die 2-dimensionalen Quotientensingularitiiten sind genau 
diejenigen 2-dimensionalen normalen Singularitaten, die eine reguliire 
Aufl6sung mit einem der folgenden bewerteten Graphen haben: (n,q) 
mit 0 < q < n  und (n,q) =1, (b;  n~, ql ; n2, q2; n3, q3) mit b>2, 0 < q i < n  i 
und (n i, q i )= l ,  wobei (n~, n z , n3) eines der platon/schen Tripel (2, 2, n), 
(2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5)/st. 

ii) Diese bewerteten Graphen der minimalen AuflOsung klassifizieren 
die Quotientensingularitiiten bis auf analyt/sche Isomorphie. 

Beweis. Satz 2.10 ist eine unmittelbare Konsequenz von Lemma 2.7 
und Satz 2.8 und dem folgenden Satz. 

Satz 2.11. Die folgende Tabelle enthgilt in der 1. Spalte die kleinen 
Untergruppen G yon GL(2, ~), in der 2. Spalte den bewerteten Graphen I'~ 
der minimalen Aufl6sung der Quotientensingularitgt (C2/G,0), in der 
3. Spalte die Multiplizita't e~ des lokalen Ringes Oc2/G, o und in der 4. Spalte 
die Divisorenklassengruppen De = GIG' yon ~ ~/~, o . 

25a Inventiones math. ,  Vol. 4 
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G I" G e G D6 

Cn, q (n ,q )  0<q<n,  (n,q)=l 2+Z7(bi--2) Z n 

(Z2m, Z2m;Dn, D n) ( b ;2 ,1 ;2 ,1 ;n ,q )  m=(b--1) n--q, 2+27(bi--2) Z2mXZ 2 
2~/m 2In 

(Z4m, Z2m ; Dn, C2n) (b; 2, 1 ; 2, 1 ; n, q) m=(b-- 1) n--q, Z4m 
2In 2,~n 

(Z2m, Z2m; T, T) (b; 2, 1; 3, 2; 3, 2) m=6(3--2)+ 1 b Z3m 
(Z2ra, Z2m; T, T ) ~b;2,1; 3, 1; 3, 1) m=6(b--2)+5 b+2 Z3m 
(Z6m, Zzm; T, D2) (b;2, 1; 3, I; 3,2) m=6(b--2)+3 b+l  Z3m 

(Z2m, Z2m;O,O) (b;2,1;3,2;4,3)  m=12(b--2)+1 b Zzm 
(Z2m, Z2m;O,O ) (b;2,1;3,1;4,3)  m=12(b--2)+5 b+l  Z2m 
(Z2m, Z2ra;O,O) (b;2,1;3,2;4,1) m=12(b--2)+7 b+2 Zzm 
(Z2m, Zzm;O,O) (b;2,1;3,1;4,1) m=12(b--2)+11 b+3 Z2, n 

(Zzm, Z2m;I,I ) (b;2,1;3,2;5,4)  m=30(b--2)+1 b Z m 
(Z2m, Z2m;I,I ) (b;2,1;3,2;5,3)  m=30(b--2)+7 b+l  Z m 
(Z2m, Zzm;I,I) (3;2,1;3,1;5,4)  m=30(b--2)+11 b+l  Z m 
(Zzm, Z2m;I,I ) (b;2,1;3,2;5,2)  m=30(b--2)+13 b+l  Z m 
(Zzm, Z2m;I,I ) (b;2,1;3,1;5,3)  m=30(b--2)+17 b+2 Z m 
(Z2m, Z2m;I,I ) (b;2,1;3,2;5,1)  m=30(b--2)+19 b+3 Z,,, 
(Z2m, Z2nt;I,I ) (b;2,1;3,1;5,2)  m=30(b--2)+23 b+2 Z m 
(Z2m, Z2m;I,t) ~3; 2,1; 3,1; 5,1) m=30(b--2)+29 b+4 Zn, 

Beweis. (a) Zuniichst die Berechnung yon F6: Fiir den Fall, dab G 
zyklisch, d.h. ein C,,g ist, wird FG bereits in [15] mittels des Hirzebruch- 
Jungschen Algorithmus, d.h. mittels der modifizierten Kettenbruch- 
entwicklung (4) fiir n/q, berechnet. Der allgemeine Fall liit3t sich fol- 
gendermal3en auf den zyklischen Fall zuriickfiJhren. X sei die aus C 2 
durch a-Prozel3 in 0 entstehende Fl~iche und C die exzeptionelle Kurve 
von X. Die Gruppe G operiert auf X und X/G ist eine Modifikation yon 
ff~2/G, in der der singul~ire Punkt durch die C entsprechende rationale 
Kurve C' ersetzt ist. Die singuliiren Punkte von X/G entsprechen nach 
2.3 den Punkten x~ C, far die die reduzierte Isotropiegruppe G x nicht trivial 
ist. Dies sind, wenn G =(H1, N1 ; / /2 ,  N2)~, h6chstens die Punkte, fiir die 
das Bild von / / 2  in P G L ( 1 ,  ff~) nichttriviale Isotropiegruppen als Trans- 
formationsgruppe yon P1 hat. Dies ist bekanntlich fiir genau 2 Punkt- 
gruppen der Fall, falls H 2 zyklisch ist, und ffir 3 Punktgruppen in allen 
anderen Fiillen. Die Isotropiegruppen yon H2 sind zyklisch, die G~ daher 
iiquivalent zu gewissen (Zz~,,, Z2m; C2.,, Cz.)~ und die Gx deshalb 
/iquivalent zu gewissen C,,q, so dab man das Resultat von HIRZEBRUCH 
anwenden kann. Die Berechnung der n, q iibergehe ich. Wegen Lemma 1.3 
ist klar, dab in der minimalen Aufl6sung X yon X/G auch die C' ent- 
sprechende Kurve Co singularitiitenfrei und rational ist und die anderen 
exzeptionellen Kurven transversal schneidet. Man sieht leicht, dab Co 
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tatsgchlich so schneidet, wie es in 2.11 behauptet wird. Damit bleibt 
im nichtzyklischen Fall zur Bestimmung von Fa=(b;nl, ql;n2,q2; 
n3, q3) nur noch b = - C o  �9 Co zu berechnen. Es sei G=(Z2m,,  Z2m; 
H2, N2) und h die Ordnung des Bildes von G in PGL(1,C). Aus der 
Tatsache, dab der Divisor einer holomorphen Funktion auf X jede 
exzeptionelle Kurve mit Multiplizit~it 0 schneiden mug, erh/ilt man ffir b 
leicht die folgende Formel 

b =  ql + q2 q_ qa _~ 2m 
nl  n2 n3 h 

(b) Die Berechnung von e~ ergibt sich wegen Satz 1.2 und Satz 1.7 
aus der von F G. Denn, wenn Z o = ~  r i C~ der Fundamentalzykel einer 
rationalen Singularit/it ist und b ~ = - C ~ .  C~, so folgt aus 1.2 und 1.3 

e = 2 + ~  ri(bi-2). 

Man sieht leicht, dab fiir den Fundamentalzykel aller F~ aus 2.11 mit 
den Bewertungen -b~ aus b~>2 folgt ri=l. Also gilt 

e ~ = 2 + ~ ( b ~ - 2 ) ,  

und daraus ergeben sich die Werte der Tabelle. 

(c) Die Divisorenklassengruppe D G der rationalen Singularit~it (X,x) = 
( ~ 2 / G , 0 )  ist nach den Bemerkungen im AnschluB an Satz 1.5 isomorph 
zu HI(Sa/G,Z), d.h. zum Quotienten von G=zcx, x nach seiner Kom- 
mutatorgruppe G'. Damit berechnet man D~=G/G' ohne Schwierig- 
keiten aus G. 

2.5. Als triviale Folgerung aus Satz 2.10 erh~ilt man die folgende 
Verallgemeinerung von Satzl in [4]. In Abweichung vom iiblichen 
Sprachgebrauch werde festgesetzt: 

Definition. (X,x) sei eine 2-dimensionale normale Singularit/it mit 
einer minimalen regul~iren Aufl6stmg und zugeh~Srigem bewerteten 
Graphen F. (X,x) ist start, wenn (X,x) bis auf Isomorphie die einzige 
Singularit/it mit einer regul/iren AuflBsung mit bewertetem Graphen F 
ist. 

Nat~rlich kann (X,x) nicht starr sein, wenn F einen Punkt hat, der 
Eckpunkt von mehr als 3 1-Simplices ist. Beispielsweise geh6rt 

- 2  

T 

- 2  -- [ . - 2  

- 2  
25b Inventiones math., Vol. 4 
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zu nicht starren rationalen Singularit~iten. Aber selbst wenn (X, x) rational 
ist und jeder Punkt von F auf h6chstens 3 1-Simplices liegt, braucht 
(X,x) nicht starr zu sein. Ein Beispiel ffir ein solches F ist nach einer 
brieflichen Mitteilung yon TJURINA an ARTtN 

--2 --2 

--2 ~ 4  3 --2 

- 2  - 2  

Darum ist die folgende triviale Folgerung aus Satz 2.10 um so bemer- 
kenswerter. 

Korollar 2.12. Die 2-dimensionalen Quotientensingularitiiten sind starr. 

Dieses Korollar ist natfirlich der Grund ftir die oben gegebene Defi- 
nition der Starrheit. Natiirlicher und schw/icher w/ire es, zu verlangen, 
daB (X,x) durch die erste infinitesimale Umgebung des exzeptionellen 
Kurvensystems determiniert ist. - Ich m6chte noch anmerken, dab 
TJURINA gezeigt haben soll: Alle rationalen Tripelpunkte sind starr. 

2.6. Dieser Abschnitt erl~iutert den Zusammenhang zwischen der 
analytischen Klassifikation der Quotientensingularit/iten einerseits und 
den topologischen Untersuchungen von SEIFERT und THgELFAI.L fiber 
die Diskontinuit/itsbereiche endlicher Bewegungsgruppen der drei- 
dimensionalen Sph/ire und fiber Seifertsche Faserr/iume sowie v. RAN- 
DOWS Resultaten fiber Baummannigfaltigkeiten andererseits. 

(a) Jede Quotientensingularit/it (C2/G,0) hat die 3-dimensionale 
geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeit M6 =S3/G als Rand einer 
guten Umgebung, wobei S 3 die als G-Unterraum aufgefaBte Standard- 
3-Sph/ire in •2 ist. In [28], Kap.III, wird gezeigt, dab die Gesamtheit 
der so erhaltenen Umgebungsr/inder MG mit der Menge aller Mannig- 
faltigkeiten S3/H tibereinstimmt, wo H eine beliebige endliche Unter- 
gruppe von SO(4) ist. Ist H auf S 3 fixpunktfrei, so heiflt S3/H nach 
HOPF eine sphfirische Raumform. Die Umgebungsr/inder Ma der Quo- 
tientensingularit/iten sind also gerade die sph/irischen Raumformen. 
Das Hom6omorphieproblem ftir diese Mannigfaltigkeiten ist vollst/indig 
gel6st: Wenn G zyklisch ist, ist M a ein Linsenraum, genauer: Mc,.q = 
L(n, q), und nach BRODY [6] gilt: L(n,q) und L(n', q') sind hom6omorph 
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genau wenn n =n '  und q= ++_q'(n) oder q q'-__+ l(n). Fiir nicht zyklische 
kleine Untergruppen G von GL(2, IU) stimmen die Klassifikation bis auf 
Konjugation einerseits und bis auf abstrakte Isomorphie andererseits 
fiberein, wie man leicht durch Betrachtung von G/G' und G/Zentrum (G) 
nachweist (vgl. [28], w 6). Daher ist ffir nichtzyklische kleine Gs, G2 die 
MannigfaltigkeitM~, hom6omorph zu M~: genau wenn G~ zu G 2 
konjugiert ist. Ffir eine zweidimensionale normale Singularit/it (X, x) mit 
nichtzyklischem endlichem nx,~ ist die analytische Struktur also durch 
die topologische bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. 

(b) Es sei U der Volltorus 

U= {(zl, zz)~(U 2 ] Iz~l=l ,  [z2[=<l} 

und V die Kreisseheibe 

] l z d = 0 ,  

U werde orientiert, und zwar, wenn z~ =e  2"~~ und z2=x+iy ,  durch 
die Reihenfolge yon Koordinaten (~0, x,y). Es sei f :  U ~ V die Projektion, 
das heiBt f ( z  1, z2)=z2. Die in 2.4 definierte Gruppe C.,q operiert auf 
U und Vals Unterr~iumen von ~2. Es seif.,q: U/C.,~-~V/C.,q die durch 
f induzierte Abbildung der Quotientenr/iume und U/C.,q mit der von U 
induzierten Orientierung versehen. 

Definition. Ein Seifertscher Faserraum ist eine Abbildung f :  X ~  Y 
einer dreidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit X auf eine 2- 
dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit Y mit 1-Sph/iren als Fasern, 
welche fiber geeigneten Umgebungen der Punkte yon Y entweder lokal 
trivial oder vom gleichen Typ wie ein f . ,q ist. (Zu Verallgemeinerungen 
vgl. [18].) 

Die Seifertschen Faserr/iume mit einer Orientierung ffir X und 
orientierbarem Y werden in [27] durch ein Invariantensystem 

(O,o;  pl  fl; i l l ;  ... ; ft.) 

klassifiziert. Hierin verweisen O bzw. o auf die Orientierbarkeit yon X 
bzw. Y, und p ist alas Geschlecht yon Y. Die ganze Zahl fl ist die Schlie- 
13ungsinvariante (zur Definition vgl. [27], p. 181), und die ganzen teiler- 
ffemden Zahlen oh, fl~ mit 0 < fl~ < ~ legen den orientierten Typ f~,,#, der 
Ausnahmefasern fest. Bei Umkehr der Orientierung geht 

in 

fiber. 

(O,o; pl/3; ~s,fl~; .. . .  ~,,13,) 

(O, o; p l - f l - r ;  as, as- f l s  ; ... ; ~,, a~-fl,) 
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Nun sei G eine endliche kleine Untergruppe von GL(2,C). Die 
Gruppe G operiert auf S 3 und P1, und dadurch erh~ilt man aus der 
Hopffaserung S 3 ~P1 einen Seifertschen Faserraum 

S3/G ~ P1/G. 

MG =S3/G ist als Umgebungsrand einer komplexen Singularit/it often- 
tiert (zur Orienfierung des Randes einer orientierten Mannigfaltigkeit 
vgl, das Lehrbuch der Topologie von SEIFERT-THRELFALL), und damit 
ist M o ein orientierter Seifertscher Faserraum. Die Seifertschen In- 
varianten der M~ wurden bereits in [28] berechnet. Durch Vergleich 
mit Satz 2.11 erh/ilt man: 

Lemma 2.13. Wenn die Singularitiit (IE2/G,0) eine Aufl6sung mit dem 
bewerteten Graphen F6 =(b;  nt, ql ; n2, q2; 1/3, q3) hat, dann hat ihr Um- 
gebungsrand M~ als Seifertscher Faserraum die Invarianten 

(O,o; 0 t - b ;  n 1, ql ; nz, qz; n3, q3)- 

In [27] wurden alle (O, o; 01fl; cq, ill; -.. ; ~,, fit) mit endlicher Fun- 
damentalgruppe aufgez~ihlt. Durch Vergleich mit den in [28] oder in 
2.11 und 2.13 bestimmten Faserinvarianten der M G ergibt sich der 
Hauptsatz von [28]: Die Umgebungsr/inder der 2-dimensionalen Quo- 
tientensingularit/iten sind gerade die Totalr/iume der orientierbaren 
Seifertschen Faserungen tiber S 2 mit endlicher Fundamentalgruppe. 

(c) Wenn eine 2-dimensionale normale Singularitat eine regul~re 
Aufl6sung mit bewertetem Baum F hat, dann ist ein geeigneter Um- 
gebungsrand M die zu F gehfrige Baummannigfaltigkeit im Sinne yon 
V.RANDOW [23] (vgl. auch [16], [17]). v. RANDOW beweist in [23], 
Kap. V, dab jeder orienfierbare Seifertsche Faserraum fiber S 2 hom6o- 
morph zu einer sternf6rmigen Baummannigfaltigkeit ist, und dab um- 
gekehrt jede sternf6rmige Baummannigfaltigkeit mit einer gewissen zu- 
s/itzlichen Bedingung eine Seifertsche Faserung gestattet. Diese Faserung 
ist in gewissen F~illen durch die Baumstruktur oder sogar durch den 
Hom6omorphietyp eindeufig bestimmt (vgl. hierzu auch [30]), z.B. 
dann, wenn die Fundamentalgruppe endlich und nicht zyklisch ist oder 
wenn der Faserraum ein Poincar6scher Raum ist. Daher h/itte man 
Satz 2.11 auch aus den Resultaten von [28], w 8 und [23], Kap.V, her- 
leiten k6nnen. Angesichts der Kompliziertheit der topologischen Argu- 
mente hielt ich aber einen direkten analytischen Beweis ffir wiinschens- 
wert. 

(d) Nach einem Lemma in [16] hat eine 2-dimensionale Singularit~it, 
deren Umgebungsrand M ein Poincar6scher Raum ist, eine regul/ire 
Aufl6sung. M i s t  also eine Baummannigfaltigkeit. Ist M sternf/Srmig, 
so ist es also in eindeutiger Weise ein gefaserter Poincar6scher Raum. 
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Die gefaserten Poincar6schen R/iume sind in [27], w 12, bestimmt wor- 
den. Eine interessante Klasse gefaserter Poincar6scher R/iume, die die 
in [27], w betrachteten, von DEHN konstruierten umfaBt, sind die in 
[5] definierten Umgebungsr/inder von Singularit/iten Z,~,,:,,~, wo die a~ 
paarweise teilerfremd sind. 

s., . . . . .  3 = { ( z . z 2 , z 3 ) e r  z"( + z "~'+ z ; '=o ,  Izl=l}. 

Dies sind Poincar6sche R/iume nach [5], p. 6, und sie werden offenbar 
mit 3 Ausnahmefasern gefasert durch die Operation yon Sa = { t e C t  
Itl--1} mit 

(zl, z2 ' z3 ) __. ( ta2 a3 Zl ' t.l a3 Z2 ' ta~ .2 z3). 

w 3. Die Ikosaedersingularitfit 
3.1. In diesem Paragraphen geht es um die Frage, welche analytischen 

lokalen Ringe faktoriell sin& Es zeigt sich, dab die Antwort auf diese 
Frage fiir verschiedene Dimensionen sehr verschieden ausf/illt. 

F~ir dim ex ,x>4 hat man den folgenden Satz von GROTnENDIECK 
(vgl. [14], Expos6 XI, Cor. 3.14 und [29], w 5). 

Satz 3.1 (GRoTHENDIECK). (X, x) sei ein normaler vollstdndiger Durch- 
schnitt und Ox,y faktoriell fi~r a l l e y  auflerhalb einer 4-codimensionalen 
analytischen Menge. Dann ist ~x,x faktoriell. 

Fiir den Fall einer isolierten Hyperfl/ichensingularit/it kann man 
diesen Satz auch Mcht aus einem Resultat von MILNOR deduzieren 
(vgl. [5], p. 8). 

Unter den lokalen Ringen von 3-dimensionalen Hyperfl/ichensingu- 
larit~iten gibt es sowohl unendlich viele nicht faktorielle als auch unendlich 
viele faktorielle Ringe. Beispielsweise gilt (vgl. [5], Korollar 1). 

Satz 3.2. Es seien al, a2, a3, a4 nati~rliche Zahlen, yon denen eine 
relativ prim zu den i~brigen ist. Dann ist der folgende analytische lokale 
Ring faktoriell 

a i  a2 a3 r +x2 +x3 +x~'). 

3.2. Es sei 0=~c2,o der lokale Ring von {I 2 in 0 und 0 seine Kom- 
plettierung. Die bin/ire Ikosaedergruppe I operiert auf C z mit Fixpunkt0, 
und daher auch auf O und O. Es seien r bzw. OJ die Unterringe dei 
unter I invarianten Elemen,e von g) bzw. O. Natiirlieh gilt (vgl. [7]): 

/ x  

KLEIN hat in [19], Teil I, Kap.II, w 13 mittels Invariantentheorie explizit 
drei Erzeugende ftir t~ j und die zwisehen ihnen bestehende Relation 



354 E. BmESKORN : 

bestimmt. Es ergibt sich 

(Pt_~ ll2 {x, y,z}/(x2 + ya + zS) 

g'~- ~ x ,  y, z~/(x2 + y3 + zS). 

Satz 3.3. Die Ringe 0 und d; I sind bis auf Isomorphie die einzigen 
faktoriellen zweidimensionalen analytischen lokalen Ringe. 

Beweis. Nach Satz 1.4 und 2.11 sind ~ und r f faktoriell. Nun sei 
umgekehrt (X,x) eine 2-dimensionale Singularit/it und Ox,x faktoriell 
und nicht regul/ir. Cx,x ist als faktorieller noetherscher Ring normal. 
Es sei f :  X'--*X die minimale Aufl6sung der Singularit/iten von X und 

n 

f - l ( x )  = U Xi, 
i = 1  

wo die X i die irreduziblen Komponenten sind. Es sei S=(Xi .  Xj) die 
Schnittmatrix. Nach Korollar 1.6 ist (X,x) rational und det S =  -4-1. Es 
sei Z = ~  r i Xt der Fundamentalzykel. Ferner werden Zykeln Zj = ~ r i; X~ 
durch die Bedingung Z i �9 Xk=--6ik definiert. Aus det S =  _+1 folgt 

(1) r iJ e Z .  

Die Symmetrie von S impliziert 

(2) r i j=  rj~. 

Weil S negativ definit ist und Xi.  Xj>O fiir i # j  und weil Z~. Xk=<0, 
gilt (vgl. [2], p. 130) 

(3) r~j > 0 .  

Die Minimalitgt von Z impliziert wegen (1) und (3), dab Z<=Z i fiir 
i = 1, ..., n. Andererseits gilt wegen der Definition der Z i die Beziehung 
Z =  - ~  (Z .  Xi)Z~ mit Z .  X~<0. Daher mul3 ftir ein ke{l ,  ..., n} gelten 
Z = Zk, also 

(4) ri=rik fiir i=1  . . . .  , n .  

Z~_Zj impliziert r~<rtj. Daher folgt insbesondere aus (2) und (4): 
rk=rkk<=r,j=rjk=rj und also 

(5) 
Nach Satz 1.1 gilt 

(6) 

rk<r J fiir j = l  . . . . .  n. 

Z . Z + Z . K + 2 = O .  
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Nach Lemma 1.3 i) sind die X i singularit/itenfrei und rational, und 
daher gilt 

(7) X~. K = - 2 - X , .  Xi. 

Die Gin.(4), (6), (7) und die Definition yon Z k implizieren 

n 

(8) r k = 2 -  ~ (X/.  Xi + 2) r i . 
i = 1  

Aber wegen der Minimalit/it der Aufl6sung f gilt 

(9) -(X~. X,+2)___0. 

Die Beziehungen (5), (8) und (9) implizieren 

(lo) X~ �9 Xi= - 2  fiir i=1 .... ,n .  

Nach der klassischen Klassifizierung der mit 2 bewerteten Dynkin- 
schemata folgt fiir den bewerteten Graphen F tier Aufl6sungf aus (10) 
und det S = + 1 

F = ( 2 ; 2 , 1 ; 3 , 2 ;  5,4).  

Daher gilt nach Satz 2. l0 und 2.11 

(x, x) ~(r o), 
und also 

tPx,,~ 01 . 
q.e.d. 

3.3. (a) W~ihrend bisher in dieser Arbeit nur analytische lokale Ringe, 
d.h. lokale Ringe komplexer R/iume, betrachtet worden sind, sollen in 
diesem letzten Abschnitt aus dem Hauptsatz 3.3 einige Aussagen tiber 
andere faktorielle lokale Ringe abgeleitet werden. Dabei habe ich nicht 
leicht zu beweisende Vergleichss~ttze yon ARTIN und HIRONAKA benutzt. 
M6glicherweise lassen sich die folgenden Beweise vereinfachen. 

Korollar 3.4. Die lokalen Ringe ~ und ~l sind his auf Isomorphie die 
einzigen faktoriellen kompletten zweidimensionalen lokalen Ringe mit 
Restklassenk6rper •. 

Beweis. R sei ein faktorieller kompletter 2-dimensionaler lokaler Ring 
mit Restklassenk6rper C. Dann ist R als faktorieller noetherscher Ring 
normal. Nach ARTm ist jeder komplette normale 2-dimensionale lokale 
Ring mit einem Restklassenk6rper k der Charakteristik 0 die Komplet- 
fierung eines lokalen Ringes einer algebraischen F1/iche fiber k (s. [2'], 
p.36). Sei also Re ein algebraisch-geometrischer lokaler Ring tiber C 
mit R=/~a. Nach GAlA [30], Prop.3, kann man Ra in kanonischer 
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Weise in einen analytischen lokalen Ring gleicher Dimension Rh ein- 
betten, so dab fiir die Komplettierungen R a = R  h gilt. Rh ist nach MoRI 
faktoriell, weil/~h faktoriell ist (vgl. z.B. [3], w 3, n o 7, Prop. 4). Nach 
Satz 3.3 folgt also Rh=O I und damit R = / ~  =~t. DaB O~ faktoriell ist, 
folgt z.B. aus [25], Satz 1. 

(b) SAMUELhat in [24], p. 171, die folgende Vermutung ausgesprochen: 
Wenn R e i n  kompletter faktorieller lokaler Ring ist, ist der formale 
Potenzreihenring R[X]  faktoriell. Beispiele von SAMUEL und anderen 
zeigen, dab die Voraussetzung der Komplettheit nicht fortgelassen wer- 
den kann. Die Vermutung ist meines Wissens bis jetzt nicht vollst~ndig 
entschieden. Sie ist z. B. richtig ffir R mit codh R > 3 ( S c ~ A  [26], Satz 2). 
Ftir d i m R = 2  zeigt Korollar 3.4, dab die Vermutung richtig ist unter 
der zus~itzlichen Voraussetzung, dab der Restklassenk6rper C ist. DaB 
~t~X~ faktoriell ist, beweist SCHEJA in [26], Satz 4. 

(c) Es gibt viele algebraisch-geometrische lokate Ringe fiber C, d.h. 
hier: Lokalisierungen einer endlich erzeugten Algebra fiber • nach 
einem maximalen Ideal, welche Dimension 2 haben und faktoriell sind. 
Beispielsweise sind nach SAMUEL die 2-dimensionalen algebraisch-geo- 
metrischen lokalen Ringe 

(r [Xl, x2 ,  x3]/(xi' + + 

wo m das yon x~, x2, x3 erzeugte maximale Ideal ist, faktoriell, wenn 
die natiirlichen Zahlen a i paarweise teilerfremd sind (vgl. [3], w 3, p. 99, 
Exercise 7 und w 3, n o 4, prop. 3). Aber die Komplettierungen dieser 
lokalen Ringe 

a l  a 2  a 3  
{ ~ X 1 ,  X2 ,X3~/ (X  1 -]- X 2 -~- X 3 ) 

sind nach Korollar 3.4 nicht faktoriell, wenn a~> 1 und {al, a2, a3}4: 
{2, 3, 5). Das folgende Korollar zeigt, dab die Faktorialit/it nicht erst 
bei der Komplettierung, sondern schon bei der Henselisierung verloren 
geht. 

Korollar 3.5. Der 2-dimensionale lokale Ring R sei die Henselisierung 
eines algebraisch-geometrischen lokalenRinges i~ber C. Dann ist R fak-  
toriell genau wenn die Komplettierung R isomorph zu ~ oder ~l ist. 

Beweis. R sei die Henselisierung/~ des algebraisch-geometrischen 
lokalen Ringes Ra. R~ ist noethersch und daher ist a u c h / ~  noethersch, 
und da es auBerdem faktoriell ist, i s t /~ ,  normal. Dann sind auch /~  
und der zu R a geh6rige analytische lokale Ring Rh normal. Daher sind 
die Spektren dieser lokalen Ringe aul3erhalb der abgeschlossenen 
Punkte r~ bzw. mh bzw. fit regul~ir, und deshalb sind (vgl. [14], Expos6XI, 
Cor. 3.8) die Divisorenklassengruppen dieser lokalen Ringe gleich den 
Picardgruppen der gelochten Spektren. Nach einem unver6ffentlichten 
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Ergebn i s  yon  HIRONAKA gil t  a l l geme in  ffir  e inen  loka l en  R i n g  R ,  e iner  
i so l ier ten  Singular i t / i t  e ine r  a lgebra i schen  Var ie tg t  f iber  t12 

P i c ( S p e c ( / ~ , ) -  ~ )  = P ic (Spec(Rh)  - -mh)  = Pic(Spec( /~a)  - ITt). 

R ist  a l so  fak tor ie l l  genau ,  w e n n / ~  fak to r i e l l  ist, und  d a m i t  fo lg t  das  

K o r o l l a r  t r iv ia le rweise  aus  3.4. 

Zusatz bei der Korrektur. Unter Benutzung eines Satzes yon ARTIN kann 3.5 
folgendermallen verbessert werden. Wenn die Henselisierung eines 2-dimensionalen 
algebraisch-geometrischen lokalen Ringes tiber C faktoriell ist, ist sie isomorph zur 
Henselisierung von C [x, Y](x y) oder von (C [x, y, Z]/x2 + y3 + 25)( x y z)" 

JOSEPH LIPMAN hat mir ~itgeteilt, dab er inzwischen fotgende Ver~dlgemeinerungen 
von Resultaten dieser Arbeit erhalten hat: Korollar 1.6 gilt ffir jeden excellenten hensel- 
schen 2-dimensionalen normalen lokalen Ring R mit algebraisch abgeschlossenem 
Restklassenk6rper k. Ist ein solches R also faktorietl, dann hat die minimale Aufl6sung 
nach w 3 den bewerteten Graphen (2;  2, 1; 3, 2; 5, 4). F~r char k=~2, 3, 5 wird das 
maximale Ideal rrt yon R durch ein System yon Parametern x, y, z rnit x2+y3+zS~m 6 
erzeugt. Die Komplettierung hat dann ein System von Parametern x, y, z mit X2-~-y3+ 
zS= 0, und ein Analogon zu Korollar 3.4 gilt daher unter diesen allgemeineren Voraus- 
setzungen. 
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