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Rationale Singularititen komplexer Flichen

EGBERT BRIESKORN (Bonn)

Einleitung

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist der folgende Satz: Es gibt nur
einen nicht reguldren, zweidimensionalen analytischen lokalen Ring, der
faktoriell ist. Dieser faktorielle lokale Ring ist der lokale Ring des singu-
laren Punktes des Quotientenraumes, der aus der komplexen Ebene durch
die Aktion der bindren Ikosaedergruppe entsteht. Nach KLEIN ist dies
der lokale Ring C{x,y,z}/(x*>+y* +2°). DaB dieser lokale Ring faktoriell
ist, wurde von MUMFORD in seiner Arbeit iiber die Topologie normaler
Singularititen algebraischer Flachen bewiesen. Die Ergebnisse der Arbeit
von MUMFORD benutze ich auch, um in § 3 die Einzigkeit dieses fakto-
riellen Ringes zu zeigen. AuBerdem brauche ich dazu die Ergebnisse von
ARTIN iiber rationale Singularititen, die in §1 referiert werden.

Die Bedeutung der rationalen Singularitdten in diesem Zusammen-
hang ergibt sich daraus, daf} sie gerade die zweidimensionalen normalen
Singularititen mit einem fastfaktoriellen lokalen Ring sind. Uber fast-
faktorielle und faktorielle lokale Ringe gibt es eine Reihe neuerer Unter-
suchungen, fiir fastfaktorielle Ringe z.B. die Arbeiten von KOESTNER und
StorcH [20] und [29], fiir faktorielle lokale Ringe mehrere Arbeiten von
SAMUEL, z.B. [24], und ScHEJA [25, 26]. Dort findet man auch schon
Spezialfille des Satzes iiber die Einzigkeit der Ikosaedersingularitit.

Die Ikosaedersingularitdt gehort zu einer speziellen Klasse von Sin-
gularititen, ndmlich zu den Singularititen von Quotientenrdumen, die
aus einer zweidimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit durch die Ope-
ration einer eigentlich diskontinuierlichen Gruppe entstehen. Diese Sin-
gularititen habe ich in § 2 unter Benutzung von Ergebnissen von HirRZE-
BRUCH, MUMFORD, und PRILL vollstindig klassifiziert. Die Klassifikation
ist nach den allgemeinen Resultaten von PRILL iiber Quotienten kom-
plexer Rdume [22] nur noch eine Etiide. Trotzdem ist sie auch abgesehen
von ihrer Bedeutung fiir den Beweis des Hauptsatzes aus mehreren Griin-
den interessant: Erstens stellt sie eine systematische Zusammenfassung
der Ergebnisse zahlreicher Untersuchungen von GODEAUX iiber Quotien-
tensingularitdten dar, zweitens wird der Zusammenhang zwischen der
analytischen Struktur dieser Singularititen und ihrer mehrfach unter-
suchten topologischen Struktur geklédrt, und drittens ergibt sich aus der
Klassifikation unmittelbar, daB die Singularitdten der Quotientenrdume
von 2-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeiten starr sind. Einen
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Spezialfall dieses Ergebnisses, die Starrheit der rationalen Doppelpunkte,
hatte ich schon in [4] aus einem Satz von KIrBY abgeleitet, und die Starr-
heit gewisser anderer rationaler Singularitdten hat vor kurzem TIURINA
mit den Methoden von GRAUERT und HIRONAKA bewiesen.

MicHAEL ARTIN und Davib MumrorD danke ich herzlich fiir die Diskussionen,
aus denen diese Arbeit hervorgegangen ist.

§ 1. Rationale Singularitiiten

1.1. Dieser Abschnitt ist eine Zusammenstellung einiger Resultate von
ARTIN iiber rationale Singularititen (vgl. [1, 2]). (X, x) sei eine 2-dimen-
sionale normale Singularitiit, d.h. (X, x) sei der Keim eines 2-dimensiona-
len reduzierten komplexen Raumes und der lokale Ring Oy , im Punkte x
normal. (Die im folgenden verwendete Terminologie bez. der Keime (X, x)
ist hoffentlich ohne weitere Erlduterungen verstindlich und bei Bedarf
priizisierbar; vgl. auch [13]).

Definition. (X, x) ist eine rationale Singularitit, wenn fiir eine Auf-
16sung f: X’ — X das erste direkte Bild R'f, 0. der Strukturgabe 0. von
X' in x verschwindet.

Ein Kriterium fiir die Rationalitit von (X, x) erhilt man wie folgt.
f: X'> X sei eine Aufldsung der Singularititen. Die Kurven Cy, ..., C;
seien die irreduziblen Komponenten von f ~!(x). Ein Zykel Z=r; C; + ---
+r,.C, heiBit positiv, wenn nicht alle r; verschwinden und r; 20 fiir
i=1, ..., k. Die durch diese Definition teilweise geordnete Menge der-
jenigen positiven Zykeln Z, fiir deren Schnittzahlen Z- C,£0 fiir
i=1, ..., k gilt, enthilt ein minimales Element Z,.

Definition. Z, heiBit der Fundamentalzykel der Auflésung f der Sin-
gularitit (X,x).

Fiir einen Zykel Z wird das virtuelle Geschlecht p(Z) wie iiblich durch
die folgende Formel definiert, in der K der kanonische Divisor von X" ist,

p(Z)=3(Z - Z+K-Z)+1.

Nun sei f eine beliebige fest gewihlite Auflésung von (X, x) und Z, der
Fundamentalzykel. Dann gilt ([2] Prop. 1, Theorem 3, Corollary 6)
Satz 1.1 (ARTIN). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) (X,x) ist rational.
i) p(Z)=0 fiir jeden positiven Zykel Z.
iii} p(Z,) =0 fiir den Fundamentaizykel Z,,.

Satz 1.2 (ARTIN). (X, x) sei eine rationale Singularitdt, Oy , ihr lokaler
Ring, m dessen maximales Ideal. Dann gilt fiir die Multiplizitit ¢(Ox, )
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bzw. die Einbettungsdimension ebdim(0y ,)=dimg, _m m/m?
e(mx, x)= _ZO ‘ ZO s
deim((px_ x): _ZO . Zo + 1.

Aus Satz 1.1 ergibt sich trivial

Lemma 1.3. Fiir das exzeptionelle Kurvensystem {C;} einer Auflisung

einer rationalen Singularitdt gilt:
1) Alle C; sind singularititenfrei und rational.
i) C;nC;n Gy =@ fiir paarweise verschiedene i, j, k.

iii) C; - C; =0 oder C;- C;=1 fiir i+ .

iv) {C;} ist zyklenfrei.

Wegen (iii) kann man die negativ definite Schnittmatrix (C; - C;) in
einfacher Weise durch einen bewerteten Graphen beschreiben, dessen
Punkte den C; entsprechen und mit + C; - C; bewertet werden und dessen
Kanten Punktepaare {C;, C;} mit C;- C;=1 verbinden. Wegen (iv) ist
dieser Graph ein Baum. Auf diese Weise ergeben sich beispielsweise we-
gen Satz 1.2 fiir die minimalen Aufldsungen der rationalen Doppelpunkte
als bewertete Graphen - bis auf das Vorzeichen der Bewertung — gerade
die Dynkinschemata derjenigen einfachen Lieschen Algebren, deren Wur-
zeln gleiche Léinge haben. Die zu ¢ =3 gehdrigen bewerteten Graphen hat
ARTIN in [2] aufgezihit.

Definition. Eine regulire Auflosung ist eine Auflosung einer 2-dimen-
sionalen Singularitdt mit den Eigenschaften von Lemma 1.3.

1.2. Dieser Abschnitt handelt von dem Zusammenhang zwischen ra-
tionalen Singularititen und fastfaktoriellen lokalen Ringen.

Definition. R sei ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins-
element.

R heiBt faktoriell, wenn jedes von Null verschiedene Element von R,
das keine Einheit ist, ein Produkt von Primelementen ist. R heiBt fast-
faktoriell, wenn fiir jedes von Null verschiedene Element x von R, das
keine Einheit ist, eine Potenz x" ein Produkt von Primérelementen ist.

Es gilt

Satz 1.4. R sei ein Krullring, C(R) seine Divisorenklassengruppe. Dann
gilt

i) R ist faktoriell genau, wenn C(R)=0.

ii) R ist fastfaktoriell genau, wenn C(R) Torsionsgruppe ist.

Aussage (i) ist wohlbekannt (s. z.B. [3] § 3).
Aussage (i) wird in [29] §1, Satz 1 bewiesen.
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Nun sei R der lokale Ring einer 2-dimensionalen normalen Singulari-
tit (X, x), ferner f: X’ — X eine Aufldsung der Singularititen, C=f"1(x)
und C, ..., C; die irreduziblen Komponenten von C. Die Auflosung sei
so gewihlt, daB die C; singularititenfrei sind und sich transversal schnei-
den. Aus der iiblichen kurzen exakten Sequenz

0->Z— 0x— 0% —0

und der entsprechenden langen exakten Sequenz der Bildgarben dedu-
ziert MUMFORD eine exakte Sequenz

(1) 0- HI(C’ Z) - (le* @X‘)x - (le* 0;’)): - HZ(C’ Z) - 0.
Ferner gibt es eine kanonische Surjektion.
@ (R'f4 0%), = C(0x, )~ 0,

deren Kern aus der Gruppe der Zykeln Y n;C; besteht. Es sei M der
Rand einer ,,guten” Umgebung von x. (Eine solche Umgebung kann
z.B. wie bei MUMFORD konstruiert werden oder bez. einer lokalen Ein-
bettung von (X,x) als Schnitt von X mit einer kleinen Kugel um x.) Es
sei H{(M,Z), die Torsionsgruppe von H(M,Z). Dann erhidlt MUMFORD
aus (1) und (2) eine exakte Sequenz.

(3 0= HYC,Z)» (R fy Ox).~ C(O,,) > H (M, Z), - 0.

Aus (3) und 1.4 (ii) folgert man leicht (vgl. STorCH [29] § 6, Satz 1).

Satz 1.5. Eine zweidimensionale normale Singularitit (X, x) ist rational
genau, wenn Ox | fastfaktoriell ist.

Wegen Lemma 1.3 ist im Falle von rationalen Singularititen zur
Berechnung von H(M,Z) ein leicht zu beweisendes Korollar von
HirzEBRUCH in [16] p. 04 anwendbar, und man erhélt fiir rationales (X, x)

C(@X, x);Hl(M5 Z) s
ordnung C(Ox, ,)=|det(C;- C))|.
Korollar 1.6. Ein 2-dimensionaler analytischer lokaler Ring Oy, ist

faktoriell genau, wenn (X, x) rational ist und det(C; - C;)=+1.

Bemerkung. Die Aussagen von 1.5 und 1.6 gelten vermutlich fiir
andere als analytische lokale Ringe. Zum Beweis entsprechender Ver-
allgemeinerungen miiBite man allerdings die transzendenten Methoden
durch andere ersetzen. Vgl. Zusatz bei der Korrektur.
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1.3. Der folgende Satz iiber rationale Singularititen und Uberlage-
rungen kann wegen Satz 1.5 aus einem entsprechenden Satz von STORCH
iiber fastfaktorielle lokale Ringe gefolgert werden. ([29], § 3, Satz 2). Ich
gebe trotzdem einen anderen Beweis an, weil dieser direkt auf die Defini-
tion der rationalen Singularitdten zuriickgeht, nicht die im Beweis von
Satz 1.5 beniitzten transzendenten Methoden involviert, und iiber den
analytischen Fall hinaus verallgemeinert werden kann. Dieser Beweis
wurde mir von MUMFORD mitgeteilt.

Satz 1.7, (X, x) und (Y,y) seien normale 2-dimensionale Singularitiiten,
u: (X,x) - (¥Y,») eine Uberlagerung und (X,x) rational. Dann ist (Y,y)
rational.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit werde vorausgesetzt,
daBl X bzw. Y hochstens in x bzw. y Singularititen haben.

g: Y'— Y sei eine Auflosung der Singularititen von Y. m=g~ "o u ist
meromorph, G, sei der Graph, p’: G,,—» X und p"’: G,,— Y’ die Projek-
tionen. n: X’'— G, sei eine Aufldsung der Singularititen von G,,. Mit
v=p'onundf=p” on sowie h=g f hat man ein kommutatives Diagramm

X Ly

N

1

Man hat (EGA III 12.2.4 oder Tohuku) zwei spektrale Sequenzen

1) E5%=R?g,(Rf, 0x) = R hy 0Oy,

ii) E3P =R’ u, (R0, 0x) = R hy Oy .

Weil (X, x) eine rationale Singularitit und v: X'— X eine Auflésung
der Singularititen von Xist, ist R? v, Oy, =0 fiir >0 und RO v, Oy, =0y.
Weil u diskret und eigentlich ist, ist R? u, F=0 fiir p>0 und jede ko-
hirente Garbe F. Also ist E577=0 fiir (p,q)#(0,0) und E}°°=u, Oy.
Also ist R* b, 0y, =0 fiir k>0. Weil f und g hichstens 1-dimensionale
Fasern haben, ist E{?=0 fiir p>1 oder g>1. Also ist R'g, (f, Ox) =
E}°=E}°=0 wegen R'h, Oy =0. Dann ist aber auch, wie zu zeigen,
R'g, 0y =0, weil Oy. ein direkter Summand von f, Oy, ist. Beweis fiir
letzteres: X'—2-Y""—2 Y’ sei die Steinfaktorisierung von f. Y'’ ist
normal, a zusammenhingend, b eine Uberlagerung. Es ist f, Oy =
by a, Ox.=b, Oy... Man hat eine natiirliche Injektion i: @y, —b, Oy,
auBlerdem aber die Spurabbildung ¢: &, Oy..—0y.. Es ist toi=c-1Id
(¢ =Uberlagerungsgrad), und daher Oy. direkter Summand. (Definition
von ¢: fiir y in Y’, iiber denen b nicht verzweigt ist, ist (b, Oy.),=0% ,,
und #(fy, ..., f)=f1+---+f.. In die Verzweigungsmenge wird stetig
fortgesetzt.)
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§ 2. Singularitiiten von Quotientenriumen

2.1. Dieser Abschnitt ist eine Zusammenstellung der im folgenden
benutzten Resultate von CARTAN und PRILL {iber Quotienten komplexer
Riume (vgl. [7, 22]). X sei ein normaler komplexer Raum, G eine
eigentlich diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen von X. Der
topologische Quotientenraum X/G wird wie folgt mit einer Struktur-
garbe von Funktionskeimen Oy, versehen: Es sei p: X — X/G die Rest-
klassenabbildung. Dann ist fiir jede offene Menge U von X/G

0X/G(U)= {flfep 50){(!’— 1(U))} .

Satz 2.1 (CARTAN). i) (X/G, Oyc) ist ein normaler komplexer Raum.
ii) Die Abbildung X — X|G ist holomorph, surjektiv, diskret und fiir
endliches G eigentlich und damit eine analytisch verzweigte Uberlagerung.

Definition. Eine Quotientensingularitit ist eine Singularitit, die iso-
morph ist zu einer Singularitit eines Quotienten X/G einer komplexen
Mannigfaltigkeit X nach einer eigentlich diskontinuierlichen Gruppe G.

Die folgende Aussage iiber Quotientensingularitdten ist wohlbekannt
(CarTaAN [7], p. 97).

Lemma 2.2, Jede Quotientensingularitit ist isomorph zu einer Sin-
gularitdt (€G,0), wo G eine endliche Untergruppe von GL(n,C) ist,
und O der dem Ursprung von ©" enisprechende Punkt.

Beweis. Die Singularitit von X/G in dem 0€ X entsprechenden Punkt
ist isomorph zur entsprechenden Singularitit von X/G,, wo G, die
(endliche) Isotropiegruppe von 0 ist. Es seien (z4, ..., z,) komplexe Ko-
ordinaten in einer Umgebung von 0=(0, ..., 0). Man fiihre in einer
geeigneten Umgebung von 0 neue Koordinaten z’ ein durch

=} g' " 'gz,
g€Go
wo g’ =(0g/0z), ist. Dann operiert G, beziiglich dieser neuen Koordi-
naten linear,

PrIiLL hat in [22] die Quotientensingularititen (C"/G,0) vollstindig

klassifiziert:

Definition. Eine Untergruppe G von GL(n,C) heilit klein, genau
wenn kein geG die Zahl 1 als Eigenwert der Multiplizitat n—1 hat.

Satz 2.3 (PriLL). i) Jede Quotientensingularitit ist isomorph zu einer
Singularitit (C"G,0), wo G eine endliche kleine Untergruppe von GL(n, C)
ist.

il) G und G’ seien kleine Untergruppen von GL(n,C). Dann sind die
Singularititen (C"/G,0) und (C*G’, 0) isomorph genau, wenn G und G’
konjugiert sind.
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Man vergleiche hierzu auch die Arbeit von GOTTSCHLING [11]. Ist
GaGL(n,C) eine beliebige endliche Gruppe, H die normale Unter-
gruppe, die von den Elementen mit 1 als Eigenwert der Multiplizitat
n—1 erzeugt wird, so ist €"/H singularititenfrei und die ,,reduzierte*
Gruppe G=G/H operiert dquivalent zu einer kleinen Gruppe auf C"/H.

2.2. Der in dieser Arbeit gefiihrte Beweis fiir die Einzigkeit der
Tkosaedersingularitit ist ein transzendenter Beweis, denn er benutzt die
Topologie der Singularitit, genauer: die lokale Fundamentalgruppe.
In diesem Abschnitt werden einige bekannte diesbeziigliche Resultate
zusammengestelit.

X sei ein komplexer Raum, xeX und X irreduzibel in x. Eine Um-
gebung U von x in X heiBt nach PRILL eine gute Umgebung, wenn es eine
Umgebungsbasis {U;} von x gibt, so daB jedes U;—x Deformations-
retrakt von U—x ist. Fir alle guten Umgebungen U hat U—x den
gleichen Homotopietyp, und daher kann man insbesondere die lokale
Fundamentalgruppe ny , von X in x durch n,(U-x) definieren. Um
die Definition auch formal unabhingig von U zu machen, kann man
definieren

Tx, lei_m TCI(U_X) ’

wobei U das System der Umgebungen von x durchliuft oder, was auf
dasselbe hinauslduft, das cofinale Teilsystem der guten Umgebungen.
Dabei ist die obige Definition wie in [14], Exposé XIII und Commen-
taires & ’Exposé XIII zu interpretieren.

Die fundamentale Tatsache fiir 2-dimensionale Singularitdten ist das
folgende Resultat von MUMFORD.

Satz 2.4 (MUMFORD). (X,x) sei eine 2-dimensionale normale Singu-
laritit und ny =1. Dann ist Oy , reguldr.

Korollar 2.5 (MuMFORD). (X,x) sel eine 2-dimensionale normale
Singularitdt und X in x eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist X
in x nicht singuldr.

Bemerkung. Aus den Beispielen, die ich in [5] beschrieben habe,
geht hervor, dal es keine diesem Korollar entsprechende Aussage fiir
hohere Dimensionen gibt. Daher lassen sich einige der folgenden Argu-
mente fiir 2-dimensionale Singularititen nicht auf héhere Dimensionen
tibertragen.

Lemma 2.6. f: (X,x)—(Y,y) sei eine Uberlagerung normaler Singu-
laritdten und my , endlich. Dann ist auch ny , endlich.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f~!(y)=x. Es sei
V, eine gute Umgebung von y, U; eine gute Umgebung von x mit



Rationale Singularitdten komplexer Flichen 343

fUy)cV,, ferner V, eine gute Umgebung von y mit V,<¥V; und
S }(V3)<= U, und schlieBlich sei U, =f"%(V,). Es sei V" =V,—{y} und
U7 =U;—{x}. Es sei V.-V die universelle Uberlagerung von Vi
und U .= U die universelle Uberlagerung von U; . U und ¥, sind
in kanomscher Weise mit einer komplexen Struktur versehen, so daB3
die Uberlagerungsabbildungen lokal biholomorph sind. Daher sind auch
die gefaserten Produkte

(72=U2_XU;I71 und V2 Vy Xy- V1 und (Zzﬁixyi_ﬁi

reduzierte normale komplexe Rdume. Weil V1—> Vi eine unverzweigte
topologische Uberlagerung ist, ist auch U, — U, eine unverzweigte topo-
logische Uberlagerung und hat daher wegen des einfachen Zusammen-
hangs von U einen Schnitt. Dann hat auch U2—+U2 einen Schnitt,
und dieser ist eine holomorphe Abbildung s: U2—>UZ Durch Kom-
position von s mit U2 — V, erhilt man ein kommutatives Diagramm
von holomorphen Abbildungen.
U, -V,
Vool
Behauptung: U, — V, ist surjektiv. Beweis: Die Abbildung ist eigent-
lich, diskret, holomorph, das Bild also eine (abgeschlossene) analytische
Teilmenge von ¥, mit der gleichen Dimension wie Vz, also eine Zu-
sammenhangskomponente von V,. Aber ¥, ist zusammenhangend, weil
V1 zusammenhédngend ist und die Inklusion von guten Umgebungen
V5 — Vi einen Isomorphismus der Fundamentalgruppen induziert.
Es sei O,(f) die Ordnung von fin x und O(ny ,) bzw. O(ny ;) die
Ordnung der lokalen Fundamentalgruppen. Dann folgt wegen der Sur-
jektivitit von U, — ¥, aus obigem Diagramm

O(EY, y)éox(f) O(NX,x)’

und damit ist die Endlichkeit von 7y , bewiesen.

(X,x) sei eine 2-dimensionale normale Singularitit, mit einer regu-
liren Auflosung mit exzeptionellem Kurvensystem C,, ..., C;. Es sei
5;;=C;- C;. Dann kann man ny , allein aus der Schnittmatrix (s;;)
berechnen, denn es gilt (vgl. Mumrorp [21], p.12; HIRZEBRUCH [16]).

Lemma 2.7. Unter den obigen Voraussetzungen wird ny , von k Ele-
menten ey, ..., ¢, mit den folgenden Relationen erzeugt:

Sij __ ,8ij
e ef=ele,

eft e =1,
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2.3. Aus Lemma 2.6 folgt insbesondere, daB eine Singularitit, die
eine singularititenfreie Uberlagerung gestattet, eine endliche lokale Fun-
damentalgruppe hat. Die Umkehrung hiervon stimmt im allgemeinen
nicht (vgl. jedoch PRrILL [22], Proposition 5). Fiir 2-dimensionale Sin-
gularitdten hingegen gilt (vgl. PrRiLL [22], Theorem 3).

Satz 2.8. (Y, y) sei eine 2-dimensionale normale Singularitit. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent

i) (Y,y) ist eine Quotientensingularitiit.
ii) Es existiert eine Uberlagerung (X,x)—(Y,y) mit reguldrem Ox ..
iii) my, , ist endlich.

Beweis. (i) impliziert (ii) wegen Satz 2.1 und (ii) impliziert (iii) wegen
Lemma 2.6. Zu zeigen ist, daB (iii) die Aussage (i) impliziert. Es sei V
eine hinreichend kleine gute Umgebung von y in ¥, V' =V—{y} und
U'— V' die universelle Uberlagerung, die wegen der Endlichkeit von
my,, endlichblittrig ist. Diese Uberlagerung kann man (z.B. nach Fox
[9]) durch Hinzufiigen eines Punktes x in eindeutiger Weise zu einer
verzweigten topologischen Abbildung U — ¥ fortsetzen. Nach dem fun-
damentalen Resultat der Arbeit von GRAUERT und REMMERT {iber kom-
plexe Rdume [12} kann man U so mit einer normalen komplexen Struk-
tur versechen, daB U -V eine analytisch verzweigte Uberlagerung ist.
Aus dem einfachen Zusammenhang von U’ folgt ny =1, und daher ist
Oy, wegen Satz 2.4 von MUMFORD reguldr. my , operiert durch Deck-
transformationen holomorph auf U’ und auch auf U mit Fixpunkt x
und Quotient Ufny ,=V. Also ist (V,y) eine Quotientensingularitét.

2.4. a) Der Satz 2.3 von PriLL fiihrt die Klassifikation der in Satz 2.8
beschriebenen Quotientensingularitdten auf die Aufzdhlung der Kon-
jugationsklassen kleiner Untergruppen von GL(2,C) zuriick. Um weitere
Informationen iiber die Quotientensingularitdten zu erhalten, kann man
z.B. ihre lokalen Ringe mittels Invariantentheorie berechnen. Dies ist
fiir die Untergruppen von SL(2,TC) z.B. von KLEIN [19], Kap.II, § 913
und DUVAL [22], p. 94— 112 durchgefiihrt worden. Eine andere Methode
besteht darin, die Quotientensingularititen aufzulGsen. Aus der Auf-
16sung erhilt man nach den Sidtzen 1.2 und 1.7 Multiplizitit und Ein-
bettungsdimension des lokalen Ringes. Es zeigt sich, daB die Quotienten-
singularititen auch durch die Schnittmatrix ihrer Auflosung klassifiziert
werden. Dieser Abschnitt handelt vom Zusammenhang zwischen den
erwihnten zwei Klassifikationen.

b) Die Schnittmatrix kann durch den entsprechenden bewerteten
Baum beschriecben werden. Es wird sich herausstellen, daB fiir die
Quotientensingularititen die Bdume alle streckenférmig oder stern-
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férmig mit drei Zweigen sind. Derartige bewertete Baume konnen fol-
gendermaBen beschrieben werden.

Definition. Es seien n und ¢ teilerfremde ganze Zahlen mit 0 <g<n.
Dann sei {n,q> der bewertete Baum
—.bl —‘bz '—b3 —-br—l “'b

r

o oo Py

wobei die b; diejenigen ganzen Zahlen sind, die durch die folgenden
Beziehungen eindeutig charakterisiert sind:

b,22 fiir i=1,...,r

@)

Nach [23], p. 61 sind {n,q) und {n’, q’) der gleiche bewertete Baum
genau wenn n=n' und g=q’ oder g q'=1(n).

Definition. {b; n, q,; 1y, 4,; n3, 45y sei der bewertete Baum

~b}, —b, —b' —b b} —b?

wo die b, bl ganze Zahlen mit b, b, =2 sind und die ganzen Zahlen #;,

g; mit (n;,,g)=1 und 0<gq;<n; durch die folgenden Kettenbriiche
gegeben sind.

2
—_ brz

Bt 1 -
q; bi _
2 bi3

i — 1
ri—1 i
b,
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¢) Es ist klar, daBl man die Untergruppen von GL=GL(2,C) fol-
gendermaBen beschreiben kann: SL = G L sei die spezielle lineare Gruppe,
ZLcGL das Zentrum und ¢: ZL xSL—>GL die Multiplikation. H,
bzw. H, seien Untergruppen von ZL bzw. SL und N, normale Unter-
gruppen von H,, fiir welche H,/N, und H,/N, isomorph sind; ¢: H,/N,—~
H,/N, sei ein Isomorphismus. Es bezeichne k; die Restklasse von 4; in
H/N; und

Hyx,Hy={(hy,hy)eH, XH2]E1=§0(52)}
das gefaserte Produkt. SchlieBlich sei
(Hl,Nl;HZ,N2)¢=¢(H1 X(pHZ)'

Jede endliche Untergruppe von GL ist von der Form (H,, Ny; H,, N,),,
und es ist nicht schwierig, festzustellen, wovon die Konjugationsklasse
von (Hy, Ny; H,, N,), abhingt. Tatsichlich stellt sich heraus, dal sie
in fast allen Fillen nicht von ¢ abhidngt. In diesen Fillen wird daher
das ¢ fortgelassen, und (H,, N;; H,, N,) bezeichnet einen fest gewéhl-
ten Reprisentanten der entsprechenden Konjugationsklasse.

Der einzige Fall, in dem ¢ eine Rolle spielt, ist der, wo H; und H,
zyklisch sind. In diesem Fall ist aber die folgende Beschreibung der
Gruppe zweckmiBiger. Man sieht leicht, daB jede nicht triviale kleine
Gruppe (H,, N,; H,, N,), mit zyklischen H; konjugiert zu einer der
wie folgt definierten zyklischen Gruppen C, , ist:

e21zi/n 0
Cn,q={( 0 eZniq/n) 0<¢1<n, (naq)=1

C,,, und C,, .. sind natiirlich konjugiert genau wenn »'=n und g=q’
oder g ¢'=1(n).
Die Gruppen H; werden folgendermaBen bezeichnet: Es ist
Z, die zyklische Gruppe der Ordnung k in ZL,
die zyklische Gruppe der Ordnung & in SL,
die bindre Diedergruppe der Ordnung 4k,
die bindre Tetraedergruppe,
die bindre Oktaedergruppe,
die binidre Ikosaedergruppe.

“0o-9p

Die Untergruppen von SL in dieser Liste sind natiirlich nur bis auf
Konjugation bestimmt. Es sei jeweils ein Reprisentant fest gewdhit,
und zwar so, daB man normale Untergruppen: C,,<1D, und D,<T hat.
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d) Nach diesen Vorbereitungen kénnen die 2-dimensionalen Quo-
tientensingularititen bis auf analytische Isomorphie folgendermaBen
klassifiziert werden, wobei jeweils die reguldre Singularitit bzw. die
triviale Gruppe bzw. der leere Graph fortgelassen werden.

Satz 2.9. (i) Die 2-dimensionalen Quotientensingularititen werden
klassifiziert durch die Konjugationsklassen kleiner Untergruppen wvon
GL(2,C). Jede kleine Untergruppe von GL(2,T) ist konjugiert zu einer
der folgenden Gruppen.

C,, 0O<g<n, (n,q)=1

(Zoym> Z2m3 Dy, DY) (m,2)=1, (m,n)=1
(Zams Zams Dus C20) (m,2)=2, (m,n)=1
(Zyms Z2m; T, T) (m,6)=1
(Zsm>Zams; T, Dy) (m,6)=3
(Z3m>Z2m;0,0) (m,6)=1

(Zom> Zam3; L) (m,30)=1.

ii) C, , und C,. ;. sind konjugiert genau wenn n=n' und q=q' oder
q 9’ =1(n). Die iibrigen Gruppen sind paarweise nicht konjugiert.

Beweis. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus dem Satz 2.3
von PRriLL, der Definition der kleinen Gruppen und der wohlbekannten
Klassifikation der endlichen Untergruppen von GL(2,€) (vgl. z.B.

18] p. 57).

Satz 2.10. i) Die 2-dimensionalen Quotientensingularititen sind genau
diejenigen 2-dimensionalen normalen Singularititen, die eine regulire
Auflésung mit einem der folgenden bewerteten Graphen haben: {n,q)
mit 0<qg<nund (n,g)=1, (b;ny, q1; 1y, q,; N3, qsp mit b2, 0<q,<n;
und (n;, q)=1, wobei (ny, n,, n;) eines der platonischen Tripel (2, 2, n),
2,3,3),(2,3,4, 2,3,5) ist.

ii) Diese bewerteten Graphen der minimalen Auflosung klassifizieren
die Quotientensingularititen bis auf analytische Isomorphie.

Beweis. Satz 2.10 ist eine unmittelbare Konsequenz von Lemma 2.7
und Satz 2.8 und dem folgenden Satz.

Satz 2.11. Die folgende Tabelle enthdlt in der 1.Spalte die kleinen
Untergruppen G von GL(2,T), in der 2. Spalte den bewerteten Graphen I
der minimalen Auflésung der Quotientensingularitit (C€3/G,0), in der
3.Spalte die Multiplizitit e des lokalen Ringes Og: g, o und in der 4. Spalte
die Divisorenklassengruppen Dg=G|G" von O¢z;6 -

25a Inventiones math., Vol. 4
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G Iy ec D¢
Cry (n, q) O<g<n (ng)=124+3(b;—2) Z,
Zams Zyms D, D) <852,1;2,15m,¢) m=(b—1)n—gq, 24+2(b;~2) Z,,XZ,
2fm 2|n
Zims Zyps Dy, C3) (0;2,1;2, 158,90 m=(b—1)n—q, Zym
2[m 24n
Zoyps Zys LT $552,153,2;3,2) m=6(b—2+1 b 2,
Zyms L3 7. ) {b;2,1;3,1;3,1> m=6(—2D+5 b+2 z,,.
Zoms Lo T, D (6;2,1;3,1;3,2) m=6(b—2)+3 b+1 Z,
(Z3,5 2, O, 0 <552,1;3,2;4,3> m=120—2+1 b zZ,.
o> Zy; 0,0 <5;2,1;3,1;4,3) m=12(—2+5 b+1 z,,
(Zyps Zyp; ©,0)  <652,1;3,2;4,1> m=12(b—2)+7 b+2 Zym
@ Z3s ©,9)  <532,1;3,1;4,1) m=12(6—2)+11 b+3 z,.
Zoms Zym; b D) {b;2,1;3,2;5,4) m=30(6—2+1 b v
Zyms Zym; LD {6;2,1;3,2;53> m=30(6—2+7 b+1 z,
amr Zoms WD) $852,133,1;5,4) m=30(6—2)+11 b+1 z,
o> Zams b D) {;2,1;3,2;52) m=30(b—2)+13 b+1 z,
om> Zzms L 1) {b;2,1;3,1;5,3) m=30(b—2)+17 b+2 zZ,
sms Zams b 1) {(b;2,1;3,2:5,1> m=30(b—2)+19 b+3 z
s Zoms b 1) {b;2,1;3,1;5,2) m=30(0—2)+23 b+2 z,
sms Zam b D {(b;2,1;3,1;5,1> m=30(b—2)+29 b+4 z,

Beweis. (a) Zunichst die Berechnung von [;: Fir den Fall, dal G
zyklisch, d.h. ein C, , ist, wird I'; bereits in [15] mittels des Hirzebruch-
Jungschen Algorithmus, d.h. mittels der modifizierten Kettenbruch-
entwickiung (4) fiir n/g, berechnet. Der allgemeine Fall 143t sich fol-
gendermaBen aunf den zyklischen Fall zuriickfithren. X sei die aus €2
durch o-ProzeB in 0 entstehende Flache und C die exzeptionelle Kurve
von X. Die Gruppe G operiert auf X und X/G ist eine Modifikation von
C?/G, in der der singulire Punkt durch die C entsprechende rationale
Kurve C’ ersetzt ist. Die singuliren Punkte von X/G entsprechen nach
2.3 den Punkten x& C, fiir die die reduzierte Isotropiegruppe G, nicht trivial
ist. Dies sind, wenn G =(H,, N,; H,, N,),, hochstens die Punkte, fiir die
das Bild von H, in PGL(1,©) nichttriviale Isotropiegruppen als Trans-
formationsgruppe von P; hat. Dies ist bekanntlich fir genau 2 Punkt-
gruppen der Fall, falls H, zyklisch ist, und fiir 3 Punktgruppen in allen
anderen Fillen. Die Isotropiegruppen von H, sind zyklisch, die G, daher
dquivalent zu gewissen (Z;,,,s Zym; Caurs C2n), und die G, deshalb
dquivalent zu gewissen C, ,, so daB man das Resultat von HIRZEBRUCH
anwenden kann. Die Berechnung der #, ¢ iibergehe ich. Wegen Lemmal.3
ist klar, daB in der minimalen Auflésung X von X/G auch die C’ ent-
sprechende Kurve C, singularititenfrei und rational ist und die anderen
exzeptionellen Kurven transversal schneidet. Man sieht leicht, daB Cg
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tatsdchlich so schneidet, wie es in 2.11 behauptet wird. Damit bleibt
im nichtzyklischen Fall zur Bestimmung von I;=<{b;ny, q4;n;,qs;
n3, q3» nur noch b=—C,- C, zu berechnen. Es sei G=(Z;,,,;, Z3;
H,, N,) und & die Ordnung des Bildes von G in PGL(1,C). Aus der
Tatsache, daBl der Divisor einer holomorphen Funktion auf X jede
exzeptionelle Kurve mit Multiplizitdt 0 schneiden muB, erhélt man fiir b
leicht die folgende Formel

pdi 42 45, 2m
Ry N, N h
(b) Die Berechnung von e; ergibt sich wegen Satz 1.2 und Satz 1.7
aus der von I;. Denn, wenn Z,=3 r; C; der Fundamentalzykel einer
rationalen Singularitdt ist und b;=~C;- C;, so folgt aus 1.2 und 1.3

e=2+Y ri(b;—2).

Man sieht leicht, dafB} fiir den Fundamentalzykel aller I'; aus 2.11 mit
den Bewertungen —b; aus b;>2 folgt r;=1. Also gilt

eg=2+Y (b;—2),
und daraus ergeben sich die Werte der Tabelle.

(c) Die Divisorenklassengruppe D, der rationalen Singularitit (X, x) =
(C?G,0) ist nach den Bemerkungen im AnschluB an Satz 1.5 isomorph
zu H,(S?/G,Z), d.h. zum Quotienten von G =7y, , nach seiner Kom-
mutatorgruppe G'. Damit berechnet man Dg;=G/G’ ohne Schwierig-
keiten aus G.

2.5. Als triviale Folgerung aus Satz 2.10 erhilt man die folgende
Verallgemeinerung von Satzl in [4]. In Abweichung vom {iblichen
Sprachgebrauch werde festgesetzt:

Definition. (X,x) sei eine 2-dimensionale normale Singularitit mit
einer minimalen reguliren Aufl6sung und zugehorigem bewerteten
Graphen I. (X,x) ist starr, wenn (X,x) bis auf Isomorphie die einzige
Singularitdt mit einer reguldren Auflosung mit bewertetem Graphen I’
ist.

Natiirlich kann (X, x) nicht starr sein, wenn I einen Punkt hat, der
Eckpunkt von mehr als 3 1-Simplices ist. Beispielsweise gehort

25b Inventiones math., Vol. 4



350 E. BRIESKORN:

zu nicht starren rationalen Singularititen. Aber selbst wenn (X, x) rational
ist und jeder Punkt von I' auf hichstens 3 1-Simplices liegt, braucht
(X,x) nicht starr zu sein. Ein Beispiel fiir ein solches I ist nach einer
brieflichen Mitteilung von TJURINA an ARTIN

Darum ist die folgende triviale Folgerung aus Satz 2.10 um so bemer-
kenswerter.

Korollar 2.12. Die 2-dimensionalen Quotientensingularititen sind starr.

Dieses Korollar ist natiirlich der Grund fiir die oben gegebene Defi-
nition der Starrheit. Natiirlicher und schwicher wire es, zu verlangen,
daB (X,x) durch die erste infinitesimale Umgebung des exzeptionellen
Kurvensystems determiniert ist. — Ich mochte noch anmerken, daB
TIURINA gezeigt haben soll: Alle rationalen Tripelpunkte sind starr.

2.6. Dieser Abschnitt erldutert den Zusammenhang zwischen der
analytischen Klassifikation der Quotientensingularititen einerseits und
den topologischen Untersuchungen von SEIFERT und THRELFALL iiber
die Diskontinuitdtsbereiche endlicher Bewegungsgruppen der drei-
dimensionalen Sphire und iiber Seifertsche Faserriume sowie v.RAN-
DOWS Resultaten iiber Baummannigfaltigkeiten andererseits.

(2) Jede Quotientensingularitit (C?/G,0) hat die 3-dimensionale
geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeit M;=S>/G als Rand einer
guten Umgebung, wobei S°® die als G-Unterraum aufgefaBte Standard-
3-Sphire in €2 ist. In [28], Kap.III, wird gezeigt, daB die Gesamtheit
der so erhaltenen Umgebungsrdnder M; mit der Menge aller Mannig-
faltigkeiten S®/H iibereinstimmt, wo H eine beliebige endliche Unter-
gruppe von SO(4) ist. Ist H auf S* fixpunktfrei, so heit S3/H nach
Hopr eine sphdrische Raumform. Die Umgebungsrinder M, der Quo-
tientensingularititen sind also gerade die sphirischen Raumformen.
Das Homéomorphieproblem fiir diese Mannigfaltigkeiten ist vollstindig
gelost: Wenn G zyklisch ist, ist M ein Linsenraum, genauer: M, =
L(n,q), und nach Bropy [6] gilt: L(n,q) und L(#, ¢’) sind homSomorph
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genau wenn a=n" und g= +¢q'(n) oder q g’ = -+ 1(n). Fiir nicht zyklische
kleine Untergruppen G von GL(2,C) stimmen die Klassifikation bis auf
Konjugation einerseits und bis auf abstrakte Isomorphie andererseits
liberein, wie man leicht durch Betrachtung von G/G’ und G/Zentrum(G)
nachweist (vgl. [28], § 6). Daher ist fiir nichtzyklische kleine G,, G, die
Mannigfaltigkeit M;, homdomorph zu Mg, genau wenn G; zu G,
konjugiert ist. Fiir eine zweidimensionale normale Singularitit (X, x) mit
nichtzyklischem endlichem 7y , ist die analytische Struktur aiso durch
die topologische bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(b) Es sei U der Volltorus
U={(Zl,zz)e€2l|zll=1, lz,| <1}
und V die Kreisscheibe
V={(z1,22)€C?|| 2] =0, | z,| £1}.

U werde orientiert, und zwar, wenn z; =e*™'® und z,=x+iy, durch
die Reihenfolge von Koordinaten (¢, x,y). Es sei f: U -V die Projektion,
das heiBt f(z,, z,) =z,. Die in 2.4 definierte Gruppe C, , operiert auf
U und ¥V als Unterrdumen von C?. Es sei f, ,: U/C, ,—~V/C, , die durch
f induzierte Abbildung der Quotientenrdume und U/C, , mit der von U
induzierten Orientierung versehen.

Definition. Ein Seifertscher Faserraum ist eine Abbildung f: X ->7Y
einer dreidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit X' auf eine 2-
dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit ¥ mit 1-Sphéren als Fasern,
welche iiber geeigneten Umgebungen der Punkte von Y entweder lokal
trivial oder vom gleichen Typ wie ein f, , ist. (Zu Verallgemeinerungen
vgl. [18].)

Die Seifertschen Faserriume mit einer Orientierung fiir X und
orientierbarem Y werden in [27] durch ein Invariantensystem

©O,0;p1B501,B15 .52y, B,)

klassifiziert. Hierin verweisen O bzw. o auf die Orientierbarkeit von X
bzw. Y, und p ist das Geschlecht von Y. Die ganze Zahl § ist die Schlie-
Bungsinvariante (zur Definition vgl. [27], p.181), und die ganzen teiler-
fremden Zahlen «;, §; mit 0<f;<«; legen den orientierten Typ f,, 4, der
Ausnahmefasern fest. Bei Umkehr der Orientierung geht

(O:OQPIﬂlesﬁI; -“’ar’ﬂr)
in
(O,O,N—ﬁ'—"s abal—ﬁl; ...;a,,d,—ﬂ,)
iiber.
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Nun sei G eine endliche kleine Untergruppe von GL(2,€). Die
Gruppe G operiert auf $* und P,, und dadurch erhilt man aus der
Hopifaserung S® — P, einen Seifertschen Faserraum

SslG")PI/G.

M =83G ist als Umgebungsrand einer komplexen Singularitit orien-
tiert (zur Orientierung des Randes einer orientierten Mannigfaltigkeit
vgl. das Lehrbuch der Topologie von SEIFERT-THRELFALL), und damit
ist My ein orientierter Seifertscher Faserraum. Die Seifertschen In-
varianten der M; wurden bereits in [28] berechnet. Durch Vergleich
mit Satz 2.11 erhélt man:

Lemma 2.13. Wenn die Singularitit (C*/G,0) eine Auflosung mit dem
bewerteten Graphen I';=<b; ny, q1; n,, q,; 13, q3) hat, dann hat ihr Um-
gebungsrand M als Seifertscher Faserraum die Invarianten

(0,0;0]=b;ny,q,3n5,925n3,43).

In [27] wurden alle (O, o; 0| fF; a4, By; --.; o, B,) mit endlicher Fun-
damentalgruppe aufgezihlt. Durch Vergleich mit den in [28] oder in
2.11 und 2.13 bestimmten Faserinvarianten der M ergibt sich der
Hauptsatz von [28]: Die Umgebungsriander der 2-dimensionalen Quo-
tientensingularititen sind gerade die Totalriume der orientierbaren
Seifertschen Faserungen iiber S? mit endlicher Fundamentalgruppe.

(c) Wenn eine 2-dimensionale normale Singularitit eine reguléire
Auflésung mit bewertetem Baum I’ hat, dann ist ein geeigneter Um-
gebungsrand M die zu I gehérige Baummannigfaltigkeit im Sinne von
v.Ranpow [23] (vgl. auch [16], [17]). v.RaNDOow beweist in [23],
Kap.V, daB jeder orientierbare Seifertsche Faserraum iiber S* homdo-
morph zu einer sternférmigen Baummannigfaltigkeit ist, und daB um-
gekehrt jede sternformige Baummannigfaltigkeit mit einer gewissen zu-
sitzlichen Bedingung eine Seifertsche Faserung gestattet. Diese Faserung
ist in gewissen Fillen durch die Baumstruktur oder sogar durch den
Homdomorphietyp eindeutig bestimmt (vgl. hierzu auch [30]), z.B.
dann, wenn die Fundamentalgruppe endlich und nicht zyklisch ist oder
wenn der Faserraum ein Poincaréscher Raum ist. Daher hétte man
Satz 2.11 auch aus den Resultaten von [28], § 8 und [23], Kap.V, her-
leiten k6énnen. Angesichts der Kompliziertheit der topologischen Argu-
mente hielt ich aber einen direkten analytischen Beweis fiir wiinschens-
wert.

(d) Nach einem Lemma in [16] hat eine 2-dimensionale Singularitit,
deren Umgebungsrand M ein Poincaréscher Raum ist, eine reguldre
Aufidsung. M ist also eine Baummannigfaltigkeit. Ist M sternf6rmig,
so ist es also in eindeutiger Weise ein gefaserter Poincaréscher Raum.
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Die gefaserten Poincaréschen Raume sind in [27], § 12, bestimmt wor-
den. Fine interessante Klasse gefaserter Poincaréscher Riume, die die
in [27], §13, betrachteten, von DEHN konstruierten umfaBt, sind die in
[5] definierten Umgebungsrinder von Singularititen X, ,, ,,, wo die a;
paarweise teilerfremd sind.

2 e as={(z1,22,23)eC | 2§ + 22 +25=0,|z|=1}.
Dies sind Poincarésche Riume nach [5], p. 6, und sie werden offenbar
mit 3 Ausnahmefasern gefasert durch die Operation von S*={teC]|
[#]=1} mit

(21,25,23) > (172 2, 1P 2,5, 19 25).

§ 3. Die Ikosaedersingularitit

3.1. In diesem Paragraphen geht es um die Frage, welche analytischen
lokalen Ringe faktoriell sind. Es zeigt sich, daf3 die Antwort auf diese
Frage fiir verschiedene Dimensionen sehr verschieden ausfillt.

Fiir dim 0y =4 hat man den folgenden Satz von GROTHENDIECK
(vgl. [14], Exposé X1, Cor. 3.14 und [29], § 5).

Satz 3.1 (GROTHENDIECK). (X, x) sei ein normaler vollstindiger Durch-
schnitt und Oy , faktoriell fiir alle y auflerhaib einer 4-codimensionalen
analytischen Menge. Dann ist Oy . faktoriell.

Fiir den Fall einer isolierten Hyperflichensingularitit kann man
diesen Satz auch leicht aus einem Resultat von MILNOR deduzieren
(vgl. [5], p. 8).

Unter den lokalen Ringen von 3-dimensionalen Hyperflichensingu-
laritdten gibt es sowohl unendlich viele nicht faktorielle als auch unendlich
viele faktorielle Ringe. Beispielsweise gilt (vgl. [5], Korollar1).

Satz 3.2. Es seien a,, a,, as, a, natiirliche Zahlen, von denen eine
relativ prim zu den ilbrigen ist. Dann ist der folgende analytische lokale
Ring faktoriell

C{x1, %5, %3, X} /(X7 + X2+ x5 +x59) .
3.2. Es sei 0 =0, der lokale Ring von €2 in 0 und @ seine Kom-
plettierung. Die bindre Tkosaedergruppe | operiert auf €2 mit Fixpunkt0,

und daber auch auf @ und O. Es seien ¢' bzw. 0' die Unterringe de:
unter | invarianten Elemenc.e von @ bzw. @. Natiirlich gilt (vgl. [7]):

0'20¢2,0 und 0'=0"

KereiN hat in [19], Teil I, Kap.ll, §13 mittels Invariantentheorie explizit
drei Erzeugende fiir ¢' und die zwischen ihnen bestechende Relation



354 E. BRIESKORN:

bestimmt. Es ergibt sich
0'=C{x,y, z2}/(x*+y*+2°)
0'= C[x, y, z] /(x> + y*+2%).
Satz 3.3. Die Ringe O und 0' sind bis auf Isomorphie die einzigen
Jaktoriellen zweidimensionalen analytischen lokalen Ringe.

Beweis. Nach Satz 1.4 und 2.11 sind @ und 0' faktoriell. Nun sei
umgekehrt (X,x) eine 2-dimensionale Singularitit und @y , faktoriell
und nicht reguldr. Oy, , ist als faktorieller noetherscher Ring normal.
Es sei f: X'— X die minimale Auflésung der Singularititen von X und

1= X,

wo die X, die irreduziblen Komponenten sind. Es sei §=(X,- X,) die
Schnittmatrix. Nach Korollar 1.6 ist (X, x) rational und det S=+1. Es
sei Z=)  r; X, der Fundamentalzykel. Ferner werden Zykeln Z; =} r;; X;
durch die Bedingung Z; - X, = —4§,, definiert. Aus det S= 41 folgt

M ri€l.

Die Symmetrie von S impliziert

(2) r,-j = rj i

Weil § negativ definit ist und X;- X;20 fiir i+j und weil Z; - X; <0,
gilt (vgl. [2], p.130)

3) r;>0.

Die Minimalitdt von Z impliziert wegen (1) und (3), daB Z<Z, fiir
i=1, ..., n. Andererseits gilt wegen der Definition der Z; die Beziehung

Z=-Y(Z-X)Z;mit Z - X;<0. Daher mu8 fiir ein k&{1, ..., n} gelten
Z=27,, also

(4) r,-=r“c fiir i=1,.--,n.

Z<Z; impliziert r;<r;;. Daher folgt insbesondere aus (2) und (4):
rk=rkk§rkj= jk=rj und alSO

(5) rk§rj fﬁr j=1,...,n.

Nach Satz 1.1 gilt

6) : Z-Z+Z -K+2=0.
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Nach Lemma 1.31) sind die X; singularititenfrei und rational, und
daher gilt

) X,-K=-2-X,-X,.
Die Gin.(4), (6), (7) und die Definition von Z, implizieren

® rk=2——Z(X,~-X,-+2)r,-.
i=1

Aber wegen der Minimalitdt der Aufldsung f gilt
® —(X;- X;+2)20.

Die Beziehungen (5), (8) und (9) implizieren

1o X - X;=-2 fur i=1,...,n.

Nach der klassischen Klassifizierung der mit 2 bewerteten Dynkin-
schemata folgt fiir den bewerteten Graphen I der Auflésung f aus (10)
und detS=+1

r=¢2;2,1;3,2;5,4>.

Dabher gilt nach Satz 2.10 und 2.11

(X, x)=(C?/1,0),
und also
Oy, =0
g.e.d.

3.3. (a) Wihrend bisher in dieser Arbeit nur analytische lokale Ringe,
d.h. lokale Ringe komplexer Rdume, betrachtet worden sind, sollen in
diesem letzten Abschnitt aus dem Hauptsatz 3.3 einige Aussagen iiber
andere faktorielle lokale Ringe abgeleitet werden. Dabei habe ich nicht
leicht zu beweisende Vergleichssitze von ARTIN und HIRONAKA benutzt.
Moglicherweise lassen sich die folgenden Beweise vereinfachen.

Korollar 3.4. Die lokalen Ringe O und @' sind bis auf Isomorphie die
einzigen faktoriellen kompletten zweidimensionalen lokalen Ringe mit
Restklassenkorper €.

Beweis. R sei ein faktorieller kompletter 2-dimensionaler lokaler Ring
mit Restklassenkorper €. Dann ist R als faktorieller noetherscher Ring
normal, Nach ARTIN ist jeder komplette normale 2-dimensionale lokale
Ring mit einem RestklassenkGrper & der Charakteristik O die Komplet-
tierung eines lokalen Ringes einer algebraischen Fliche iiber k& (s. [2],
p.36). Sei also R, ein algebraisch-geometrischer lokaler Ring iiber €
mit R=R,. Nach GAGA [30}], Prop.3, kann man R, in kanonischer
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Weise in einen analytischen lokalen Ring gleicher Dimension R, ein-
betten, so daB fiir die Komplettierungen R R gllt R, ist nach Mor1
faktoriell, weil R,, faktoriell ist (vgl. z.B. [3], §3, n° 7, _ Prop. 4). Nach
Satz 3.3 folgt also R,=0' und damit R=R,=0". DaB 0" faktoriell ist,
folgt z.B. aus [25], Satz 1.

(b) SamuEeL hat in [24], p. 171, die folgende Vermutung ausgesprochen:
Wenn R ein kompletter faktorieller lokaler Ring ist, ist der formale
Potenzreihenring R[X] faktoriell. Beispiele von SAMUEL und anderen
zeigen, daB die Voraussetzung der Komplettheit nicht fortgelassen wer-
den kann. Die Vermutung ist meines Wissens bis jetzt nicht vollstindig
entschieden. Sie ist z. B. richtig fiir R mit codh R=3 (ScHEIA [26], Satz 2).
Fiir dim R=2 zeigt Korollar 3.4, daBB die Vermutung richtig ist unter
der zusitzlichen Voraussetzung, dafl der Restklassenk&rper € ist. DaB
0'[X] faktoriell ist, beweist SCHEJA in [26], Satz 4.

(c) Es gibt viele algebraisch-geometrische lokale Ringe iiber €, d.h.
hier: Lokalisierungen einer endlich erzeugten Algebra iiber € nach
einem maximalen Ideal, welche Dimension 2 haben und faktoriell sind.
Beispielsweise sind nach SAMUEL die 2-dimensionalen algebraisch-geo-
metrischen lokalen Ringe

(c[xla x2 > -’CSJ/(X’;1 +x;2+xgs))m >

wo mt das von Xx,, x,, x; erzeugte maximale Ideal ist, faktoriell, wenn
die natiirlichen Zahlen a; paarweise teilerfremd sind (vgl. [3], § 3, p. 99,
Exercise 7 und §3, n®4, prop. 3). Aber die Komplettierungen dieser
lokalen Ringe

Clxy, x7, %3] /(x7 + x5 +x5°)

sind nach Korollar 3.4 nicht faktoriell, wenn ¢;>1 und {a,, a,, a5} +
{2, 3, 5}. Das folgende Korollar zeigt, daB die Faktorialitit nicht erst
bei der Komplettierung, sondern schon bei der Henselisierung verloren
geht.

Korollar 3.5. Der 2-dimensionale lokale Ring R sei die Henselisierung
eines algebraisch-geometrischen lokalen Ringes itber C. Dann ist R fak-
toriell genau wenn die Komplettierung R isomorph zu O oder 0' ist.

Beweis. R sei die HensehslerungR des algebraisch-geometrischen
lokalen Ringes R,. R, ist noethersch und daher ist auch R, noethersch,
und da es auBerdem faktoriell ist, ist R, normal. Dann smd auch R
und der zu R, gehorige analytische lokale Ring R, normal. Daher sind
die Spektren dieser lokalen Ringe auflerhalb der abgeschlossenen
Punkte it bzw. m,, bzw. m regulir, und deshalb sind (vgl. [14], ExposéX],
Cor.3.8) die Divisorenklassengruppen dieser lokalen Ringe gleich den
Picardgruppen der gelochten Spektren. Nach einem unverdffentlichten
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Ergebnis von HIRONAKA gilt allgemein fiir einen lokalen Ring R, einer
isolierten Singularitit einer algebraischen Varietit iiber C

Pic(Spec(R,)— fit) = Pic(Spec(R,) — m,) = Pic(Spec(R,) —1it).

R ist also faktoriell genau, wenn R faktoriell ist, und damit folgt das
Korollar trivialerweise aus 3.4.

Zusatz bei der Korrektur. Unter Benutzung eines Satzes von ARTIN kann 3.5
folgendermaBen verbessert werden. Wenn die Henselisierung eines 2-dimensionalen
algebraisch-geometrischen lokalen Ringes (iber C faktoriell ist, ist sie isomorph zur
Henselisierung von € {x, y], ,, oder von (C[x, y, z}x2+ y3+25)(x’ 5,2

JosepH LipMan hat mir mitgeteilt, daB er inzwischen folgende Veralfgemeinerungen
von Resultaten dieser Arbeit erhalten hat: Korollar 1.6 gilt fir jeden excellenten hensel-
schen 2-dimensionalen normalen lokalen Ring R mit algebraisch abgeschlossenem
Restklassenkorper k. Ist ein solches R also faktoriell, dann hat die minimale Auflosung
nach § 3 den bewerteten Graphen (2;2,1; 3,2;5,4). Fiir char k=2, 3,5 wird das
maximale Ideal m von R durch ein System von Parametern x, y, z mit x2+ y34z5e¢m®
erzeugt. Die Komplettierung hat dann ein System von Parametern x, y, z mit x2+4 34
25220, und ein Analogon zu Korollar 3.4 gilt daher unter diesen allgemeineren Voraus-
setzungen.
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