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EGBERT BRIESKORN * 

Einleitung 
Eine Aufl6sung yon Singularit~iten holomorpher  Abbildungen ist bisher 

nur in wenigen Spezialf~illen ausgeffihrt worden. Ein Beispie! hierffir ist der 
in [10] beschriebene Aufl6sungsprozel3, ein anderes die Aufl6sung gew6hn- 
licher Doppelpunkte in Familien komplexer Fl~ichen in einer Arbeit yon 
M. F. ATIVAn. Die vorliegende Ver6ffentlichung ist ein weiterer Beitrag zu 
diesem Fragenkreis. Sie behandelt das folgende Problem, das sich in natfir- 
licher Weise aus der Arbeit von ATIYAH ergibt. 

f :X-~Y sei eine holomorphe Abbildung eines 3-dimensionalen nor- 
malen komplexen Raumes X auf eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Y. 
Die im folgenden definierte Singularit~itenmenge yon f bestehe nur aus 
endlich vielen Punkten yon X. Fiir eine solche Abbildung wird eine Definition 
des Begriffs ,,Aufl6sung der Singularit~iten von f "  gegeben, die man in An- 
betracht der Ergebnisse yon ATIYAH als naheliegend ansehen kann. Das 
Problem besteht dann darin, Bedingungen for die Existenz solcher Aufl6- 
sungen anzugeben. 

f :X-~ Y sei eine holomorphe Abbildung des komplexen Raumes X mit 
der Strukturgarbe (9 x auf den komplexen Raum Y mit der Strukturgarbe Cgy. 
(Zum folgenden vgl. §2 in [15].) Ffir teY sei m s die Idealgarbe der in t ver- 
schwindenden Funktionskeime und mto f die von {gof]g~mt} erzeugte 
koh~irente Idealgarbe in 0 x. Die Faser von f fiber t ist der nicht notwendig 
reduzierte komplexe Raum X t =  f - 1 ( 0  mit der Strukturgarbe Cgx/mto f~ 
f heiBt regul~ir in x ¢ X, wenn X:t~) in x nichtsingul~ir ist und wenn f platt 
in x ist, d.h. wenn Tor~r,"x~(@x,,, @r,:oo/m:(,)) verschwindet. Dies bedeutet, 
dab f in der Umgebung yon x wie eine Projektion in einem cartesischen 
Produkt  mit singularit~itenfreien Fasern aussieht. Die Singularitdtenmenge 
S(f) von f i s t  die Menge der Punkte von X, in denen f nicht regul~ir ist. 

* Ein groBer Teit dieser Arbeit ist w~thrend eines Aufenthaltes am Mathematischen Institut 
der Universit~t Leiden entstanden, der aus Mitteln des Koninklijke Shell prijs vor wiskunde 1963 
fmanziert wurde. 

1 Nicht reduzierte R~ume treten in dieser Arbeit nur als Fasern yon holomorphen Abbil- 
dungen auf. In allen anderen F~llen ist mit einem k-dimensionalen komplexen Raum ein rein 
k-dimensionaler komplexer Raum im Sinne von SnRV.E gemeint. 
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Ist S( f )  leer, so heiBt f reguldr. Ist Y eine komplexe Mannigfaltigkeit, 
so besteht S( f )  aus allen singularen Punkten yon X sowie aus denjenigen 
nichtsingul~iren Punkten, in denen der Rang der Funktionalmatrix von f 
kleiner als die Dimension von Y ist. 

Definition: f : X--+ Y sei eine holomorphe Abbildung des 3-dimensionalen 
normalen komplexen Raumes X auf die 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Y. 
Die Singularit~itenmenge von f sei endlich. Eine Aufl6sung von f i s t  ein 
Tripel von holomorphen Abbildungen (f',  q~, ~p) mit folgenden Eigenschaften : 

i) f ' :X ' - - ,  Y' ist eine regulare Abbildung einer 3-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit X' auf eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Y'. 

ii) Die Abbildungen q~ : Y '~  Y und ~p : X ' ~ X  sind eigentlich und surjektiv. 
iii) Das folgende Diagramm ist kommutativ 

X'2 -~X  

:'I i: 
y'-~y 

iv) Ffir jedes s e Y' gilt fiir die Beschr~inkung % von ~p auf die Faser X'~, 
dab ~p~:X's~X~o(~ ) eine Aufl6sung der SingularitMen des 2-dimensionalen 
reduzierten komplexen Raumes Xo(s) ist 2 

In § 2 werden Bedingungen fiir die Existenz einer Aufl6sung angegeben. 
Eine notwendige Bedingung ist 

Satz 2. f : X ~  Y sei eine holomorphe Abbildung des 3-dimensionalen 
normalen komplexen Raumes X auf die 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Y. 
S( f )  sei endlich. Die Fasern yon f seien normal. Es existiere eine Aufl6sun9 
yon f .  Dann sind die Singularitiiten der Fasern rational 2 

Aus Satz 2 ergibt sich als Spezialfall 
Satz 3. f : X--+ Y sei eine holomorphe Abbildun9 der 3-dimensionalen 

Mannigfaltigkeit X auf die l-dimensionale Mannigfaltigkeit Y. S ( f )  sei endtich. 
Es existiere eine Aufl6sung yon f .  Dann sind die Singutaritiiten der Fasern 
yon f rationale Doppelpunkte 2. 

Ober die Definition und die Eigenschaften der rationalen Singularit/iten 
wird im Anschlug an eine Arbeit yon M. ARTIN in § 1.8 berichtet. Fiir die 
rationalen Doppelpunkte beweisen wir 

Satz 1. Ein isolierter singuliirer Punkt eines 2-dimensionalen komplexen 
Raumes ist genau dann ein rationater Doppelpunkt, wenn er ein absolut isotierter 
Doppelpunkt ist 2. 

Ffir die absolut isolierten Doppelpunkte hat D. KmBY eine vollst~indige 
Klassifikation angegeben: Es gibt den gew6hnlichen Doppelpunkt A 1, 
die biplanaren Doppelpunkte Ak, k > 2, die uniplanaren Doppelpunkte Dk, 
k > 4, und die drei exzeptionellen uniplanaren Doppelpunkte E 6, E7, E 8. 

Das Hauptresultat der Arbeit ist die folgende hinreichende Bedingung ffir 
die Existenz einer Aufl6sung: 

Satz 4. f : X ~  Y sei eine holomorphe Abbildung einer 3-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit X auf eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Y. S ( f )  sei 

Zur Definition vgl. § 1. 
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endlich. Die Singularitdten der Fasern yon f seien yon E s verschiedene rationale 
Doppelpunkte. Dann existiert eine Aufl6sung yon f .  

Satz 4 ist eine teitweise Umkehrung yon Satz 3. Ob die genaue Umkehrung 
gilt, d.h. ob auch E s aufl6sbar ist, und ob darfiber hinaus auch Satz 2 um- 
kehrbar ist, ist ein offenes Problem. 

Ein Spezialfall yon Satz 4 wurde yon ATIVAH in [5] bewiesen, n~imlich 
der Fall, bei dem die Singularitiiten der Fasern nur gew6hnliche Doppel- 
punkteA 1 sind. Ffir beliebige rationale Doppelpunkte 4:E s erfolgt der Beweis 
durch eine explizite und elementare Konstruktion der Aufl6sung ffir jeden 
einzelnen Singularitiitentyp. Diese Konstruktion nimmt den gr6Bten Teil 
von §2.ein. § 3 enthiilt eine Anwendung yon Satz 4 auf K3-Fllichen sowie 
Ergiinzungen und Verallgemeinerungen. 

Fiir vide Anregungen danke ich M. ARTIN, P. Du VAL, F. HIRZEBRUCH, D. KIRBY und 
A. VAN DE VEN. 

§ 1. Rationale Doppelpunkte 

1.1. Wir erinnern zun~ichst an einige bekannte Tatsachen, die mit der 
Aufl6sung yon Singularitiiten zusammenh~ingen. 

Definition: X sei ein komplexer Raum im Sinne yon SERGE. Eine Auf- 
16sung der Singularitdten yon X ist eine holomorphe eigemliche Abbildung 
f : J ( - - , X  eines singularit~itenfreien komplexen Raumes X auf X, so dab 
gilt: Fiir die Menge X r der regul~iren Punkte von X ist f - l ( X r )  dicht in )( 
und f induziert eine biholomorphe Abbildung f-a(X,)-- ,  X,. 

Eine Aufl6sung f : X - ~ X  ist dann eine stetige eigentliche Modifikations- 
abbildung im Sinne yon REMMERT [ 11 ]. 

X sei jetzt ein 2-dimensionaler okomplexer Raum. 
Satz: Die Singularitdten eines 2-dimensionalen komplexen Raumes lassen 

sich aufl6sen. 
Ffir normale komplexe R~iume wurde dies in [19] bewiesen 3 
1.2. Es sei p e X ein normaler isolierter singul~irer Punkt und f :)(--* X 

eine Aufl6sung. Dann besteht f - i ( p )  (als Menge) aus endlich vielen ir- 
k 

reduziblen Kurven C 1 . . . .  , C k auf der Mannigfaltigkeit A?. f - 1 ( p ) =  U Ci 
i=1 

ist zusammenh~ingend. Es lassen sich Schnittzahlen Cio Cj definieren, [21], 
§ 5. Das System von Kurven C~ ... . .  C k ist exzeptionell im Sinne yon [14], 
d.h. im wesentlichen: Es kann zu einem normalen Punkt ,,zusammen- 
geblasen" werden. GRAUERT hat in [14], 8e bewiesen: 

Satz: Ein System yon irreduziblen Kurven C1, ..., C k auf einer 2-dimen- 
sionalen komplexen Mannigfaltigkeit ist genau dann exzeptioneII, wenn die 
Schnittmatrix (Ci o C)  negativ definit ist. 

DaB die negative Definitheit im Fall der Aufl6sung algebraischer Fl/ichen 
notwendig ist, wurde yon Du VAL bewiesen, [8] §4 (vgl. auch [30]). Dieser 
Satz kann zur Klassifikation solcher exzeptionellen Systeme yon Kurven 
C~, . . . ,C k benutzt werden, ffir deren Selbstschnittzahl C~oC~=-2  ffir 

* DaB die in [19] behandelten komplexen R~iume gerade die 2-dimensionalen normalen 
komplexen Rliume sind, zeigt Satz 31 in [12]. 
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i= 1 . . . .  , k gilt. Denn zuniichst folgt fiir ein solches System aus der negativen 
Definitheit sofort: (1) Ftir i4:j gilt Cio C j = 0  oder Cio C j =  1, d.h. zwei 
Kurven schneiden sich entweder gar nicht oder transversal in genau einem 
Punkt. (2) Es gehen keine drei Kurven durch einen Punkt. Die Schnittmatrix 
eines Kurvensystems mit den Eigenschaften (1) und (2) kann man auch be- 
schreiben durch einen zusammenhiingenden ,,bewerteten" Graphen (vgl. [21] 
§4), dessen Punkte den Kurven Ci entsprechen, und zwar so, dab die C i 
und C~ entsprechenden Punkte genau dann durch eine Strecke verbunden 
werden, wenn C~o Cj = 1 gilt. Der C i entsprechende Punkt wird mit C~o C~ 
bewertet. Es ist klar, wie umgekehrt einem bewerteten Graphen eine Matrix 
zuzuordnen ist. Wir interessieren uns fiir die zusammenhiingenden bewerteten 
Graphen, deren s~imtliche Punkte mit - 2  bewertet sind und deren zuge- 
ordnete Matrizen negativ definit sind. Wie z.B. in [31] II §6 gezeigt wird, 
ergibt sich die Klassifikation dieser Graphen aus der Klassifikation der ent- 
sprechenden Dynkinschemata, die bei der Beschreibung der einfachen Lie- 
schen Algebren auftreten. Man hat also (vgl. auch [7], Teil I): 

Lemma: Die folgenden Bfiume sind die einzigen zusammenhtingenden 
Graphen, j~r die bei Bewertung aller Punkte mit - 2  die zugeordnete Matrix 
negativ definit wird. 

A k k Punkte, k > 1 

D k . ~  . . . .  k Punkte, k _-> 4 

E6 1 

1::7 1 

E8 I 
Nun gibt es Singularitiiten, die sich aufl6sen lassen in Systeme von rationalen 
singularitiitenfreien Kurven mit Selbstschnitt - 2  und mit den B~iumen 
A k, D k, E k. Dies sind die absolut isolierten Doppelpunkte, mit denen wir uns 
im folgenden besch~iftigen woUen. 

1.3. Wir betrachten jetzt 2-dimensionale isolierte Singularit~iten mit 
minimaler Einbettungsdimension 3, d.h. solche isolierte Singularitiiten eines 
2-dimensionalen komplexen Raumes X, die eine Umgebung in X besitzen, 
welche sich als analytische Teilmenge in ein Gebiet des C 3 einbetten liiBt. 
Diese Einbettung ist dann im wesentlichen lokal eindeutig bestimmt, [14] 
p. 333. Solche Singularit~iten sind nach einem Lemma von OKA normal, [I ], 
12.3. Aus einem yon KUHLMANr~ [29] und HmONAKA [17] bewiesenen 
komplex-analytischen Analogon des Satzes von LEvr-ZARISKI folgt als 
Spezialfalt: 

Satz: Eine in eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit eingebettete 2-dimen- 
sionale isolierte Singularit~it kann aufgeli~st werden dutch eine endliche Folge 
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yon monoidalen Modifikationen in der umgebenden 3-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit mit Punkten oder mit singularitdtenfrei eingebetteten mehrfachen 
Kurven als Basis. 

Monoidale Modifikationen werden auch als a-Prozesse bezeichnet 
(vgl. z.B. [28]), wenn ihre Basis singularit~itenfrei eingebettet ist. 

1.4. Im AnschluB an KIRBY [22] definieren wir 
Definition: Eine absolut isolierte Singularitdt ist eine 2-dimensionale 

isolierte Singularit~it mit minimaler Einbettungsdimension 3, die sich dutch 
eine Folge von a-Prozessen mit Punkten als Basis aufl6sen l~iBt. 

Eine absolut isolierte Singularit~it hat also als singul/ire unendlich be- 
nachbarte Punkte h6chstens isolierte Singularit~iten. Ein absolut isotierter 
Doppelpunkt ist natfirlich eine absolut isolierte Singularit~it, deren lokaler 
Ring die Multiplizit~it 2 hat. Fiir eine rein k-dimensionale analytische Menge 
A c C k+l kann die Multiplizit~it auch folgendermaBen beschrieben werden. 
Sei z ~ A, sei •z C ~ck. ~,z das Hauptideal der auf A verschwindenden holo- 
morphen Funktionskeime in z und f ~  J z  ein erzeugendes Element. Dann 
ist die Multiplizitat von A in z gleich der Ordnung des Verschwindens von f 
in z. 

Ein Doppelpunkt mit Einbettungsdimension 3 kann natiirlich durch eine 
Gleichung z 2 =g(x,y) beschrieben werden. Durch Untersuchung des Zu- 
sammenhangs zwischen der Aufl6sung der Singularit~iten der Verzweigungs- 
kurve g(x, y) = 0 und dem Aufl6sungsprozeB von LEvI-ZARISKI hat KIRBY in 
[22 ], 2.6, 2.7 gezeigt: 

. Satz: Zu jedem yon den bewerteten Graphen Ak, Dk, E6, E7, E 8 gibt es genau 
einen absolut isolierten Doppelpunkt, der aufliisbar ist in ein System yon ratio- 
naten singularitiitenfreien Kurven, welches die diesem Graphen entsprechende 
Schnittmatrix hat. Diese Singutaritdten sind die einzigen absolut isolierten 
Doppelpunkte. Sie kb'nnen dutch folgende Gleichungen beschrieben werden: 

Ak Z 2 __ X2 + yk + l = 0  

Dk Z 2 __ y(x2 __ y k -  2) = 0 

i:: 6 Z2 ..1_ X 3 _ y4 = 0 

[ 7  Z2 - -  X(X2 - -  y3) ---- 0 

Ea z 2 + x  3 _ y s  = 0 .  

Diese Singularit~iten sind seit langem bekannt und sind mehrfach untersucht 
worden, z. B. in [3], [7],' [16], [21]. Zur Geschichte vgl. die Einleitung 
yon [9 ]. In [2 ], 2.3.7 werden diese Singularit~iten auch negligible singularities 
genannt. Einige von diesen G1eichungen finden sich bereits in FELIX KLEtNs 
Voflesungen fiber das Ikosaeder, Kap. III,§ 1. Die durch die obigen Gleichun- 
gen gegebenen analytischen Teilmengen yon C a kann man nach [9], § 39 
auffassen als die Quotientenraume C2/G, wo G eine endliche Untergruppe 
der multiplikativen Gruppe der Quaternionen vom Betrag 1 ist. (G operiert 
durch Linksmultiplikation auf dem 2-dimensionalen komplexen Vektorraum 
der Quaternionen.) 
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1.5. Wir werden beweisen, dab dies die einzigen normalen Singularit/iten 
sind, die sich in ein System von rationalen singularitiitenfreien Kurven mit 
Selbstschnitt - 2  aufl6sen lassen 4. Fragen ~ihnlicher Art sind, abgesehen yon 
den prinzipiellen Resultaten in [14], [18 ], m. W. bisher nur in wenigen FNlen 
untersucht worden, z~ B. in [14 ], 8b, wo fiir eine exzeptionelle singularitaten- 
freie rationale Kurve gezeigt wird, dab die komplexe Struktur der Umgebung 
durch die Selbstschnittzahl eindeutig bestimmt ist. Daher hat der im folgenden 
bewiesene Satz 1 auch unabhiingig von seiner Anwendung in § 2 ein gewisses 
Interesse. 

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 1 erinnern wir an einige be- 
kannte Tatsachen. 

1.6. X sei ein komplexer Raum. Eine Aufl6sung der Singularitiiten 
f :  ) ( ~ X  heiBt minimal, wenn es ffir jede weitere Aufl6sung f ' : X ' - , X  eine 

eindeutig bestimmte holomorphe Abbildung g : X' ~ )( gibt, so dal3f' = f o g  gilt. 
Lemma: Fiir jeden 2-dimensionalen normalen komplexen Raum X existiert , 

eine eindeuti 0 bestimmte minimale Aufldsung der Singularitdten f :  X ~ X .  
Sie ist dadurch charakterisiert, daft J~r jeden singuldren Punkt p ~ X f -  l(p) 
keine exzeptionelle Kurve erster Art enthdlt s. 

Beweis: Die Eindeutigkeit ist trivial. Die Existenz kann man etwa fol- 
gendermal3en beweisen : O.b.d.A. sei p E X der einzige singuliire Punkt von X. 
Ausgehend von einer beliebigen Aufl6sung von X erh~ilt man durch successives 
Niederblasen aller singularit~itenfreien rationalen Kurven fiber p mit Selbst- 
schnitt - 1 eine Aufl6sungf:  X--, X, in der fiber p keine exzeptionellen Kurven 
erster Art liegen. Diese ist minimal. Denn sei f ' :X ' - - - ,X  eine weitere Auf- 
16sung. Die Komposition der meromorphen Abbildungen f '  und f - 1  ist 
eine wohldefinierte meromorphe Abbildung f - l o f '  im Sinne von [32]. 
G C X ' x . g  sei der Graph von f - ~ o f '  (dann ist G auch der Graph von 
f ' -  1of), ferner seien rq : G ~ X '  und ~2 : G--,X die Projektionen und ~ : t~--, G 
eine Aufl6sung der Singularitiiten von G. Dann sind cpl=zqotp  und 
qh = ~ 2 ° ~  eigentliche Modifikationsabbildungen der kom~exen Mannig- 
faltigkeit G auf die komplexen Mannigfaltigkeiten X' bzw. X, und die Ent- 
artungsmengen von q~ und ~P2 sind kompakt. Daher sind nach dem Satz 
yon HOPF (vgl. [28]) ~Pl und cp 2 iterierte a-Modifikationsabbildungen, die 
h6chstens fiber Punkten vop f ' - l (p )  bzw. f - l ( p )  entarten. Wegen der Vor- 
aussetzungen fiber Jf folgt aus dem Verhalten der Selbstschnittzahlen beim 
a-Prozel3, dab in G die einzigen exzeptionellen Kurven erster Art fiber 
f -~(p)  die bei dem iterierten a-Prozel3 cp2 zuletzt eingesetzten Kurven sind. 
Wenn man daher durch Niederblasen exzeptioneller Kurven erster Art yon 
zu X' fibergeht, so macht man offenbar lediglich einige der a-Prozesse von cp 2 
r~ckgiingig (vgl. das Argument in [19] p. 19). Das heil3t aber, dab X' aus 
X durch iterierte a-Prozesse entsteht, q.e.d. 

4 Die Normalitiit ist wesentlich fOr den Eindeutigkeitssatz. Es gibt nicht normale, lokal 
irreduzible, isolierte Singuladt/iten, die sich in ein System yon rationalen singulari~tenfreien 
Kurven mit Selbstsehnitt --2 aufl6sen lassen. 

5 Als exzeptionelle Kurven erster Art bezeichnen wir die singularitiltenfreien rationalen 
Kurven mit Selbstsehnitt -1. 

Math. Ann, 166 6 
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1.7. Im Beweis yon Satz 1 und in § 2 ben6tigen wir drei bekannte Formeln 
ffir die kanonischen Geradenbfindel komplexer Mannigfaltigkeiten: Die 
Adjunktionsformel, eine verallgemeinerte Hurwitzformel und die verall- 
gemeinerte Plfickerformel. 

(a) Adjunktionsformel: V sei eine komplexe Mannigfaltigkeit, W eine 
1-codimensionale komplexe Untermannigfaltigkeit, i: W ~  V die Inklusion, 
K v bzw. K w die kanonischen Geradenbfindel yon V bzw. W. 

Dann gilt die leicht zu beweisende Formel 
K w = i * ( K v ®  [W]). 

Dabei wird ftir einen Divisor D auf V mit [D ] das D zugeordnete holomorphe 
G-eradenbtindel bezeichnet (vgl. z. B, [23 ] p. 111). 

(b),Hurwitzformet: ¢p:V-~ U sei eine holomorphe Abbildung gleich- 
dimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten mit nicht identisch verschwin- 
dender Funktionaldeterminante. E~ sei der dutch das Verschwinden der 
Funktionaldeterminante definierte Entartungsdivisor yon (p. Durch leichte 
Rechnung mit lokalen Koordinaten beweist man ffir die kanonischen Bfindel 

K v = q)*Kv® [E~ ]. 
(¢) Pliickerformel: Es sei C eine irreduzible Kurve auf der 2-dimensionalen 

komplexen Mannigfaltigkeit W, (~--,C alas singularit~itenfreie Modell und 
n(C) sein Geschlecht. Man definiert das virtuelle Geschlecht von C dutch 

n'(C) = 2 (C o C + K w o C) + 1. Dabei muB man ftir ein komplexes Geraden- 

biindel F fiber W die Schnittzahl F o C geeignet definieren, z. B. wie in [21 ] § 5 
oder auch ~iquivalent dazu ats F o C = c(Fe) ((~), d. h. als Wert tier charakte- 
ristischen Klasse c(F 0 des auf (~ gelifteten Bfindels F~ auf dem fundamentalen 
2-Zykel yon (~. Dann gilt ([20], 2.5 oder [23] 2.3) 

= + --1 Z 
2 p~c % 

mit % =  ~ v l ( v  i -  1), wobei zu summieren ist fiber die Multiplizit~iten v i yon 
f 

C in p und in den unendlich benachbarten Punkten yon p. Man folgert 
(c) aus (a) und (b), indem man die Singularit~iten yon C durch Anwendung 
eines iterierten o'-Prozesses auf W aufl6st. Offenbar gilt n'(C)> 0, und ferner 
n'(C) = 0 genau dann, wenn C rational und singularit~itenfrei ist. 

1.8. Rationale Singularitdten. 
Definition: Ein normater Punkt x eines 2-dimensionalen komplexen 

Raumes X heigt eine rationale Singularitdt, wenn ffir eine Aufl6sung n : 3~-, X 
das erste direkte Bild n 1 (9~7 der Strukturgarbe (9 2 yon Jf in einer Umgebung 
yon x verschwindet. 
Ist der normale komplexe Raum X kompakt, so folgt aus der Lerayschen 
Spektralsequenz der Abbildung n, dab ffir die arithmetischen Geschlechter 

2 2 

z(,Y)= ~ ( -1 ) '  dimcHq)?,(gt) bzw. Z(X)= ~ ( - 1 )  ~ dimcH~(X,(gx) gilt: 
i = 0  i = 0  

Z(-~) = z(X) genau dann, wenn alle Singularit~iten von X rational sind. 
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Nach ARTIN [4] k6nnen die rationalen Singularit~iten folgendermal3en 
charakterisiert werden : Ein normaler Punkt x werde in ein System yon Kurven 
C 1 . . . . .  C k aufgel6st. Wir betrachten die Menge ~ von positiven Zykeln 

k 

Z = ~ r~(Z)C i ffir deren Schnittzahlen Z o C~ < 0 fiir i =  1,..., k gilt. Lr ist 
i=1 

nicht leer. Der Fundamentalzykel yon {C~} ist der wieder zu ~( geh6rende 
Zykel Z o =  Z mzinri(Z)C ,. In [4] wird bewiesen: 

Satz: (i) Der normale Punkt x ist eine rationale Sinoularitdt genau dann, 
wenn das virtueIle Geschleeht des Fundamentalzykels Z o verschwindet. 

(ii) Is t  x eine rationale Singularitdt, so ist die Muttiplizitiit des Iokalen 
Ringes yon x gleich - Z  o o Z o und die minimale Einbettungsdimension gleich 
- Z o o  Z o + 1. 

Hieraus folgt insbesondere 
Korollar: Eine rationale Singularitiit hat minimale Einbettungsdimension 3 

genau dann, wenn sie ein Doppelpunkt ist. Ein normaler Punkt ist ein rationaler 
Doppelpunkt genau dann, wenn er sich in ein System yon singulariffitenfreien 
rationalen Kurven mit Selbstschnitt - 2  aufl6sen liifit. 

1.9. Die oben erw~hnten Resultate yon M. AwrIN und D. KIRBY ergeben 
zusammen mit dem folgenden Satz die vollstfindige Klassifikation der 
rationalen Doppelpunkte* 

Satz 1: Eine isolierte Singularitdt eines 2-dimensionalen komplexen Raumes 
ist genau dann ein absolut isolierter Doppelpunkt, wenn sie ein rationaler 
Doppelpunkt ist, d. h. normal ist und sieh in ein System yon singularitdtenfreien 
rationalen Kurven mit Selbstschnittzahl - 2  aufl6sen Idflt. 

Beweis: DaB absolut isolierte Doppelpunkte in dieser Weise aufl6sbar 
sind, ist ein Teil des Satzes yon KIRBY. Die Idee des Beweises ffir die andere 
Implikation des Satzes besteht darin, die Aufl6sung der Singularit~it durch 
Kurven mit Selbstschnitt - 2  zu vergleichen mit einer Aufl6sung durch 
o-Prozesse im umgebenden 3-dimensionalen Raum, wie man sie nach dem 
Satz yon LEvI-ZARISKI erhalt. 

(i) Sei p ~ X o.b.d.A, der einzige singulare Punkt yon X. )( sei eine kom- 
plexe Mannigfaltigkeit, die aus X durch Aufl6sen yon p in ein System y o n  
singularit~,tenfreien rationalen Kurven mit Selbstschnitt - 2  entsteht. X ist 
dann die minimale Aufl6sung yon X.lst nun X in eine 3-dimensionate Mannig- 
faltigkeit U eingebettet und X' eine Aufl6sung yon X nach dem Satz yon 
LEvI-ZARISKI, SO hat man eine Modifikationsabbildung o : X ' ~ ) ~ ,  die 
h6chstens in Punkten von f ' - 1  (p) entartet. Also entsteht X' aus )~ nach dem 
Satz yon HoFF dutch mehrfache Anwendung des a-Prozesses in Punkten 
i ibe r f -  1 (p). 

(ii) Es sei V die bei Anwendung des Prozesses von LEvI-ZARISrd aus U 
entstehende Mannigfaltigkeit [vgL (i) ], q~ : V ~  U die entsprechende iterierte 
a-Modifikationsabbildung und i: X ' - ~ V  die Inklusion. Z~ . . . . .  X,, seien die 
irreduziblen Komponenten des Entartungsdivisors E~, C~, ..., C k die irredu- 

* Siehe Zusatz am SchluB der Arbeit. 
6* 
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ziblen Kurven von X', in die die Singularit~it aufgel6st wird. Es gilt 
k 

i* [z , ]=  lq [cj] 
j = l  

mit gewissen ganzen Zahlen aij > O, ferner 

= lq [ z , ]  v' 
i=1  

mit gewissen positiven Zahlen v~ und 

IX ] = [x'] ® [z, ]', 
j = l  

mit gewissen positiven Zahlen r,. 
Also folgt mit 1.7 (a) und 1.7 (b) 

Kx' = i*(Kv® [X'])= i* ( qg* Kv® [E~]®tp* [X ]® fi,= I [E ' ] - r ' )  

=(q~oi)*(Kv® [X])®i* [E,l'~'-"'=(69oi)*(Kv® [X])® #jC , 
/=1  j =  

wobei die Zahlen/~j durch die folgende Gleichung definiert sind. 

(I) /t~ = ~ ai~(v i -r i ) .  
i=1  

Da bei Beschr~inkung auf eine geeignete Umgebung von p in U das Btindel 
k 

Kv® [X] trivial ist, gilt fiir eine geeignete Umgebung X" yon [,J C i in X' 
i=1  

Da X' aus J( durch iterierten a-Prozel3 entsteht, sind alte C~ singularit~iten- 
frei und rational und nach 1.7 (c) gilt also ~'(C~) = 0, d. h. aber mit obigem Kx,, 

k 

(II) ~ C, o Cj#j = - (2 + C, o C,) i = 1 . . . .  , k.  
j = l  

Da die Schnittmatrix (C,o Cj) nichtsinguliir ist, k6nnen nach (II) die /,j 
eindeutig aus der Schnittmatrix berechnet werden. Andererseits sind sie 
durch (I) definiert, und die Zahlen v,, r, hiingen vom Aufl6sungsprozeB und 
den Multiplizifiiten der Singularitiiten ab. Der Beweis unseres Satzes wird 
sich durch Vergleich yon Folgerungen aus (I) und (II} ergeben. 

(iii) Durch (II) werden jedem exzeptionellen System von Kurven C1, ..., C t 
rationale Zahlen #x . . . . .  #k zugeordnet. Man entnimmt aus (II) sofort, dab 
sich diese bei ~-Prozessen wie folgt verhalten. Durch a-ProzeB werde im 
Punkt q des Kurvensystems eine neue Kurve Ck+ 1 eingesetzt und #~, ..., #~,+ 
seien die zu dem neuen Kurvensystem berechneten Zahlen. Lag q nur auf 
einer nicht-singul~iren Kurve C,, so gilt #~. = gj fiirj = 1, ..., k und/~+ ~ = t + kt~. 
Lag q auf zwei sich transversal in einem Punkt schneidenden Kurven C,, 
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und C~2, so gilt p~ =/~j ffirj =1 . . . .  , k und/t~+ 1 = 1 +#~, + / ~ .  Nun entsteht X' 
dutch tr-Prozesse aus X. Fiir das exzeptionelle Kurvensystem von X sind die 
/~j = 0, weil alle Kurven die Selbstschnittzaht - 2 haben. Also gilt f'tir das in (ii) 
betrachtet exzeptionelle Kurvensystem C1 . . . .  , C k von X' 

i t j > 0  fiir j = l , . . . , k .  

(iv) Die #j waren dutch (I) mit Hilfe der Zahlen v~ und r i definiert. Wir 
untersuchen das Verhalten der v~ und r, bei tr-Prozessen. Wir betrachten ein 
bestimmtes Z~. Fall 1 : Z, entsteht dutch tr-ProzeB in einem Punkt q. Fall 2 : 
Z~ entsteht dutch tr-ProzeB l~ings einer Kurve C. Es seien Zi~ , ..., Z~, die- 
jenigen bei vorhergehenden tr-Prozessen eingesetzten Fl~ichen, welche q 
bzw. C enthalten. Fiir die eigentliche Transformierte von X beziiglich der 
vorausgehenden a-Prozesse sei q ein Punkt mit Multiplizit~it 0,--> 2 bzw. C 
eine Qi-fache Kurve, 0i > Z Dann gilt 

r i = ri~ d- "'" + ri~ q- Qi" 

Da ferner ein a-Prozel3 in einem Punkt bzw. langs einer Kurve bezfiglich 
geeigneter Koordinaten durch die Abbildung (x 1, x 2, xa) ~ ( x  1, xlx2,  xlx3) 
bzw. (xl, x2, xa)~(xl ,  xlx2,  x3) beschreibbar ist, und die Funktionaldeter- 
minante dieser Abbildungen 

Also gilt 

x 2 bzw. x 1 ist, erh~ilt man 

v i = vii + "" + vi~ + 2 im Fall 1 

v i = vii + ' "  + vim + 1 im Fall 2. 

v i - r  i= ~, ( v i z - r ~ ) + 2 - Q i  i m F a l l l  
,~=1 

V i - -  r i = ~ (vi~ - -  fix ) q- 1 - 0i i m  F a l l  2 .  
2=1 

Hieraus folgt: Fiir Z k gilt v k - r k _>_ 0 genau dann, wenn X in p die Multiplizit~it 2 
hat und alle vor Z k eingesetzten Zj einschlieBlich Z k dutch punktale tr- 
Prozesse entstanden sind. W~iren ff~ ein 2, k diese Bedingungen nicht erfiillt, 
ware also p kein absolut isolierter DoppelpunkL so giibe es ein Z i mit v~ - r~ < 0 
und ~ii > 0 fiir mindestens ein Indexpaar (i,j), und daher wfirde wegen (I) 
mindestens ein/~j negativ im Widerspruch zu (iii). q.e.d. 

§ 2. Bedingungen flit die Aufliisbarkeit 

2.1. Wit beweisen zun~ichst die in der Einleitung angekiindigten not- 
wendigen Bedingungen fiir die Existenz von Aufl/Ssungen. 

Satz 2. f :  X ~  Y sei eine holomorphe Abbildung des 3-dimensionalen 
normalen komplexen Raumes X auf die eindimensionale Mannigfaltigkeit Y. 
Die Singularitiitenmenge yon f sei endlich, und die Fasern yon f seien normal. 
Es existiere eine Aufl6sung yon f .  Dann sind die Singularit?iten der Fasern 
rational. 

Beweis: Zun~ichst einige Bezeichnungen: (f', q~, lp) sei eine Aufl6sung 
yon f.  Es sei q~*X der dutch q~*X= {(y',x)e Y' x X[q~(y')=f(x)} definierte 
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komplexe Unterraum yon Y'× X, und f":q~*X--* Y' die durch die Pro- 
jektion auf den ersten Faktor induzierte Abbildung. Fiir die Fasern von f "  
gilt (q~*X)s=X~,~. r~:X'~q~*X werde definiert durch rc(x')=O:'(x'),~p(x')). 
n ist eine Aufl6sung der (isolierten) Singularitaten von q~* X. Die Singularit~iten- 
menge S(f") von f "  ist gerade die Menge der singul~iren Punkte von q~*X, 
und es gilt S ( f ' ) =  {(y', x)Ix ~ S(f)}. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
k6nnen wir S( f )  als einpunktig annehmen. X o sei dann eine singul~re 
Faser v o n f ' ,  x o deren singularer Punkt und X o die Faser v o n f '  tiber f"(xo). 
~: X~--* X o sei die durch n induzierte Aufl6sung der Singularit~iten yon X o. 
Fiir irgendeinen komplexen Raum le bezeichne (9 v die Strukturgarbe. Es 
sei J C d~ x, die ldealgarbe yon X o C X', ferner m C 0~, x die Idealgarbe von 
x o e q~*X, und schliel3tich m orc C (9 x, die wie in der Einleitung definierte 
geliftete koh~irente Idealgarbe. 

Um die Rationalit~it des singul~iren Punktes x o von X o zu zeigen, ist 
nach der Definition zu zeigen, dab die erste analytische Bildgarbe ~'1(~9x~) 
verschwindet. Aquivalent dazu ist das Verschwinden von rcl(Cxb ). Nun 
erh~ilt man aus der exakten Sequenz 

O~ J-- , (gx ,~Cx6 ~ O  

die exakte Sequenz der auf x o konzentrierten h6heren Bildgarben 

• . .--,  ~dCx , ) - - - ,  r q ( ¢ x ~ ) ~  ~2(,¢)--,"" 
Zum Beweis des Satzes geniigt es also, zu beweisen :(1)z~2(J ) = 0, (2) re, (Cx,) = O. 
Zu (1): Nach Hauptsatz IIa  von GRAUERT in [13] gilt 

li_~mrcz(J)/m"" ~2(J) = li~mrcz(J/(mo r O " J ) .  

Da fiir einen lokalen Ring A mit maximalem Ideal m jeder A-Modul von end- 
lichem Typ separiert beziiglich der m-adischen Topologie ist, gentigt es 
wegen der Koh~irenz yon g2(.¢) (Hauptsatz I in [13 ]), ~zz(J/(mo 7z)v.J)= 0 
zu zeigen. Nun ist J / (m o re) ~. J konzentriert auf die 1-dimensionate analy- 
tische Menge re-t(xo), und daher ist der Halm der 2-ten Bildgarbe in x o 
gleich H2(rc-t(xo), ,~¢/(molz)v.J). Diese Cohomologiegruppe verschwindet 
aber, denn nach [33 ] gilt allgemein: W sei eine k-dimensionale analytische 
Teilmenge eines komplexen Raumes V und f~ eine koh~irente analytische 
Garbe auf V. Dann gilt HP(W, f~IW) = 0 fiir p >  k. 

Zu (2): Zu zeigen ist, dab es eine Basis von Umgebungen U von x o in 
~o*X gibt mit HI(n-~(U), Ox,)=0. Dazu benutzen wir folgenden Satz von 
G. SCnF.JA in [34]: 

X sei ein komplexer Raum, A eine analytische Teilmenge, f~ eine koh~irente 
analytische Garbe auf X, und codh f¢~ die homologische Codimension des 
Halmes f~x- Dann gilt fiir die Beschr~inkungshomomorphismen 

O) HP( X,  (~) ~ Hi'( X - A, (9) ist injektiv, wenn fiir alle x ~ A 
codh if:, > p + dim~,A + 1, 

(ii) HP(X, c~) ~ H P ( X _  A, (9) ist bijektiv, wenn ftir alle x e A 
codh f~, > p + d i m ,  A + 2. 
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Da ftir die 3-dimensionale Mannigfaltigkeit X' codh (gx: ~ = dim d)x. ' x = 3 
ist, folgt aus (i), dab man eine injektive Abbildung 

Hl(n - '(U), Cx,)--* H1 (n- I ( U  - -  Xo) , ~x') "~ H ' ( U  - Xo, (9,.x) 

hat. Nun ist (9¢.X.~o ein Cohen-Macauley-Ring, weil der Restklassenring 
(9~o,X,xo/(f") = (gx6.x ° als 2-dimensionaler normater lokaler Ring ein Cohen- 
Macauley-Ring ist. Die Macauley-Ringe sind gerade die lokalen Ringe, fiir 
welche die homologische Codimension gleich der Krullschen Dimension ist, 
und daher ist codhC~.X.~o=3 und aus (ii) folgt, dab H l ( U - x o , ( P ~ . x ) ~  
= H 1 (U, (9~o.x). Aber diese Gruppe verschwindet, wenn man die Umgebung U 
steinsch w~ihlt. Dann verschwindet auch Ha(n - X(U), Ox, ). q.e.d. 

Bemerkun9: Ist f eigentlich, so folgt Satz 2 unmittelbar aus 1.9 und 
der Tatsache, dab das arithmetische Geschlecht X (Xt) bzw. x(X'~) unabh~ingig 
von t bzw. s ist ([13] § 7, Satz 6, ohne Beweis). 

Da die einzigen rationalen Singularit~iten mit Einbettungsdimension 3 
die rationalen Doppelpunkte sind, folgt aus Satz 2 sofort 

Satz 3. f : X ~ Y  sei eine holomorphe Abbildun 9 der 3-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit X auf die 1-dimensionale Mannigfaltiqkeit Y. S ( f )  sei 
endlich. Es existiere eine Aufl6sun9 yon f .  Dann sind die Singularitiiten der 
Fasern yon f rationale Doppelpunkte. 

Ubrigens l~iBt sich Satz 3 im Gegensatz zu Satz 2 mit ganz elementaren 
Methoden beweisen, und zwar folgendermagen. (f ' ,  tp, ~p) sei eine Aufl6sung 
yon f .  Es sei p e X tein singul~irer Punkt der Faser X t C X. Wegen der Charak- 
terisierung der rationaten Doppelpunkte in 1.8 genfigt es, zum Beweis yon 
Satz 3 zu zeigen, dab fiir ein s mit q~(s) = t bei der Aufl6sung ~p~ : X'~--.X t die 
Singularit~it p aufgel6st wird in ein System yon singularit~itenfreien ratio- 
nalen Kurven C1, ..., C k mit C i o C i = - 2 ,  i =  1 . . . .  ,k. Wegen der Pliicker- 
formel 1.7 (c) ist dies ~iquivalent mit folgender Behauptung. Kx, ~ sei das kano- 
nische Geradenbfindel yon X'~. Dann gilt Kx, ~ o C i = 0 ftir i =  1 . . . . .  k. Denn 

1 1 
dann folgt n'(Ci) = ~- Ci o C i + 1 = 2 '  < - -  andererseits r((C~) ~ 0, also n'(Ci) = 0, 

also C~o C i = - 2  und C~ singularit~itenfrei und rational. Wir werden also 
Kx; o C~ berechnen. 

Die Abbildung q~ ist eine endlichbl~ittrige verzweigte ~berlagerung. Der 
Punkt s ist ein Verzweigungspunkt von q~. Denn andernfalls wiirde in einer 
geeigneten Umgebung von X'~ die Funktionaldeterminante von ~p nur in den 
Kurven yon X'~ verschwinden, in welche die Singularit~iten yon X t aufgel6st 
werden. Es sei h > 1 die Verzweigungsordnung von q~ in s. Es sei U eine Um- 
gebung von s in Y', die zu einem Teilgebiet yon C a biholomorph ~iquivalent 
ist, und in der kein weiterer Verzweigungspunkt yon q~ liegt. Dann gilt fiir 
den Entartungsdivisor E~ in der Notation von 1.7 

[E~,llf'-a(U)= [X'slhlf'-l(U) 
ftir die Beschr~nkungen der fraglichen Biindel auf f ' - 1  (U). Abet das Btindel 
[X; l l f ' - 1 (U)  ist trivial, denn der Divisor X; wird in der ganzen offenen 
Menge f ' - l ( U )  durch eine einzige holomorphe Funktion, n~imlich f ' ,  
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gegeben. Sind daher i : X t ~ X  und j :  X's~X '  die natiirlichen Inklusionen, 
so ist j* [X's] trivial. Daher erh~ilt man unter Benutzung der Adjunktions- 
und der Hurwitzformel fiir die kanonischen BiJndel 

gx;  =j*(gx ,® [X's])=j*Op*Kx® [E~.]® [X'~])=j*~o*Kx®j* [X'~] h+l 
=j*tp, K x =  , ' ,  tp s z K x . 

Aber K x ist in einer geeigneten Umgebung des Punktes p trivial, und daher 
ist Kx; in einer geeigneten Umgebung yon ~p~l(p) trivial. Dann gilt aber 
Kx; o C~ -- 0 ffir i = 1 . . . . .  k. q.e.d. 

2.2. Wir kommen nun zum Hauptresultat dieser Arbeit. 
Satz 4. f : X - o Y  sei eine holomorphe Abbildung der 3-dimensionalen 

komplexen Mannigfalti#keit X auf die 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Y. 
Die Singularitdtenmen#e yon f sei endlich. Die Singularitdten der Fasern yon f 
seien yon E s verschiedene absolut isolierte Doppelpunkte. Dann existiert eine 
Aufliisung yon f .  

Der Beweis dieses Satzes nimmt den Rest dieses Paragraphen ein. 
2.3. Die Idee des Beweises ist sehr einfach. Man konstruiert in geeigneter 

Weise die Oberlagerung ~o: y'-o y. Dann liftet man die Familie von kom- 
plexen R~iumen X = U Xt nach Y', d. h. man betrachtet den komplexen Raum 

tel '  

~o*X = {(s, x) e Y' x X mit ~o(s) = f(x)}. ~0*X hat Singularit~iten genau in 
den endlich vieten Punkten (s, x), fiir welche x und s singulare Punkte von f 
bzw. ~0 sind. Diese isolierten Singularit~iten des 3-dimensionalen komplexen 
Raumes ~o*X mul3 man nun in geeigneter Weise aufl6sen, und zwar so, dab 
man in (s, x) gerade ein System von Kurven einsetzt, das die Singularit~it der 
Faser XI(x~ aufl6st. Dieses geschieht folgendermaBen: Man zeigt, dab man 
sich auf die Betrachtung einer geeigneten Umgebung V von p = (s, x) in ~o*X 
beschranken kann. Fiir dieses V kann man gewisse meromorphe Abbildungen 
/z : V ~  P1 finden, die genau in p eine Unbestimmtheitsstelle haben. Der Graph 
G~ = {(v, 2) ~ V x P~ t2 = #(v)) ist eine Modifikation V~ yon V, die aus V durch 
Einsetzen der Kurve {p} x PI in p entsteht. V1 enth~ilt m0glicherweise wieder 
gewisse isolierte Singularitiiten. Dann modifiziert man V~ in analoger Weise. 
Durch endliche Wiederholung dieses Prozesses erhalt man schlieBlich eine 
gewisse projektive Modifikation V '~  1/ im Sinne von [27], die man auch als 
Graph einer meromorphen Abbildung V~P~  x-. .  x P~ in ein k-faches 
kartesisches Produkt von t-dimensionalen projektiven R~iumen auffassen 
kann. Dabei ist die Zahl k gleich dem ,,Rang" der fragtichen Singularit~it, 
d. h. k fiirA k bzw. D k bzw. Ek" Die Modifikation V' hat die gewiinschten Eigen- 
schaften; bei Anwendung dieses Prozesses auf jeden singuliiren Punkt von 
~o*X erh~ilt man eine Modifikation n : X ' ~ o * X ,  deren Komposition mit der 
Projektion q~*X-o Y' die gesuchte Aufl6sung f ' : X ' - o  Y' ist. 

2.4. Konstruktion der [ffberlagerun# q9 : Y' ~ Y. Ffir den Beweis von Satz 3 
wird es bei q~ nur auf die Verzweigungsordnung von ~o in den Punkten s e Y' 
ankommen, ftir die X~,t~ singul~ir ist. Um diese Verzweigungsordnung ge- 
eignet zu bestimmen, ordnen wir jedem absolut isolierten Doppelpunkt p 
eine natiirliche Zahl h(p) zu, seine ,,Coxeterzahl". (In der Theorie der einfachen 
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Lieschen Algebren ist die Coxeterzahl die Ordnung gewisser Elemente, 
n~imlich der Coxetertransformationen, in den entsprechenden Weylschen 
Gruppen.) 

Coxeterzahlen : 
h(A,) = r + 1 

h{O~) = 2r - 2 

h(E6) = 12 
h(ET) = 18 
h(Es) = 30 

In den Abschnitten 2.7 bis 2.10 werden wir u. a. folgendes zeigen: 
Zusatz z u S a t z 4 :  Wenn die Abbildung f : X -+  Y nur einen einzigen 

singuIdren Punkt  p hat, so existiert eine AuflSsuru3 (f ' ,  % tp), J~r welche die 
Uberlagerung CO iiber f (p) genau einen Verzweigungspunkt hat, und zwar yon 
der Ordnung h ( p ) - 1 .  

Vermutunq: Fiir jede Aufl6sung (f ' ,  CO, V)) ist die Verzweigungsordnung 
yon CO in einem Punkt s mit c0(s) = f(p) gleich ah(p) - 1, wobei a eine ganze 
positive Zahl ist. 

Aus diesem Grunde w~ihlen wir zum Beweis yon Satz 3 fiir cO: Y'--+ Y 
irgendeine verzweigte l~berlagerung von Y, welche die folgende Eigenschaft 
hat : Es sei s e Y', h~(cO) - 1 die Verzweigungsordnung von cO in s und p e X~,(~) 
ein singul~irer Punkt von Xot~). Dann teilt die Coxeterzahl h(p) die Zahl h,(cO). 
Solche Oberlagerungen gibt es natiirlich. Sind etwa Pl , . . . ,  P,, e X die singu- 
liiren Punkte von f und t 1 . . . . .  t k ihre Bildpunkte, und ferner h das kleinste 
gemeinsame Vielfache von h(pl), ..., h(pm), so kann man z. B. fiir zusammen- 
h~ingendes Y cO: Y ' ~  Y als h-bl~ittrige Oberlagerung w~ihlen, welche genau 
fiber t~, ..., t~ und, falls k ungerade, fiber einem weiteren Punkt t o verzweigt 
ist, und zwar mit der Ordnung h -  1 (vgl. [5], p. 242). 

2.5. In diesem Abschnitt soil lediglich gezeigt werden, dab das Auf- 
16sungsproblem ein rein lokales Problem ffir die singultiren Punkte von cO*X 
ist und daB sich die Gleichungen dieser Singularit~iten auf eine Standardform 
bringen lassen. 

(a) Standardisierung: Zun~ichst ist klar, daB man in einer Umgebung eines 
singul~iren Punktes p e X yon f u n d  einer Umgebung von f(p)  in Y kom- 
plexe Coordinaten (x, y, z) bzw. t einfiihren kann, so dab f beschrieben wird 
durch 

t = u(x ,  y,  z )  (z  2 - g ( x ,  y ) ) ,  

wo z 2 - g ( x ,  y)=  0 eine der in 1.4 ffir die absolut isolierten Doppelpunkte 
angegebenen Gleichungen und u eine nicht verschwindende holomorphe 
Funktion ist. Durch x~ = u"'x, x 2 = u"2y, x 3 = u"3z mit geeigneten Zahlen a i 
kann man neue Koordinaten einftihren, so daB 

t = x ]  - a (x~ ,  x2) .  

Fiihrt man nun noch in einer Umgebung eines tiber f(p) liegenden Ver- 
zweigungspunktes s ~ Y' eine komplexe Koordinate x 4 ein, so dab cO durch 
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t = x,~ beschrieben wird, dann gilt: Bezfiglich geeigneter Koordinaten in der 
Umgebung yon (s, p)~ Y'× X wird eine Umgebung V yon (s, p), V C ~o*X C 
C Y' x X, durch die Gleichung 

( t )  g (x1 ,  X2) --  X 2 q- X]  = 0 

beschrieben, wobei die Projektionen pl:~o*X--+ Y' und p2:q~*X~X durch 
pl(xl . . . . .  x+) = x+ und p2(xl, ..., x+) = (xl, x 2, x3) gegeben werden. 

(b) ZuriJckj~hrung auf ein lokales Problem: Es sei n : V ' ~  V eine Auf- 
16sung der Singularit~it (s, p) yon V, welche die gew/inschten Eigenschaften 
hat, d.h. fiir welche p l o n  regul~ir und n:(plon)-l(s)--+p~l(s) eine Auf- 
16sung der Singularit~it von p-~l(s) ist. Dann erh~ilt man aus V' und ~o*X-  
- {(s, p)} durch Identifizierung der offenen Teitmengen V' - n -  1 ((s, p)) C V' 
und V-{(s ,  p)} C q~*X-  {(s, p)} einen komplexen Raum _~ und eine eigent- 
tiche Modifikationsabbildung ~ : ) ( ~ o * X ,  ftir welche ~ : ~ -  l (~o*X- {(s,p)})~ 
~ o * X - { ( s , p ) }  biholomorph und ~ : ~ - I ( V ) - ~ V  im wesentlichen gleich 
n : V' ~ V ist. Indem man diesen ProzeB fiir jeden der endlich vielen singu- 
l~iren Punkte von ~0*X anwendet, erh~ilt man eine eigentliche Modifikation 
n:X'~q~*X,  welche alle gewfinschten Eigenschaften hat: n ist eine Auf- 
16sung der Singularitiiten von q~*X, f ' =  Pl o 7~ ist reguRir, mit tp = P2 o 7C gilt 
q ~ o f ' = f o ~ , ,  und fiir jedes s ~ Y '  ist n:X'+-,p-;l(s)eine Aufl6sung tier 
Singularit~iten von p(t(s), also ,¢,: X',~X~,o~ eine Aufl6sung der Singulari- 
t~iten von X,~sr Also ist f ' :  X'-+ Y' eine Aufl6sung der Singularit~iten yon f .  

Es ist somit klar, daft es zum Beweis von Satz 4 gentigt, ftir geeignete 
Umgebungen V der singuliiren Punkte yon q3*X, die durch eine Gleichung (1) 
beschrieben werden, eine Aufl6sung n: V ' ~  V mit den angegebenen Eigen- 
schaften zu konstruieren. Dies wird in 2.7 fiir Ak, in 2.8 fiir Dk, in 2.9 ftir E 6 

und in 2.10 fiir E'v ausgefiihrt. 
2.6. (a) Bei der Konstruktion der Aufl6sung von V k6nnen wit uns auf 

den Fall beschriinken, wo in der Gleichung (1) der Exponent h gleich der 
Coxeterzahl h(p) der Singularit~it p ~ X+~,) ist. Denn nach Konstruktion yon ~0 
gilt jedenfalls h = ah(p) mit einer natiirlichen Zahl a. Daher kann man lokal 
faktorisieren in q~=~o/oq~i, wobei cp~ eine Oberlagerung mit der Ver- 
zweigungsordnung h (p ) -  1 ist. Wenn man das Problem ftir die Oberlagerung 
qh 16sen kann, so kann man die L6sung in naheliegender Weise mittels q~2 
,,liften" und erhiilt dann eine L6sung ftir q~. 

(b) Zu den schon in 2.3 erwiihnten meromorphen Abbildungen V ~  
--,Pt x ... × Pt  mit Unbestimmtheitsstellen genau in den singuRiren Punkten 
bemerken wir folgendes: V, W seien normale komplexe Riiume, p e V und 
q e W, und q~: V--+ W eine holomorphe Abbildung mit ~ - ~ ( q ) =  p. Ferner sei 
#: W ~ P ~  ×--.  ×P~ eine meromorphe Abbildung mit q als einziger Un- 
bestimmtheitsstelle, W' C W x P~ × ... x P1 der Graph yon/~ und n : W'---> W 
die durch die Projektion auf W induzierte Modifikationsabbildung. Dann ist 
# o ~ eine meromorphe Abbildung mit p a l s  einziger Unbestimmtheitsstelle 
und der Graph V' von /~o ~ ist biholomorph ~iquivalent zu ~*W'  
= {(v, w')e V × W'l~(v)= n(w')}. Kennt man bereits die Modifikation 
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W'--, W, so liefert 4*W'  eine einfache Beschreibung von V', und wir werden 
dieses in 2.8 bis 2.10 zur Vereinfachung der Darstellung benutzen. 

(c) Es wird sich herausstellen, dab die zu modifizierenden analytischen 
Teilmengen V von C 4 sich s~imtlich durch Gleichungen der Form 

(2) 4142 - 43 44 = 0 

beschreiben lassen, wobei aus q~i(xl . . . . .  x4)=0 fiir i =  1, ..., 4 folgt, dab 
x=(0,  .... 0) 6 Die Graphen der meromorphen Funktionen 41/43 oder 
41/~b, ~ sind Modifikationen von V, welche im Sinne von 2.3 zur L6sung des 
Problems benutzt werden k6nnen. Indem wir durch z i = q~i(x) eine holo- 
morphe Abbildung • v o n  V auf den Kegel W mit der Gleichung 

Z 1 Z 2 - -  Z 3 Z 4 = 0 

definieren, k6nnen wir also prinzipietl nach (b) die L6sung zurfickftihren 
auf den wohlbekannten Fall des Kegels (vgl. hierzu [5] und [11], §4). Aller- 
dings ist gerade das Auffinden der Funktionen 4 i bzw. der Abbildungen 4,  
die eigentliche Schwierigkeit. 

2.7. A u f l 6 s u n y  yon A k. 
Gleichung (1) lautet in diesem Fall (wenn wir h=  h(Ak)= k + 1 setzen) 

x - - + = 0 

oder, nach dem Koordinatenwechsel Yl  = x~ + x3,  Y3  "= X l  - -  x 3 ,  Y2  -= x2, 
Y4 = X4 

h 

Yl  Y3 - 1~ 0'2 - -  eVhY4) = 0, 
v = l  

wobei e h eine primitive h-te Einheitswurzel ist. Allgemeiner sei in diesem 
Abschnitt Vdie analytische Teilmenge von C 4, die durch die folgende Glei- 
chung gegeben wird. 

h 

(3) Yx Ya - I-I (y2 - a~y,,) = o ,  
v = l  

wobei a v ..., a n paarweise verschiedene komplexe Zahlen sind. (DaB die a~ 
paarweise verschieden sind, ist notwendig und hinreichend dafiir, dab der 
einzige singulare Punkt von V der Nullpunkt des C 4 ist.) Fiir die durch 
f " ( Y )  =Y4 gegebene Abbildung f " :  V--*C a hat f"-1(0) eine Singularitat A k, 
und f" -1(0 ,  t 4=0, ist singularit~itenfrei. 

Es seien P~i~ 1-dimensionale projektive R~iume und (zio, z i l  ) homogene 
Koordinaten in p~0. Wir definieren eine meromorphe Abbildung /~: V-* 
~ p~l)  x "'" x p~k) dureh 

(Zio, ZiO = 1, I - I ( y 2 - a , , y 4  i = 1  . . . .  ,k .  
'.' = 1 

Im Fall E 8 gilt keine solche Gleiehung. Dies folgt daraus,  dab der lokale Ring von E 8 
faktorieU ist (siehe [30], II (a) sowie G. SCm~JA, , ,~ber  Primfaktorzerlegung in 2-dimensionalen 
lokalen Ringen" ,  Math.  Ann.  159, 252--258 (1965)). Ein elementarer Beweis fiir die Unm6gl ich-  
keit einer solehen Gleichung wurde mir yon D. KmBY mitgeteilt. 
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V' sei der Graph von /t; V' ist also eine analytische Teilmenge von V x 
× p~l~ x ... x p~k~ C C 4 x p~l~ × ... x p~k~. Man hat eine eigentliche Modifika- 
tionsabbildung (durch Projektion auf den ersten Faktor) n:  V'--* V. V' ist 
singularitatenfrei. 

Beweis: Wir geben eine Crberdeckung von V' mit k + 1 Koordinaten- 
umgebungen U o . . . . .  U k an. Es s e i  U i = { ( y , z ) E V ' l Z i l : ~ O ,  Z i+l ,o~=O},  

i =  1 . . . . .  k -  1, Uo= {(y, z)~ V ' l z l o , 0 }  und Uk= {(y, z)~ V'lzkl 4:0}. Often- 
k 

sichtlich gilt V '=  I.J Ui. Als Koordinatenfunktionen in Ui k6nnen wir Y4 
i = 0  

und die wie folgt definierten Funktionen U,o,U,1 w~ihlen, u , = Z , o Z ~  1 fiir 
i=1 ,  ..,k, - -1 fiir i = 0 ,  k - 1  und U o l = y v  Uko=Y3 . DaB • Uio --  Zi+ 1 , 1 Z i +  1 ,0  • ' ' ,  

die Funktionen Y4, U,o, un wirklich eine biholomorphe Abbildung von U i auf 
C 3 definieren, folgt daraus, dab man sofort die Umkehrabbildung angeben 
kann : 

i 

Yl = uil 1-I (UioU, l + (ai+l - a~)y,) 
v = l  

h 

(4) Y3 = Uio I-I (UioU, + ( a i + t - a ~ ) y , )  
v = i + 2  

Y2 = UiOUil + a i + l Y 4  Y4=Y4 

(zjo, zj~)= uil l-~ (uiouil+(ai+l-a~)Y4),  ftir j < i  
v = j + l  

(5) i 
( z J ° 'ZJ t )=(  l'u'°~=,+2I~ (U,oU, l + ( a , + l - a ~ ) Y ¢  0 ffir j > i .  

Aus (4) und (5) geht unmittelbar hervor, dab bei der Modifikation •: V ' ~  V 
im Punkte (y) = (0, ..., 0) ~ V die folgenden k singularitatenfreien rationalen 
Kurven yon p]l) x ... x p~k) eingesetzt worden sind 

{(0, 1)} x ..- x {(0, 1)} x p(0 x {(1, 0)} x -.. x {(1, 0)} i =  1 . . . . .  k. 

f '  = f " o  ;r wird in jedem U~ durch die Koordinatenfunktion Y4 gegeben und 
ist also regul~ir. Ferner ist offensichtlich rr :f ' - l(0)---}f"-x(0) eine Aufl6sung 
der Singularit~it A k yon f " - 1  (0), und damit ist durch ~r : V'--} V unser Problem 
im Fall A k gelbst. 

2.8. Aufliisunff yon D k. 
Gleichung (1) lautet ftir Dk+ 1, da h = h(Dk+ 1)= 2k, 

(6) x2x ~ - x] - xkz + x~ k = O. 

Ist e heine h-te primitive Einheitswurzel, so kann man (6) in der folgenden 
Form schreiben : k 

(~ ~4 - x2) = 0. 

Allgemeiner betrachten wir im folgenden die analytische Teilmenge V von 
C 4, die durch die folgende Gleichung definiert wird. 

k 

(7) ~ - ~ + H (a, ~, - ~) = 0. a, ~ * a~ f~r ~ *j. 
i=I 
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Um dies in der Form (2) zu schreiben, ffihren wir zwei Polynome P(x 2, x4) 
und Q(x2, x4) ein. Sie werden eindeutig definiert durch die Gteichung 

k 
(8) vP( v2' x4) + Q( t'2, x4) = [ I  (v + aix4), 

i=1 

wobei v eine Unbestimmte ist. Es gilt 
k 

(8') - vP( v2, x4) + Q( v2, x4) = l-I ( -  v + alx4) 
i=1 

und also wegen (8), (8') 
k 

2 X (9) - x 2 n 2 ( x z ,  X,)  -I- Q ( 2, x 4 ) =  I-I  ( 0 2 X 2  - x 2 ) .  
i=1 

Einsetzen yon (9) in (7) ergibt ffir V die Gleichung 

_ p2)_ + O 2 =o. 

Daher wird durch y, = x2, Y3 = x2 - p 2 ,  Y2 = X3, )"4 = Q eine Abbildung 
der durch (7) beschriebenen analytischen Menge V in den Kegel Q3 mit der 
Gleichung YlYa-y22 + Y ] =  0 gegeben. Q ; ~ Q 3  sei die in 2.7 beschriebene 
Modifikation yon Qa, Q~ wird durch zwei Koordinatenumgebungen U o 
und U I tiberdeckt. Wie in 2.6 (b) erhalten wir eine Modifikation von V durch 
~b*Q; = ~ * U  o u ~ * U 1  c Vx Q;. Da ~*U1 singularit~itenfrei ist, braucht 
nur ~* U o untersucht zu werden. Mit den in 2.7 eingef'tihrten Koordinaten 
wird es durch folgende Gleichungen beschrieben 

X2 ~ U01 X3 ---- U00U01 --  Y4 

x~ - p2 = Uoo(UooUol _ 2y4) Q = Y4. 

Nach Elimination von u01, x 3 und Y4 bleibt die Gleichung 

(10) uoo(UooX 2 -- 2Q(x 2, x4) ) - x 2 + p2(x 2, x4) = o. 

Durch Yt = Uoo, Y3 = UooX2 - 2Q(x2, x4), Y2 = x~, Y4 = P wird wieder eine 
Abbildung 7 s der durch (10) beschriebenen analytischen Menge in Qa ge- 
geben. Bezeichnen wir jetzt die in 2.7 beschriebenen Koordinatenumgebungen 
bzw. -funktionen mit Vo, Va bzw. vii, so ist 7J*V~ singularit~itenfrei und 
~*V o wird nach Elimination von rot, Y4 und x, beschrieben durch 

(11) (x 2 - v20)Uoo + 2(vooP(x 2, x , ) -  Q(x2, x,))  = O. 

Das Polynom vooP(xz, x4) - Q(x2, x+) - (vooP(v~o, x4) - Q(vZoo, x4) ) ist 
natfirlich durch x 2 - v20 teilbar, es sei also etwa gleich (x 2 - v20)G(voo, x2, x4). 
Wir ffihren neue Koordinaten ein durch 

z _- oo 

Dann wird unter Beachtung von (8') aus (I 1) 
k 

ZlZ3- 1--1 (Z2--aiz4)=0. 
i = l  
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Das ist aber die Gleichung (3), und fiir diese haben wir in 2.7 bereits das 
Problem gel6st. 

2.9. A u f l 6 s u n g  yon E 6. 
A* sei die analytische Menge in C 4, die durch die Gleichung 

y l y 3  - + = 0 

gegeben wird (vgl. 2.7), und A E ~ A  2 die in 2.7 konstruierte Aufl6sung der 
Singularit~iten von A}. Wir werden die gesuchte Aufl6sung konstruieren, 
indem wir drei Abbildungen ~i, i =  1, 2, 3, in A* angeben und wie in 2.6 die 

, t Modifikationen ¢i A z betrachten. Die in 2.7 angegebenen Koordinaten- 
umgebungen und -funktionen yon A 2 m6gen ftir q>l mit U i und uij, ffir 
q'2 mit Vi und v~j bezeichnet werden. Gleichung (1) lautet im Fall E 6 

( 1 2 )  + x3)(x  - - + 2 = o .  

¢~ wird definiert durch Y l = x~ + x 3, Y3 = x~2 - x3, Yz = x l, Y4 = x4, q~* Uo 
und q~*U 2 sind singularit~tenfrei. Ffir ~b*U 1 ergibt sich nach Elimination 
yon x x, x 3, x 4 die Gleichung 

2x2 2 - Ul o u l  l(UlO + u l  1) "{- ( e4 --  eS)(Ux 1 - e'*Uxo)X~* = O, 

wobei e = e 12 eine primitive 12-te Einheitswurzel ist. Nach einem Koordinaten- 
wechsel mit z ~ = 2 x ~ ,  z ~ = e 4 ( 2 e S + 2 e T - 3 ) x  4, 3 U o = ( e 8 - e 4 ) U l o + ( l - e ' * ) U ~ l ,  
3u 1 = (e 8 -  e4)Ulo + (e 8 -  l)uxx nimmt diese Gleichung die folgende Form an 

(z 2 - (e 5 + eV)UoZ,, + z 3) (z 2 + (e 5 + eT)UoZ,, - z34) - u 3 + (u o + z~) 3 = 0. 

Daher definieren wir die Abbildung ~ 2 ' ~ *  U 1 ~ A~ durch 

Yl = Z2 - -  ( e5 + eT)UoZ4 + z3,  Y3 = Z2 + ( e5 + e7) UoZ4 - z3,  Y2 = Ul ,  

y4= u 0 + z  2. Dann sind ~ ' V  0 und ~* V 2 singularitatenfrei, und ffir ~* 1/i 
erhiilt man die Gleichung 

2z4(z4 2 - (e 5 + eV)Uo) + VloVll(Vlo - vH)  + (e 4 - e 8) (v H + e4Vlo)(u 0 + z]) = 0. 

Durch Yl = ( e8 - l)Vlo + ( e4 - e S ) v n  - 2( e5 + eT)z4, 

1 
Y3 : U0 + Z2 + ~- VlO((1 -- e'*)Vlo + (e" -- e8)Vll + 2(e 5 + e7)z4),  

2 5 7 1 +e7) ~ y 2 = - - v l O - - - ~ ( e  + e  )z4, y 4 = z 4  und a i = e 4 i ( l + ~ - ( e  5 
/ 

geht diese Gleichung fiber in 
3 

YlYa - I-I (Y2 - aiY4).  
i=1 

Man hat also eine biholomorphe Abbildung ¢ 3 " ~ z  V~ ~ A 2 ,  und mit 2.6, 2.7 
erhiilt man die gesuchte Aufl6sung. 

2.10. A u f l 6 s u n 9  yon F. 7. 
,~hnlich wie in 2.9 werden wir eine Abbildung ~ in Q3 und dann drei 

Abbildungen Ca, Cz, ~'3 in AS angeben, mittels derer gemal3 2.6 zun~ichst 
eine und dann dreimal je zwei singularitiitenfreie rationale Kurven eingesetzt 
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werden. Mit U i bzw. auch V i, i = 0, 1, 2, bezeichnen wir die in 2.7 beschriebenen 
K o o r d i n a t e n u m g e b u n g e n  von A z und mit Uo, u 1 bzw. auch v o, v I die dor t  
definierten Koord ina tenfunk t ionen  in U 1 bzw. V 1. Wir  bemerken vorweg, 
dab q~*(Uo), ~*(Uz)  und ~*(Vo), ~*(V2) singularit~itenfrei sein werden;  
daher  betrachten wir nur  7"*(Q~), q~T(U1), ~ ( V 1 ) .  

Im Fall E7 lautet Gleichung (1) 

(13) xl(x  - - + 8 = o .  

7' wird definiert durch  Yl = xl ,  Y3 = x2 - x 3 ,  Y2 = x3, Y4 = X~. D a n n  erh~ilt 
man  fiir 7"*(Q3) die Gleichung 

(14) (x~ +u t3  + ( 2 c ~ 2 - 1 ) t 6 ) ( x l - u Z  + ( Z a Z - 1 ) u t 3  + ( - l l a 2  + ° t + 4 ) t 6 ) -  

- -  X23 --{- u 3 t 3  = 0 .  

Dabei  ist ~ eine L6sung  der Gleichung ~3 _ 3~2 + 1 = 0, d. h. ~ = 1 - e 9 --  e9 8, 
wo e 9 eine primitive 9-te Einheitswurzel ist, und ffir die Koord ina t en  u und t 
gilt 2x 9 = ~ 3 ( ~ _  1)3t9 und Uoo = u - ~ 2 t 3 ,  wobei Uoo die in 2.7 angegebene 

t Koord ina tenfunk t ion  ffir Q3 ist. 
Wegen (14)wird durch  Yl = x l  + ut3 + ( 20~z - -  1) t6, Y3 = Xl -- uz + 

+ (2~ 2 -- 1)Ut 3 -k- (-- 11 ~2 + ~ + 4)t 6, Y2 = x2, Y4 = ut eine Abbi ldung q~x der 
durch (14) beschriebenen analytischen Menge in A* definiert. Ffir q~' U 1 ergibt 
sich die Gleichung 

u z + 2(1 - a2)ut3 -F (13ct z - a - 5) t  6 - / , / 0  u2 + U2Ul - 

(15) - ut((1 - e2)u o + (e2 _ e)ul ) = 0 ,  

wobei e eine primitive 3-te Einheitswurzel ist. 
! t Statt Uo, ul ffihren wir Koord ina t en  Uo, u~ ein durch  

3u o = (1 - eZ)uo + (e z - e)u I + ct 2, 3u' 1 = (e - 1)u o + (e z - e)ux, 

wobei c noch  geeignet zu best immen ist. Dann  kann  man  (15) in der folgenden 
F o r m  schreiben 
(16) (u + al t 3 + bl uot ) (u + a2 t3 + bzuot ) - u '3 + Uo 3 = O . 

Die Koeffizienten ai, bl, c ergeben sich dabei durch Koeffizientenvergleich 
mit (15) als L6sungen  eines Systems algebraischer Gleichungen. Wegen (16) 
definieren wir q~2:4* U 1 ~ A ~  durch  

t ! ! ! 
Yl = u + a l t 3 + b l u o  t, Y 3 = U + a z t 3 + b 2 u o  t, y z=U~ ,  Y 4 = U o  • 

Ffir ~b* V~ erh~ilt man  die Gleichung 

(17) ( a l _ a 2 ) t a + ( b l  _ b z ) u o t _ V l V o  + ,  2 1)021)1 .qt- U O ( ( e  2 _ _  1)Vo + ( e _ e Z ) v O = O .  

Ftihrt man  neue Koord ina t en  ein durch  3v o = (1 - e2)Vo + (e 2 - e)vl + ct t, 
3v' 1 = ( e -  1)v o + (e 2 - e)v v u o = c2u' o + e3v 2 + C4Vo t + cst  2 mit geeigneten, 
leicht zu bes t immenden Kons tan ten  q, so lautet (17) 

UoV'o - v ?  + t = o ,  

so dab man  eine b iho lomorphe  Abbi ldung t O a : ~ * V ~ A *  hat. D u t c h  die 
Modif ikat ion ~ A 2 werden die letzten zwei von den sieben Kurven  eingesetzt, 
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in welche die isolierte Singularit~it von V durch die obigen Modifikationen 
aufgel6st worden ist. Die so konstruierte Aufl6sung der Singularit~ten V'-~ V 
ist mit Koordinatenumgebungen fiberdeckt, in denen x 4 (oder t = a x  4 mit 
a 4= 0) eine Koordinate ist. Daher ist V' eine L6sung unseres Problems im 
Fall Ev. 

2.11. Die Durchftihrung der Beweise in 2.7 bis 2.10 zeigt, dab die Sin- 
gularit~ten von q~*X in der gewiinschten Weise dutch eine endliche Folge 
yon Modifikationen der folgenden Art aufgel6st werden k6nnen: Die beim 
Beweis auftretenden Singularitgten sind isolierte singul~ire Punkte p yon 
3-dimensionaten analytischen Mengen V C C 4. In den F~illen Ak, Ok, E6, FT, 
jedoch nicht im Fall E 8, kann man singularit/itenfreie 2-dimensionale analy- 
tische Teilmengen W finden mit p e W C VC C 4. Durch tr-ProzeB in C 4 l~ings 
W erhNt man eine Modifikation von V, in der ffir p ein P~ eingesetzt ist. 

§ 3. Familien komplexer Flfichen 

3.1. Definition: Eine reguldre Familie komplexer Fldchen ist eine eigent- 
liche, regul~re, holomorphe Abbildung f :  X-~ Y einer komplexen Mannig- 
faltigkeit X auf eine zusammenh~ingende komplexe Mannigfaltigkeit Y 
mit zusammenh~ngenden, 2-dimensionalen Fasern X,. 
Allgemeiner hat KODAmA [24] auch differenzierbare Familien komplexer 
Ft~ichen definiert. Eine komplexe Fl~iche V o heil3t Deformation yon V 1, 
wenn V o und V 1 biholomorph aquivalent zu zwei Fasem in einer differenzier- 
baren Familie komplexer Fl~ichen sind. 

Im Rahmen der yon KODAIRA und SPENCER entwickelten Deformations- 
theorie ist es m6glich, das Verhalten einer exzeptionellen anatytischen Teil- 
menge A einer Faser X~ bei Deformationen von X z zu untersuchen, wenn A 
singularit~itenfrei ist (vgl. z. B. [25 ], § I, § 3, Theorem 5). Ftir den Fall, dab 
A nicht singularit~itenfrei ist, sind mir keine derartigen Untersuchungen be- 
kannt. Daher sind die folgenden Aussagen vielleicht als Beispiele von Inter- 
esse. 

Lemma 1. f : X-~ Y sei eine eigentliche holomorphe Abbildung komplexer 
Mannigfaltiokeiten mit endlicher Singularitdtenmenge, X 3-dimensional, 
Y 1-dimensional und zusammenhdngend. Die Fasern X, seien zusammenhdngend 
und ihre Sin#ularitgiten seien yon E a verschiedene ra t ionale  Doppelpunkte. 
Dann existiert eine reguldre Familie komplexer Fldchen f ' :  X ' - ,  Y', die eine 
Aufl6sun9 yon f ist. 

Beweis: Nach Satz 4 und 2.4 existiert eine ~berlagerung ~o: Y'--, Y mit 
zusammenh~ngendem Y' und eine Aufl6sung f ' :  X'-~ Y'. X'~ ist zusammen- 
h~ngend, weil X~,(s ) es ist. f '  ist faktorisierbar durch X ' ~  ~p*X-> Y'. X'-~ q~*X 
ist eine eigentliche Modifikationsabbildung, und tp*X-~ Y' ist eigentlich, weil 
f eigentlich ist. Also ist f '  eigentlich. 

Lemma 2. V C PN sei eine singularitdtenfreie 3-dimensionale algebraische 
Mannigfaltiokeit , X0C Vein Hyperebenenschnitt (mit Schnittmultiplizitdt 1), 
und die Singularitdten yon X o seien yon E a verschiedene rationale Doppel- 



Aufl6sung von Singularit~iten 97 

punkte. Dann existiert eine holomorphe Abbildung f :  X - ,  Y wie in Lemma 1 
und ein t o e Y, so daft Xto = X o und daflffir t o ~- t e Y X tein singularitdtenfreier 
Hyperebenenschnitt yon V ist. 

Beweis (wie in [5], p. 243): Man bl~ist V dutch tr-ProzeB l~ings einer 
singularit~itenfreien Kurve auf, welche durch eine hinreichend allgemeine 
Hyperebene auf X 0 ausgeschnitten wird. Aus der entstehenden Modifikation 
VC V x PI erh~ilt man X dutch Entfernen der von X o verschiedenen sin- 
gul~iren Fasern und f dutch Beschfiinkung der Projektion V x P I - ~ P r  

Indem man P3 mit Hilfe der Monome r-ten Grades in Ps einbettet 

N = - 1 , kann man Lemma 2 mit V= Pa auf den Fall anwenden, 

wo XoC Pa eine Fl~iche der Ordnung r is t ,  deren Singularit~iten rationale 
Doppelpunkte sind. Solche Fl~ichen existieren natiirlich; z. B. gibt es fiir 
jeden rationalen Doppelpunkt Fl~ichen, die diesen Doppelpunkt als einzige 
Singularit~it haben. Man erh~ilt also: 

Lemma 3. XoC P3 sei eine Fliiche der Ordnung r, deren Singularitdten 
yon E 8 verschiedene rationale Doppelpunkte sind. Dann existiert eine reguldre 
Familie komplexer Fldchen f :  X ~ Y ,  so daft ffir ein toe  Y gilt )(to =Xo  
und dafl fi~r alle t ~ t o X t eine singularitdtenfreie Fliiche der Ordnung r in Pa 
ist, welche fi~r r 4:3 i~berhaupt keine exzeptionellen Kurvenund ]~r r = 3 nut 
exzeptionelle Kurven erster Art enthdlt. 

Korollar: Xo, X~ CP3 seien Fldchen der Ordnung r, X 1 sei singularitiitenfrei, 
und die Singulariffiten yon X o seien yon E 8 verschiedene absolut isolierte 
Doppelpunkte. Dann ist das minimate singularitdtenfreie Modelt X o yon X o 
eine Deformation yon X r F ~  die arithmetischen Geschlechter gilt 

z(Xo) = z(Xo)= z ( x 0 .  

Ffir r = 4 sagt das Korollar, dab X o eine K3-Fl~iche ist, denn die K3- 
Fl/ichen k6nnen gerade definiert werden als diejenigen zweidimensionalen 
komplexen Mannigfaltigkeiten W, die Deformationen sind von singulari- 
t~itenfreien Quartiken im P3- Bezeichnen wir mit q =  d imcHt (W,  Ow) die 
Irregularit~it yon W, so ist fiir eine K 3-Fl~iche W q- -0  und das kanonische 
Biindel K w trivial. Dies folgt sofort daraus, dab fiir eine komplexe Fl~iche 
W mit gerader erster Bettizahl b x = 2q gilt. (Im K~ihlerschen Fall ist dies wohl- 
bekannt, im allgemeinen Fall ist es ein Resultat yon KODArRA [26], 
Theorem 3). Die viel schwierigere Umkehrung wurde von KODAmA be- 
wiesen, [26], Theorem 12: Eine 2-dimensionale kompakte komplexe Mannig- 
faltigkeit, deren erste Chernsche Klasse c l ( W  ) und deren lrregularitiit q ver- 
schwinden, ist eine K 3-Fl?iche. 

Lemma 4. X sei eine Flgiche der Ordnun9 r in Pa, die nur isolierte Sinoulari- 
t?iten hat. X '  sei das minimale singularitiitenfreie Modell yon X.  Dann gilt: 
X" ist eine K 3-Fliiche genau dann, wenn r = 4 umt wenn alle Singularitgiten 
yon X absolut isolierte Doppelpunkte sind. 

Beweis: X '  sei eine K3-Fl~iche. Wegen K x, trivial folgt aus der Pliicker- 
formel 1.7, dab alle exzeptionellen Kurven von X' singularit~itenfrei und 
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rational sind und Selbstschnitt - 2  haben. Also sind nach Satz 1 alle Sin- 
gularit~iten von X absolut isolierte Doppelpunkte. Daher gilt nach einem 
Argument beim Beweis von Satz 1 fiir die kanonischen Biindel 

Kx, = V,*(Kp3 ® I X ] ) ,  

wobei ~p die Komposition der Aufl6sung X ' ~ X  und der Einbettung X- -~P  3 
ist. Ist H das zu einer Ebene geh6rige Geradenbiindel auf P3, so gilt also 
K x, = vp*H "-4, also r = 4 wegen der Trivialit/it von Kx, .  

Nun habe umgekehrt X die Ordnung 4 und nur absolut isolierte Doppel- 
punkte. Kommt  kein Doppelpunkt E 8 vor, so ist X' eine K3-Flache nach 
obigem Korollar. Es k6nnen aber Doppelpunkte E 8 vorkommen, wie man 
z. B . . l e icht  aus [16 ], Theorem VII entnimmt, und dann miissen wir KODAIRAs 
Satz benutzen, d. h. q = 0  und c l ( X ' ) = 0  zeigen, c l (X ' )=0  ist klar, weil 
K x , = o 2 * H  "-4 trivial ist. Nach dem Riemann-Rochschen Satz gilt fiir das 
arithmetische Geschlecht yon X' 

)~(X') = 1 - q + pq = - ~ (c 2 + c2). 

Dabei ist das rechts stehende Polynom in den charakteristischen 
Klassen c 1 und c 2 von X' wegen H 4 ( X ' , Z )  als ganze Zahl aufgefaBt, und 
pg= dimcH°(X ', Kx,  ) ist das geometrische Geschlecht. Wegen der Trivialit~it 

1 
von K x, ist pg = 1 u n d c  1 = 0, also q = 2 - -~-  c 2, d.h. zu zeigen ist c 2 = 24. 

Wir erhalten X '  durch den Levi-Zariski-ProzeB, d. h. wir sind in der Situation 
von 1.9 (ii) mit U = P3. Fiir ein komplexes Vektorraumbiindel F bezeichnen 
wir mit ci(F ) die i-te Chernsche Klasse. Fiir die Tangentialbiindel T x, und T v 
von X '  bzw. V gilt T x , ~ i *  [ X ' ] = i * T  v. Ferner folgt z. B. aus [35], dab fiir 
den iterierten punktalen cr-ProzeB cp gilt c2(Tv)=q~*c2(Tv).  Daher folgt 

c 2 = c2(Tx,) = c2(i* Tv) - cl(Tx.)Cl(i* IX']) = i*c2(Tv) = c 1 ( [S ' ] )c2(Tv)  

= cl (ep* [X]® l ]  [E,]-  "~) q)*c2(Tv) = q~*(ci([X]) c2(Tp) ) -- 
v 

- 

wobei i, : 2:#~ V die Inklusion und i~, den Gysinhomomorphismus bezeichnet. 
Aber q~ oi~ist die konstante Abbildung, und daher verschwindet ((p o i,)* c2(Tt, ). 
(~brig bleibt c 2 = q~*(c~([X]) c2(Te) ) = 24. 

Bemerkung:  Der vorstehende Beweis wird kiirzer, wenn man Satz 6 aus 
[13] § 7 benutzt, denn dann folgt aus obigem Korollar ;~(X')= 2 und wegen 
pg = I also q = 0. 

Bemerkuncj: K6nnte man Satz 4 auch fiir E s beweisen, dann ware Lemma 4 
eine leichte Folgerung hieraus. 

3.2. In § 2 ist die Existenz einer Aufl6sung (f ' ,  q~, ~p) for holomorphe 
Abbildungen f : X ~ Y  mit rationalen Doppelpunkten als Singularit~iten 
bewiesen worden. Es ist jedoch zu bemerken, dab diese Aufl6sung durch die 
l~berlagerung q~ : Y ' ~  Y nicht eindeutig bestimmt ist. 
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Definition: Zwei AuflSsungen (f~, ~, ~Pl), (f~, q~, ~P2) yon f heiSen iiqui- 
valent, wenn es eine biholomorphe Abbildung g : X~ -+ X~ gibt mit ~1 = ~P2 o # 
und f~ = f~ o g. Es folgt dann fiir die eindeutig bestimmten Abbildungen 
lti:X'i-+tp*X g=Tr2tOrtr  Nun ist beispielsweise die in 2.7 beschriebene 

h 
Modifikation rq der durch die Gleichung YlY3 - I-I (y2 -avYa)= 0 gegebenen 

v = l  

Menge abh~ingig v o n d e r  Numerierung der a e Wiihlt man eine andere 
Numerierung, so erh~ilt man eine zweite Modifikation re2, und die bimero- 
morphe Abbildung rt~'~ o ~r I i s t  nicht holomorph. Man erh~ilt so h! in~iqui- 
valente AuflSsungen. Die in 2.8 bis 2.10 beschriebenen Modifikationen sind 
in ~ihnlicher Weise von gewissen Wahlen abhangig. 

3.3. Wir haben die Aufl/Jsung der Singularitiiten von Abbildungen im 
Rahmen der komplexen Analysis behandelt. Man kann ein analoges Problem 
fiir die algebraische Geometrie formulieren, indem man in der Definition" 
einer AuflSsung die komplexen Mannigfaltigkeiten durch singularitiitenfreie 
abstrakte algebraische Varietaten fiber C im Sinne v o n  SERRE, FAC, und die 
holomorphen Abbildungen durch die entsprechenden Morphismen ersetzt. 
Der Zusammenhang mit dem komplexanalytischen Problem wird durch die 
Resultate v o n  SERRE, GAGA, hergestellt. Nattirlich gilt dann ein zu Satz 2 
analoger Satz. Es ist hingegen nicht so, dab auch ein genaues Analogon zu 
Satz 4 gilt. Im Beweis von Satz 4 haben wir nut in 2.5 (a) wesentlich komplex- 
analytische Methoden benutzt. Daher gilt folgendes: 

f : X-+ Y sei ein Morphismus abstrakter algebraischer Varietiiten fiber C, 
so dab fiir die zugeh/Jrige holomorphe Abbildung f die Voraussetzungen 
von Satz 4 erfiillt sind. Ferner werde fiber f vorausgesetzt, dab es einen 
eigentlichen surjektiven Morphismus t p : Y ' ~  Y von 1-dimensionalen sin- 
gularitiitenfreien Varietiiten gibt, so dab folgendes gilt: Fiir jeden singul~iren 
Punkt von ~*X existiert eine Zariski-offene Umgebung, welche so zu einer 
Zariski-offenen Teilmenge der durch die Gleichung g(xl, x 2 ) -  x~ + x~ = 0 
gegebenen affin algebraischen Teilmenge von C + isomorph tst, dab die in 
2.5 (a) angegebenen Bedingungen erfiillt sind. Dann ist die in § 2 konstruierte 
AufliJsung f '  : X'-+ Y' ein Morphismus yon algebraischen Varietiiten. 

Es ist leicht, Beispiele anzugeben, in denen alle obenstehenden Voraus- 
setzungen erfiillt sind. Aber es gibt auch Beispiele von H. HIRONAKA, WO 
durch die Modifikationen von § 2 aus ~p*X eine nicht-algebraische Variet~it 
entsteht. 

3.4. In § 2 haben wir die AuflSsung yon holomorphen Abbildungen mit 
endlich vielen Singularit~iten behandelt. Die erzielten Ergebnisse lassen sich 
aber unter speziellen Voraussetzungen auf den Fall verallgemeinern, dab die 
Singularitatenmenge von f aus endlich vielen Fasern von f besteht. Als 
Resultate erh~ilt man eine Art Kombination zwischen der AuflSsung quasi- 
regul~irer Abbildungen in [10] und Satz 4. Ein Beispiel ist die folgende Ver- 
allgemeinerung von Lemma 1. 

7* 
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Lemma 5. f : X ~  Y sei eine holomorphe eifentliche Abbildung einer 
3-dimensionalen Mannigfaltigkeit X auf eine zusammenhffngende 1-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit Y. Das Bild der Singularitgitenmenge yon f in Y sei 
endlich. Die Fasern X t seien zusammenhiingend, und die Singularitdten der 
zugehiirigen reduzierten Rdume red(X~) seien yon E a verschiedene absolut 
isolierte Doppelpunkte. Dann existiert ein Tripel yon holomorphen Abbildungen 
(f ' ,  q>, v2) mit den folgenden Eigenschaften : 

i) f '  : X'--+ Y' ist eine reguldre Familie komplexer Fldchen. 
ii) <p: Y'--*Y ist eine verzweigte ~berlagerung, v2 : X'--*X ist eigentlich 

und surjektiv. 
iii) Das folgende Diagramm ist kommutativ 

X,~_~X 

+1 1 + 
Y ' - ~ Y  

iv) Sei s e Y', und Q~ : )(+(~)--~-red(X~<,)) die minirnale Aufl6sung der Singula- 
ritdten yon red(X~,<,)). Dann liiflt sich die durch ~p induzierte Abbildung ~v~ : X ' ~  

t 

--+red(X~t~)).. faktorisieren durch ~p~ = Qso rl~ wobei ~l~ : X~--* X+t,) eine un- 
verzweigte Uberlagerung ist. 

v) Hat f fiber cp(s) nur endlich viele singuliire Punkte, so ist rl, die triviale 
Uberlaoerung. 

Wir verzichten auf die Einzelheiten des Beweises und bemerken nur, dab 
man zunachst <p geeignet wahlt und dann auf die Normalisierung von <p*X 
die Konstruktionen in 2.7 bis 2.10 anwendet. 

3.5. Wir haben in der Definition der AuflOsung von Singularitaten holo- 
morpher Abbildungen die sehr starke Bedingung (iv) verwendet, weil wir in 
Satz 4 tats~ichlich die Existenz yon AuflOsungen mit dieser Eigenschaft be- 
weisen konnten. Man kOnnte aber auch den Begriff einer schwachen Auf- 
li~suru3 definieren, indem man (iv) ersetzt durch die folgende schw~ichere 
Bedingung 

(iv*) Fiir jedes s e Y' ist ~ :X'~-+X~,) eine eigentliche Modifikation. 
Satz 2 und Satz 3 gelten auch mit diesem schwachen Aufl0sungsbegriff. 

Man kann sogar die Voraussetzungen dieser S~itze noch weiter abschw~ichen. 
Man kann beweisen: 

Satz 5. f : X ~  Y sei eine holomorphe Abbildung eines 3-dimensionalen 
normalen komplexen Raumes X auf eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit Y. 
Die Fasern yon f seien 2-dimensionale normale komplexe Rdume. Alle Fasern 
bis auf endlich viele m6gen hiichstens rationale Singularit~iten haben. Es 
existiere eine schwache Aufl6sung yon f . Dann haben alle Fasern nur rationale 
Singularitiiten. 

3.6. Wir haben in Satz 2 ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer 
Aufl0sung fiir eine holomorphe Abbildung f : X ~ Y angegeben. Dabei war 
X ein 3-dimensionaler komplexer Raum mit isolierten Singularit~iten. Bei 
dem Hauptresultat Satz 4 hingegen haben wir die Existenz einer AuflSsung 
nur fiir den Fall bewiesen, dab X singularit~itenfrei ist. Bereits der Beweis 
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von Satz 4 zeigt aber, dab  auch fiir einen R a u m  X mit isolierten Singulari- 
t~iten, z. B. den durch  die Gle ichungen (3), (7), (12), (13) beschriebenen, eine 
Aufl6sung existieren kann,  wenn die Singularit~iten der Fasern  rat ional  sind. 
Weitere Beispiele fiir derart ige Aussagen sind die folgenden nicht schwer zu 
beweisenden Resultate. 

f :  X ~ Y  sei eine h o l o m o r p h e  Abbi ldung  des zusammenh~ingenden 
3-dimensionalen normalen  komplexen Raumes  X auf  die 1-dimensionale 
Mannigfalt igkeit  Y, und  die Singularit~itenmenge sei der  Einfachheit  halber 
e inpunkt ig :  S ( f )  = (Xo}. 

Satz  6. Unter den obigen Voraussetzungen iiber f : X ~ Y gilt: Hat  die 
Faser Xitxo ) in x o einen gewShnlichen Doppelpunkt, so existiert eine Aufli~sung 
yon f .  

Satz  7. Unter den obigen Voraussetzungen fiber f : X ~ Y gilt: Hat  X in x o 
einen gewShnlichen Doppelpunkt (d. h. eine Kegelspitze z l z 2 -  z3z4 =O), so 
hat die Faser Xf(xo ) in x o einen rationaten Doppelpunkt A k, und es existiert" 
eine AuflSsung yon f .  

Diese Satze verallgemeinern die Ergebnisse von ATIYAn in [5]. 
Wir  haben die Existenz von  Aufl6sungen nur  fiir rat ionale Doppe lpunk t e  

bewiesen. Es gibt aber  auch Beispiele fiir die Existenz von  Aufl6sungen von 
Abbildungen,  deren Fasern  rat ionale Singularit~iten h6herer  Multiplizit~it 
haben. Solche Beispiele erhalt  m an  z. B. durch  Niederblasen einer exzeptio- 
nellen Kurve  in einer Familie  von Hirzebruchschen 2~-Fl~ichen (vgl. z.B. [6], 
p. 355). O b  allgemein die U m k e h r u n g  von Satz 2 oder  Satz 5 gilt, d .h .  die 
Aufl6sbarkeit  von Abbildungen,  deren Fasern  rat ionale Singulari taten haben, 
ist ein ungel6stes Problem. 

Zusatz bei der Korrektur : Inzwischen habe ich einen eleganteren Beweis fiir Satz 1 gefunden und 
dariiber hinaus die vollstandige Klassifikation ftir eine gr61~ere Klasse yon rationalen Singulari- 
t~iten, n~imlich fiir alle normalen 2-dimensionalen Singularit~iten, deren Umgebungsr~inder eine 
endliche Fundamentalgruppe haben. 
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