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DIE MONODROMIE DER ISOLIERTEN SINGULARITATEN VONHYPERFLACHEN 

Egbert Brieskorn 

Abstract. J. Milnor recently introduced the local Picard- 
Lefschetz-monodromy of an isolated singularity of a hyper- 
surface. This is an important tool in the investigation of 
the topology of singularities. The monodromy is an action 
on a certain cohomology group and is defined in topological 
terms. In this paper we find an algebraic description of 
the monodromy. We construct by algebraic methods a regular 
singular ordinary linear differential operator, such that 
the monodromy of this singular operator coincides with the 
Picard-Lefschetz monodromy. As an application we prove that 
the eigenvalues of the monodromy are roots of unity. Our 
treatment is close in spirit to Grothendiecks theory of 
the GauB-~anin-connection. 

w O. Resultate 

0.~0. John ~ilnor hat in [29] gezeigt, dab man fGr isolier- 

te Singularit~ten yon Hyperfl~chen topologisch eine lokale 

Picard-Lefschetz-Monodromiedefinieren kann und da~ diese 

Monodromie bis zu einem gewissen Grade di~Topologie der 

~ingularit~t bestimmt~ Andererseits gibt es fiir die Picard- 

Lefschetz-Monodromie von Familien nichtsingul~rer algebrai- 

scher Mannigfaltigkeiten Untersuchungen yon A. Borel, 

C.H. Clemens [5] Ph.A~ Griffiths [12], [13], [14], A. Gro- 

thendieck [16], N.M. Katz [2o], [21], A. Landman [22] und 

F. Pham [31], welche die klassischen Resultate yon Picard 

[32]und Lefschetz [24] verallgemeinern. Insbesondere ist yon 

Grothendieek und anderen hierzu eine algebraisehe Theorie ent- 

wickelt worden, die Theorie des GauB-Nanin-Zusammenhangs. 

W~hrend diese Theorie Jedoch Familien yon Mannigfaltigkeiten 

ohne Singularit~ten voraussetzt, werden in der vorliegenden 

Arbeit elnparametrige Familien yon Mannigfaltigkeiten mit 
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2 BR IE $KORN 

isolierten Singularit~ten untersucht, Es wird ein singu- 

l~rer lokaler GauB-Manin-Zusammenhang ffir isolierte Singu- 

larit~ten yon Hyperfl~chen eingeftthrt. Dieser liefert eine 

rein algebraische Berechnung der urspr~nglich topologisch 

definierten lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie. Durch die 

Beschr~nkung auf den speziellen Fall isolierter Singulari- 

t~ten von Hyperfl~chen wird die Theorie sehr einfach und 

explizit. 

0.4, Wir erinnern zun~chst an Milnors Besehreibung der lo- 

kalen Picard-Lefschetz-Monodromie und ihre topologische Be- 

deutung. Es sei f : Y ~ T eine holomorphe Abbildung einer 

(n + I)- dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit Y auf 

eine 1-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit T. Es sei 

x ~ Y ein isolierter singul~rer Punkt von f. Die durch x 

gehende Faser f-1(f(x)) der Abbildung f hat dann also in x 

eine n-dimensionale isolierte Hyperfl~chensingularit~t. Nun 

w~hle man eine Koordinatenumgebung von x und darin eine 

hinreiehend kleine offene Vollkugel V x mit Zentrum x. Deren 

Rand 3V x ist eine (2~ + ~)-dimensionale Sphere. Es sei 

zf,  = n a v  x . 

~f,x ist eine kompakte, orientierte, (2n-1)-dimensionale 

C ~ - Mannigfaltigkeit, deren Diffeomorphietyp nur yon der 

Singularit~t der Faser yon f in x abh~ngt. Man interessiert 

sich ffir diese Mannigfaltigkeiten u.a. deswegen, weil nach 

[4] unter ihnen alle ungeradedimensionalen exotischen 

Sph~ren vorkommen, welche parallelisierbare iannigfaltig- 

keiten beranden. 

Milnor hat die folgende iethode zur Untersuchung der Mannig- 

faltigkeit ~f,x entwickelt. Es sei Seine hinreichend kleine 

offene Kreisscheibe in T um den Bildpunkt s = f(x) und es 

sei X = f-1(S) n V x. Die Abbildung f induziert eine Abbil- 

dung 

f:X~S , 
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BRIESKORN 3 

deren Fasern wit mit X t = f-1(t), t ~ S, bezeichnen. X s ist 

die singul~re Faser. X - X s * S - s ist nach Milnor ein diffe- 

renzierbares lokal-triviales Faserbfindel. Seine Fasern Xt, 

t ~ s, haben den Homotopietyp einer einpunktigen Vereinigung 

von n - Sph~ren. Dabei kann die Zahl bf, xdieser Sph~ren fol- 

gendermassen berechnet werden. BezGglich lokaler komplexer Ko- 

ordinaten in X und S ist f durch eine Funktion f(Zo,...,Zn) 

gegeben. Weil f in x eine isolierte Singularit~t hat, enth~lt 

das von den partiellen Ableitungen von f in dem lokalen Ring 

OX,x von X in x erzeugte Ideal eine Potenz des maxlmalen Ideals. 

Daher ist der Restklassenring nach diesem Ideal ein endlich- 

dimensionaler Vektorraum. Es gilt 

bf, x = dim~ Ox~ x / (af/aZo,...,0f/az n ) . 

Ffir diese Formel geben wir imAnhang einen elementaren Beweis, 

der vielleicht einfaaher ist als der von Milnor. Einen weite- 

ren Beweis hat inzwischen der vietnamesische Mathematiker 

I~D~uag Trang in [23] gegeben. - Weil X - X s ~ S - s ein diffe- 

renzierbares Faserbiindel ist, operiert fGr t ~ S - s die ~-hm- 

damentalgruppe x1(S - s,t) auf der ganzzahligen singul~ren 

Cohomologie der Faser H~(Xt, Z ). Es sei h das erzeugende Ele- 

ment mit positivem Drehsinn in der unendlich zyklischen Funda- 

mentalgruppe x1(S-s). Dann geh8rt zu h ein Automorphismus 

hf, x : Hn(Xt,~ ) * Hn(Xt ,Z ) . 

Dies ist die lokale Picard-Lefschetz-Monodromie von f in x. 

Es sei Af, x das charakteristische Polynom von hf, x . 

Af, x(X ) = d e t ( X .  1 - h f ,  x )  . 

Milnor beweist in [29]: 
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4 BRIESKORN 

Satz (Milnor) 

i) 

~i) 

Fiir n ~ 2 ist Zfg homSomorph zu einer Sphere genau 

wenn af, x(1) = _+ I. 

Zf, x sei homSomor~h zu einer (2n - 1)-Sphere, n urine- 

fade, und Z sel die (2n-1)-dimensionale Kervaire-Sph~re. 

Dann ~il t Zf, x = c Z , wobei 

c = o f~r Af, x(-1) -_+ I(8) 

c = I fur Af, x (-I) - + 3(8) �9 

In diesem Sinne bestimmt die lokale Picard-Lefschetz-Monodro- 

mie die Topologie yon Z~x, und Milnor hat daher die Forde- 

rung aufgestellt, einen Algorithmus zur Berechnung yon Af, x 

anzuge~en. Genau das soll in dieser Arbeit getan werden. 

0. 2. Wit haben keine Methode zur Berechnung der ganzzahligen 

~onodromie hf~ . Was wit berechnen kSnnen, ist die komplexe 

lokale Picard-Lefschetz-~onodromie 

hf, x : Hn(Xt,C) * Hn(Xt,C) . 

Deren Kenntnis genGgt natGrlich zur Berechnung von A~x. Es 

sei X' = X - X s und S' = S - s. Danm ist, wie schon bemerkt, 

f : X' ~ 8' ein differenzierbares FaserbGndel. Deshalb sind 

die komplexen Vektorr~ume Hn(xt,c), t ~ 8', die Fasern eines 

flachen komplexen Vektorraumbfindels H n Gber S'. Das heigt, 

da~ das Vektorbtindel H n dutch Bfindelkarten mit konstanten 

Ubergangsfunktionen beschrieben werden kann. Die Garbe der 

lokal konstanten 8chnitte in H n ist die n - te Bildgarbe 

Rnf~ C x, 

der auf X' konstanten Garbe gX' der komplexen Zahlen. Weil 
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H n flach und S' eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, ist H n 

natfirlich ein holomorphes Vektorraumbttndel fiber S'. Die 

Garbe ~n der Keime aller holomorphen Schnitte in H n ist 

kanonisch isomorph zu 

Rn f.Cx' | S, �9 " 

Das flache Vektorraumbfindel H n hat einen wohlbestimmten holo- 

morphen Zusammenhang, den wir, well er topologisch definiert 

ist, den lokalen transzendenten Zusammenhang der Bingulari- 

t~t von f in x nennen wollen. Zur Beschreibung des Zusammen- 

hangs genfigt die Angabe der covarianten Ableitung bezGglich 

der Vektorfelder auf S'. Wit w~hlen auf S ein fttr alle ~al 

eine ko~plexe Koordinate, die wir auch mit f bezeichnen, und 

beschreiben die Abbildung f : X ~ S dann durch die entspre- 

chende holomorphe Funktion~ Die Funktion f auf S' definiert 

ein nirgends verschwindendes Vektorfeld a/Sf auf S', und 

weil S' eindimensional ist, genfigt zur Beschreibung des Zu- 

sammenhangs die covariante Ableitung ~7 bezGgliah 8/Of. 

ist dadurch charakterisiert, dass ft~r alle c ~ (Rnf CX,)t 

und g ~ OS, ~ gilt 

v( o| c| df 

Es ist klar, dab man aus dem lokalen transzendenten Zusam- 

menhang durch Integration sofort die komplexe lokale Picard- 

Lefschetz-Monodromie erh~lt. Undumgekehrt bestimmt die 

Monodromie im wesentlichen den Zusammenhang. Der Grund ffir 

die Einftthrung dieses zus~tzlichen Begriffs ist, dag man 

ffir den Zusammenhang eine algebraische Beschreibung geben 

kann. 
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6 BRIESKORN 

Die algebraische Beschreibung des lokalen Zusammen- 

hangs geht davon aus, dab man die Cohomologie der Stein- 

schen Mannigfaltigkeiten X t bekanntlich mit holomorphen 

Differentialformen berechnen kann. Da wir dies fur variables 

t tun wollen, betrachten wir den Komplsx der relativen Diffe 

rentialformen (vgl. [15] EGA IV, w 16.6) 

~" Dabei ist b.z.w, analog ~X'/S' " 

9~/8 = ~/df A ~-1 , 

und d p ist vonder Gblichen Ableitung ffir die Differential- 

formenkeime aus 2~ induziert. Man hat einen kanonischen 

Isomorphismus von �9 n mit der n-ten Cohomologie des Kom- 

plexes f ,~X' /S '  

Hn(f,21,/S ,) Z ~n �9 

Diesen Isomorphismus erhNlt man nat~rlich folgendermassen. 

Jeder Repr~sentant sines Schnittes in Hn(f~i'/S') ordnet 

jedem t ~ 8' in seinem Definitionsgebiet sine ~geschlossene) 

holomor~phe n-Form auf X t zu. Diese definiert eine Cohomo- 

logieklasse in Hn(xt,C), und damit erh~lt man einen Schnitt 

in ~n. 

W~hrend man bei der Garbs ~n auf S' nicht ohms weiteres 
sieht~ wie man sis geeignet auf S fortsetzen kSnnte, ist es 

mit Hn(f ~$,/8,)_ ganz anders. Wir definieren n~mlich sine 

Garbe ~n(X/S) auf ganz S dutch 

]~n(x/s) = Hn(f~i/S ) �9 
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* fi(f,  Analog bezeiehnen wit mit ~n(x'/s') die Garbe ~,/S,). 

Dies ist nat~rlich die Besehr~nkung yon ~n(x/s) auf S'. 

Wir werden in w I beweisen, dab ~n(x/s) eine koh~rente ana- 

lytische Garbe auf S ist. 

Wit werden nun auf ~n(x/s) in algebraischer Weise die covari- 

ante Ableitung V eines "Zusammenhangs" mit einer polartigen 

Singularit~t definiereno Dies ist dann unser lokaler GauB- 

Manin-Zusammenhang. Wir betrachten den relativen Differential- 

formenkomplex ~X/S im Punkte x (ausserhalb ist er exakt), 

also 

2f, x {P d p = ' } 

Wir werden in w I sehen, dab man folgenden kanonischen Iso- 

morphismus fGr den Halm yon ~n(x/s) in s hat: 

zn(x/S)s = �9 

Insbesondere ist also Hu( ~f,x ) wegen der Koh~renz yon 

~n(x/s) ein endlich erzeugter �9 Xodul. Dieser %, s- 

Modul Hn(~) ist vSllig invariant definiert. Er h~ngt 

per definitionem nur yon der Singularit~t von f in x ab. Daher 

werden ~r, da wir ja eine rein lokale Theorie fOr die Mono- 

dromie der Singularit~t entwickeln wollen, mSglichst alle Aus- 

sagen for Hn( ~f,x ) formulieren, und nicht for das erst naeh 

Wahl yon X und S definierte %n(x/s). Man kann vermuten, 

dab der Modul Hn( ~f,x ) frei ist, dab also die Torsion in 

Hn(~,x) verschwindet. FOr den Fall, dab dies nicht so ist, 

definie ren wit 

Hnf~x = Hn( ~f,x" ) / Torsion . 

FOr jeden aufsteigenden Komplex K" yon Garben bezeichnen wir 
mit HP(KO die p-te Cohomologie-Garbe des Komplexes. Das 
gleiche gilt for Komplexe yon Moduln etc. 
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8 BRIESKORN 

Nun definieren wit eine Ableitung Vf,  x a u f  Hn(~f,x) dutch 

die Formel 

YTf, 
~ d~ 

x - df 

Diese Formel ist folgendermassen zu interpretieren. Es sei 

~ n " Repr~sentant von ~ ~ Hn( Rf x )" Dann gilt 
~ ~X,x eln 2 n . Dann ist d~ ~df das dutch ~ re- d~ = df A ~ mit ~ ~ ~ 

pr~sentierte Element in cokern d n-1 n d2n-1 = . Dass 

dies wohldefiniert ist, ergibt sich aus folgendem Lemma von 

de Rham [7] 

Lemma (de Rham) 

Es sei A ein kommutativer Ring, und r ~ A m eine Primsequenz 

und a ~ AP(Am), p < m. Dann existiert ein ~ ~ A p-I(A m ) mit 

= ~A ~ genau wenn ~Aa = O. 

Wenn A ein Macaulay - Ring ist, ist ~ eine Primsequenz genau 

wenn es zu einem System yon Parametern erg~nzt werden kann. 

Insbesondere trifft dies auf den regul~ren lokalen Ring OX, x 

Wit nehmen A m = ~x , und r Dann erf~llt dies Zlle 

die Bedingung des Lemmas genau wenn f eine isolierte Singu- 

larit~t in x hat. Es gilt also: Eine p - Form a ~ ~Zx' p -~ n 

ist genau dann yon der Form a = dfA ~, wenn dfAa = O. Diese 

Bemerkung wird im folgenden oft ohne besonderen Hinweis ver- 

wendet. Die Ableitung ~Vf- x ist keine Abbildung von Hn(~f, x ) 

auf sich, abet dafGr gilt trivialerweise folgendes. Es sei 

fk e ( 8f/ 8Zo,..., 8f/ 8Zn) c OX, x . 

Ein k mit dieser Eigenschaft existiert stets. Dann gilt 

fk cokern dn-Ic Hn( ~f,x )' und daher hat man eine Abbildung 

fk vf,  : Hn( f,x) " 
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BRIESKORN 9 

Die Ableitung Vf, x hat offensichtlich folgende Eigen- 

schaften: 

(i) 

( i i )  

~Tf, x ist C - linear 

g Os, gilt: 

Vf, x(g.~) = g "~Tf,x(~) + ~ ~ . 

Ferner bildet Vf, x offensichtlich Torsion in Torsion ab 

und ist damit auch auf H~f,x definiert. Vf, x definiert 

also auf H~f einen Keim sines singul~ren gewShnlichen 
wX 

linearen Differentialoperators I. Ordnung mit einem Polder 

Ordnung ~ k . 

Wegen Hn( ~= ) = ~n(x/8) induziert V~ eine Abbildung 
~p X ~ S lj X 

fk~ : ~n(X/s)-~X/S). Wir werden auf einfache Weise 

zeigen, dab diese auf ~n(x'/s') bei dem Isomorphismus mit 

~n mit dem transzendent definierten fkv Gbereinstimmt. Wir 

fassen zusammen. Unter Ausnutzung der Koh~renz yon ~n(x/s) 

und der Resultate yon Milnor erhalten wit folgendes Ergebnis. 

Satz I. 

i) H~f,X ist sin freier %,s- Modul vom Rang bf, x . 

ii) Die covariante Ableitung Ff, x des lokalen Gau~-Manin- 

Zussmmenhan~s ist durch Vf, x ~ = d~/df definiert. 

Vf, x ist e in singul~rer gewOhnlicher Differential- 

operator erster 0rdnung auf H~f,x. Dieser identifiziert 

sich kanonisch mit der covarianten AbleitunE des lo- 

kalen transzendenten Zusammenhanss~ 

iii) Die Monodromie des singul~ren Differentialoperators 

~Tf, x identifiziert sich daher kanonisch mit der kom- 

plexen lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie yon f i_~n x. 
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O.~. Im allgemeinen gibt es keinen Algorithmus zur Be- 

rechnung der Nonodromie eines singularen gewShnlichen line- 

aren Differentialoperators. In dem Spezialfall jedoch, wo 

die $ingularit~t nut ein Pol I. Ordnung ist, kann man LSsun- 

gen und Monodromie explizit berechnen. Dabei erh~It man z.B. 

folgendes (vgl. etwa [6], Ch.4.4) o Es seien ~j die Eigen- 

werte der den Pol besehreibenden Matrix. Dann gilt fOr das 

charakteristische Po!ynom A der Monodromie der Differential- 

gleiehung 

2xi~j 

Ein singul~rer gewShnlicher linearer Differentialoperator 

heiBt regul~r singul~r, wenn er dutch eine lineare Transfor- 

mation der abh~ngigen Variablen in einen Differentialoperator 

mit einem Pol h6ehstens I. Ordnung Gbergeht. Die Resultate 

yon D.A. Lutz [26] und J. Moser [3o] zeigen, da~ die Trans- 

formationsmatrix darn dutch LSsen endlich vieler algebrai- 

scher Gleichungen gefunden werden kann. In diesem Sinn ist 

also die Monodromie eines regul~ren singul~ren Operators 

explizit berechenbar. Daraus ergibt sich die Bedeutung des 

folgenden Satzes, den wit in w 2 aus einem analogen globalen 

Resultat yon Griffiths [14] ableiten. 

Satz 2. 

~f,x ist regul~r singul~r. 

0. 3 . In w 3 werden wir sehen, dab Vf, x in gewissem Sinne 

algebraisch definiert ist~ Um diese Aussage zu pr~zisieren, 

w~hlen wit die komplexen Koordinaten Zo,...,z n in X so, 

dab die Potenzreihenentwicklung yon f in x nach Zo,...,z n 

ein Polynom f ~ C [ Zo,...,z n] ergibt. (Weil f in x eine 

isolierte Singularit~t hat, ist dies stets mSglich (vgl.[27] 
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3.5 und 9.1) ). Nun sei @ : ~ ~ C irgendein Automorphismus 

des KSrpers der komplexen Zahlen. Anwendung von W auf die 

Koeffizienten yon f gibt ein neues Polynom f' = We E C[Zo,...,Zn] , 

das fdr z = 0 auch wieder eine isolierte $ingularit~t hat. 

Ferner sei ~ff;x die Komplettie~nung des �9 goduls H~f,x ; 

analog definiert man f~ , Wir werden sehen, da~ ~ nach 

Wahl der z i kanonisch einen Isomorphismus 

induziert, der mit dem kanonisch von W induzierten Isomor- 

~f~ ! Na- phismus C[[f]] ~ C[[f']] vertr~glich ist. Nun zu x 
n ̂  tGrlich l~sst sich V^ kanonisch auf H_ fortsetzen. Wit 

~;x r x 
. . P 

geben nun ad hoc dle folgende Definltion: Vf, x ist algebra- 

isch definiert, wenn fdr jeden Automorphismus ~ von C gilt 

Satz 3 

~f,x ist algebraisch definiert. 

0.6. Als Anwendung der S~tze Ibis 3 beweisen wit folgenden 

Satz. 

Satz 4 

Af, x i st ein Produkt von zyklotomischen Polynomen. 

B~wei,,s,:, 

(I) Zkf, x ist ein ganzzahliges Po!ynom, dennes ist das charakte- 

ristische Polynom eines Automorphismus einer ganzzahligen 

Cohomologiegruppe. 

(2) ~f,x ist das charakteristische Polynom der Monodromie 

des Differentialoperators ~V~, x . 
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(3) Vf, x ist regular singular. Deswegen und wegen (2) 

sind die Wurzeln von Af, x vonder Form e2xi~J , wo ~j die 

Eigenwerte der Matrix sind, die - nach geeigneter Variab- 

lentransformation - den Pol von ~f,x beschreibt. 

(4) Vf, x ist algebraisch definiert. Deswegen mfissen die 

Zahlen ~j algebraisch sein. W~re ~ transzendent, so g~be 

es einen Automorphismus r von C, f~r welchen e2~i~(~J)trans - 

zendent ware. Abet wegen der Algebraizit~t von Vf, x ist 

e 2xir eine Wurzel von ACf, x, also nach (I) algebraisch. 

(5) Das 7. Hilbertsche Problem [19] ist yon Gelfond [8] 

und Schneider [34] positiv gelOst worden. Insbesondere gilt, 

wie yon Hilbert vermutet: Fiir irrational algebraisches 

ist e 2xi~ transzendent. 

(6) Damit ergibt sich, dab die Wurzeln e2Xi~J von Af, x 
Einheitswurzeln sind, denn sie sind nach (I) algebraisch, 

w~hren d nach (4) die ~j algebraisch sind, also nach (5) 

rational sein mGssen. Daher folgt wegen (I), dab Af, xPro- 

dukt cyelotomischer Polynome ist. q.e.d. 

Satz 4 war yon J. Milnor vermutet worden. Dieser Satz kann 

auch aus den analogen globalen S~tzen fiber die Eigenwerte 

der Picard- Lefschetz- Monodromie hergeleitet werden, die 

von A. Grothendieck, A. Landman [22], C.H. Clemens [5], 

N.M. Katz und A. Borel bewiesen wurden. Umgekehrt gibt, 

wie mir P. Deligne erkl~rt hat, die obige Folge von Argu- 

menten - Ganzzahligkeit, Regularit~t, Algebraizit~t, 

7. Hilbertsches Problem - einen neuen Beweis des erw~hnten 

Satzes im globalen algebraischen Fall. 

0.~. Angesichts der Einfachheit der oben beschriebenen 

Resultate scheue ich mich, die Namen aller zu nennen, von 

denen ich mir habe helfen lassen. Ich muB abet doch 
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Th. Bloom, H. Grauert, Ph.A. Griffiths, H. Hironaka, 

R. Narasimhan und D. Mumford erw~hnen. Ganz besonders 

abet danke ich P. Deligne fGr seine Hilfe. Der Koh~renz- 

beweis stammt von ihm - natfirlich nicht etwaige M~ngel 

der Darstellung. Das gleiche gilt ffir die jetzige Dar- 

stellung der Algebraizit~t - mein ursprfingliches Argument 

war nicht so einfach. - SchlieBlich danke ich M.F.Atiyah 

und B. Eckmann fur zwei Gastaufenthalte am Mathematischen 

Institut der Universit~t Oxford und am Mathematischen 

Forschungsinstitut der ETH, w~hrend welcher ein grosset 

Teil dieser Arbeit entstanden ist. 

w 1. Koh~renz 

1.1.  Um den Koh~renzsatz von Grauert und den Regularit~ts- 

satz yon Griffiths anwenden zu kSnnen, zeigen wit zun~chst, 

dab man jede isolierte Hyperfl~chensingularit~t als Singu- 

larit~t einer eigentlichen holomorphen Abbildung komplexer 

Mannigfaltigkeiten erhalten kann. 

Wie wit schon in 0.5 bemerkt haben, ist von Mather, Tougeron 

und anderen bewiesen worden, dab nach geeigneter Wahl der 

Koordinaten jede isolierte Hyperfl~chensingularit~t als 

Singularit~t eines Polynoms im Nullpunkt beschrieben werden 

kann. Wenn man zu diesem Polynom ein homogenes Polynom H 

hinreichend hohen Grades addiert, erh~lt man ein neues Poly- 

nom F(Zo,...,Zn), dessen Singularit~t im Nullpunkt zu der 

ursprGnglichen Singularit~t analytisch ~quivalent ist - 

weil die Singularit~t isoliert ist, folgt dies wieder aus 

den Ergebnissen yon Mather. Nun sei V die projektiv algebra- 

ische Variet~t in Pn+1 x PI mit der affinen Gleichung 

F(Zo,...,z n) - t = 0 , 
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wo Zo,...,Zn und t affine Koordinaten in den projektiven 

R~umen Pn+1 und PI sind. Es wird vorausgesetzt, dab H hin- 

reichend allgemein gew~hlt ist. Dann folgt aus den S~tzen 

von Bertini, dab die durch die Projektion auf PI induzierte 

Abbildung f : V ~ PI nur endlich viele singul~re Fasern V t 

hat, und dab die Faser V o fiber t = 0 nur einen singul~ren 

Punkt x hat. Es sei T eine Kreisscheibe in PIum t = 0 

derart, dab fGr t ~ T mitt ~ 0 die Faser V t nichtsingul~r 

ist, und es sei Y' = f-1(T). Dann gilt: 

f : Y' -~ T 

ist eine eigentliche holomorphe Abbildung komplexer Mannig- 

faltigkeiten, die auBerhalb x ~ Y' nichtsingul~r ist und 

inn x die vorgegebene Singularit~t hat. 

1.2. (a) FGr die Abbildung f : Y' ~ T w~hlen wir die Umge- 

bungen X von x und S von s = f(x) wie in Absehnitt 0.1 und 

benutzen auch sonst die in der Einleitung eingeffhrten Be- 

zeichnungen. Insbesondere bezeichnet ~s die relative 

de Rhamsehe Cohomologie. In diesem Absehnitt soll die 

Koh~renz yon ~n(x/s) bewiesen werden. 

Es s e i  Y = {y~ Y '  I f ( y )  e St  , f e r n e r  s e i  X d i e  A b s c h l i e B u n g  

von X in Y, und es sei Z = Y - X. Man hat also eine eigent- 

fiche holomorphe Abbildung 

f : Y ~ S , 

die auBerhalb x ~ X nichtsingul~r ist und deren Besehr~nkung 

f : Z ~ S 

differenzierbar ein triviales Faserbitndel ist. Analog zu der 

Gblichen exakten Cohomologiesequenz des abgesehlossenen 

Unterraumes X yon Y werden wir eine aufsteigende lange exakte 

Sequenz yon Garben yon 0 S - Moduln konstruieren: 
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e e e  C l e e  

Die Koh~renz yon ~P(x/s) wird bewiesen, indem gezei~t 

wird, dab die Gbrigen Garben in dieser Sequenz koh~rent 

sind. 

(b) Die Garben in der obigen Sequenz werden mittels des 

relativen Differentialformenkomplexes definiert. Zu die- 

sem Komplex bemerken wit ztm~chst folgendes 

Lemma I. I. 

f : Y ~ S sei eine holomorphe Abbildung komplexer Mannig- 

faltiskeiten. ~/S sei der relative Differentialformen- 

komplex, und f* 0 S c Oy sei die (topologische) Urbild- 

garbe yon O S. Dann gilt: 

Wenn f i__n y ~ Y nichtsingul~r ist, ist der folgende Kom- 

plex exakt: 

o ( *Os)y �9 

Bemerkung: Wenn S eindimensional ist und y eine isolierte 

$ingularit~t, gilt, wie aus Satz I (i) hervorgeht, auch die 

Umkehrung. 

Beweis: Der Beweis des Lemmas ist eine triviale Modifika- 

tion des ~blichen Beweises des Poincar~-Lemmas. BezGglich 

geeigneter lokaler komplexer Koordinaten wird f in der Um- 

gebung von y durch f(zl,...,Zm) = (Zk+1,...,Zm) beschrieben. 

Indem man die Gbliche Konstruktion eines Homotopieoperators 

nut auf die Koordinaten Zl,...,z ~ anwendet, definiert man 

p ~p-1 mit Td'+ d'T = I , fur p > o Abbildungen T : ~,y Y,y 
wo d' die Ableitung yon Differentialformen bezGglich 

z~,...,z1, ist. FGr ein (a) ~ ~,~ mit d(a) = 0 gibt es 
J ~ ~ y  

dann einen Repr~sentanten a ~ ~ mit d~ = O, mithin 
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d'T~ =~ und also d(T~) = (a). Damit ist die Exaktheit 

b ewi e sen. 

(c) In Abschnitt 0.3 wurde die relative de Rhamsche Coho- 

mologie ~n(x/s) eingefGhrt. Allgemeiner kann man fttr jedes 

p relative de Rhamsche Cohomologiegarben definieren dutch 

~ P ( x / s )  = H>( f :~  . 

Wit werden allerdings sehen, dab die se fGr p @ O,n verschwin- 

den. DaB die obige Definition die gewiinschte topologische Be- 

deutung hat, folgt daraus, dab X Steinsch ist, und dab fGr 

Steinsehe Mannigfaltigkeiten die Cohomologie mit komplexen 

Koeffizienten isomorph zu der de Rhamschen Cohomologie ist. 

F~r eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit W ist die Sache 

komplizierter. Aus dem Poincar@ - Lemma folgt die Entartung 

der Spektralsequenz 

E~q = HP(W,Hq(%)) ", =~'(W,%) 

und damit ein kanonischer Isomorphismus 

H'(w,c)  ~ m" (w,%) 

zwischen Cohomologie mit komplexen Koeffizientenund de Rham- 

Hypercohomologie (vgl. [15] EGAO w 12.4 und [16]). Daher 

definiert man fGr f : Y ~ S die relative de Rhamsche Cohomo- 

logie ~P(Y/S) als die p-te Hypercohomologie des Funktors f~ 

bezGglich des Komplexes ~/~/S im Sinne yon EGA 0 w 11.4, also 

~ > ( Y / S )  = m > f , ( 2 � 8 9  . 

Eine analoge Definition fGr X stimmt mit der alten Defini- 

tion Gberein, also 

X > ( x / s )  = m > f , ( ~ / s )  , 
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denn die erste 8pektralsequenz 

'E~ q = HP(Rqf~(~X/S)):,,,),IR" f , (2X/S) 

entartet, da Rqf (~/S) = 0 fGr q > O, well X Steinsch ist. 

Der relative Komplex ~Y/S einer holomoriohen Abbildung 

f : Y ~ S ist zwar kein Komplex von �9 - Moduln, abet ein 

Komplex von f* �9 ~oduln. Daher kann die zur Definition 

der Hypercohomologie verwendete injektive AuflOsung yon 

/8 in der Kategorie der f* OS - Moduln gew~hlt werden, und 

die Spektralsequenzen der Hypercohomologie sind Spektral- 

sequenzen yon O S- Moduln. Da nun fGr eigentliches f nach 

Grauerts Endlichkeitssatz [11] der Komplex Rqf~(~" ) ein Kom- 

plex von coh~renten O S - Moduln ist, folgt wegen der Bi- 

regularit~t der ersten Spektralsequenz 

Lemma 1 . 2 .  

FGr eigentliches f : Y ~ S ist ~'(Y/S) coherent. 

(d) In der Gblichen exakten Cohomologiesequenz fGr einen 

Raum und einen abgeschlossenen Unterraum kommt fttr das 

offene Komplement Cohomologie mit kompaktem Tr~ger vor. 

Daher fGhren wir die relative de Rhamsche Cohomologie mit 

kompaktem Tr~ger ~(Z/S)_ ein. FGr f : Z ~ S sei f! der 

Funktor "direktes Bild mit relativ kompakten Tr~gern" (vgl. 

[37]). Wenn also G eine Garbe auf Z ist, gilt fGr U offen 

in S 

fz(a) (u) -- is ~ a( f - l (u ) )  I f  : T~Sger (~)-~ U eigentlioht 

Es sei ]R f! die Hypercohomologie von f! und 

~ (z /s )  = ~P ~ r ( ~ / s )  . 
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Lemma 1 .3 .  

E__~s ~ibt einen kanonischen Isomorphismus 

~ , ( ~ / s )  ~ R~f z (%)%sos 

da~ ~(Z/S) frei yon endlichem Typ, also Hie raus folgt, 

insbesondere koh~rent ist. 

Beweis: Wir fassen f~ 0 S als Komplex'auf, dernur an der 

nullten Stelle yon 0 verschieden ist. Die Abbildung 

f~ OS ~ ~Z/S induziert dann wegen Lemma 1.1. Isomorphismen 

der Cohomologie dieser Komplexe und deswegen Isomorphismen 

der beiden zweiten Spektralsequenzen 

"S~ 'q  = RPf ! (Hq( f* �9  s )) ), fiR" f x ( f * � 9  

"s~ q = RPfr(sq(a~/s )) = - - > ~ "  f , ( ~ / s  ) �9 

Also hat man kanonische Isomorphismen 

mPf!(~Z/s) ~ mPf!(f* �9 ) ~ RPf!(f* �9 �9 

Der zu beweisende Isomorphismus folgt daher daraus, dab 

for jede Garbe ~von C - Moduln auf S gilt 

�9 ! ~ . RPf,(f~T) ~ ~Pf (e z) | s 

Beweis dieses Isomorphismus: Es sei Z die AbschlieBung yon Z 

in Y, so dab f : Z ~ S eigentlich ist, und es sei G die 

triviale Fortsetzung yon f~ auf Z. Aus der Leray-Spektral- 

sequenz f~ur Z ~Z ~ S folgt RPf!(f~) ~ RPf~(G). Ebenso 

gilt RPf!(Cz) ~ RPfr . Aug [Io] 4.11.1 folgt, dab die 

Halme dieser beiden Garben in t ~ S die Cohomologiegruppen 

P ~ ) b ~ z i ~ h ~ g ~ i ~  ~ ( z t , ~ )  mit kompaktem Tr~ger Hc(Zt, t 

sind, wo Z t = f-1(t). Der natffrliche Homomorphismus 
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RPfi(@Z)~~ ~ RPf!(f*~ -) induziert auf jedem Halm den 

nat~rlichen Homomorphismus H~(Zt,C)@ ~t ~ H~(Zt' ~t ) " 

Dies ist nach dem universellen Koeffiziententheorem ein 

Isomorphismus, und damit ist die Behauptung bewiesen. - 

Daraus, dab Z ~ S ein triviales Faserb~ndel ist, ergibt 

dab RPf!(Cz) eine konstante Garbe mit den Halmen sich, 

H~(Zt,C ) ist (vgl. [3] IV.8.2). Also ist RPf!(~Z)@O S 

frei von endlichem Typ, und damit ist Lemma 1.3 bewiesen. 

Bemerkung: Analog fo!gt aus Lemma 1.1 und der zweiten 

Spektralsequenz der in der Einleitung behauptete Isomorphis- 

mus ~n(X,/S, ) ~ ~n, und ebenso folgt,da die Cohomologie- 

gruppen HP(xt,c ) fGr p ~ O,n naeh Milnor verschwinden, 

~P(x'/s') : o ~r p , o,n . 

(e) Wit konstr~ieren nun die in (a) angekitndigte Sequenz. 

Lemma 1.4. 

E__ss gibt eine kanonisch definierte aufsteigende exakte Se- 

quenz yon 0 S- Moduln 

. . .  ~(z/s) ~ ~P(Y/s) ~ ~P(x/s) ~ ... 

Beweis: Da Z = Y - X, hat man f~r jeden Komplex K" yon 

f~ 0 S- Moduln eine exakte Sequenz yon f* 0 S- Noduln 

O-~KZ-~I(' -~ ~ 0 , 

wo K~ bzw. K~ die trivialen Portsetzungen der Beschr~nkun- 

gen auf Z bzw. X sind. Da auf einer Kategorie yon unter- 

halb beschr~nkten Komplexen die H~ercohomo!ogie jedes Funk- 

tots ein cohomologischer Funktor ist (EGA O, 11.5.4), er- 

h~It man eine lange exakte Sequenz yon �9 - Moduln 

... ~ mPf,(K~). ~ mPf,(KO. ~ m~f,(K~). ~ o.. 
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Da f : Y ~ S und f : X ~ S eigentlich sind, ist diese $e- 

quenz kanonisch isomorph zu einer Sequenz 

IRPf,(KZ) ~ mPf (K') ~ IR rf (E~) ~ ... 

Bei Anwendung auf K'= ~/S identifizieren sich per defini- 

tionem mPfz(K~, ) mit ~cP'(z/s) und ]RPf,(K ") mit •P(Y/S). 

Behauptung: Es gilt auch kanonisch 

: 

Beweis: Die Beschr~nkung yon X auf X induziert einen Homo- 

morphismus yon der Spektralsequenz 

: x )) k) 

zu der Spektralsequenz 

q > 0 gibt dieser Homomorphismus wegen Lemma I .I einen 

Isomorphismus "E~q- ~ "E pq. F~ir q = 0 erh~It man den Be- 

s chr~nkung shomomorphi smus 

RPf,~(f * �9 ~ RPf,(f* OslX) �9 (~*) 

BehauDtung: Dieser Be s chr~nkungshomomo rphi smus 

"EP~ ~ "EP~ '~ ist ein Isomorphismus. 

Beweis: X ist in Y' der Durchschnitt yon Y mit einer k!einen 

offenen Kugel um x etwa vom Radius p - vergleiche 0.1 und 

I .2 (a). Nun sei X" der Durchschnitt yon Y mit einer abge- 

schiossenen Kugel yore Radius p-s , wo 0 < ~ << p , und es 

sei X' = X - X" . Dann gilt: X,X' sind offene Teilmengen 

yon ~ und 

X=XUX' . 
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Es gibt miteinander vertr~gliche HomSomorphismen 

X' ~(X - X) • [ 0 , 1 )  

X' n x ~  ( ~ - X )  • ( 0 , 1 )  

derart, dab unter diesen HomSomorphismen fi X' fiber die Pro- 

jektion auf den ersten Faktor faktorisiert. Daraus ergibt 

slch: 

Die Beschr~nkung 

RP , (r*OslX') RPf,(  *Oslx'n x) 

ist ein Isomorphismus. Daher folgt aus der Mayer- Victoris- 

Sequenz des Tripels (X,X,X') - vergleiche etwa [I] P.236 - 

... ~ RPf,(f * OsIx) ~ RPf,(f * �9 + RPf,(f *OsIX' ) 

RPf,(f * OsIX'a X) ~ ... , 

dab ( * * )  ein Isomorphismus ist. Damit folgt'der Isomorphis- 

mus ($). Also hat man einen kanonischen Isomorphismus 
p 
f.(K~) ~ ~(P(x/s), und damit ist die Existenz der exakten 

Sequenz von Lemma 1.4 bewiesen. 

(f) Aus dem bisher Bewiesenen ergibt sich trivial unser 

erstes Hauptresultat. 

S a t z  1 . 5 .  

Ffir die oben beschriebene holomorphe Abbildung f : X ~ S 

mit einer isolierten Singularit~t ist die relative de Rham- 

sche Cohomologie ~'(X/S) coherent. 

Beweis: Nach Lemma i.4 kommt ~{'(X/S) in einer exakten Se- 

quenz yon 0 S- Moduln vor, in der nach Lemma 1.2 und 1.3 die 

Gbrigen Terme coherent sind. Daraus folgt die Coh~renz yon 

X" (X/S). 
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i .~.j Wie bereits in der Einleitung angekiindigt wurde, 

gilt folgendes. 

Proposition 1.6. 

KP(~, x) ~ ~P(x/s) s 

Beweis: Wit benutzen die zweite Spektralsequenz 

.EP~ = (~Pf,(Hq(%/s))) s >(m" f,(%/s))s �9 

Wegen Lemma I .I ist Hq(~" ) f~r q > 0 auf x konzentriert, 

und natGrlieh gilt Hq(~x//S~x = Hq(~f ~ ). Deswegen gilt 

, , ~  = o f ~ r  p> o, ~ >o" ~_~ ,'~,~ ~ H ~ ( % ,  x )  f ~ r  ~ .> O. 
Aus dem Isomorphismus (**) in i .2. (e) und der Tatsache, 

dab die singul~re Faser X s auf den Punkt x zusammenzieh- 

bar ist, folgt wieder mittels [Io] 4.11.1 

= ., -~ HP (X s, ) , "E~ ~ (~Pf~(f*Os))s Os,s 

~nd a lso  ,,~.~o = 0 f ~ r  p > 0 ~ "E~ ~ = H ~  ) . ~ lso  e n t -  
jx 

artet die Spektralsequenz, und es folgt 

HP(2~. x) _-- (m:~ �9 

Damit ist Proposition 1 . 6  bewiesen. 

I .__~4. In der Einleitung ist erkl~rt worden, warum die Kon- 

struktion der Ableitung Vf. x auf Hn(~f.~ das Problem 

15st, die Picard-Lefschetz-Monodromie zu beschreiben. Bei 

der praktischen Berechnung der Monodromie ist es zweck- 

m~Big, statt H~f,x gewisse andere 'H~x und "H~ , f~x zu benutzen, 

die jetzt definiert werden sollen. Die Definition ist eben- 

falls kanonisch, wenn aueh vielleicht nieht so naheliegend 

wie die yon ~ff-x " Wir bemerken zun~chst, dab man folgende 

Injektionen yon OS, s - Moduln hat: 
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Hn(~[,x]~ " -* X~,x/dfA~n-1 + d~nll -'~ on+l/- d~ n-1 "~ x/~A Xp X X, X X, X 

Die erste Injektion ist einfach die Inklusion yon H--(~,x) 
T7 _ 

in cokern d n-1 . Die zweite Abbildung ist die Muitiplika- 

tion yon links mit df. DaB dies eine Injektion ist, folgt 

aus dem Lemma yon de Rham. Die Cokerne beider Injektionen 

sind kanoniseh isomorph zu dem bf, x- dimensionalen kom- 
~}+I plexen Vektorraum ~ x' so dab also die obenstehenden 

OS, s - Moduln den gleichen Rang haben.wie Hn(~f~ x ). Man 

kann vermuten, dab diese Moduln frei sind. FUr den Fall, dab 

dies nicht so ist, definieren wir 

= ~n-1 ~- j lx /  ' I~f,x 5~X,x/df A X~X + d~ Torsion 

"H~ - ~n+1 /dr A d~ n-1 / Torsion 
f,x- X,x X,x / 

Die obigen Injektionen ergeben kanonische Inklusionen 

~X X fpx " 

Die Definition yon %, x l~/~t sich yon Hnf, x auf 'H nf,x und 

"H~, x erweitern. Denn fiir eine geeignete natitrliche Zahl k 

gilt fk"H~f,x c ~ff,x " Will man also, dab auch die Fort- 

setzung ein gew5hnlicher linearer Differentialoperator 

I. Ordnung ist, also (ii) in 0.3 genfigt, dann hat man nur 

folgende MSglichkeit ftir die Definition yon ~Jf, x: 

fkVf, x(OO ) = Vf ,  x ( f k ~ )  - k fk-l~o . 

Ftir d ie  praktisehe Berechnung von <Tf, x ist es zweckm~Sig, 

eine explizite Formel zur Verf~gung zu haben. Diese erb/dlt 

man wie folgt: Man w~h!e Koordinaten Zo,...pZ n in X. 

~n+1 OX ' xd z Dann ist X,x ~ , wo wit zur Abkiirzung dz = 

= dZoA Adz n gesetzt haben Es sei ~ ~ ~n eine n-Form 
" " " �9 X,x 

mit 

fkdz = df A 
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(Ein solches ~ existiert nach Definition yon k) . Dann 

ergibt sich aus der Definition fi~ ~7f~ auf "H~ f,x u~l- 
mittelbar die gesuchte Formel: F~ir g e OX, x gilt 

fkV~x(g-dz) = d(g~) - kfk-lg dz . 

1.5. Wir beweisen nun den ersten in der Einleitung ange- 

k~ndigten Satz. 

Satz I. 

i) Hnf, x ist ein freier ,~0~ s- Modul vom Rang bf, x . 

Das gleiehe gilt fGr Hf, x und "H~ 
f9 x " 

ii) Der singul~re gewShnliche lineare Differentialopera- 

tor erster Orduung Vf, x auf diesen Moduln identi- 

fiziert sich kanonisch mit der covarianten Ableitung 

des lokalen transzendenten Zusammenhangs. 

iii) Die Monodromie yon Vf, x identifiziert sich kanonisch 

mit der komplexen lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie. 

Beweis: (i) Die Behauptung ergibt sich tunnittelbar aus 

dem in I .3 bewiesenen Isomorphismus ~u(~ ~ ) ~ ~n(x/S)s , 
n ~ der in I .2 bewiesenen Koh~renz yon ~ (X/S), dem in I .2(d) 

erl~uterten Isomorphismus ~n(x,/s, ) ~ ~n und Milnors 

Ergebnis, dab ~n lokalfrei vom Rang bf, x ist. 

ii) In 0.3 wurde bereits erl~utert, wie Vf, x eine Ableitung 

auf ~n induziert. Es ist zu zeigen, dab diese Ableitung 

mit der transzendent definierten Gbereinstimmt. Das heiBt, 

es ist im wesentliehen folgendes zu zeigen: Es sei 

[(o] ~ H~f und 0~ eine [00]. repr~sentierende n-Form auf X. 9x 
Dann gilt also de = dfA~ mit einer n-Form @ auf X, die wir 

d~o um einer suggestiven Formel willen mit ~ bezeichnen, wo t 

die Koordinate in S ist Ferner sei y(t) E Hn(Xt,C),t ~ U c S' 
�9 9 

eine Familie yon Homologieklassen, die dutch Parallelver- 

126 



BRIESKORN 25 

schiebung auseinander hervorgehen, also im $inne des 

transzendenten Zusammenhangs einen horizontalen Schnitt 

bilden. Dann Ist zu zeigen 

c l . ~  ~ = 
y(t) y(t) 

Diese Formel beweisen wit mit Hilfe des Residuensatzes 

yon Leray [ 2 5 ]  p.86 

/~ I / ~LfA~ 
- -  2xi f-t 

y(t) 6y(t) 

Dabei ist 6 :Hn(Xt,C ) ~ Hn+ I(X - Xt,~ ) der Leraysche Co- 

rand. Die Formel heiBt Residuensatz, weil ~IXt das 

Poincar~ - Residuum yon dfA____~ ist. Die zu beweisende 
f-t 

Formel folgt nun aus der folgenden Kette von Identit~ten, 

wobei an der ersten und letzten Stelle der Residuensatz 

verwendet wird. 

~ / ~ I /dfA~ I /dfA~ 
d-~ ~ - dt 2xi f-t - 2xi ~ = 

T(t) 5y(t) 6y(t) 

f-t - 2xi f-t 
6y( t ) 5y( t ) 

- 2 x i  

- 2xi 

f 
f-t A d_~ # d_~ dr dt = dt 

sy(t) y(t) 

DaB die Vertauschung yon Differentiation und Integration 

in der zweiten Identit~t erlaubt ist, macht man sich leicht 

folgendermaBen klar. Es sei U eine Kreisscheibe in $ - So 

Dann gibt es in Hn+I(X - f-I(U),C) ein 6y, das in jedem 

Hn+I(X - Xt,C) , t ~ U, gerade 6y(t) induziert. Dann kann man 

das Integral Gber 6y(t) natGrlich auch dutch Integration 
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~ber den konstanten Zykel 6Y berechnenund dann einen der 

Gblichen Vertauschungss~tze anwenden. 

iii) Die letzte Behauptung des Satzes folgt trivial 

aus ii). 

�9 n Bemerkung: Es sei i : B' ~ S die Inklusion, und i~ 

das direkte Bild yon ~n Dann identifiziert sich, wie schon 

in der Einleitung bemerkt, H~ kanonisch mit einem O~ - 

Untermodul yon (i, ~n)s , welc~er (i, ~{n)s Uber (i, 0 S,~s s 
erzeugt. Das gleiche gilt auch fur 'H~ und "H n . FUr 

_ Z pX n l'~x 

,l~,xnU__ sieht man das wie fur %, x , und fur "Hf, x wie 

folgt. Ist ~ eine (n+1)-Form auf X, die ein Element 

[~] ~= "H n repr[sentiert, dann ist der Wert des [~] zuge- f,x 
ordneten Schnittes s[~] in H n an der 8telle t ~ S' die 

Cohomologieklasse des Poincar@-Residuums 

60 s[~](t) : [ res -~ ] . 

1.6. Dieser Abschnitt handelt vonder Beziehung zwischen 

der relativen lokalen de Rhamschen Cohomologie H'(~,x) und 

der lokalen de Rhamschen Cohomologie H'(~Xs, X ) der singu- 

15ren Hyperfl~che X s . 

Proposition 1.7. 

i) 

ii) 

iii) 

z,x �9 

Hn(~f,x) ist ein endlich erzeugter OB, s- 

vom Rang bf, x . 

HP(~f ) = 0 fur p r O,n 
~X ' �9 

Modul 

Beweis: (i) und (ii) folgen sofort aus Lemma 1.1 und 

Satz I (i) und sind nut der Vollst~ndigkeit halber noch 

einmal aufgefUhrt. 
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iii) FGr p > n ist die Aussage trivial. FGr 0 < p < n 

schlieBt man fo!gendermaBen: 

(a) Man kann eine Ableitung 

~X 

definieren durch V ~ = d~/df, wobei diese Definition im 

Sinne tier Bemerkungen zu dieser Forme! in 0.3 zu inter- 

pretieren ist. DaB wirk!ich V und nicht nut fkv eine 

Abbildung yon HP(~f,x) auf sich selbst ist, folgt wieder 

aus de Rhams Lemma. Denn wenn [~] ~ HP(~f, x) und d~ = dfA ~ , 

dann gilt dfAd~ = 0, also naeh dem Lemma d@ = dfA r und 

damit V [~] = [~] ~ HP(~f,x) . Es gilt wieder for alle 

g ~Os, s 

V(~) = g.V(~) + ~.~ . 

(b) Wir haben damit einen Zusammenhang auf ~P(x/s), und 

es ist bekannt, dab eine coh~rente Garbe mit integrablem 

Zusammenhang ~iber einer nichtsingul~ren Mannigfaltigkeit 

lokalfrei ist, also hier verschwindet. Mangels Referenz 

geben wir hier den Beweis ffir unseren Spezia!fall. 

(c) Die HP(~" ) sind endliche Torsionsmoduln, denn 
rlx" 

HP(~f,x) ~ ~P'(x/S)s nach Proposition 1.6, ~(P(x/s) cohe- 

rent nach Satz 1.5 und nach der Bemerkung im Anschlu~ an 

Lemma 1.3 konzentriert auf s wegen der Ergebnisse von 

Ni lno r. 

(d) Eine triviale Rechnung zeigt, dab V injektiv ist. 

Dann ist aber V wegen (c) auch surjektiv. W~re HP(~,x)~ ~ 0, 

dann g~be es ein ~ E HP(~f, x- ) mit @ @ 0, abet f~ = 0. 

Wegen der Surjektivit~t yon • g~be es ein ~ mit V(~) = ~. 

FOr ~ existierte ein minimales k mit fk~ = 0, und es w~re 

k > 0. Abet dann w~re ~(fk~) = fkv~ + kfk-1~, und die 

ersten beiden Terme verschw~nden, also auch fk-l~ = O . 

Widerspruch ! 
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Wir wollen aus Proposition 1 . 7 .  Folgerungen ffir die Gruppen 

HP(~xs, X) ziehen. Zun~chst eine Definition: Es sei 

df,x dimc ~n+1 2n+I/f = f,x - dimc f,x " 

Bezfiglich lokaler Koordinaten gilt also 

df, x = dimc (f'Sf/~zo'''''~f/azn)/(Sf/Szo'''''Sf/Szn) , 

wobei der obige Quotient der Quotient der Ideale in OX, x 

ist, die yon f und/oder den partiellen Ableitungen erzeugt 

werden. Natfirlich gilt stets 

d f ,  x < b f ,  x " 

Proposition 1 . 8 .  Sei n > 1 

i) ~~ ~ 
ii) HP(2xs, X ) = 0 ffir 0 < p < n-1 , P > n 

iii) dim Hn(~xs,X) - dim Hn-1(~Xs, X ) = dr, x 

s 'x ) n n-1 iv) Hn-I(~x = 0 genau wenn 2f, x/d2f, x torsionsfrei 

Be~eis ~lir setzen zur Ab~rz~g ~ : ~,~ ~/f~ = 
= 2f/f k 2~. F1ir betraehten die exakte Sequenz 

o ~ f~:*~, ~ ~$ ~ ~ , / f ~  * o .  (I) 

Natfirlich hat man ffir k = I gerade ~f/f = ~X,x " Aus 

dem Lemma yon de Rham folgert man leicht, daE f~r p ! n 

die Multiplikation mit fk ein Isomorphismus ist: 

�9 fk . 2p ~ fk ~p . 

Damit erh~It man aus der Cohomo!ogiesequenz zu der Sequenz 

(1) fGr p < n- I eine exakte Sequenz 
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. . . ~  ~ P ( ~ ) . i k  H~(~i) , ~ ( ~ / : ~ : )  ~ ~ + ~ ( ~ )  . 

Damit folgen (i) lind (ii) aus Proposition 1.7. 
^k~n+l 

Nun zu (iii)! FUr hinreichend grosses k Z K ist ~ ~f = O, 
also Hn(fks ~ cokern d n-1 n .~n-1 = ~f/d f . Damit erh~lt 

man aus der Cohomologiesequenz zu (I) fur k ~ K die exakte 

Sequenz 

0 ~ H n-1(~/fk) cokern d n-1 .~k ~" ~ ( , , f )  ~ H n ( ~ / ~  k) ~ o 

Hieraus folgt zweierlei: 

(a) F~ir hinreichend grosses k ist Hn-1(s k) die Torsion 

von cokern d n-1 und also insbesondere die Dim~on dieser 

Gruppe unabh~ngig yon k. 

(b) FUr hinreichend grosses k ist dim Hn(s k+1 ) - 

- dim Hn(2f/f k) = b~x , denn im(.fk) ist ein freier �9 

Modul vom Rang bf, x und im (.fk+l) = f. im(fk) �9 

Nun betrachte man die exakte Sequenz 

o ,  :~ i l f~ :+ l~  i * ,~lfZ+l , ~ l : c k ,  o (2) 

Mit Hilfe des de Rhamschen Lemmas Uberzeugt man sich wiederum 

leicht, dab die Multiplikation mit fk fur p ~ n einen Iso- 

morphismus definiert: 

. (3) 

Damit erh~It man unter Bez~icksichtigung der bereits bewie- 

senen Aussage (ii) das folgende StUck aus der exakten Coho- 

mologiesequenz zu (2): 

o * ~-I (~;/f) . H~-I (~;/f~+1) . H~-I (~;/f~) 

Hn(f~ifk+1~) . ~(~;/~Z+1) . Hn(~/f~) * 0 

Daraus folgt ffir hinreichend grosses k unter Benutzung von 
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(a) ~a (b) 

~k~./fk+l 9. ~ dim H n-1 (2f/f) = dim Hn(z - f/ fj - bf, x (4) 

~k~n+1 
Aber wegen des !somorphismus (3) und z ~f = 0 fGr k ~ K 

hat man eine exakte Sequenz 

o ~ ~'~(~:~/:~,~) ~ ~ ( : ~ . / ~ + 1 % )  _,. ~+I/f. o . (5) 

Aus (4) und (5) folgt unmittelbar (iii) , 

(iv) Die Behauptung folgt daraus, dab kanonisch 
2n l.~n-1 ~f/d~fn n-I/f ~ ~ ,a ~r . Die Dimension des Vektor- 

~S~ X ~S~ X 
raumes links ist nach dem Nakayama-Lemma die minimale Er- 

2n/~2n-1  zeugendenzahl yon f/a f , die Dimension rechts ist gleich 
~im Hn(2~ ) +~" 2 ~"-- • f,x/~ . Diese Zahl ist gleich bf, x 

S,Xn_l . 

genau wenn ~ (2Xs, x) = 0 . Damit folgt die Behauptung 

aus Satz I(i) . 

Bemerkungen : 

I ) Wir haben der Einfaehheit halber in Proposition 1.8 den 

Fall der K~mven n = I ausgeschlossen. Mit den entsprechenden 

~Iodifikationen ergibt der obige Beweis sofort: 

Zusatz : 

X s sei eine 1-dimensionale i__nn x irreduzible Hyperfl~ehe. 

Dann gilt 

S~ X Sp X SgX 

Dieses hier mit topologischen Methoden bewiesene Ergebnis 

kann auch rein algebraisch bewiesen werden, wie Mumford ge- 

zeigt hat (unverSffentlieht) . 
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2) WennHn-1(~s,x ) = 0, ist natGrlich wegen (iv) au~ah 

) frei, also 
pX 

H~f,x = Fu(~f,x) . 

3) Vermutung: FGr eine isolierte n-dimensionale Hyper- 

fl~ehensingularit~t (Xs,X) mit n>1 gilt stets Hn-1(~s,X)= 0 

Falls diese Vermutung zutrifft, ist damit die Struktur des 

Poincar@komplexes ~Xs,x fGr iso!ierte Hyperfl~chensingula- 

rit~ten (Xs,X) vollst~ndig aufgekl~rt. !nsbesondere gilt 

unter die ser Voraussetzung folgendes. Die Hyperfl~ehensingu- 

larit~t sei durch f ~ OX, x gegeben. Dann gilt das Poincar@- 

lemma, d.h. 0 ~ C ~ ~Xs,X ist exakt, genau wenn 

f E (85/SZo,...,Sf/SZn) . 

4) Eine hinreichende Bedingung fttr die G~ltigkeit des 

Poincar@-Lemmas fGr beliebige komplexe Rfiume, n~mlich holo- 

morphe Kontraktibilit~t, ist yon Reiffen in [33] angegeben 

worden. Bemerkenswerterweise sind fast alle reduzierten 

Gegenbeispiele von Reiffen zum Poincar@-Lemma Hyperfl~chen. 

Uber den Poincar@komplex beliebiger komplexer R~t~me weiB 

man nichts, auBer dab f~r eine isolierte Singularit~t (Y,y) 

der komplexe Vektorraum HP(~y,y) nach [2] endlichdimensio- 

nal ist. 

w 2. Regulari~ 

2.1. Es sei A eine quadratische Matrix von meromorphen 

Funktionen einer komplexen Variablen t in der Umgebung des 

Nullpunktes. FGr das System gewShnlicher linearer Differen- 

tialgleichungen erster 0rdnung 

d.w 
dt - Aw 

1 3 3  
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sind s~mtliche Fundamentalmatrizen ~ yon der Form 

@ = St M . 

Dabei ist M eine konstante Matrix und Seine Matrix von 

Funktionen, die in einer punktierten Umgebung des Null- 

punkts holomorph sind. Wenn die Koeffizienten von S im Null- 

punkt sogar meromorph sind, ist die Differentialgleichung 

dort regular singular. Diese Bedingung ist offensichtlich 

~quivalent dazu, dab die LSsungen ~ der Differentialglei- 

chung im folgenden Sinr~ fGr t ~ 0 nicht schneller als Po- 

tenzen von t wachsen. Es gibt eine Kreisscheibe U um den Null 

punkt, so dab fGr jeden Sektor K yon U und jeden Zweigvon 

auf K gilt 

II ,(t) II s c Itl -N 

mit geeigneten Konstanten c und N. Dabei h~ngt c yon K und 

dem Zweig yon r ab.N kann vom Zweige unabh~ngig gew~hlt 

werden, weil die Zweige yon ~ als LSsungen des linearen 

Differentialgleichungssystems einem endlich-dimensionalen 

Vektorraum angehSren. 

2.2. ~ir beweisen jetzt das zweite wichtige Resultat Gber 

die Ableitung ~f,x " 

Satz 2. 

~f,x ist regul~r sin~ul~r. 

Beweis: (a) Zun~chst zeigen wir, dab es genGgt, folgendes 

zu beweisen. Es sei ~ eine holomorphe n-Form auf X, ferner 

Y(t) ~ Hn(Xt,C) eine Familie yon Homologieklassen, die 

dutch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen, und 

J die holomorphe Funktion auf der universe!len Uberlage- y~ 
rung yon S - s, die durch 
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f 

y(t) 

definiert wird. Dann w~chst Jy~ nicht schneller als Po- 

tenzen yon t. Beweis der Reduktion: Es seien ~1,...,~b 

holomorphe n-Formen auf X, die eine Basis yon 'H~f,x repr~- 

sentieren, b = bf, x . Ferner seien Yi(t) ~ Hn(Xt,C), 

i = 1,...,b, horizontale Familien yon Basen yon Hn(Xt,C ) . 

SchlieBlich sei J die b x b- Matrix wit den Koeffizienten 

Jik' wo 

Jik (t) = J~k " 

 i(t) 

Nun sei ~ = 

ist 

Z Ck~k eine LSsung yon Vf, x(~ ) = O. Dann 

/~ = c i konstant. 

vi(t) 

Mithin gilt f~r die Spaltenvektoren r = (~1'''''r und 

e : ( c l , . . . ,  %) 
r = j-1 c . 

Wenn daher d i e  Koeffizienten yon J nicht schne!ler als 

Potenzen yon t wachsen, gilt das gleiche fur ~. Also ge- 

nGgt es in der Tat, das Waehstum der Funktionen Jy~ abzu- 

sch~tzen. 

(b) Die gewGnsehte Absch~tzung ergibt sich aus einem ent- 

sprechenden Resultat von Ph.A. Griffiths fGr meromorphe 

Differentialformen auf Familien algebraischer Variet~ten. 

Um dies zu sehen, benutzen wir die in 1.1 konstrulerte 

Familie von algebraischen Variet~ten s : V ~ PI mit der 

gegebenen Singularit~t in x ~ V. 

wit werden in w 3 sehen, dab fGr eine geeignete Potenz des 

maximalen Ideals m c O.. gilt 
v pX 
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mK~v, x ~n-I n-1 + dfA + n c f~V,x V,x d~v, x " 

Das heist: Repr~sentieren oo i , .  ~'~b ~ ~n eine Basis 
" V,x 

'H~i x' so such alle 00~,...,~ b , welche sieh von den yon 

~i nut ~m Elemente aus mK~ n unterscheiden. Mit Hilfe 
v,x 

dieser Tatsache verschaffen wir uns folgendermaBen eine 

Basis von 'H~f die von meromorphen Formen auf V repr~- 
pE p 

sentiert wird. BezGglich der Einbettungen 

V c Pn+1 x PI c P2n+3 sei V ~ der Schnitt von V mit einer 

hinreichend allgemeinen Hyperebene E. Dann ist 

Pn+1 • P1 - E - Pn+1 x {~} isomorph zu C n+1 • C 1. Auf 

C n+l • C I k6nnen wit nach dem oben Gesagten n-Formen ~i 

mit polynomialen Koeffizienten finden, in denen t und dt 

nicht vorkommen und die eine Basis yon 'H~ repr~sen- f,x 
tieren. Diese ~. setzen sich zu meromorphen Formen auf 

i 
Pn+1 • PI fort und ergeben bei Beschr~nkung meromorphe 

n-Formen auf V. 

FOr die so erhaltenen Differentialformen ~ auf V 

sind die Bedingungen des in [14] 2o.3 bewiesenen 

Regularit~tssatzes von Griffiths erfGllt: Die holomorphe 

Abbildung f : V ~ PI ist eine eigentliche Abbildung alge- 

braischer Variet~ten der yon Griffiths betrachteten Art. 

fist hSchstens Gber endlich vielen Punkten yon PI singu- 

l~r. ~ ist eine meromorphe n-Form auf V mit Pol l~ngs V , 

und die ~IV t sind geschlossen. Dann gilt fGr jede horizon- 

tale Familie yon Homologieklassen y(t) ~ Hn(V t - V t n V~): 

Die Funktion 

/~ 
Y(t) 

w~chst f~r t ~ t o hSchstens wie Potenzen von t - t o . 

Wenden wit dies auf die Familien yon Zykeln in Hn(Xt) an, 

genauer: auf deren Bilder in Hn(V t - V t n V~), dann er- 

halten wit fGr die Funktionen J das gewiLuschte Waehs- 
Y~i 
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tumsverhalten. Well die ~i eine Basis yon 'H n bilden,folgt, 
i px 

dab Jy~ hSchstens wie Potenzen von t w~chst. Damit ist 

die Regularit~t bewiesen. 

Bemerkung: Griffiths Beweis des Regularit~tssatzes ist 

ein relativ komplizierter Induktionsbeweis mit Benutzung 

yon Lefschetz' Theorie der Homologie algebraischer Varie- 

t~ten. P. Deligne hat k~rzlich auf der mathematischen 

Arbeitstagung in Bonn einen sehr kurzen direkten Beweis 

skizziert. Hierbei wird zun~chst durch AuflSsen der Singu- 

larit~ten auf den Fall reduziert, wo Polstellendivisor 

und singul~re Faser nur transversale Schnitte haben, und 

dann wird in dieser relativ einfachen Situation das Wachs- 

tum der Differentialform und des Volumens des Zykels,fiber 

den zu integrieren ist, direkt abgesch~tzt. 

2.~ .  Eine reg~l~re singul~re Differentialgleich~g wie 
in 2.1 mit der Fundamentalmatrix S.t R geht dureh die Trans- 

formation w = Sv offensichtlich in die Differentialglei- 

chung 

d--zv = t -I Rv 
dt 

mit einem Pol I. 0rdnung fiber. Da umgekehrt jedes System 

mit einem Pol erster 0rdnung nach einem klasaischen Satz 

yon Sauvage regular singular ist, ist ein Differential- 

gleichungssystem genau dann regular singular, wenn es mit- 

tels einer meromorphen Matrix T auf ein System mit einem 

Pol I. 0rdnung transformiert werden kann. Nach einem klassi- 

schen Satz yon Horn genfigt dazu eine Matrix mit endlich 

vielen Termen 

N 
T = Z Tv t v . 

v=o 

Lutz [26] und, entgegen Lutz' Behauptung, auch Moser [30] 
haben Absch~tzungen ffir N angegeben. Benutzt man Lutz' 
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Resultat, dab f~r eine regul~re singul~re Differential- 

gleichung 

CO 

dtdW _ t -k ( ~ Aiti) w (*) 
i=o 

mit k> I die Matrix A nilpotent ist, dann kann man unter 
o 

Benutzung yon Mosers Theorem 2 in [3o] die Absch~tzung ge- 

ringfGgig verbessern und erh~lt folgendes: 

Proposition 2.1 

Ein regul~r singul~res System yon b Differentialgleichun- 

(*) mit einem Polder 0rdnung k und mit einer Matrix gen 

A ~ vom Rang r al___s erstem Koeffizienten kann durch eine 

Matrix 

N 
T = Z TvtV 

Y=o 

auf ein System mit einem Pol I. 0rdnung transformiert 

werden, wobei N ~ 2 ((k- 2)(b - I) + r) . 

Die Matrix T kann im Prinzip dutch LSsen endlich vieler 

algebraischer Gleichungen fur die Koeffizienten de~ T v ge- 

funden werden, n~mlich der Gleichungen, die ausdrGcken, 

dab 

T -I AT - T -I T' 

nur einen Pol I. Ordnung hat. Die Koeffizienten dieser 

Gleichungen sind Linearkombinationen der Koeffizienten 

endlich vieler Ai, deren Zahl wegen Proposition 2.1 in 

Abh~ngigkeit yon b und k abgesch~tzt werden kann. - 

F~r Systeme mit einem Pol erster Ordnung hat man einen 

Algorithmus zur Berechnung der LSsungen (vgl.z.B~ [6] 

Ch. iv.4 und p.137). Insbesondere gilt: Ist B o die polare 

Matrix, so hat e 2xiBo das gleiche charakteristische Poly- 

nom wie die Monodromie der Differentialgleiehung. Wit 
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fassen zusammen: 

Bemerkung 2.2. Die Monodromie und insbesondere ihr charak- 

teristisch@s Polynom kSnnen fGr ein regu!~r singul~res 

System yon b Differentialgleichungen 

dw _ t-k ~ Aiti ~t ( ~ ) w 
i=o 

aus endlich vielen Ai, deren Zahl dutch b und k abschitz- 

bar ist, in der oben beschriebenen Weise bereehnet werden. 

w 3. Algebraizitit 

3.1. Der Beweis des folgenden Satzes stammt von Thomas 

Bloom. 

Proposition 3.1. 

Es sei w ein isolierter singul~rer Punkt eines komplexen 

Raumes W. Es sei ~W,w der Differentialformenkomplex yon 
^, 

W i__nn w und ~w dessen KomDlettierung. Dann induziert 

die Inklusion dieser Komplexe einen Isomorphismus endlich- 

dimensionaler komplexer Vektorr~ume 

~" ( ~ I , . )  -- H" (~'%,,.) . 

Beweis: (a) Es sei g : V ~ W eine AuflSsung der Singula- 

rit~ten im Sinne yon Hironaka, und A = g-1(w) die redu- 

zierte exzeptionelle Faser qber w. Die AuflSsung sei so 

gew~hlt, da2 A lokal bez~glich geeigneter Koordinaten 

zl,...,z n dutch zl.....z r = 0 beschrieben wird. Es sei 
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~; der Differentialformenkomplex yon V und ~ seine Be- 

schr~nkumg auf A. Es sei m die Idealgarbe yon w in W, 

und es sei ~W,w die m w- adische Komplettierung yon ~,w_ 

SchlieBlich sei 

~V" = <lim 2V/ink ~V " 
k 

Man hat offensichtlich ein kommutatives Diagramm yon Kom- 

plexen 

) 

> H ~ 

Hierin sind kern (gr und cokern (g~) endlich-dimensional, 

denn nach Grauerts End!ichkeitssatz ist g~v coherent, und 

Kern und Cokern yon ~ ~ g 2~ sind in einer Umgebung yon 

w auf w konzentriert und gerade gleich kern (gr und cokern 

(g*). Der Homomorphismus g~ ist die Komplettierung des 

OW, w - Nodulhomomorphismus g~, denn aus Grauerts Hauptsatz 

II a in [11] zusammen mit EGA O, 3.2.6 und [Io] 4.11.1 folgt 

H~ ~ l im H ~  ~ l im  H ~ 1 7 6  . 
< 

k k 

Da die Komplettierung ein exakter Funktor ist und kern (g~) 

und cokern (g~) wegen Endlichdimensionalit~t schon komplett 

sind, folgt 

kern  (g*) -~ ke rn  ( g * )  und cokern  (g~:') -~ cokern  (g*) .  

Daher erhalten wir aus dem obigen Diagramm sofort den ge- 

~nschten Isomorphismus H" (2W, w) ~ H" (~W,w) , wenn wit 

zeigen k6nnen, dab die Komp!ettierung einen Isomorphismus 
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0 

in4uziert. Dieser Isomorphismus wird in (b) - (d) be- 

wiesen. 

(b) Es sei J die Idealgarbe yon A, es sei A k der kom- 

plexe Raum (A, Ov/Jk ) und ~Ak dessen Differentialfor- 

menkomple x, s ch i i e Bli ch 

k 

FiAt ~k = kern (~v * Kk) folgt aus der Definition yon 

2Ak t r i ~ a l e r w e i s e  

Also fol~ ein kanonischer Isomorphismus 

Die Annahme ~ber A impliziert, dab A k lokal holomorph 

contrahierbar ist. Also ist nach Hilfssatz 2 in [33] for 

die konstaute komplexe Garbe C auf A 

O~C~Ak 

sine Aufl5sung. Nach EGA O, 13.2.3 folgt daraus, da~ 

au~ 

O~C~A~ 

oder, was wegen des ~igen Isomorphismus das Gleiche Ist, 

O ~ C ~  

sine Aufl~sung ist. Nat~rli~ ist wegen des klassischen 

Poincar@-Lemmas auch 

O ~ C ~  V 

sine AuflSsung. 
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(c) Aus EGA 0, 13.3.1 folgt 

~q(A,i~O -~ Ii~ H q ( A , ~  ~ ~V) 
k 

ffir q > 0 

Aus Grauerts Hauptsatz ila in [11] fo!gt 

lira Hq(A,~m k ~V ) -~ Hq(A,~ V) 

k 

fur q > 0 . 

Insgesamt also 

~v) ~,~v ~q(A, ~q( ) fur q> 0 . 

~e 
(d) Weil die Komplexe ~V und ~V nach (b) AuflSsungen 

yon C sind, konvergieren die zugehSrigen zweiten Spektral- 

sequenzen gegen H'(A,C),also (vgl. [Io], 4.5) 

E~ q = HP(Hq(A,~))-----~ H'(A,C) 

Die Inklusion ~ ~ induziert einen Homomorphismus yon 

Spektralsequenzen E * E . FUr diesen gilt offenbar: 

(i) E~2~d~ge~ (o) a~oh(ii) E~ q~qf~r q>0. 
FOr Spektralsequenzen mit nut endlich vielen nichtver- 

schwindenden E~ 'q folgt aus (i) und (ii) leieht die Iso- 

morphie der Spektralsequenzen, das heist also 

, =d das ist  erade der Iso=or  ism s 

Hp(~~ ~ ~P(H~ Dara~s ~olgt naoh (a) de~ 
gewihnschte Isomorphismus. Da die Endlichdimensionalit~t 

bereits in [2], 3.17 gezeigt vmrde, ist damit Proposi- 

tion 3.1 bewiesen. 

3.2. Dieser Abschnitt handelt yon der Komplettierung 

der relativen de Rhamschen Cohomologie der Abbildung 
^. 

f : X ~ S. Es sei ~X,x die Komplettierung yon ~,xbezfig - 

lich der dutch das maximale Ideal m yon ~,O~r x definier- 
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ten m-adischen Topologie. Dann definieren wit: 

%x = %x 

~nf, x = Hn(9;,x ) / Torsion 

"n-1 / Torsion ,~n = ~ Id%,x f,x ~x 

"H~ ~n+1 / df A a~n-1 f,x = X,x ~'~ x / Torsion 

F~ OS, s- ModulnHseidieKomplettierung bez~glich der 

dutch das maximale Ideal (f) yon OS, s definierten (f)- 

adischen Topologie mit H bezeichnet. 

Proposition 3.2. 

Es gibt kanonische Isomorphismen 

Hf, x ~ 

,,~n ~ ,,h~^ 
f,x f,x 

Beweis: Man betrachtet wie im Beweis zu Proposition 1.8 

die langen exakten Cohomo!ogiesequenzen zu den kurzen 

exakten Sequenzen 

o * fk%/fk§ ~ %/fk+1 ~ %/f~ ~ o 

Da das Lemma von de Rham auch auf den formellen Fall an- 

wendbar ist, lassen sich die fraglichen b%erlegungen von 

1.6 ebenfalls auf diesen Fall Gbertragen. Durch Vergleich 
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der beiden exakten Cohomologiesequenzen folgt mittels 

FGnferlemma dutch Induktion iiber k 

~/fk) ~ H.(~/fk) . K'( 

Dabei ist der Induktionsanfang gerade Proposition 5.I. 

Aus dem obigen Isomorphismus folgt insbesondere trivialer 

we i se 

n k n n-1 ^n k^n .~n-1 
~f/f ~f + d~f -~ ~f/f ~f + - (I f �9 

Also gilt beim (~bergang zum inversen Limes ffir k -~ co 

n n-1 ) ̂ ~n/.~n-1 ^ ^n ^n-1 (~f/~f - (f.~f ) --- ~f/~a i. . 

Hieraus folgt sofort ' -~ 'H Damit folgen die 
9X �9 

fibrigen beiden Isomorphismen aus den Inklusionen 

H~f_ C 'H~_ c "I~=. beziehungsweise Hf, x C '~n c ,,~n 
, ~ • x • p x ~f, X ~f, X ' 

deren cokerne alle isomorph zu ~n+1 sind. Uir bemerken 
IvE 

noch, da~ natfirlich auch gilt 

H~(~f,x) -~ ~(~f,x) " 

~.~. In diesem Abschnitt wird die Algebraizit~t von 

?f,x bewiesen. Natfirlich liBt sich genau nach der glei- 

ehen Methode wie in 0.3 ein Vf, x auf ~nf,x definieren, 

und dieses identifiziert sich trivialerweise vermSge der 

Isomorphismen yon Proposition 5.2 mit dem auf H~^ defi- 

nierten Vf, x. 

Nun w~hle man wie in 0.5 komplexe Koordinaten Zo,...,z n 

in X, so dab f(Zo,...,zn) ein Polynom ist. Durch die 

Koordinatenwahl erh~It man einen Isomorphismus 

n 

~,,x~ ~ A'( i=o @ c [[~o,...,z ]] ~z i) @ 
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Wenn nun # irgendein Automorphismus des KSrpers der 

komp!exen Zahlen C ist, dann operiert ~ auf den Koeffi- 

zienten der formellen Potenzreihen und definiert so 

einen Isomorphismus 

r : -~ X,x " 

Dieser induziert offensichtlich isomorphismen 

^ , ^ 

D i e s e s  s i n d  l t l o d u l h o m o m o r p h i s m e n  ~ b e r  dem R i n g h o m o r a o r p h i s -  

mus 

 [[fI3 , 

welcher f in Cf abbildet und auf C gerade r ist. Also 

erhDlt man einen !somorphismus mit der gleichen Eigen- 

schaft 

r : ~f ~ ^n 
, x HWf, x 

Damit erh~It man schlieE!ich mittels der Isomorphismen 

yon Proposition 3.2 den in der Einleitung angek~ndigten 

Isomorphismus 

i', X f9 X ~ 

F(ir diesen gilt: 

Satz 3 

= ~7r o r o ~Tf, x f,x 

Beweis: ~J~egen Proposition 3 . 2  gen~gt es, die entsprechende 
^n 

Formel f~ir Hf, x zu beweisen. Aber diese • trivialer- 

weise richtig, denn fiir [~] ~ Hf,xmit de = dfA ~ gilt 
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trivialerweise 

= vCf, xEr = v or E ~ ]  @f,x 

3.4. Die folgende Proposition f~hrt zu der MSglichkeit, 

die Monodromie in endlich vielen Schritten zu berechnen. 

Proposition 3.3. 

Die Re stkla s senabbi idungen 

x f, x 

~n+l ~ ,,i~n 
X,x f,x 

sin___~d stetig bezGglich der adischen Tooologien, die dutch 

die maximalen Ideale yon OX, x bziehungsweise ~S,s defi- 

niert werden. 

~n+1 ~ 2x ,x/as A a~ Beweis: Wir zeigen Stetigkeit yon X,x 

Daraus folgt sofort die Stetigkeit der zweiten Abbildung 

in Proposition 3.3. Die Stetigkeit der anderen Abbildung 

wird vSllig analog be~esen. Es ist also zu zeigen: 

Fi~r jedes k existiert ein N(k) mit 

mN(k) ~n+Ix, x C fk~n+4x, x + df A d~ (+) 

Die ~P sind nach Wahl yon Koordinaten isomorph zu direkten X, x 
F r 71 

Summen yon C[LZo,...,Zn]J und werden daher mit der Topo- 

logie der einfachen Konvergenz auf den Koeffizienten der 

Potenzreihen zu Fr@chetr~umen. Die Abbildung 

~n+l ~ ~n-1 , ~n+l 
X,x XjX X~X 

welche r @ ~ die Differentialform fkr + dfAd~ zuordnet, 
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ist offensichtlich eine stetige lineare Abbildung von 

Fr@chetr~umen und hat einen endlichdimensionalen Cokern, 
,,~ k ~ ,,H n^ - k well f,x/f f,x/f nach Proposition 3.2 und well 

^ ^ 

"H~ x~ ein endlich erzeugter Os s- Modul ist. Aus dem 

Cor~!lar zu Theorem 2 in [35] f~Igt allgemein, dab eine 

stetige lineare Abbildung yon Fr@chetr~umen mit endlieh- 

dimensionalen Cokern ein abgeschlossenes Bild hat. Ein 

abgeschlossener endlich-codimensionaler UnterraumV yon 

@[[Zo,...,Zn ]] enth~It aber stets eine Potenz des maxims- 

fen Ideals. 

W = C[[Zo,...,Zn]] , W ~ der Dualraum der Beweis : Es sei 

stetigen linearen Funktionale auf W und 

v• = { 1 ~ ~?~,* I 1 I v  : o } 

v ~ = t ~ w  ] l ( ~ )  : O f O r l ~ V ~  } . 

Wegen der Abgeschlossenheit yon V gilt V = V •177 . Wegen 

der Endlichdimensionalit~t von W/V ist V • endlichdimen- 

sional. Jedes Element aus W* ist aber offensichtlich nur 

auf endlich vielen Monomen yon Null verschieden. Daher 

folgt m N c V for ein hinreichend groBes N. Damit ist Pro- 

position 3.3 bewiesen. 

Bemerkungen: (I) Aus Proposition 3.3 folgt mittels Pro- 

position 3.2 natOrlich such sofort, dab 

~n ~ ,H~ 
X~x ~x 

~n+1 ~ ,,H n 
X,x f,x 

stetig bez~glich der adischen Topologien sind. 

(2) Der Beweis yon Proposition 3.3 sagt nichts Ober das 

minimale N(k), f~r das die Inklusion (+) gilt. Die Kennt- 

his dieses Minimums Nf(k) w~re for die praktische Berech- 

nung der Monodromie wiLnschenswert. Beispiele zeigen, dab 
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fGr gewisse f die Funktion Nf(k) eine lineare Funktion 

yon k ist (oder wenigstens durch eine solche absch~tz- 

bar). 

3.5. Die bisher bewiesenen Resultate ermSglichen es, 

in gewissem Sinne Af, x in endlich vielen Schritten zu 

berechnen. Dazu gen~gt es nach Satz 1, Satz 2 und Propo- 

sition 3.3, die Selbstabbildung fkv~, x~ des endlichen 

C[[f]]- Torsionsmoduls 

~n+1 / mNf(K) ~n+1 + fK~n+1 + df A d~ n-1 
HK = X,x X,x X,x X,x 

zu bestimmen und dann die in 2.3 beschriebenen Rechnun- 

gen auszufOhren. Dabei ist k = kf, x die Polordnung yon 

~f,x und K elne nach 2.3 in Abh~ngigkeit von bf, x und 

kf, x abzusch~tzende Zahl, wfihrend Nf(K) die in 3.4 de- 

finierte Zahl ist. 

Wir setzen voraus, da~ f ein Polynom f(Zo,...,Zn) ist. 

Der Grad yon f sei g. Darn lassen sich bf, x und kf, x und 

damit auch K in Abh~ngigkeit yon g und n mittels der 

Eesultate von Grete Hermann [18] abschfitzen~ Allerdings 

d~rften die so erhaltenen Absch~tzungen f~r die prakti- 

sche Berechnung yon Af, x nicht sehr gut brauchbar sein~ 

Im folgenden wird - nur zur Vereinfachung der Diskussion 

angenommen, dab ~n+I/dfA d 2n-I keine Torsion hat und 

also gleich "H~ A,x- ~,x f,x ist. Vermutlich ist dies ohnehin stets 

tier Fall. Dann ergibt sich etwa folgendes 

Programm zur Berechnung, vonrAf, x 

(I) Berechnung des Ranges bf, x :'H~ 

(2) Berechnung einer Basis von f,x " 

(3) Absch~tzung der Polordnung kf, x . 

(4) Berechnung yon Vf, x bis zu hinreichend hoher 0rd- 
hung ~ 

(5) Berechnung der Transformation T auf einen Pol 
I. Ordnung. 
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(~) Berechnung von Af, x aus der Pol-Matrix der trans- 

formierten Differentialgleichung. 

Erl~uterungen: (I) F~r eine geeignete Potenz des maxi- 

malen Ideals m c C[[Zo,...,Zn]] = C[[z]] gilt 

r ( /aZo,  Ozn) ) m c af ...,Sf/ = (8f/8 Z 

Wenn r bekannt ist, ist bf, x als Codimension des Unter- 

raumes (ef/ez)/m r in dem endlich-dimensionalen Vektor- 

raum C[[z]]/m r mittels linearer Algebra berechenbar. Die 

Zahl r kann naeh [18] theoretiseh in Abhingigkeit von g 

und n abgesch~tzt werden. Praktiseh ermittelt man sie 

bearer als minimales r, f~r welches alle Monome vom Grad r 

in (ef/ez) liegen. 0b ein Polynom P ~ C[[z]] in 

(ef/ez) c C[[z]] liegt, kann mittels linearer Algebra 

festgestellt werden. Denn nach GAGA [36] ist ffir jeden 

lokalen Ring R mit Komplettierung R das Paar (R,R) platt. 

Angewandt auf den lokalen Ring yon C[Zo,...,z n] in 

(Zo,...,Zn) ergibt dies: 

p e (ef/ez) < > P = Z pi/Qi 8f/ez i mit 

Pi'% e 8[Zo,...,Zn] , %(0) $ 0 

Der Grad yon Pi,Qi ist nach [18] dureh g und n und den 

Grad yon P absch~tzbar. 

(2) 
mit 

Nan findet mittels linearer Algebra ein minimales s 

n+1 s ~n+1 + f~n+1 + dfA d ~n-1 
dim ~X,x / m X,x X,x X,x = bf, x " 

= ZoO. ... z n dZoA...Adz n, Jedes System yon Formen ~i i i n 

deren Restklassen in diesem Vektorraum eine Basis bilden, 

repr~sentiert elne Basis yon "H~ f,x " 
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(3) Nach den Bemerkungen in (fl) finder man mittels 

linearer Algebra eln minimales • = Xf,x und eine n-Form 

mit rationalen Koeffizienten, so dab 

f• dz = df A ~ . 

Nach 0.3 gilt kf, x ~ xf, x . Man beweist fibrigens leicht 

die Absch~tzung xf, x ~ dr, x + I. 

(4) Die Zah! Nf(K) wird mittels linearer Algebra als die 

minimale Zahl bestimmt, so dab dim H K = K-bf, x . Dann 

berechnet man die Matrix, welche f%V auf H K bezfiglich 

der Basis ~. beschreibt, mittels der Formel am Ende yon 1 
1.4 unter Benutzung der in (3) bestimmten Form ~ . 

(5) Die Berechnung yon T ist in 2.3 erkl~rt. 

(6) Die Berechnung yon Af, x aus den in (4) und (5) er- 

haltenen Daten ist in 2.3 erk!~rt. !~brigens genfigt es, 

die Koeffizienten yon Af, x mit einem Fehler < �89 zu be- 

reehnen. Af, x ist nimlich ganzzahlig. 

~rir fassen zusammen. Falls man sis Sehritte zur Bereehnung 

yon Af, x auger den rationalen Rechenoperationen fdr kom- 

plexe Zahlen such das LSsen end!icher Systeme algebraischer 

Gleichungen zuliBt, gilt 

Proposition 5.4. 

Af, x ist als eharakteristisches Polynom der Monodromie 

von Vf, x In endlichen vielen Sehritten berechenbar. 

3_z6_~. Als einfache Anwendung geben wit einen Algorithmus 

zur Bereehnung yon Af, x ffir quasihomogene Po!~5~nome f an. 

Eine andere und sehr interessante LSsung findet man bei 

Milnor in [28], w 9. 
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Die Nullstellenfl~che eines quasihomogenen Polynoms 

kann offensichtlich holomorph auf den Nullpunkt contra- 

hiert werden. Also ist die Poincar4-Sequenz exakt, und 

es gilt "~f,x/f ~ ~n+Ix, x/df A- ~nx, x " Die Polordnung ist 

kf, x = I, was man auch aus der verallgemeinerten Leibniz- 

Formel sieht. Mithin genOgt es, den dutch •f, xinduzier - 
,, n f ten Endomorphismus von Hf, x/ zu berechnen. Offenbar 

erhfilt man also folgenden Algorithmus zur Berechnung yon 

Af, x durch lineare Algebra. 

Proposition 5.5. 

f= Z 
i i 

Zo~ z n 
Cio...i n n 

Woio+...+ Wni n = q 

mit natGrlichen Zahlen Wo,...,Wn und q sei ein quasi- 

homogenes Polynom mit einer isolierten Singularit~t im 

~un~nkt x. ~ existieren bo Monome z~O~... ~ 
die in C[[Zo,...,Zn]]/(Sf/SZo,...,Sf/SZn) eine Basis 

repr~sentieren. E__s gilt 

bf, x 2~i ~ (j~+1)wJq 
~:O 

Af, x ( k  ) = n (k  - e ) .  
6=~ 

a O a n 
Beispiel: f z o +...+ = z n �9 

i o i n 
Monomiale Basis: z o ... z n mit 0 ~ i k ~ a k - 2 

2xi E Jk/ak 

a z , x ( X )  : n ( x -  e ) . 
0<Jk<a k 

Diese Formel war in [4] mit Hi!fe yon [31 ] abgeieitet 

worden. 
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37. Zum AbschluB erw~hnen wir einige offene Probleme. 

(I) Ein Problem, das in natfirlicher Weise durch diese 

Arbeit aufgeworfen wird, ist die Entscheidung der Vermu- 

tung in 1.6. Ist der Differentialformenkomplex einer iso- 

lierten n-dimensionalen Hyperfl~chensingularit~t an der 

(n-1)-ten Stelle exakt? Das heiBt: Ist die relative de 

Rhamsche Cohomologie einer isolierten Hyperfl~chensingu- 

larit~t torsionsfrei? 

(2) Die Berechnung der Monodromie gestattet die Bestimmung 

der differenzierbaren Struktur sph~rischer Umgebungsr~nder 

yon n-dimensionalen Hyperfl~ehensingularit~ten fur unge- 

fades n. FUr gerades n ware dazu die Kenntnis der Signatur 

der Mannigfaltigkeit X t erforderlich. Gibt es eine alge- 

braische Besehreibung der Signatur? 

(3) H.Hamm hat vor kurzem gezeigt ([17]), dab aueh fur 

isolierte Singularit~ten yon vollst~ndigen Durchschnitten 

beliebiger komplexer Einbettungscodimension k die Umge- 

bungsr~nder Z Sph~ren sein kSnnen. A. Durfee hat bemerkt, 

dab wegen der Resultate yon J.Levine im Fall k>1 nicht nur 

die differenzierbare Struktur yon Z, sondern sogar der 

Knoten (S 2(n+k)-1 , z2n-1) dureh eine Signatur beziehungs- 

weise Arf-lnvariante bestimmt werden. Ist es mSglich,aueh 

fur vollst~ndige Durehschnitte die fraglichen Invarianten 

algebraisch zu bereehnen? 

(4) Die Bereehnung yon Af, x gestattet die Entscheidung 

dar~ber, ob die (n-2)-fach zusammenh~ngende Mannigfaltig- 

keit ~2n-I eine Sphere ist. Allgemeiner kann man ver- 
tex 

suchen, entspreehend bekannten Klassifikationsresultaten 

f~r hoehzusammenh~ngende Mannigfaltigkeiten zu klassifi- 

zieren. In [9] ist das beispielsweise f!~r Smales Xlassi- 

fikation der einfach-zusammenh~ngenden 5-dimensionalen 

Mannigfaltigkeiten und sehr spezielle f geschehen. Gibt es 
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algebraisehe Invarianten f~r diese differentialtopolo- 

gische Klassifikation der Umgebungsr~nder? 

(5) Sph~rische Umgebungsr~nder vollst~ndiger Durchsehnitte 

sind nie sehr exotisch, das heiBt: beranden stets paralle- 

lisierbare Mannigfaltigkeiten. Gibt es unter den Umgebungs- 

r~ndern isolierter Singularit~ten komplexer R~ume sehr 

exotische Sph~ren? 

Appendix 

Wir haben in Satz I bewiesen, dab der Rang der relativen 

de Rhamschen Cohomo!ogie einer isolierten Singularit~t 

von f in x gleich bf, x ist. Dabei haben wir Milnors Satz 

benutzt, da~ dieses bf, x gleieh einer gevris~en Bettizahl 

ist. F~r diesen Satz geben wit hier einen einfachen Be- 

weis. Dieser Beweis erkl~rt besonders anschaulich das 

Auftreten der Zahl bf, x . Da es uns nur hierauf ankommt, 

werden wit gewisse andere Resultate von Milnor einfach 

~bernehmen. 

Essei f : (cn+1,0) ~ (C,O) eine holomorphe Abbildung 

und x = 0 ein iso!ierter singu!~rer Punkt yon f. Es seien 

s und ~ positive reelle Zahlen und 

F~r hinreichend kleines s und im Vergleich dazu hinreichend 

kleines ~ ist F naeh Milnor [29] eine n-dimensionale 

parallelisierbare Steinsche Mannigfaltigkeit vom Homotopie- 

typ eines Buketts yon n-Sph~ren, und es gilt: 

Satz. rang Hn(F) = bf, x 
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Beweis: Die Idee des Beweises ist wie bei L~ D~ng Trang, 

die Singularit~t im Sinne yon Thom zu entfalten, das heiBt, 

die Abbildung f in eine Abbildung fa zu deformieren, die 

nut noch generische Singularit~ten hat. Diese lassen sich 

dann sehr einfach studieren. 

Es sei Df : C n+1 ~ C n+1 die Abbildung, welche jedem z den 

Gradienten yon f in z zuordnet.lhre Faser fiber 0 ist der 

Nullpunkt mit dem bf, x- dimensionalen Vektorraum 

O~n+1,o/(Sf ) als Strukturgarbe. Daher ist 8f bei 0 eine 

analytisch verzweigte Uberlagerung mit Uberlagerungsgrad 

b~ ~. Deswegen gibt es fGr hinreichend allgemeines a = 

=~ao,...,a n)'~__ bei 0 genau b = bf, x Punkte Xr in der Umge- 

bung des Nul!punl~es mit 8f(Xr) = a. Letztere Gleichung 

bedeutet aber gerade, dab die Abbildung fa mit 

n 
f a ( Z )  = f ( z )  - Z aiz i 

i=o 

genau in den Punkten x r singul~r ist. Weil 8f in x r bi- 

holomorph ist, hat fa in x r einen gewShnlichen Doppelpunkt, 

denn die Matrix (82fa/SZ i 8Zk) hat in x r Maximalrang, und 

es ist wohlbekannt, dab dann f~ir geeignete Koordinaten 

yo,...,yn in der Umgebung von x r gilt 

(0) f(yo,...,yn) = f(Xr ) + y2 +...+ y2 �9 

Nun sei 

S= { t ~ C  1 ]JtJJ < U }  

x =  {z V l f(z) s } 

{ v I s } 

Wenn a hinreichend allgemeinund hinreichend dicht am 

Nullpunkt gew~hlt ist, ist aus Transversa!it~tsgrGnden 

und wegen des oben Gesagten folgendes klar: 
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(-1) 

(2) 

X a ist homSomorph zu X 

fa : Xa ~ S ist genau in Xr, r = 1,...,b = bf, x 

singular. Es hat in diesen Punkten g@wShnliehe 

Doppelpunkte. AuBerhalb der Fasern dutch die se 

Punkte ist die Abbildung ein differenzierbares 

lokal-triviales FaserbSndel. 

Es  s e i  B r = { z ~ X a t II z - X r l  t ~ P ) ,  w o b e i  P > 0 

so klein gew~hlt ist, dab die B r dis~unkt sind und die 

Kugel B r in einer Umgebung von x r liegt, wo fur f eine 

Darstellung (0) gilt. Nun seien tl,...,t. ~ S die kriti- 

sehen Werte yon f, also Itl,...,t k) = f(~xl,...,xhl ). Es 

seien Dj aie Xreisso~eiben Dj : tt ~ s IH t - tj~l ~ ~ }, 
wobei 8 hinreichend klein im Vergleich zu p gew~hlt ist. 

Nan w~hle Punl~e ~j e 8Dj, etwa ~j = tj + 6 und ferner 

ein t o ~ S - {tl,...,tkl. Schlie~lich w~hle man in 

S - U(Dj - ~j) Wege Yj yon t o nach ~j derart, dab 

UDj U Uyj Deformationsretrakt yon S ist. Dann kann man 

folgende Teilmengen yon X a definieren: 

xj = f-la (oj) 

Fj = f-la (~j) , Fo = f-la (to) 

X I = fa I (dDj) = UXj 

x 2 = ~I (uyj) 

X I U X 2 ist wegen (2) homotopie~quivalent zu X a, also naeh 

(I) auch zu X, das auf einen Punkt zusammenziehbar ist 

(vgl. etwa [28]). Daher ergibt die Mayer-Victoris-Sequenz 

ffir (X I U X2,XI,x 2) Isomorphismen 

Hp(x I) +~p(x 2) ~ ~p(x I nx 2) . 

Abet X 2 ist wegen (2) homotopieiquivalent zu Fo, und 

X I N X 2 = FIU...UFk, wobei die Fasern Fj diffeomorph zu F 

sind. Daher gilt 
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k k 
z %(xj) +%(F o) ~ z (3) j=1 j=1 Hp(Fj) und H(Fj) ~ H(F). 

Nun gibt es nach Milnor eine Homotopie~quivalenz 

(4) F ~ snv... VS n . 

Aus (3) und (4) folgt 

(5) %(Xj) = 0 ftt~ p , O,n . 

Die Homologiegruppe Hn(Xj) bestimmt man v~e folgt. Es 

seien 

B= B I U . . . U  B b , 

X' = X-  n B , X'! = X. - 
:] J :] ~ ' 

F'. = F. O B , F'! = F. - B . 

" " eine Homotopie~quivalenz. Dann ist die Inklusion Fj c Xj 

X[ ist die disjunkte Vereinigung yon b. zusammenziehbaren 
J 

R~umen, wobei bj die Zahl der Doppelpunkte x r Gber tj 
f ist. Behauptung: F~ hat den Homotopietyp einer disjunkten 

Vereinigung yon b~ n-Sph~ren. Beweis: 

Ffir x r e Ftj hat F~ n B r wegen (0) eine Deformationsretrak- 

tion auf die n-SphAre 

2 2 5 } srn= { Y I Y reel1, Yo +'''+ Yn= �9 

Daraus folgt die Behauptung. Daher erh~It man unter Be- 

nutzung yon (5) dtu~ch Vergleich der Mayer-Vietoris-Sequen- 
x") ~ F,F~ ~',) 

(~) rang Hn(Xj) = rang Hn(Fj) - bj 

Aus (3) un~ (~) folgt 

k 
~_(F) = z rang 

11-- j=1 
bj = bf, x q.e.d. 
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n c Pj definiert eine Homologieklasse Bemerkung: S r 
dr ~ Hn(Fj,~ )~ Diese d r sind gerade die schon yon 

Lefschetz betrachteten "verschwindenden Zyklen". Dutch 

Transport von d r l~ngs yj erh~lt man eine Homologie- 

klasse e r ~ Hn(Fo, ~ ). Mit im wesentlichen den glei- 

chen Argumenten wie oben kann man zeigen: 

Zusatz: Hn(Fo,~ )= ~e I + ... + N e b . 
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Zusatz bei der Korrektur: Die Vermutung fiber die Torsions- 

freiheit der relativen de Rhamschen Cohomologie, das heiBt 

die am Ende yon ~.6 aufgestellte Vermutung, ist inzwischen 

von M.Sebastiani bewiesen worden. Der Beweis erscheint in 

den manuscripta mathematica, Band 2, Heft 3 unter dem Titel 

"Preuve d'une conjecture de Brieskorn". 
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