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DIE MONCDROMIE DER ISOLIERTEN SINGULARITATEN VON HYPERFLACHEN

Egbert Brieskorn

Lefschetz-monodromy of an isolated singularity of a hyper-
surface, This is an important tool in the investigation of
the topology of singularities. The monodromy is an action
on a certain cohomology group and is defined in topological
terms, In this paper we find an algebraic desecription of
the monodromy. We construct by algebraic methods a regular
singular ordinary linear differential operator, such that
the monodromy of this singular operator coincides with the
Picard-Lefschetz monodromy. As an application we prove that
the eigenvalues of the monodromy are roots of unity. Our
treatment is close in spirit to Grothendiecks theory of

the CGaul-Manin-~connection.

§ 0. Resultate

0.0. John Milnor hat in [29] gezeigt, daB man fir isolier-
te Singularitdten von Hyperflichen topologisch eine lokale
Picard-Lefschetz~Monodromiedefinieren kann und daf diese
Monodromie bis zu einem gewissen Grade die-Topologie der
Singularitidt bestimmt. Andererseits gibt es filir die Picard-
Lefschetz~Monodromie von Familien nichtsingulirer algebrai-
scher Mannigfaltigkeiten Untersuchungen von A, Borel,

C.H. Clemens [5] Ph.A. Griffiths [12], [12], [1ul, A. Gro-
thendieck [16], W.M., Xatz [20], [21], A, Landman [22] una

¥, Pham [31], welche die klassischen Resultate von Picard
[32]und Lefschetz [24] verallgemeinern, Insbesondere ist von
Grothendieck und anderen hierzu eine algebraische Theorie ent-
wickelt worden, die Theorie des GauB-Manin-Zusammenhangs.
Wihrend diese Theorie jedoch Familien von Mannigfaltigkeiten
ohne Singularitidten voraussetzt, werden in der vorliegenden
Arbeit einparametrige Familien von Mannigfaltigkeiten mit
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2 BRIESKORN

isolierten Singularité&ten untersucht, Bs wird ein singu-
18rer lokaler CGauB-Manin-Zusammenhang fiir isclierte Singu-

laritdten von Hyperfléchen eingefihrt. Dieser liefert eine

rein algebraische Berechnung der urspriinglich topologisch
definierten lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie, Durch die
Beschrinkung auf den speziellen Fall isolierter Singulari-
tdten von Hyperflichen wird die Theorie sehr einfach und
explizit.

0.1, Wir erinnern zunf&chst an Milnors Beschreibung der lo-
kalen Picard-Lefschetz-Monodromie und ihre topologische Be-
deutung. Es sei £ : Y = T eine holomorphe Abbildung einer
(n + 1)~ dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit Y auf
eine 1-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit T. Es sei

X € Y ein isolierter singulidrer Punkt von f£. Die durch x
gehende Faser f—1(f(x)) der Abbildung f hat dann also in x
eine n-dimensionale isolierte Hyperflichensingularitit. Nun

wihle man eine Koordinatenumgebung von x und darin eine
hinreichend kleine offene Vollkugel VX mit Zentrum x. Deren
Rand 9V_ ist eine (2m + 1)-dimensionale Sphire, Es seil

-1
Zf,x = £ (f(x)) n avx .

Zf,x ist eine kompakte, orientierte, (2n-1)-dimensionale
C® ~ Mannigfaltigkeit, deren Diffeomorphietyp nur von der
Singularitédt der Faser von f in x abh&ngt. Man interessiert
sich fir diese Mannigfaltigkeiten u.,a. deswegen, weil nach
[u} unter ihnen alle ungeradedimensionalen exotischen
Sphiren vorkommen, welche parallelisierbare Mannigfaltig-

keiten beranden.

Milnor hat die folgende Methode zur Untersuchung der Mannig—
faltigkeit Zf,x entwickelt., Es sei 8 eine hinreichend kleine
offene Kreisscheibe in T um den Bildpunkt s = £(x) und es
seli X = f_1(S) n Vk. Die Abbildung f induziert eine Abbil-
dung

£f:X-3 ,
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BRIESKORN

deren Fasern wir mit X, = f—1(t), t € 8, bezeichnen. X_ ist
die singulidre Faser. X - Xs -+ 8 - s ist nach Milnor ein diffe-
renzierbares lokal-triviales Faserbiindel, Seine Fasern Xt’

t # s, haben den Homotopietyp einer einpunktigen Vereinigung
von n - Sphiren, Dabei kann die Zahl bfﬂcdieser Sphéren fol-
gendermassen berechnet werden., Bezliglich lokaler komplexer Ko-
ordinaten in X und S ist f durch eine Funktion f(zo,...,zn)
gegeben, Weil £ in x eine isolierte Singularitit hat, enthiit
das von den partiellen Ableitungen von £ in dem lokalen Ring
(’JX’X von X in x erzeugte Ideal eine Potenz des maximalen Ideals.
Daher ist der Restklassenring nach diesem Ideal ein endlich-
dimensionaler Vektorraum. Es gilt

b = dimg OX,x / (BE/3zZ peuss0f/0z ) .

f,x
Tir diese Formel geben wir im Anhang einen elementaren Beweis,
der vielleicht einfacher ist als der von Milnor, Einen weite-
ren Beweis hat inzwischen der vietnamesische Mathematiker
15Ding Trang in [23] gegeben. - Weil X - X_ » § - s ein diffe-
renzierbares Faserbindel ist, operiert fir t € 8§ - s die Fun-
damentalgruppe ﬂ1(S -~ 8,t) auf der ganzzahligen singuléren
Cohomologie der Faser H*(Xt,Z ). Es sei h das erzeugende Ele~-
ment mit positivem Drehsinn in der unendlich zyklischen Funda-
mental gruppe w1(S—s). Dann gehdrt zu h ein Automorphismus

he :Hn(Xt,Z) - H‘n(Xt,Z) .

Dies ist die lokale Picard-Lefschetz-Monodromie von £ in x,

Es sei A das charakteristische Polynom von h .
Tyx f,x

Af,x(h) = det(r- 1 - hf’x) .

Milnor beweist in [29]:
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L BRIESKORN

Satz (Milnor)

) 5 1 5
1) Fir n# 2 ist Zp
wenn Aﬁx(1) =+ 1.

homdomorph zu einer Sphire genau

ii) Ip . sei homdomorph zu einer (2n - 1)-Sphére, n unge-
2
rade, und 3 sei die (2n-1)-dimensionale Kervaire-Sphire,

Dann gilt 3px = C % , wobei
’

+ 1(8)
+ 3(8) .

it
W

e =0 fir A (-1)

¥
1 e Ap, (-1)

1]

c

1]

In diesem Sinne bestimmt die lokale Picard-Lefschetz-Monodro-
mie die Topologie won zf;x’ und Milnor hat daher die Forde-
rung aufgestellt, einen Algorithmus zur Berechnung von Af,x
anzugeben, Genau das soll in dieser Arbeit getan werden.

0.,2. Wir haben keine Methode zur Berechnung der ganzzahligen
Monodromie nﬂx o Was wir berechnen kidnnen, ist die komplexe
lokale Picard-Lefschetz-Monodromie

Dy ¢ E(X;,0) - H(X,C) o

Deren Kenntnis geniigt natiirlich zur Berechnung von Af;x’ Es
sei X' = X - X, und §' = 8 - s, Dann ist, wie schon bemerkt,
f : X' » 8' ein differenzierbares Faserbiindel, Deshalb sind
die konmplexen Vektorriume Hn(Xt,G), t € 8', die Fasern eines
flachen komplexen Vektorraumbiindels H® tber S', Das heift,
daf das Vektorblindel i durch Blindelkarten mit konstanten
Ubergangsfunktionen beschrieben werden kann, Die Garbe der
lokal konstanten Schmitte in g ist die n - te Bildgarbe

n
R f* CX'

der auf X' konstanten Garbe EX' der komplexen Zahlen, Weil
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BRIESKORN 5

H® flach und S' eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, ist H®
natiirlich ein holomorphes Vektorraumblindel iiber S', Die
Garbe %" der Keime aller holomorphen Schnitte in H ist
kanonisch isomorph zu

n
R f*CX, Q O

Cqr g

Das flache Vektorraumbiindel H® hat einen wohlbestimmten holo~
morphen Zusammenhang, den wir, weil er topologisch definiert
ist, den lokalen transzendenten Zusammenhang der Singulari-

tdt von £ in x nennen wollen. Zur Beschreibung des Zusammen-
hangs geniligt die Angabe der covarianten Ableitung bezliglich
der Vektorfelder auf S'. Wir wihlen auf S ein fiir alle Mal
eine komplexe Koordinate, die wir auch mit £ bezeichnen, und
beschreiben die Abbildung £ : X -» S dann durch die entspre-
chende holomorphe Funktion. Die Funktion £ auf 8' definiert
ein nirgends verschwindendes Vektorfeld 8/af auf S', und
weil S' eindimensional ist, geniigt zur Beschreibung des Zu-
sammenhangs die covariante Ableitung V beziiglich 8/8af.

\VET Sl o

ist dadurch charakterisiert, dass fir alle ¢ € (Rnf*CX,)t
und g e O,, gilt
8't

V(c®g)=c®%§

Bs ist klar, dafl man aus dem lokalen transzendenten Zusam-
menhang durch Integration sofort die komplexe lokale Picard-
Lefschetz-Monodromie erh&lt. Und umgekehrt bestimmt die

Monodromie im wesentlichen den Zusammenhang., Der Grund fir
die Einfihrung dieses zus8tzlichen Begriffs ist, daB man
fir den Zusammenhang eine algebraische Beschreibung geben
kann,
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6 BRIESKORN

Q.3, Die algebraische Beschreibung des lokalen Zusammen-
hangs geht davon aus, daf man die Cohomologie der Stein-
schen Mannigfaltigkeiten Xt pekanntlich mit holomorphen
Differentialformen berechnen kann, Da wir dies fiir variables
t tun wollen, betrachten wir den Komplex der relativen Diffe
rentialformen (vgl. [15] EGA IV, § 16,6)

. " P P
Ry/s = {Rx/s ,» ),
b.z.w. analog Rk,/s, o Dabei ist

D _ oPb p~1

QX/S = QX/df A 9y .
und dp ist von der iiblichen Ableitung fiir die Differentisl-
formenkeime aus 9§ induziert, Man hat einen kanonischen
Isomorphismus von.'Jﬁn mit der n-ten Cohomologie des Xom-

plexes f* X' /s
Hn(f*g)‘(l/sl) = 'Rn .

Diesen Isomorphismus erhilt man natirlich folgendermassen,
Jeder Reprisentant eines Schnittes in Hn(f*ﬁi,/s,) ordnet
jedem t € S' in seinem Definitionsgebiet eine {(geschlossene)
holomorphe n-Form auf Xt zu. Diese definiert eine Cohomo-
logieklasse in Hn(Xt,C), und damit erh#lt man einen Schnitt
in %P,

Wihrend man bei der Garbe ¥™ auf 8' nicht ohne weiteres
sieht, wie man sie geeignet auf 8 fortsetzen kdnnte, ist es
mit Hn(f*ﬁi, S') ganz anders, Wir definieren nimlich eine
Garbe % {(X/S) auf ganz S durch

Xn(X/S) = Hn(f* }‘C/S) .
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Analog bezelchnen wir mit ¥(X'/S') die Garbe H(f QX’/S')
Dies ist natiirlich die Beschrankung von %" (X/s) auf 8',

Wir werden in § 1 beweisen, daf %™ (%/s) eine kohirente ana-
lytische Garbe auf S ist.

Wir werden nun auf X%™(X/S) in algebraischer Weise die covari-
ante Ableitung V eines "Zusammenhangs" mit einer polartigen
Singularitdt definieren, Dies ist damn unser lokaler Gaul-
Manin-Zusammenhang, Wir betrachten den relativen Differential-

formenkomplex 9&/8 im Punkte x {(ausserhalb ist er exakt),
also
. _ P b
%e,x = { 9/ » & 1 o
Wir werden in § 1 sehen, dafB man folgenden kanonischen Iso-
morphismus fir den Halm von ¥2(X/S) in s hat:

KHx/8)g = B 9p) .

Insbesondere ist also H( 9 ) wegen der Koh#irenz von
®2(X/S) ein endlich erzeugter C% ~ Modul. Dieser Cé o
Modul H™( pr{) ist vsllig 1nvar1ant definiert. Er hangt

per definitionem nur von der Singularitit von £ in x ab. Daher
werden wir, da wir Ja eine rein lokale Theorie filr die Mono-
dromie der Singularitét entwickeln wollen, méglichst alle Aus~
sagen fir Hn( 9 ) formulieren, und nicht flir das erst nach
Wahl von X und S,deflnlerte 'KD(X/S) Man kann vermuten,

dafi der Modul Hn( 9 ) frei ist, daR also die Torsion in

Hn( 9 ) Verschw1ndet Fir den Fall, daB dies nicht so ist,
definleren wir

Il

I . .
Hf’X = H( prc) / Torsion .

Fur jeden aufsteigenden Komplex K° von Garben bezeichnen wir
mit HP(X) die p-te Cohomologie-Garbe des Komplexes,., Das
gleiche gilt fir Komplexe von Moduln etc.
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8 BRIESKORN

Nun definieren wir eine Ableitung V} % auf Hn( ﬁép{) durch
?
die Formel

Diese Formel ist folgendermassen zu interpretieren. Es sel
T e QX ein Reprasentant von w & H( Rf ). Dann gilt

a® = 4f A ¢ mit ¥ € QX; . Dann ist dw /df das durch ¥ re-
priasentierte Element in cokern a™ ol = / an 1 « Lass
dies wohldefiniert ist, ergibt sich aus folgendem Lemma wvon

de Rham [7]

Lemma (de Rham)

Es sei A ein kommutativer Ring, und w € Am eine Primsequeng
und a € AP(A™), p < m. Dann existiert ein B € AP—1(Am) mit
= WA B genau wenn wAa = O.

Q

Wenn A ein Macaulay - Ring ist, ist w eine Primsequenz genau
wenn es zu einem System von Parametern ergénzt werden kann.,
Insbesondere trifft dies auf den reguliren lokalen Ring OX;X
zu, Wir nehmen A" 9;; , und w=4df, Dann erfillt dies

die Bedingung des Lemmas genau wenn f eine isolierte Singu-
laritét in x hat, .Es gilt also: Eine p - Form « € axﬁx, p<n
ist genau dann von der Form a = dfA @, wenn dfaa = O, Diese
Bemerkung wird im folgenden oft ohne besonderen Hinwels ver—
wendet. Die Ableitung V&;x ist keine Abbildung von Hn(ﬁé,x)
auf sich, aber dafir gilt trivialerweise folgendes, Es sei

£ e ( 95/ 9z p..., 38/ 02) < Opx

Ein k nit dieser Eigenschaft existiert stets, Dann gilt

fk cokern a™~ 1C Hn( 8 und daher hat man eine Abbildung

£x )

v, oY 2. )~ " 2 ) -

f,x
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Die Ableitung V} hat offensichtlich folgende Eigen~

schaften:

2 X

(1) vf’x ist € - linear
(11) Pir o € HY( 9 ) und g € O s gilt:

V%,X(giw) =g -V}’X(w) + %% W .

Ferner bildet V’ ,x offensichtlich Torsion in Torsion ab
und ist damit auch auf HIl ,x definiert, V} x definiert
also auf Hn einen Kelm eines singuléren gewohnlichen
linearen leferentialoperators 1. Ordnung mit einem Pol der

Ordnung < k .

Wegen Y ) = n(X/S) induziert Y x eine Abbildung
£ \V/ 3Cn(X/S>e1€%X/S) er werden auf einfache Weise
zeigen, daB diese auf X(X'/S') bei dem Isomorphismus mit
1{ mit dem transzendent definierten f V iibereinstimmt. Wir
fassen zusammen. Unter Ausnutzung der Kohirenz von ®™(X/s)
und der Resultate von Milnor erhalten wir folgendes Ergebnis.

Satz 1.

i) H?,x ist ein freier @ s~ Modul vom Rang bf,x .

ii) Die covariante Ableitung V7 x des lokalen Gauf-~Manin-
Zusammenhangs ist durch V7 = dw/df definiert,

V@,X ist ein singulérer gewohnlicher Differential-

’

operator erster Ordnung auf Hn . Dieser identifiziert
sich kanonisch mit der covarianten.Ableltung des lo-

kalen transzendenten Zusammenhangs.

iii) Die Monodromie des singuliren Differentialoperators

V}.x identifiziert sich daher kanonisch mit der kom-
plexen lokalen Picard-Lefschetz-Monodromie von £ in x.
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1o BRIESKORN

O.li. Im allgemeinen gibt es keinen Algorithmus zur Be-
rechnung der Monodromie eines singularen gewlShnlichen line-
aren Differentialoperators. In dem Spezialfall jedoch, wo
die Singularitét nur ein Pol 1., Ordnung ist, kann man Lisun-
gen und Monodromie explizit berechnen. Dabei erhilt man z.B.
folgendes (vgl. etwa [6]1, Ch.L.4) . Es seien by die Eigen-
werte der den Pol beschreibenden Matrix, Dann gilt fir das
charakteristische Polynom A der Monodromie der Differential-
glelchung

A =T (p-e My

Ein singulirer gewbhnlicher linearer Differentialoperator
heift regulir singulBr, wenn er durch eine lineare Transfor-

mation der abhingigen Variablen in einen Differentialoperator
mit einem Pol hochstens 1. Ordnung lUbergeht. Die Resultate
von D.A, Iutz [26] und J. Moser [30] zeigen, daf die Trans-
formationsmatrix dann durch Losen endlich vieler algebrai-
scher Gleichungen gefunden werden kann. In diesem Sinn ist
also die Monodromie eines reguliren singuliren Operators
explizit berechenbar. Daraus ergibt sich die Bedeutung des
folgenden Satzes, den wir in § 2 aus einem analogen globalen
Resultat von Griffiths [14] ableiten.

Satz 2.

V} ist regulir singulir.
X

0.5. In § 3 werden wir sehen, daB V% % in gewissem Sinne
’
algebraisch definiert ist. Um diese Aussage zu prézisieren,

wihlen wir die komplexen Koordinaten ZoreresrZ in X so,

n
daf die Potenzreihenentwicklung von f in X nach Zoreeesy
ein Polynom £ € € [ zo,...,zn] ergibt. (Weil £ in x eine

isolierte Singularitit hat, ist dies stets méglich (vgl.(27]
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3.5 und 9.1) ). Nun sei ¢ : € - € irgendein Automorphismus

des Kbrpers der komplexen Zahlen., Anwendung von ¢ auf die
Koeffizienten von £ gibt ein neues Polynom f' = gf € Gizo,..,,zn],
das fir z = 0 auch wieder eine isolierte Singularitit hat.

Ferner seil Hn:{ die Komplettierung des C) s- Moduls Hp

analog éeflnlert man H-, s Wir werden sehen, daf ¢ nach

gfgx
Wahl der Zg kanonisch einen Isomorphismus

g i gy Bty

induziert, der mit dem kanonisch von ¢ induzierten Isomor-
phismus G[[f]} - clie']] vertriglich ist. Nun zu §7 % ! Na-
tlirlich lisst sich Y7 kanonisch auf H? - fortsetzen. Wir

fyx

geben nun ad hoc die folgende Definltlon. V%}( ist algebra-

isch definiert, wenn fir jeden Automorphlsmus g von € gilt

g V},x = Sgi;x ° 9

V% x ist algebraisch definiert.
s

0.6+, Als Anwendung der Sitze 1 bis 3 beweisen wir folgenden
Satz.

Satz L4

Zlf % ist ein Produkit von zyklotomischen Polynomen.
»

Beweis:

(1) ékf:x ist ein ganzzahliges Polynom, denn es ist das charakte-
»

ristische Polynom eines Automorphismus einer ganzzahligen

Cohomologiegruppe.

(2) Zkf:xist das charakteristische Polynom der Monodromie

des Dif%erentialoperators Y} %
’
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(3) VE,X ist regulir singulir. Deswegen und wegen (2)
? .

sind die Wurzeln von Af % 2Ril;

s

Eigenwerte der Matrix sind, die - nach geeigneter Variab-

lentransformation - den Pol von V} x beschreibt.
9

von der Form e s WO ”j die

U

% ist algebraisch definiert. Deswegen milssen die
Zahlen uj algebraisch sein. Wire uj transzendiﬁgé(io)gébe
es elnen Automorphismus ¢ von C, fiir welchen € 3/ trans-
zendent wire, Aber wegen der Algebraizitit von V} ist
82ﬂi¢(uj) eine Wurgzel von A¢f,x’ also nach (1) alg%braisch.

(5) Das 7. Hilbertsche Problem [19] ist von Gelfond [8]
und Schneider [3&] positiv geldst worden. Insbesondere gilt,
wie von Hilbert vermutet: Fir irrational algebraisches u
ist ezﬂi“ transzendent.

(6) Damit ergibt sich, daf die Wurzeln e=i¥j vom Ag o
Einheitswurzeln sind, denn sie sind nach (1) algebraisch,
wihrend nach (4) die By algebraisch sind, also nach (5)
rational sein miissen, Daher folgt wegen (1), daf Afﬂ{Pro—
dukt cyclotomischer Polynome ist. g.e.d.

Satz 4 war von J. Milnor vermutet worden, Dieser Satz kann
auch aus den analogen globalen S&tzen iber die Eigenwerte
der Picard- Lefschetz~- Monodromie hergeleitet werden, die
von A, Grothendieck, A, Landman [22], C.H. Clemens (5],
N.M. Katz und A. Borel bewiesen wurden., Umgekehrt gibt,
wie mir P. Deligne erklirt hat, die obige Folge von Argu-
menten -~ Ganzzahligkeit, Regularit&t, Algebraizitit,

7. Hilbertsches Problem - einen neuen Beweis des erwihnten
Satzes im globalen algebraischen Fall,

O+7. Angesichts der Einfachheit der oben beschriebenen

Resultate scheue ich mich, die Namen aller zu nennen, von
denen ich mir habe helfen lassen. Ich muB aber doch
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Th. Bloom, H., Grauert, Ph.A, Griffiths, H. Hironaksa,

R, Narasimhan und D. Mumford erwdhnen. Ganz besonders
aber danke ich P. Deligne fiir seine Hilfe. Der Kohirenz-
beweis stammt von ihm - natiirlich nicht etwaige Mingel
der Darstellung. Das gleiche gilt fir die jetzige Dar-
stellung der Algebraizitdt - mein urspringliches Argument
war nicht so einfach, - Schliefilich danke ich M,F.Atiyah
und B. Eckmann fiir zwei Gastaufenthalte am Mathematischen
Institut der Universitdt Oxford und am Mathematischen
Forschungsinstitut der ETH, wihrend Wélcher ein grosser
Teil dieser Arbeit entstanden ist.

§ 1. Kohirenz

1.1. Unm den KohZrenzsatz von Grauert und den Regularitits—
satz von Griffiths anwenden zu knnen, zeigen wir zunichst,
daf man jede isolierte Hyperfldchensingularitét als Singu~-
laritit einer eigentlichen holomorphen Abbildung komplexer
Mannigfaltigkeiten erhalten kann.

Wie wir schon in 0.5 bemerkt haben, ist von Mather, Tougeron
und anderen bewiesen worden, dall nach geeigneter Wahl der
Koordinaten jede isolierte Hyperflichensingularitét als
Singularitét eines Polynoms im Nullpunkt beschrieben werden
kann, Wenn man zu diesem Polynom ein homogenes Polynom H
hinreichend hohen Grades addiert, erhilt man ein neues Poly-
nom F(zo,...,zn), dessen Singularitdt im Nullpunkt zu der
urspringlichen Singularitit analytisch #quivalent ist -

weil die Singularitit isoliert ist, folgt dies wieder aus
den Ergebnissen von Mather, Nun sei V die projektiv algebra-

ische Varietdt in Pn+1 X P1 mit der affinen Glelchung

F(zo,...,zn) -t=0 ,
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WO ZyeseyZy und t affine Xoordinaten in den projektiven
Riumen Pn+1 und P1 sind. Es wird vorausgesetzt, daf H hin-
reichend allgemein gewdhlt ist. Dann folgt aus den Sitzen
von Bertini, daf die durch die Projektion auf P1 induzierte
Abbildung £ ¢ V - P1 nur endlich viele singulédre Fasern Vt
hat, und dafi die Faser VO Uber t = O nur einen singul&ren
Punkt x hat. Es seil T eine Kreisscheibe in P1 um t = O
derart, daf fiir t € T mit t # O die Paser Vt nichtsingulir

ist, und es sei Y' = f_1(T). Dann gilt:

£f:Y" - T

ist eine eigentliche holomorphe Abbildung komplexer Mannig-

faltigkeiten, die aufierhalb x € ¥' nichtsingulir ist und

in x die vorgegebene Singularitidt hat.

1.2. (a) Fir die Abbildung £ : Y' - T wihlen wir die Umge-
bungen X von x und 8 von s = £(x) wie in Abschnitt 0.1 und
benutzen auch sonst die in der Einleitung eingefiihrten Be-
zeichnungen, Insbesondere bezeichnet ¥™(X/S) die relative
de Rhamsche Cohomologie., In diesem Abschnitt soll die
Kohirenz von K™(X/S) bewiesen werden.

Es sei ¥ = {ye Y' |£(y) e s} , ferner sei X die AbschliefBung
von X in Y, und es sei Z = Y - X, Man hat alsc eine eigent-
liche holomorphe Abbildung

f:¥Y - 8 ,
die auBerhalb x € X nichtsingulir ist und deren Beschrinkung
£f:2 - 8

differengierbar ein triviales Faserblindel ist. Analog zu der
iblichen exakiten Cohomologiesequenz des abgeschlossenen
Unterraumes X von Y werden wir eine aufsteigende lange exakte
Sequenz von Garben von OS ~ Moduln konstruieren:
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oo o KD (2/8) - EP (¥/5) - KP (%/5) - ...

Die Kohirenz von ¥ (X/S) wird bewiesen, indem gezeigt
wird, daf die ibrigen Garben in dieser Sequenz kohidrent
sind.

(b) Die Garben in der obigen Sequenz werden mittels des
relativen Differentialformenkomplexes definiert., Zu die-
sem Komplex bemerken wir zunichst folgendes

Lemma 1.1.
£ : Y - S sei eine holomorphe Abbildung komplexer Mannig-

faltigkeiten. 9&/8 sei der relative Differentialformen-
komplex, und £* Og C(DY sei die (topologische) Urbild-

garbe von Og. Damn gilt:

Wenn £ in ¥y € Y nichtsingulsr ist, ist der folgende Kom-

plex exakt:
- * - R
0~ (f OS)y v/sy
Bemerkung: Wenn S eindimensional ist und y eine isolierte

Singularitat, gilt, wie aus Satz 1 (i) hervorgeht, auch die
Umkehrung.

Beweis: Der Bewels des Lemmas ist eine triviale Modifika-
tion des iiblichen Beweises des Poincaré-Lemmas., Beziiglich
geeigneter lokaler komplexer Koordinaten wird f in der Um-
gebung von y durch f(z1,...,zm) = (zk+1,...,zm) beschrieben,

Indem man die Ubliche Konstruktion eines Homotopieoperators
nur auf die Koordinaten ZyyeeesZy anwendet, definiert man
fir p > o Abbildungen T : %5 - p"; mit Td'+ a'T = 1 ,
L =9
wo d' die Ableitung von Differentialformen begziliglich
, . " R yo) . _ .
ZyseeerZy ist. Fir ein (a) & 5 S,y mit d(a) = O gibt es

dann einen Représentanten a € QY 5 mit d'a = O, mithin
H
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d'Ta =a und also d(Ta) = (a), Damit ist die Exaktheit
bewiesen,

(¢) In Abschnitt 0.3 wurde die relative de Rhamsche Coho-
mologie ¥ ™(X/S) eingefiihrt., Allgemeiner kann man fir jedes
p relative de Rhamsche Cohomologiegarben definieren durch

®P(x/8) = Hp(f*Q)'{/S) .

Wir werden allerdings sehen, daf diese fir p # O,n verschwin-
den, Dafl die obige Definition die gewlinschte topologische Be-
deutung hat, folgt daraus, daB X Steinsch ist, und daB fiir
Steinsche Mannigfaltigkeiten die Cohomologie mit komplexen
Koeffizienten isomorph zu der de Rhamschen Cohomologie ist,
Fir eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit W ist die Sache
komplizierter. Aus dem Poincaré - Lemma folgt die Entartung
der Spektralsequenz

Ep? = HP(w,m(9))) => m(W,%)
und damit ein kanonischer Isomorphismus
H (w,C) = m" (W,%2)

zwischen Cohomologie mit komplexen Koeffizienten und de Rham-
Hypercohomologie (vgl. (151 EGAC § 12.4 und [161), Daher

definiert man fiir £ : ¥ = S die relative de Rhamsche Cohomo-
logie %¥(Y/8) als die p-te Hypercohomologie des Funktors f,
beziiglich des Komplexes 9&/S im Sinne von EGA O § 11.4, also

XP(v/8) = ®Pr (24 ¢) »

Eine analoge Definition fiir X stimmt mit der alten Defini-
tion dberein, also

XP(X/S) = ]Rpf*(g}.(/s) ’
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denn die erste Spektralsequenz

25T = BRI (9 0)) = R L (2 /o)

entartet, da qu*(ﬁi/s) = O fiir g > 0, weil X Steinsch ist.

Der relative Komplex 9&/8 einer holomorphen Abbildung

£ : Y-8 ist zwar kein Komplex von @Y - Moduln, aber ein
Komplex von £#* @S- Moduln, Daher kann die zur Definition

der Hypercohomologie verwendete injektive Aufldsung von

Qi/s in der Kategorie der £¥* OS - Moduln gewdhlt werden, und
die Spektralsequenzen der Hypercohomologie sind Spektral-
sequenzen von @S— Moduln, Da nun fir eigentliches f nach
Grauerts Endlichkeitssatz [11] der Komplex qu*(gl) ein Kom-
plex von cohiirenten OS - Moduln ist, folgt wegen der Bi-
regularitédt der ersten Spekiralsequenz

Lemma 1,2,

Fir eigentliches £ : Y —» 8 ist ¥'(Y¥/S) cohiirent,

(d) 1In der {iblichen exakten Cohomologiesequenz Fflir einen
Raum und einen abgeschlossenen Unterraum kommt fir das
offene Komplement Cohomologie mit kompaktem Triger vor,
Daher flhren wir die relative de Rhamsche Cohomologie mit
kompaktem Tréger Z{E(Z/S) ein. Fir £ : Z » 8 sei £ der
Funktor "direktes Bild mit relativ kompakten Trigern" (vgl.
[37]). Wenn also G eine Garbe auf Z ist, gilt fir U offen
in S

(@) (U) = {s G(f—1(U)) | £ : Trager (s) » U eigentlich}
Es sei IR f! die Hypercohomologie von £, und

XY (2/8) = P £(%; ) .
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Lemma 1.3.

Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

BT, (2, /5) & R°r, (‘Dz)®®S©s .

Hieraus folgt, daB 'Rg(Z/S) frei von endlichem Typ, also
insbesondere kohirent ist.

Beweis: Wir fassen £% OS als Xomplex' auf, der nur an der
nullten Stelle von O verschieden ist, Die Abbildung

£* OS ~ 92/8 induziert dann wegen Lemma 4.1, Isomorphismen
der Cohomologie dieser Komplexe und deswegen Isomorphismen
der beiden zweiten Spektralsequenzen

'55% = RPr (U, o ) =D R 1(9,) .

Also hat man kanonische Isomorphismen

1Y . ~ b * ~ oD %
R f!(QZ/S) = IR°F, (F OS) = R°r, (F @S) .
Der zu beweisende Isomorphismus folgt daher daraus, daf
fiir jede Garbe ¥ von € - Moduln auf 8§ gilt

RPr (% 7) = rPr,(0,) ®f F .
! ! 5

Beweis dieses Isomorphismus: Es sei Z die AbschliefBung von 7
in ¥, so da8 £ : Z =+ S eigentlich ist, und es sei G die
triviale Fortsetzung von £*F auf Z. Aus der Leray-Spektral-
sequenz fir 2 -7 —» 8 folgt Rpf,(f*gf) =~ rRPF.(G). Ebenso

gilt RPf (C,) = RPF (£,) . sus [10] 4.11.1 folgt, aad die
Halme dieser beiden Garben in t € 8§ die Cohomologiegruppen
mit kompaktem Triger HE(Zt, ?%) beziehungsweise HE(Zt,G)
sind, wo Zt = f—1(t). Der natiirliche Homomorphismus
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Rpf!(mz)6§?7 - Rpf,(f*g‘) induziert auf Jjedem Halm den
natiirlichen Homomorphismus Hg(Zt,G)QQ ?Tt - Hg(zt, ?%) .
Dies ist nach dem universellen Koeffiziententheorem ein
Isomorphismus, und damit ist die Behauptung bewiesen, -
Daraus, daff Z - S ein triviales Faserblindel ist, ergibt
sich, daB Rpf!(CZ) eine konstante Garbe mit den Halmen
Hﬁ(z,c,c) ist (vgl. [3] 1IV.8.2). Also ist Rpf!((DZ)@) O
frei von endlichem Typ, und damit ist Lemma 1.3 bewiesen.

Bemerkung: Analog folgt aus Lemma 1,1 und der zweiten
Spektralsequenz der in der Einleitung behauptete Isomorphis—
mus A(X'/8') = 2", und evenso folgt,da die Cohomologie-—
gruppen Hp(Xt,C) fir p # O,n nach Milnor verschwinden,
*P(x'/s') = 0 fiir p £ O,n

(e) Wir konstruieren nun die in (a) angekiindigte Sequenz.
Lemma 1.4,

Es gibt eine kanonisch definierte aufsteigende exakte Se-

gquenz von @S- Moduln

oo PHN(2/8) - FP(1/8) - WP(R/S) - ...

Beweis: Da Z = Y -~ X, hat man fiir jeden Komplex X +von

i @S— Moduln eine exakte Sequenz von f*@)s— Moduln
QaK’Z»K’eK)‘_( - 0,

wo Ké bzw,. K& die trivialen Fortsetzungen der Beschriénkun-

gen auf Z bzw, X sind, Da auf einer Kategorie von unter—

halb beschrinkten Komplexen die Hypercohomologie jedes Funk-

tors ein cohomologischer Funktor ist (EGA o, 11.5.&), er—
h8lt man eine lange exakte Sequenz von OS - Moduln

oo o RPE () - RPE () - RPr () ~ ...
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Da f : ¥Y=>8und £ ;: X = S eigentlich sind, ist diese Se-
quenz kanonisch isomorph zu einer Sequenz

cee > BRPE () > RPE(K) » R P (K3) > ...

Bei Anwendung auf XK'= 9& s identifizieren sich per defini-
tionem RPr (K7) mit % P(z/8) wnd RPf (1) mit %P(y/s).
Behauptung: Es gilt auch kanonisch

®Pr, (k) 2 RPr (K5) *)

Bewels: Die Beschrénkung von X auf X induziert einen Homo-
morphismus von der Spektralsequenz

P _ pP Qrgs . z
"By = RTE (H¥(Kg ) == R (Kg)
zu der Spektralsequenz
bt = RPr (BHED)) = R £, (Ky) .

Fir g > 0 givt dieser Homomorphismus wegen Lemma 1.1 einen
Isomorphismus "qu = "qu. Fir g = O ernhilt man den Be-
schriankungshomomorphismus

RPf, (£* O,|X) - RPr (£* Oglx) . ()

Behauptung: Dieser Beschrinkungshomomorphismus
"Egp - "Eg’o ist ein Isomorphismus,

Beweis: X ist in Y' der Durchschnitt von Y mit einer kleinen
offenen Kugel um x etwa vom Radius p - vergleiche 0,1 und

1.2 (a). Nun sei X" der Durchschnitt von Y mit einer abge-
schlossenen Kugel vom Radius p-€ , wo 0 < g << p , und es

sei X' = X - X" , Dann gilt: X,X' sind offene Teilmengen

von X und

X=X ux .,
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Es gibt miteinander vertrégliche Homdomorphismen

X' (X -Xx) x [0,1)
X' nxX= (T- x) x (0,1)

derart, daB unter diesen HomSomorphismen fIX' {iber die Pro-
jektion auf den ersten Faktor faktorisiert. Daraus ergibt
sich:

Die Beschrinkung

rPf, (£* Oglx") = RPr, (£ *Oglx'n x)

ist ein Isomorphismus, Daher folgt aus der Mayer—- Victoris-
Sequenz des Tripels (X,X,X') - vergleiche etwa (1] P.236 -

oo 2 RO (£* Og|R) - RPr (£*Og]x) + rPe (£*O4lx")
- BPr (£* Ogln X) v ...,

daB (**) ein Isomorphismus ist, Damit folgtlder Isomorphis-
mus (%), Also hat man einen kanonischen Isomorphismus

RPr (R;) 2 ¥P(%/8), und demit ist dle Existenz der exakten
Sequenz von Lemma 1,4 bewiesen,

(f) Aus dem bisher Bewiesenen ergibt sich trivial unser
erstes Hauptresultat,

Satz 1.5,

Fir die oben beschriebene holomorphe Abbildung £ : X - 8
mit einer isolierten Singularitit ist die relative de Rham-
sche Cohomologie H(X/S) cohiirent.

Beweis: Nach Lemma 4.4 kommt ¥H(X/S) in einer exakten Se-
quenz von Os— Moduln vor, in der nach Lemma 1,2 und 1.3 die
{ibrigen Terme cohirent sind. Daraus folgt die Cohirenz von

X (x/8).
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1e3e Wie bereits in der Einleitung angekiindigt wurde,
gilt folgendes.,

Proposition 1.6.

Hp(sai‘,’x) = RP(x/8), .

Beweils: Wir benutzen die zweite Spektralsequenz

g = (@ (50 )y = (W 7 (%) -

Wegen Lemma 1.1 ist H (9 ) fir ¢ > O auf x konzentriert,
und natiiriich gilt H (RX/S) = H (Qf ). Deswegen gilt
"5¢ = O fiir p> 0, g >0 und "qu = Hq(ﬂ L) fir a > 0.
Aus dem Isomorphismus (=) in 1. 2. (e) und der Tatsache,
dafl die singuldre Faser Xs auf den Punkt x zusammenzieh-
bar ist, folgt wieder mittels [1o] L.11.1

n

[} po —_ p e
"By = (RTF (£%04))g

P
2 H (XS’ OS,S) »

und also o

artet die Spektralsequenz, und es folgt

"g2C = 0 fiir p > 0 und "BOC = HO(S] . Also ent-
2 fx

Hp(gé’x) = (]R f (RX/S)) .

Damit ist Proposition 1.6 bewiesen,

1elte In der Einleitung ist erklért worden, warum die Kon-
struktion der Ableitung V&;x auf Hn(ﬁéﬂg das Problem

186st, die Picard-Lefschetz-Monodromie zu beschreiben. Bei
der praktischen Berechnung der Monodromie ist es zweck-
néakig, statt Hn gewisse andere 'HfX und "Hn zu benutzen,
die Jjetzt deflnlert werden sollen. Dle Deflnltlon ist eben~
falls kanonisch, wenn auch vielleicht nicht so naheliegend
wie die von H?’X . Wir bemerken zunfchst, daB man folgende

Injektionen von OSS - Moduln hat:
4
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. oh n—"1 »on—1 n+7] n-~1
Hn(gf,x) v Sy g /AENE L ARy > /AN a2, T

Die erste Inaektlon ist einfach die Inklusion von Hn(Qf X)
in cokern 4" 1. Die zweite Abbildung ist die Multlpllka-
tion von links mit df. Daf dies eine Injektion ist, folgt
aus dem Lemmz von de Rham. Die Cokerne beider Injektionen
sind kanonisch isomorph zu dem b X— dimensionalen kom-
plexen Vektorraum Qn x# SO daB also die obenstehenden

OSﬁs— Moduln den cflechlrlcatn Rang haben.wie H (inx). Man
kann vermuten, daB diese Moduln frei sind. Fir den Fall, dai
dies nicht so ist, definieren wir

Y _ on n-1 n—1 .
H?’X_ SZX’X/df/\SBX,X + d%X,X/Torsuon

" _ 1 n—1 .
H:.’?,x" Qx,x /af A dSBX’X/ Torsion .

Die obigen Injektionen ergeben kanonische Inklusionen

1] t

£,x

Die Definition von Vf’x 148t sich von H?’X auf 'H?’X und
"H?:x erweitern. Denn fir eine geeignete natirliche Zahl k
gilt fk"H?’X c Hzfl’X . Will man also, daf auch die Fort-
setzung ein gewbhnlicher linearer Differentialoperator

1. Ordnung ist, also (ii) in 0.3 genligt, dann hat man nur
folgende MOglichkeit fiir die Definition von V}’X

s _ k . |
f Vf’x(w) = Vf,x(f W) - x £ w .

Fir die praktische Berechnung von Ké’x ist es zweckmibig,
s
eine explizite Formel zur Verfligung zu haben. Disse erhilt

man wie folgt: Man wihle Koordinaten zo,...,zn in X.

Dann ist QE:; = OX dz , wo wir zur Abkirzung dz =
= dzo/\.../\dzn gesetzt haben. Es sel & € QX % eine n-Form
mit

k
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(Ein solches E existiert nach Definition von k) . Damn
ergibt sich aus dep Definition fir V}ﬁc auf "H? 5 un—
»
mittelbar die gesuchte Pormel: Fiir g € C&:x gilt
9

5V, , (g-az) = a(gg) - kMg az .
t4

1e5. Wir beweisen nun den ersten in der Einleitung'ange—
kiindigten Satz.

Satz 1.

i) HY _ ist ein freier O, _~ Modul vom Rang be o .
£, X S Shs f,x
Das gleiche gilt fiir 'HY . und "Hn .
’

ii) Der singuldre gewbhnliche lineare leferentialopera—

tor erster Ordnung V7 auf diesen Moduln identi-

fiziert sich kanonlsch mit der covarianten Ableitung

des lokalen transzendenten Zusammenhangs.

iii) Die Monodromie von V} % identifiziert sich kanonisch

’
mit der komplexen lokalen Picard-Lefschetz—-Monodromie.

Beweis: (i) Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus
dem in 1.3 bewiesenen Isomorphismus Hn(Q ) lﬁn(X/S)S ,
der in 1.2 bewiesenen Kohirenz von § (X/é), dem in 1.2(d)
erliuterten Isomorphismus R(X'/S') & %™ und Milnors
Ergebnis, das *? lokalfrei vom Rang bf,x ist.

ii) In 0.3 wurde bereits erliutert, wie V} - eine Ableitung
auf ™ induziert. Es ist zu zeigen, daB diese Ableitung

mit der transzendent definierten Ubereinstimmt. Das heiBt,
es ist im wesentlichen folgendes zu zeigen: BEs sei

lw] € I—InX und w eine [wl reprasentierende n-Form auf X.
Dann gllt also dw = Af A Y mit einer n-Form ¥ auf X, die wir
um einer suggestiven Formel willen mit %% bezeichnen, wo t
die Koordinate in S ist. Ferner sei v(t) € Hn(XtﬂD,t €U c s,
eine Familie von Homologieklassen, die durch Parallelver-
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schiebung auseinander hervorgehen, also im Sinne des
transzendenten Zusammenhangs einen horizontalen Schnitt
bilden, Dann ist zu zeigen

& o - S
v(t) v(t)

Diese Formel beweisen wir mit Hilfe des Residuensatzes
von Leray [25] p.86

//in _ 4 dfaw
- 2%xi -t ¢
v(t) ov(t)

Dabei ist & :Hn(Xt,C) - Hn+1(X - Xt,ﬂ) der Leraysche Co-
rand. Die Formel heift Residuensatz, weil w]Xt das

dg:lw ist. Die zu beweisende

Formel folgt nun aus der folgenden Kette von Identitéten,

Poincaré - Residuum von

wobeli an der ersten und letzten Stelle der Residuensatz
verwendet wird.

d_ w = & 1 /df/\w_1 fdf/\w
at - at 271 -t - 2ni -t -
¥(t) &Y (t) oy(t)
_ fdw Ay = /dw _
- 2xi -t £-t To2wi -t -
&y(t) oy(t)
A1 ///-df AGe ’//'gg
- 2= -t at - at *
oy (t) ¥(t)

DaB die Vertauschung von Differentiation und Integration

in der zweiten Identit8t erlaubt ist, macht man sich leicht
folgendermaBen klar., Es sei U eine Kreisscheibe in & - s,
Dann gibt es in H (X - 71 (w),c) ein oy, das in jedem

H (X - Xt,C), t € U, gerade Ov(t) induziert., Dann kann man

n+1
das Integral iiber Ov(t) natiirlich auch durch Integration
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{iber den konstanten Zykel &y berechnen und dann einen der
{iblichen Vertauschungssitze anwenden.

iii) Die letzte Behauptung des Satzes folgt trivial
aus ii),

Bemerkung: Es sei i : 8' = 8 die Inklusion, und i*iﬁn

das direkte Bild von.'Rn} Dann identifiziert sich, wie schon
in der Einleitung bemerkt, Hn X kanonisch mit einem C
Untermodul von (1 " ) , welcher (1 i ) iiber (1 S')
erzeugt. Das glelche gllt auch fiir 'Hn und "Hf x ° Fir
'Hn sieht man das wie fir Hn , und fur "Hf % wie

folgt Ist w eine (n+1)—Form auf X, die ein Element

[w] e "Hf représentiert, dann ist der Wert des [w] zuge-
ordneten Schnittes 8[p] in H” an der Stelle t € S' die
Cohomologieklasse des Poincaré-Residuums

s[w](t) = [ res ~%:¥ 1 .

1.6, Dieser Abschnitt handelt von der Beziehung zwischen
der relativen lokalen de Rhamschen Cohomologie H'(Rf ) und
der lokalen de Rhamschen Cohomologie H'(Qi ) der singu-

’
léren Hyperfliche X . S

Proposition 1.7.

) 2 0

5,8

X O/o*
1) H <Qf,x

ii)  H™R. _) ist ein endlich erzeugter O_ - Modul
fy,x/ — — Bys ——
vom Rang bf,x .

i1i) HP(Q; ) = O fiir p # O,n .
§ X
Beweis: (i) und (ii) folgen sofort aus Lemma 4.1 und

Satz 1 (i) und sind nur der Vollsténdigkeit halber noch
einmal aufgefiihrt.
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iii) PFir p > n ist die Aussage trivial. Fiir O < p < n
schlieft man folgendermaBen:

(a) Man kann eine Ableitung
. gPrg”® Drg®
V: H (Qf’x) - H (Qf’x) , 0<p<nm
definieren durch V o = dw/df, wobei diese Definition im

Sinne der Bemerkungen zu dieser Formel in 0.3 zu inter-
pretieren ist. DaB wirklich V und nicht nur £°V eine

Abbildung von Hp(Q ) auf sich selbst ist, folgt wieder

’

eus de Rhams Lemma. Denn wenn [w] & Hp(SsZ_f 5) und dw = arA Y,
dann gilt d&fAd¥ = O, alsc nach dem Lemma d¥ = AfA ¢ und

damit Viw] = [¥] e HP(Se o) + Bs gilt wieder fiir alle
g & O

V(gw) = g- V(o) + .0 ,

(b) Wir haben damit einen Zusammenhang auf ?Cp(x/s), und
es ist bekannt, daB eine cohfirente Garbe mit integrablen

Zusammenhang Uber einer nichtsinguliZren Mannigfaltigkeit

lokalfrei ist, also hier verschwindet., Mangels Referenz
geben wir hier den Beweils fiir unseren Spezialfall,

(e¢) Die Hp(ﬂ ) sind endliche Torsionsmoduln, denn

Hp(Qf )y = %P (X/S) nach Proposition 1.6, ¥P(X/S) cohi-
rent nach Satz 1.5 und nach der Bemerkung im Anschlufl an

Lemma 1.3 konzentriert auf s wegen der Ergebnisse von
Milnor.

(d) Eine triviale Rechnung zeigt, daB V injektiv ist.
Dann ist aber V wegen (c) auch surjektiv, Wire HP (%)
dann gibe es ein ¥ &€ HP(R ) mit ¥ & O, aber £Y =

Wegen der Surjektivitit von V gibe es ein w mit Y7(w)

f b

) £ 0,

Flir @ existierte ein minimales k mit £ w = 0, und es wire

k > 0, Aber dann wire ‘7(fkw) = 5V + kfk—1w, und die

k-1

ersten beiden Terme verschwinden, also auch £ w= 0 ,

Widerspruch!
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Wir wollen aus Proposition 1.7. Folgerungen fiir die Gruppen

Hp(SR;{ x) ziehen. Zunichst eine Definition: Es sel
S’

= dim, 2% _ dimg Rn+1/f .

d ¢ “f,x

£,x

Beziiglich lokaler Koordinaten gilt also
dp = dimg (£,0£/02 50 00,08/82,)/(38/82 s e 00 ,/02 )

wobel der obige Quotient der Quotient der Ideale in OK %

ist, die von f und/oder den partiellen Ableitungen erzeugt
werden., Natlirlich gilt stets

Proposition 1.8. Sein > 1

i) H (52XS %)

. D

ii) H (62X ,x)
n-1

iii) dim Hn(SBX X) - dinm H (saX X) =4

g1 on~1 . ;
iv) (% S,X) 0 genau wenn f, /d £,x torsionsfrei.

=N

Cfir O<p<n-t1 , p>n

i

Bewels Wir setzen zur Abkiirzung R% Rf Xund @ /f

= f/f‘ Qf. Wir betrachten die exakte Sequenz

0O=7F Qf - Qf - Qf/f - 0, (1)
Natiirlich hat man flir kX = 1 gerade Qf/f = RX ,x * Aus
dem Lemma von de Rham folgert man leicht, da% firp <n
die Multiplikation mit fk ein Isomorphismus ist:

~ oK oD
_fﬁf,

.

k | op
. SEf

Damit erhdlt man aus der Cohomologiesequenz zu der Sequenz
(1) Pir p < n - 1 eine exakte Sequenz
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k
e B R EP(R) - #P(eueN) - BMN(e) -

Damit folgen (i) und (ii) aus Proposition 1.7.

Nun zu (iii)! Fir hinreichend grosses k » K ist fk9?+1 = O,
also Hn(fkﬁ%) & cokern &% = 9?/69?~1 . Damit erhslt
man aus der Cohomologieseguenz zu (1) fir k > K die exakte

Sequenz
-1 . k n-1 - fk , n . k
o - ®* (Rp/£7) = cokern d > Hn(ﬁf) > H(R/f7) » 0

Hieraus folgt zweierlei:

(a) Pir hinreichend grosses k ist Hn—1(9£/fk) die Torsion
von cokern dn_1 und also insbesondere die Dimension dieser

Gruppe unabhingig von k.

(b) Piir hinreichend grosses k ist din Hn(Qf/f
- dim Hn(ﬁf/f ) = by . » denn im(. fk) ist eln freier C
Modul vom Rang bf’ und im (. fk+1) = f. 1m(f Y .

Nun betrachte man die exakte Sequenz

k+1) _

BN & - [P . 7oK+ . /oK
0 »«fkef/f 19f - e/t s e e 50 (2)

Mit Hilfe des de Rhamschen Lemmas ilberzeugt man sich wiederum
leicht, daf die Multiplikation mit fk fir p £ n einen Iso-
morphismus definiert:

~ K k+
eP/rel = £eb/r 19? . (3)

Damit erhilt man unter Berlicksichtigung der bereits bewie-
senen Aussage (ii) das folgende Stiick aus der exakten Coho-
mologiesequenz zu (2):

o - & (er/e) - By ) - w0 e5)
SR G Wil OIS S I I I C V2 2 BRI

Daraus folgt fiir hinreichend grosses k unter Benutzung von
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{a) und (b)

dim Hn"(gé/f)

]

aim BMeer/e ey - e - (B)

Aver wegen des Isomorphismus (3) und fk9?+1

= O flir k > K
hat man eine exakte Sequenz

o - Hﬁ(ﬂé/fﬁif) - Hn(fkgf',/fk-“ig‘%) - 91f1+1/f -0, (5)
Aus (4) und (5) folgt unmittelbar (iii) .

(iv) Die Behauptung folgt daraus, d4af kanonlisch

e2/ael~/e = e /ad™! . Die Dimension des Vektor-
8yX Sy X

raumes links ist nach dem’ Nakayama-Lemma die minimale Epr-

zeugendenzahl von 53?/@9?—1, die Dimension rechts ist gleich

s Ny S n+l . . .
dim H (SBX Y o+dim Qf’x/f . Diese Zahl ist gleich bf,x

SsXp 4, .

genau wenn HO© (QX ) = 0, Damit folgt die Behauptung
8, X

aus Satz 1(i) .

Bemerkungen:

1) Wir haben der Einfachheit halber in Proposition 1.8 den
Fall der RKurven n = 1 ausgeschlossen, Mit den entsprechenden
Modifikationen ergibt der obige Beweis sofort:

Zusatz:

Xs sei eine 1-dimensionale in x irreduzible Hyperfliche.

Dann gilt

e}

fe) . . . £ .

ey )=¢ ; H(% )=0¢7F ;e )=o0,p>1.
Sy X Sy X S,X

Dieses hier mit topologischen Methoden bewiesene Ergebnis

kann auch rein algebraisch bewiesen werden, wie Mumford ge-

zeigt hat (unverdffentlicht) .
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2) Wenn Hn—1(9k ) = 0, ist natiirlich wegen (iv) auch
S,X
(R

% X) frei, also damn
14

2= B .

f,x

%) Vermutung: Fiir eine isolierte n-dimensionale Hyper-—

flichensingularitit (XS,X) mit n>1 gilt stets Hn—1(9' )= O

Xs,x
Falls diese Vermutung zutrifft, ist damit die Struktur des

Poincarékomplexes Q% flir isolierie Hyperflichensingula-

X
?
ritéten (Xs,x) vollstéindig aufgeklért, Insbesondere gilt
unter dieser Voraussetzung folgendes, Die Hyperflichensingu-
laritét sei durch £ € Oy _ gegeben, Dann gilt das Poincaré-

lemma, d,h., O = € - % ist exakt, genau wenn

Xs,x
£ e (af/azo,...,af/azn) .

) Eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit des
Pcincaré-Lemmas fir beliebige komplexe Riume, nimlich holo-
morphe Kontraktibilit#t, ist von Reiffen in [33] angegeben
worden, Bemerkenswerterweise sind fast alle reduzierten
Gegenbeispiele von Reiffen zum Poincaré-Lemma Hyperflichen.
Uber den Poincarékomplex beliebiger komplexer Riume weil
man nichts, auBer daf fiir eine isolierte Singularitit (¥,y)
der komplexe Vektorraum Hp(Qi’y) nach [2] endlichdimensio-
nal ist.

§ 2. Regularibit

2+.1. Es sei A eine quadratische Matrix von meromorphen
Funktionen einer komplexen Variablen t in der Umgebung des
Nullpunktes, Flir das System gewShnlicher linearer Differen-
tialgleichungen erster Ordnung

dw
H—AW
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sind s@mtliche Fundamentalmatrizen ¢ von der Form

0 = st ,

Dabei ist M eine konstante Matrix und S eine Matrix von
Funktionen, die in einer punktierten Umgebung des Null-
punkts holomorph sind, Wenn die Koeffizienten von S im Null-
punkt sogar meromorph sind, ist die Differentialgleichung
dort regulir singulir. Diese Bedingung ist offensichtlich
dquivalent dazu, dafl die Lisungen ¢ der Differentialglei-
chung im folgenden Sinre flir t = 0 nicht schneller als Po-

tenzen von t wachsen., Es gibt eine Kreisscheibe U um den Null
punkt, so dafi flir Jjeden Sektor K von U und jeden Zweigvon ¢
auf X gilt

-N

| o) || < o |t]

mit geeigneten Konstanten ¢ und N, Dgbei hingt ¢ von K und
dem Zweig von ¢ ab.N kann vom Zweige unabhZngig gewihlt
werden, weill die Zweige von ¢ als LOsungen des linearen
Differentialgleichungssystems einem endlich-dimensionalen
Vektorraum angehOren.

2,2, Wir beweisen jetzt das zweite wichtige Resultat lber
die Ableitung Y@zx .

Satz 2.

<7f,x ist regulir singulir.

Beweis: (a) Zunichst zeigen wir, daB es geniigt, folgendes
zu beweisen, Es sel w eine holomorphe n-Form auf X, ferner
Y(t) € Hn(Xt,C) eine Familie von Homologieklassen, die
durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen, und
J die holomorphe Funktion auf der universellen Uberlage-

Yo
rung von S - g, die durch
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JY,&t) = ‘//w

v(t)

definiert wird, Dann widchst Jyw nicht schmeller als Po-
tenzen von t. Bewelis der Reduktion: Es selen w1,...,wb
holomorphe n-~Formen auf X, die elne Basis von 'Hp'x repri-
sentieren, b = by . . Ferner seien 1v,(t) €K (xt,c),

1 =1,000,b, horlzontale Familien von Basen von H (X ,C)

Schlieflich sei J die b X b— Matrix mit den Koefflzlenten
Jik’ WO J//
Jik(t) = W .
¥y (%)
Nun sei @ = 3 g eine Lisung von V}’X(w) = 0, Dann

,//; = ¢y konstant.

¥, (%)

ist

Mithin gilt flir die Spaltenvektoren ¢ = (¢1,...,¢b) und
Cc = (01’...’%)

Wenn daher die Koeffizienten von J nicht schneller als
Potenzen von t wachsen, gilt das gleiche fiir ¢, Also ge-
nligt es in der Tat, das Wachstum der Funktionen Jyw abzu-
schétzen,

(p) Die gewinschte Abschiitzung ergibt sich aus einem ent-
sprechenden Resultat von Ph,A, Griffiths fiir meromorphe
Differentialformen auf Familien algebraischer Varietiten.
Un dies zu sehen, benutzen wir die in 1.1 konstruierte
Familie von algebraischen Varietédten £ : V = P1 mit der
gegebenen Singularitit in x € V,

Wir werden in § 3 sehen, daB fiir eine geeignete Potenz des
maximalen Ideals m C C%;x gilt

135

33



3L BRIESKORN

Kgn n n—1 Qn—1
m V,x c fQV, + df/\S?-V’ + d v,x
ol

Das heifit: Représentieren W ,...,a € QV 4 eine Basis
von Hn x9 SO auch alle w1”"'mb , welche sich von den
wy nur um Elemente aus 111K$2.’$:X unterscheiden., Mit Hilfe
i

dieser Tatsache verschaffen wir uns folgendermafien eine
Basis von 'H? % die von meromorphen Formen auf V repré-

H
sentiert wird. Bezliglich der Einbettungen
Ve Pn+1 x P1 C'P2n+3
hinreichend allgemeinen Hyperebene E, Dann ist

_ 4o 1471 1
Pn+1 X P1 - R Pn+1 X {m} isomorph zu C x €, Auf
n+1

sei V° der Schnitt von V mit einer

C b3 01 kénnen wir nach dem oben Gesagien n-Formen wi
mit polynomialen Koeffizienten finden, in denen t und dt
nicht vorkommen und die eine Bgsis von 'Hn reprasen—
tieren, Diese wl setzen sich zu meromorphen Formen auf
Pn+1 X P1 fort und ergeben bei Beschrinkung meromorphe
n-Formen auf V.,

Fir die so erhaltenen Differentialformen w auf V
sind die Bedingungen des in [14] 20.3 bewiesenen
Regularititssatzes von Griffiths erfiillt: Die holomorphe
Abbildung £ ¢ V — P1
braischer Varietiten der von Griffiths betrachteten Art,
T ist hbchstens liber endlich vielen Punkten von P1
l1r, @ ist eine meromorphe n-Form auf V mit Pol lings Vm

ist eine eigentliche Abbildung alge-
singu-~

und die wIV sind geschlossen, Dann gilt fiir jede horizon-
tale Familie von Homologieklassen ¥(t) € Hn( -V, NV ¥
Die Funktion

[ w

¥(t)

wichst fir t — to héchstens wie Potenzen von t - to.

Wenden wir dies auf die Familien von Zykeln in Hn(xt) an,
genauer: auf deren Bilder in Hn(Vt - Vt ﬂ:Vm), dann er-

halten wir fir die PFunktionen JYm das gewinschte Wachs-
i
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tumsverhalten, Weil die wi eine Basis von ’H? % bilden,folgt,

»
daB Jyw h8chstens wie Potenzen von t wichst, Damit ist

die Regularitit bewiesen,

Bemerkung: CGriffiths Beweis des Regularitétssatzes ist
eln relativ komplizierter Induktionsbeweis mit Benutzung
von Lefschetz' Theorie der Homologie algebraischer Varie-
téten, P, Deligne hat klirzlich auf der mathematischen
Arbeitstagung in Bonn einen sehr kurgen direkten Beweis
skizziert., Hierbel wird zunZchst durch Auflbsen der Singu-
laritéten auf den Fall reduziert, wo Polstellendivisor

und singulére Faser nur transversale Schnitte haben, und
dann wird in dieser relativ einfachen Situation das Wachs-
tum der Differentialform und des Volumens des Zykels,iiber
den zu integrieren ist, direkt abgeschitzt.

2,3, Eine regulire singulire Differentialgleichung wie

in 2.1 mit der Fundamentalmatrix S-tR geht durch die Trans-
formation w = Sv offensichtlich in die Differentialglei-
chung

-1

dy = % Rv

at
mit einem Pol 1. Ordnung iUber. Da umgekehrt jedes System
mit einem Pol erster Ordnung nach einem klassischen Satz
von Sauvage regulir singulir ist, ist ein Differential-
gleichungssystem genau dann regulir singulfr, wenn es mit-
tels einer meromorphen Matrix T auf ein System mit einem
Pol 1, Ordnung transformiert werden kann., Nach einem klassi-
schen Satz von Horn geniligt dazu eine Matrix mit endlich
vielen Termen

Iutz [26] und, entgegen Lutz' Behauptung, auch Moser [30]
haben Abschitzungen fir N angegeben. Benutzt man Lutz'
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Resultat, daf fiir eine reguliire singuliire Differential-
gleichung

& ~k i
aw - 3 %
at = ¢ (i=o At ) w (%)

mit k> 1 die Matrix A nilpotent ist, dann kann man unter
Benutzung von Mosers Theorem 2 in [30] die Abschitzung ge-

ringfigig verbessern und erhilt folgendes:

Proposition 2.1

Ein reguldr singuliires System von b Differentialgleichun~

gen (%) mit einem Pol der Ordnung k und mit einer Matrix

A, vom Rang r als erstem Koeffizienten kann durch eine
Matrix

auf ein System mit einem Pol 1., Ordnung transformiert
werden, wobei N <2 ((k = 2)(b - 1) + )

Die Matrix T kann im Prinzip durch Lisen endlich vieler
algebraischer Gleichungen fiir die Koeffizienten de’r Tv ge~
funden werden, nimlich der Gleichungen, die ausdriicken,
daf

1

1 ap

T!

nur einen Pol 1. Ordnung hat, Die Koeffizienten dieser
Gleichungen sind Linearkombinationen der Koeffizienten
endlich vieler A , deren Zahl wegen Proposition 2.1 in
Abh#Engigkeit von b und k abgeschitzt werden kann, -

Fir Systeme mit einem Pol erster Ordnung hat man einen
Algorithmus zur Berechnung der Ldsungen (vgl.,z.B. (6]
Ch.iv.L und p.137). Insbesondere gilt: Ist B, die polare
Matrix, so hat eZﬂiBO das gleiche charakteristische Poly-
nom wie die Monodromie der Differentialgleichung. Wir
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fassen zusammen:

Bemerkung 2,2, Die Monodromie und insbesondere ihr charak-

teristisches Polynom kdnnen fiir ein regulér singulires
System von b Differentialgleichungen

(o0}

aw  _ t"k (2

i
AtT) w
5 i

o

aus endlich vielen Ai’ deren Zshl durch b und X abschitz-
bar ist, in der oben beschriebenen Weise berechnet werden.

§ 3, Algebraizitit

5.1+ Der Beweis des folgenden Satzes stammt von Thomas
Bloom.

Proposition 3.1.

Es gsel w ein isolierter singulirer Punkt eines komplexen

~

Raumes W, Eg sei QW w der Differentialformenkomplex von
. s
W in w und QWVV dessen Komplettierung, Dann induziert

14
die Inklusion dieser Komplexe einen Isomorphismus endlich-

dimensionaler komplexer Vektorriume

B (%) 8 H (G ).

Beweis: (a) Es sei g : V = W eine Aufldsung der Singula-
ritéten im Sinne von Hironaka, und A = g_1(w) die redu-
zierte exzeptionelle Faser Uber w, Die AuflSsung sei so
gewthlt, daf A lokal beziliglich geeigneter Koordinaten

&mdla-”.%

ZyseeesZ = O beschrieben wird, Es sei

n r
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9%,der Differentialformenkomplex von V und §§.seine Be~
schréinkung auf A. Bs seli m die Idealgarbe von w in W,
und es sei QW,W die m.~ adische Komplettierung von 9Wgn'

SchlieBlich sei

ﬁ. . - - k -
QV = lim Qv/m QV .
k

Man hat offensichtlich ein kommutatives Diagramm von Kom-—

plexen
o*
Waw ——— HO(A_,@/_)
Ke (o] Fagy
5%%w - H (A,RV)

Hierin sind kern (g*) und cokern (g*) endlich-dimensional,
denn nach Grauerts Endlichkeitssatz ist g*g% cohirent, und
Kern und Cokern von QW - g*Qﬁ sind in einer Umgebung von
w auf w konzentriert und gerade gleich kern (g*) und cokern
(g*). Der Homomorphismus g* ist die Komplettierung des
OW,W -~ Mcdulhomomorphismus g%, denn aus Grauerts Hauptsatz
IT a in [11] zusammen mit EGA O, 3.2.6 und [10] L.11.1 folgt

o] 8"V oo o] . *Y o~ oy, 1O . k.o =.
H(4,8) # Lin © (A,Qv/mkszv) 2 lim HO(a,80)/mu0(n,85) .
k k
Da die Komplettierung ein exakter Funktor ist und kern (g¥)

und cokern (g*) wegen Endlichdimensionalit&t schon komplett
sind, folgt

xern (g*) 2 kern (g* ) und cokern (g%) = cokern (g*).

Daher erhalten wir aus dem obigen Diagramm sofort den ge-
wiinschten Isomorphismus H.(Qﬁ w) = H* (8, w), wenn wir

H
zeigen konnen, daf die Komple%tierung einen Isomorphismus
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1t (50(8,8)) = B (1%(a,8))

induziert, Dieser Isomorphismus wird in (b) - {(d) be-

wiesen,

(b) Bs sei J die Idealgarbe von A, es sei a¥ der kom-
plexe Raum (4, OV/Jk) und QAk dessen Differentialfor—
menkomplex, schliefilich

QAOQ = lim QAk .
k

Fir X¥ = kern (9%.* QAK) folgt aus der Definition von
QAK trivialerweise

. X e B
7 QV c K¥ ¢ & QV .

Also folgt ein kanonischer Isomorphismus

2w & .

Die Anmahme Uber A impliziert, daf Ak lokal holomorph
contrahierbar ist., Also ist nach Hilfssatz 2 in [33] fup

die konstante komplexe Garbe C auf A
0-C- QAK

eine Auflésung., Nach EGA 0, 13.2.3 folgt daraus, daR
auch
O"G"’Ql,;oo

oder, was wegen des obigen Isomorphismus das Gleiche ist,

o0=C- QV

eine Aufldsung ist. Natlirlich ist wegen des klassischen
Poincaré-Lemmas auch

0-C %y

eine Aufldsung.
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(¢) Aus EGA O, 13.3.1 folgt

HQ(A,%) ¥ lim Hq(A,Sa;,/mk Ry) firq >0 .
k

Aus Grauerts Hauptsatz Ila in (141 folgt

R a s K o0y~ O nt .
lin H (A,Ry/m" R5) = H (A,QV) fiir ¢ > 0 .
k

Insgesanmt also

/14

B4, E) Hq(A,%) fir g > 0 .

(d) Weil die Komplexe % und £ nach (b) Aufldsungen
von C sind, konvergieren die zugehlrigen zweiten Spektral-

sequenzen gegen H(A,C),also (vgl. [1o], 4.5)

gP2 _ Hp(HQ(A’§b)) = H"(4,C)

2
£5% = #P(u%(a,8,)) == 1" (4,0) .

Die Inklusion ﬁbﬁ §§ i?duziert einen Homomorphismus von
Spektralsequenzen E + E , Flir diesen gilt offenbar:

(i) E_& Ew und wegen (c) auch (ii) qu = qu fir g > O.
Flir Spektralsequenzen mit nur endlich vielen nichtver-
schwindenden Eg’q folgt aus (i) und (ii) leicht die Iso-
morphie der Spektralsequenzen, das heift also

EPC = gPO , und das ist gerade der Isomorphismus
HP(HO(A,QQ)) = HP(HO(A,Q%)). Daraus folgt nach (a) der
gewlinschte Isomorphismus, Da die Endlichdimensionalitit
bereits in [2], 3.17 gezeigt wurde, ist damit Proposi-
tion 3,1 bewiesen,

2.2, Dieser Abschnitt handelt von der Komplettierung
der relativen de Rhamschen Cohomologie der Abbildung

£ : X5, Es sei ﬁi,x die Komplettierung von 52}'(’Xbeziig—
lich der durch das maximale Ideal m von O definier~

Xx
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ten m-adischen Topologlie., Dann definieren wir:

& ¢ = 8,/ afa QX,X

ﬁrfl,x = Hn(§f',,x) / Torsion

'ﬁlfl’,x = ﬁ?,x / d@?"}: / Torsion
"Hlf,'l,x = §§j’; / df/\d@%’}z / Torsion

Flr OS -~ MocdulnHsel dieKomplettisrung bezliglich der
durch das maximale Ideal (f) von OS o definierten (£)-
adischen Topologie mit H bezeichnet.

Proposition 3.2,

Es gibt kanonische Isomorphismen

fo,x® Moy
"Hex S
Beweis: Man betrachtet wie im Bewels zu Proposition 1.8

die langen exakten Cohomologiesequenzen zu den kurzen
exakten Segquenzen

Ky K+4 o . k+ .
O = /e o oon/eE S peE o

A

Ay a * k
R Wil AR I S

Da das Lemma von de Rham auch auf den formellen Fall an-
wendbar ist, lassen sich die fraglichen ﬁberlegungen von
1.6 ebenfalls auf diesen Fall {ibertragen. Durch Vergleich
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der beiden exakten Cohomologiesequenzen folgt mittels
Finferlemma durch Induktion {iber k

H(/e%) = m(&/c5) .

Dabei ist der Induktionsanfang gerade Proposition 3.1.
Aus dem obigen Isomorphismus folgt insbesondere trivialer
weilse

n /. kon n-14
R Q@
Qf/f f + 4 £

12

~ k”n An_-1
B e
o/t wo o+ oakgTl

Also gilt beim Ubergang zum inversen Limes fiir k = o
N, .on~1y"% gn o dn-1y" ~  &n . sn-1
(Qf/dgf ) - ( f/d f ) - f/d g .

Hieraus folgt sofort 'R = R . Damit folgen die
fyx f,x

{ibrigen beiden Isomorphismen aus den Inklusionen
c ! oo s . o ol o oupt
H?,x Iﬁix H?,X b821ehungswgi$e Hf,x Hf,x Hf,x’
deren. cokerne alle isomorph zu 9f % sind, Wir bemerken
’

noch, daf natiirlich auch gilt

114

HN(E ) = E(er ).

f,x

3¢5, In diesem Abschnitt wird die Algebraizitit von

vf, X ~n

chen Methode wie in 0.3 ein V. auf H definieren,
f,x fyx

b
und dieses identifiziert sich trivialerweise vermdge der

bewiesen., Natiirlich 188t sich genau nach der glei-

Isomorphismen von Proposition 3.2 mit dem auf H?ix defi-
’

nierten V}’X.
Nun wéhle man wie in 0.5 komplexe Koordinaten ZoreeesZy
in X, so daf f(zo,...,zn) ein Polynom ist, Durch die

Koordinatenwahl erhilt man einen Isomorphismus

n

QX,X = A’( ;22 C [[Zo""’zn]] dzi) .
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Wenn nun @ irgendein Automorphismus des Kdrpers der
komplexen Zahlen C ist, dann operiert @ auf den Koeffi-
zienten der formellen Potenzreihen und definiert so
elnen Isomorphismus

. @ &
g f,x Pfyx
P ~.
¢ : H (Saf’x) —’Hn(53¢f,x) .

Dieses sind Modulhomomorphismen Uber dem Ringhomomorphis-—
mnus

cllr]] - clleel]l ,

welcher £ in #f abbildet und auf C gerade @ ist, Also
erh#lt man einen Isomorphismus mit der gleichen Eigen-
schaft

’

on
Damit erh&lt man schlieflich mittels der Isomorphismen
von Proposition 3.2 den in der Einleitung angekiindigten

Isomorphismus
¢ H?;Xﬂ Hgg,x ¢
Fir dlesen gilt:
Satz 3
2 vf,x = v¢f,x° ?
Beweis: Wegen Proposition 3.2 geniigt es, die entsprechende

Formel fir ﬁ? zu beweisen. Aber diese ist trivialer-
] ~
welse richtig, denn fir [w] e Hf Xmi‘b aw = df A v gilt
L
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trivialerweise

g o V}ﬂc[wl = ¢lv] = [pv] = V%f,x[d(¢f)A g(v)] =

V¢f,x[¢(df/\v)] = V¢f’xo¢ [w] ,

%,, Die folgende Proposition fiihrt zu der M&glichkeit,
die Monodromie in endlich vielen Schritten zu berechnen,

Proposition 3.3.

Die Restklassenabbildungen

g '
4Lx ” H?,x
Sn+1 1

SBX, X ~ Hf‘ b4

sind stetig beziliglich der adlschen Topologien, die durch

die maximalen Ideale von O < bziehungsweise OS defi-
) !

niert werden.

Beweis: Wir zeigen Stetigkeit von égtl 9n+1/df/\d9ni; .
Daraus folgt sofort die Stetigkeit der zwelten.Abblldung
in Proposition 3.3. Die Stetigkelt der anderen Abbildung
wird v61llig analog bewiesen, Es ist also zu geigen:

Fir jedes k existiert ein N(k) mit

N(k) gnt1 ~ pkgnt gn—1
m X, x £y g AT AR (+)

Die 9§ x sind nach Wahl von Koordinaten isomorph zu direkten
4]

Summen von C[[zo,...,zn]] und werden daher mit der Topo-

logie der einfachen Konvergenz auf den Koeffizienten der
Potenzreihen zu Fréchetriumen, Die Abbildung

gn+1 gn—1 gn+1
X,x ® X,x ~ X,x °?

welche ¢ @ V die Differentialform fk¢ + dfady¥ zuordnet,
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ist offensichtlich eine stetige lineare Abbildung von
Fréchetrdumen und hat elnen endlichdimensionalen Cokern,
weil "Hn /fk = "H /f nach Proposition 3,2 und weil
"Hn ein endllch erzeugter O s,8” Modul ist, Aus dem
Corollar zu Theorem 2 in [35] folgt allgemein, dafl eine
stetige lineare Abbildung von Fréchetriumen mit endlich-
dimensionalen Cokern ein abgeschlossenes Bild hat, Ein
abgeschlossener endlich-codimensionaler Unterraum V von
G[[ZO""’ZH]} enthilt aber stets eine Potenz des maxima-
len Ideals,

Beweis: Es sei W = G[[zo,...,zn]], W* der Dualraum der
stetigen linearen Funktionale auf W und

vt {1ews | 1lv =01

i

vl {wew | 1(w)=o0rfir1evt}.

Wegen der Abgeschlossenheit von V gilt V = vt o, Wegen
der Endlichdimensionalitit von W/V ist vt endlichdimen-—
sional. Jedes Element aus W* ist aber offensichtlich nur
auf endlich vielen Monomen von Null verschieden, Daher
folgt mN C V fiir ein hinreichend grofes N, Damit ist Pro-
position 3.3 bewiesen,

Bemerkungen: (1) Aus Proposition 3.3 Ffolgt mittels Pro-
position 3.2 natiirlich auch sofort, daB

Qn - 1 n
X, x Hf,x
n+1 - R
xx f,x

stetig bezliglich der adischen Topologien sind,

(2) Der Beweis von Proposition 3.3 sagt nichts {iber das
minimale N(k), fiir das die Inklusion (+) gilt. Die Kennt-
nis dieses Minimums Nf(k) whre fUr die praktische Berech-
nung der Monodromie wiinschenswert. Beispiele zeigen, daf

147

L5



L6 BRIESKORN

fiir gewisse T die Funktion Nf(k) eine lineare Funktion
von k ist (oder wenigstens durch eine solche abschitz-
bar).

3,5, Die bisher bewiesenen Resultate ermiglichen es,
in gewissem Sinne Af,x in endlich vielen Schritten zu
berechnen., Dazu genligt es nach Satz 1, Satz 2 und Propo-
sition 3.3, die Selbstabbildung f V’ )X des endlichen

C[[f]]— Torsionsmoduls

9n+1 Ne(K) gn+t1 | -Kan+i A ghn-1
Hy = /m X,x T Ny, TAEATE

zu bestimmen und dann die in 2.3 beschriebenen Rechnun-
gen auszufihren, Dgbei ist k = kf % die Polordnung von
H
Y7f z und K eine nach 2, 3 in Abh#ngigkeit von bf 4 und
]

kf 5 @bzuschitzende Zahl, wihrend N, (x) die in 3 de-
flnierte Zahl ist,

Wir setzen voraus, dafl £ ein Polynom f(Z see.s2 ist,
’ 0 n

und k
fyx f,x
damit auch X in Abhingigkeit von g und n mittels der

Resultate von Grete Hermann [18] abschitzen, Allerdings

Der Grad von f sei g, Dann lassen sich D und

diirften die so erhaltenen Abschitzungen fir die prakti-

sche Berechnung von Af x nicht sehr gut brauchbar sein.
1 4

Im folgenden wird - nur zur Vereinfachung der Diskussion
angenommen, daf 9§+1/df/\d9§ ; keine Torsion hat und

also gleich "Hn 1st Vermutllch ist dies ohnehin stets’
der Fall, Dann érglbt sich etwa folgendes

Programm zur Berechnung von Af,x

(1) Berechnung des Ranges bf < *

(2) Berechnung einer Basis von “Hn

(3) Abschitzung der Polordnung kf .
’

(4) Berechnung von V’ . Pis zu hinreichend hoher Ord-
nung. T

(5) Berechnung der Transformation T auf einen Pol
1. Ordnung.
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{6) Berechnung von Af ; aus der Pol-Matrix der trans-
4
formierten Differentialgleichung.

Eriguterungen: (1) Fir eine geeignete Potenz des maxi~
malen Ideals m € G[[zo,...,zn]] = C[[g}] gilt

m" < (8r/0z_,...,08/02) = (8£/2z)

Wenn r bekannt ist, ist bf - als Codimension des Unter~
raumes (af/ag)/mr in dem endlich-dimensionalen Vektor—
raum C[[g]]/mr mittels linearer Algebra berechenbar, Die
Zahl r kann nach [18] theoretisch in Abhingigkeit von g
und n abgeschitzt werden, Praktisch ermittelt man sie
besrer als minimales r, fir welches alle Monome vom Grad r
in (8f/9z) liegen., Ob ein Polynom P € cllzl] in

(af/0z) < G[[g]} liegt, kann mittels linearer Algebra
festgestellt werden, Denn nach GAGA [36] ist fir jeden
lokalen Ring R mit Komplettierung ﬁ das Paar (R,ﬁ) platt,
Angewandt auf den lokalen Ring von C[zo,...,zn] in
(zo,...,zn) ergibt dies:

PE (0r/iz) < P= 23 Pi/Qi af/azjL mit

Pi’Qi = G[Zo,.o-,zn]" Qi(o) :L 0.

Der Grad von Pi,Qi ist nach [18] aurch g und n und den
Grad von P abschitzbar.,

(2) Man findet mittels linearer Algebra ein minimales s
mit

. 911’*‘1 s San+1 + 9n+1 + Qn—’l -
dim Ry o/ w7 Ry Ty, ANy o bey *

o
deren Restklassen in diesem Vektorraum eine Basis bilden,

reprisentiert eine Bgsis von ”H? x °
14

i i
Jedes System von Formen W, = z.0- ...z 0 dz N,...Adz
i n 0 n?
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(3) Nach den Bemerkungen in (1) findet man mittels

linearer Algebra ein minimales %X = Kf %
’

£ mit rationalen Koeffizienten, so daB

und eine n-Form

£ dg = af A E

Nach 0.3 gilt kf < X . Man beweist Ubrigens leicht
,X = I,x
+ 1.

die Abschiétzung %f,x L d

f,x
(L) Die Zanl Nf(K) wird mittels linearer Algebra als die
minimale Zahl bestimmt, so daB dim HK = K- b . Dann
berechnet man die Matrix, welche f%Y7 auf HK bezugllch
der Basis wy beschreibt, mittels der Formel am Ende vor
1.4 unter Benutzung der in (3) bestimmten Form & .,

(5) Die Berechnung von T ist in 2.3 erklirt.

(6) Die Berechnung von A ,x us den in (4) und (5) er-
haltenen Daten ist in 2 3 erklart U'brigens geniigt es,

die Koeffizienten von & mit einem Fehler < % zu be-

£, x
rechnen, 4 ist n&mlich ganzzahlig.

f,x
Wir fassen zusammen, Falls man als Schritte zur Berechnung
von A aulier den rationalen Rechenoperationen flir kom-
plexe Zahlen auch das L&sen endlicher Systeme algebraischer
Gleichungen zulsft, gilt

Proposition 3.,.4.

[

ist als charakteristisches Polynom der Monodromie

f _ ===

’
von VQ,X in endlichen vielen Schritten berechenbar.
?

é;é; Als einfache Anwendung geben wir einen Algorithmus
zur Berechnung von Af - flir quasihomogene Polynome f an.
b

Eine andere und sehr interessante LOsung findet man bei
Milnor in [28},
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Die Nullstellenfliche eines guasihomogenen Polynoms
kann offensichtlich holomorph auf den Fullpunkt contra-
hiert werden. Also ist die Poincaré-Seguenz exaki, und
es gilt "H?’X/f 1"‘“’/cmf*/\ % _ . Die Polordnung ist
kf,x
Formel sieht. Mithin genugt es, den durch Y7 cinduzier-
ten Endomorphismus von "H /f Zu berechnen. Offenbar

=1, was man audh aus der verallgemeinerten Leibniz-

erhdlt man also folgenden Algorlthmus zur Berechnung von

Af durch lineare Algebra,
y X

Proposition 3.5.

it natirlichen Zahlen WosoeesW und q sei ein guasi-
homogenes Polynom mit einer isolierten Singularitit im
Nullpunkt x. BEs existieren b Monome zJ0F,  , zIng |
die in ¢llz ot e rZy 11/(8r /82 ’,)f..,af/az ()) eine Basis

reprasentleren. Es gilt

Pr x 2”‘1050 (Jap*1)vy/a
A, _(n) = @ (- e ).
' B=1
a a
Beispiel: f = z+...* 2z} .
1 in
Monomiale Basis: 3z~ ... Z, mit 0 < T o
omi 2 jk/ak
x(h) = 1 (A -e .
O<Jk<ak

Diese Formel war in {h] mit Hilfe von [31] abgeleitet
worden,
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37. Zum Abschlufi erwihnen wir einige offene Probleme,

(1) Ein Problem, das in natiirlicher Weise durch diese
Arbeit aufgeworfen wird, ist die Entscheidung der Vermu-
tung in 1.6. Ist der Differentialformenkomplex einer iso-
lierten n-dimensionalen Hyperflichensingularitit an der
(n-1)~ten Stelle exakt? Das heiBt: Ist die relative de
Rhamsche Cohomologie einer isolierten Hyperflichensingu-
laritét torsionsfrei?

(2) Die Berechnung der Monodromie gestattet die Bestimmung
der differenzierbaren Struktur sphirischer Umgebungsriénder
von n-dimensionalen Hyperflichensingularitdten fiir unge-
rades n., Fir gerades n wire dazu die Kenntnis der Signatur
der Mannigfaltigkeit Xt erforderlich., Gibt es eine alge-
braische Beschreibung der Signatur?

(3) H.Hemm hat vor kurzem gezeigt ([17]), das auch fiir
isolierte Singularititen von vollstdndigen Durchschnitten
beliebiger komplexer Einbettungscodimension k die Umge-
bungsrinder 2 Sphiren sein kdnnen. A, Durfee hat bemerkt,
dafl wegen der Resultate von J,.Levine im Fall k>1 nicht nur
die differenzierbare Struktur von 2, sondern sogar der
Knoten (82(n+k)—1, z2n-1)

weise Arf-Invariante bestimmt werden, Ist es mdglich,auch

durch eine Signatur beziehungs-

fir vollstindige Durchschnitte die fraglichen Invarianten
algebraisch zu berechnen?

(4) Die Berechnung von Af,x gestattet die Entscheidung
dartiber, ob die (n-2)-fach zusammenhingende Mannigfaltig-
keit 25251 eine Sphire ist, Allgemeiner kann man ver-
suchen, ) entsprechend bekennten Klassifikationsresultaten
fir hochzusammenhingende Mannigfaltigkeiten zu klassifi-
zieren, In [9] ist das beispielsweise fiir Smales Klassi-
fikation der einfach-zusammenh®ngenden 5-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten und sehr spezielle f gescheheﬁ. Gibt es
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algebraische Invarianten fir diese differentialtopolo-
gische Klassifikation der Umgebungsrinder?

(5) Sphirische Umgebungsrinder vollstindiger Durchschnitte
sind nie sehr exotisch, das heift: beranden stets paralle-~
lisierbare Mannigfaltigkeiten, Gibt es unter den Umgebungs-
rindern isolierter Singularititen komvlexer Riume sehr
exotische Sphiren?

Appendix

Wir haben in Satz 1 bewiesen, dafl der Rang der relativen
de Rhamschen Cohomologie einer isolierten Singularitit
von ¥ in x gleich bf;x ist., Dabei haben wir Milnors Satz
benutzt, dal dieses bf,x gleich einer gewissen Bettizahl
ist, Fiir diesen Satz geben wir hier einen einfachen Be-
veis, Dieser Beveis erklirt besonders anschaulich das
Auftreten der Zahl bf,x . Da es uns nur hierauf ankommt,

werden wir gewisse andere Resultate von Milnor einfach
{ibernehmen,

Bs sei f : (Cn+1,0) -+ (€,0) eine holomorphe Abbildung

und x = O ein isolierter singulirer Punkt von f. Es seien
€ ynd M positive reelle Zahlen und

P = {Z € Cn+1

| F(z) =m , |lzll <= b,

Fir hinreichend kleines € und im Vergleich dazu hinreichend
¥leines n ist F nach Milnor [29} eine n-dimensionale
parallelisierbare Steinsche Mannigfaltigkeit vom Homotopie-
typ eines Buketts von n-Sphiren, und es gilt:

Satz. rang Hn(F) = bf,x
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Beweig: Die Idee des Beweises ist wie bel 1€ Dlng Trang,
die Singularitidt im Sinne von Thom zu entfalten, das heiBt,
die Abbildung f in eine Abbildung fa zu deformieren, die
nur noch generische Singularititen hat, Diese lassen sich
dann sehr einfach studieren,

+
Bs sei of : Gn+1 - ¢" 1 die Abbildung, welche jedem z den
Gradienten von £ in z zuordnet.Ihre Faser iber O ist der
Nullpunkt mit dem b - dimensionalen Vektorraum

Chn+1 /(af) als St}ukturgarbe. Daher ist 9f bei O eine

analytlsch verzweigte Uberlagerung mit Uberlagerungsgrad
bf X
= (a yoresdy ) bei O genau b = bf , Punkte x in der Umge-
bung des Nullpunktes mit af(x ) = a, Letztere Gleichung
bedeutet aber gerade, daB die Abblldung fa mit

. Deswegen gibt es fir hinreichend allgemeines a =

n
£ (z) = £(z) - 2 a.z,
a 1=0 i%i
genau in den Punkten X, singulidr ist, Weil 9f in X, bi-~
holomorph ist, hat £_ in X, einen gewdhnlichen Doppelpunit,
denn die Matrix (azfa/azi azk) hat in x, Maximalrang, und
es ist wohlbekannt, daf dann fiir geeignete Koordinaten

ToseeesVy in der Umgebung von X, gilt

2 2
(O) f(yoi--'vyn) = f(XI‘) + yO Teoot yn .

Nun sei

{tec | Jls]] <n}

{ z e 6| llz|] <&}

{zev | £(z) € s }
}

{zev If()es

1

it

S
v
X
X .

Wenn a hinreichend allgemein und hinreichend dicht am
Nullpunkt gewB8hlt ist, ist aus Transversalititsgrinden
und wegen des oben Gesagten folgendes klar:
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a

(1) X% ist homdomorph zu X.

(2) £, ¢ x® - 5 ist genau in Xy T = dye0e,b = bf,x
gingulidr, Es hat in diesen Punkten géwShnliche
Doppelpunkte. AuBerhalb der Fasern durch diese
Punkte ist die Abbildung ein differenzierbares
lokal-triviales Faserblindel.

EsseiB, = {zex*| | 2- x|l <o }, wovei p > 0
so klein gewihlt ist, daf die Br disjunkt sind und die
Kugel B in einer Umgebung von X, liegt, wo fiir £ eine
Darqtollung (0) gilt, Nun seien t ,...,t € 3 die krlti—

schen Werte von f, also {t1,..., %X seeey

seien D, die Kreisscheiben Dj = {t €8 H t - tXT] ,
wobei O hinreichend klein im Vergleich zu ¢ gewahlt 1st
Man wihle Punkte % € 9D., etwa T, = t. + 8 wund ferner

j
ein t, €8 ~ {t 00ty )} Schlieslich winle nan in

35 - U(Dj - Tj) Wege Yj von t_ nach Tj derart, daf

UDj U UY Deformationsretrakt von S ist. Dann kann man
J

folgende Teilmengen von x2 definieren:

X, = £ (2,)
_ 1 _ o1
F? =T, 1 (Tj) » Foo= 1, (to)
X' =1t (W) = UX,
» ( J) J
X° =1, 1 (v, )
Y3

X1 U X2 ist wegen (2) homotopieiquivalent zu Xa, also nach

(1) auch zu X, das auf einen Punkt zusammenziehbar ist
{(vgl, $twa [28]). Daher ergibt die Mayer-Victoris-Sequenz
fir (X' U X2,X1,X2) Isomorphismen
1 2y o~ 1 2
H (X ) +H(X7) = X nX
L) + H(ET) = m( )

Aber X2 ist wegen (2) homotopiefquivalent zu F s und

X1ﬂX F1

sind, Daher gilt

U"'UFk’ wobeli die Fasern F. dlffeomorph zu F

J
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k
() 2 H () + E(F)

=1

LI -

& Hp(Fj) und H(Fj) = H(F).

Nun gibt es nach Milnor eine Homotopieiquivalenz
Ly F~stv...vsh,

Aus (3) und (4) folgt

(5) Hp<xj) =0 firop+O,n .

Die Homoclogiegruppe Hn(Xj) bestimmt man wie folgt. Es
seien

= U U
B=3B YU..UB ,
X!'=X,NB, X!=3X,-
3 J J 3

F!' = F, N B P! = P,
J J ’ J J

tde

|
tz

[
e

H

Dann ist die Inklusion FS CVXS eine HomotopieiAquivalenz,
Xé ist die disjunkte Vereinigung von b, zusammenziehbaren
Riumen, wobel bj die Zahl der Doppelpunkte X, {iber tj

ist., Behauptung: Fé hat den Homotopietyp einer disjunkten
Vereinigung von b, n-Sphiren, Beweis:

Fir x, € F3 hat Fq N B, wegen (0) eine Deformationsretrak-

J
tion auf die n-~Sphire

s? = {y | v reel1, y§+...+ v =6} .

n

Daraus folgt die Behauptung. Daher erhilt man unter Be-

nutzung von (5) durch Vergleich der Mayer-Vietoris-Sequen~

zen fir (¥X.,X!,X") und F,,F!,7Y
(X4,X},XY) wnd Ty 1, 70)

(6) rang Hn(Xj) = rang Hn(Fj) - bj

Aus (3) und (6) folgt

H MR

o
I
o’
Q
(0]
o
.

rang Hn(F) = ;
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Bemerkung: Sﬁ C P, definiert eine Homologieklasse
a, € Hn(Fj,z ). Diese d, sind gerade die schon von
Lefschetz betrachteten "verschwindenden Zyklen', Durch

Transport von dr l8ngs ¥. erhidlt man eine Homologie-
klasse e, € Hn(Fo’ Z ). Mit im wesentlichen den glei-
chen Argumenten wie oben kann man zeigen:

Zusatz: Hn(Fo,z) = Zey +ea T Be .
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Zusatz bel der Korrektur: Die Vermutung iiber die Torsions-
freiheit der relativen de Rhamschen Cohomologie, das heiBt
die am Ende von 1.6 aufgestellte Vermutung, ist inzwischen
von M.Sebastiani bewiesen worden. Der Beweis erscheint in
den manuscripta mathematica, Band 2, Heft 3 unter dem Titel
"Preuve d'une conjecture de Brieskorn®.
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