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Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl.
Von
L. E. J. Brouwer in Amsterdam.

Das Problem der Invarianz der Dimensionenzahl, d. h. der Un-
moglichkeit, zwischen einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit und einer
(m 4 h)-dimensionalen Mannigfaltigkeit (k> 0) eine eineindeutige und
stetige Beziehung herzustellen, ist fiir den Fall m < 3 von Liiroth geldst
worden*) Im Folgenden soll der allgemeine Fall erledigt werden.

§ L

Wir denken uns in einer g¢-dimensionalen Mannigfaltigkeit einen
g-dimensionalen Kubus K mit der Kantenlinge 2a, welcher durch Ver-
riickungen seiner Punkte, deren” GroBe ein gewisses Maximum b < o nicht
iibersteigt, einer eindeutigen und stetigen Abbildung o unterliegt, und
bezeichnen mit K, einen bestimmten mit K konzentrischen und homo-
thetischen Kubus, dessen Kantenlinge 24, < 2 (@ — b) ist.

Wir unterziehen K einer simplizialen Zerlegung, d. h. wir wihlen
eine willkiirliche ganze Zahl #, zerlegen K zunichst in %¢ mit ithm homo-

thetische Teilkuben mit der Kantenlinge .Z%’ und sodann jeden dieser

Teilkuben in ¢! Simplexe, deren Eckpunkte zugleich Eckpunkte der Teil-
kuben sind. Diese Simplexe nennen wir die Grundsimplexe der Zerlegung,
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ihre Eckpunkte die Grundpunkie der Zerlegung. Unter Grumdseifen der
Zerlegung vérstehen wir die in den Grenzen der Grundsimplexe auf-
tretenden (g — 1)-dimensionalen Simplexe, unter Grundkanten der Zer-
legung die in den Grenzen der Grundsimplexe auftretenden (¢—1—p)-
dimensionalen Simplexe (p>0). Diejenigen Grundseiten, welche in der
Grenze von K liegen, sollen Randseiten heiflen, die iibrigen innere Seiten.

Wir setzen fiir K einen positiven Sinn der Indikatrix fest, und in
jedem Grundsimplex bringen wir eine positive Indikatrix an.

Sei z eines der Grundsimplexe mit den Eckpunkten 4,, 4,, -+ 4 ,,,
welche durch die Abbildung « ibergehen in B, B,, -+ B,,,. Ein im
Inneren oder auf der Grenze von = liegender Punkt P liBt sich als
Schwerpunkt von gewissen in 4;, 4,, .-+, 4, , konzentrierten positiven
Massen auffassen. Bringen wir dieselben Massen der Reihe naech in
B, B,, -+, B,,, an, so bestimmen sie einen Schwerpunkt ¢, den wir P
entsprechen lassen. Alsdann wird, falls die Punkte B, B,, - -, B, nicht
in einem ebenen (¢ — 1)-dimensionalen Raume liegen, das Grundsimplex =
eineindeutig und stetig abgebildet auf ein Bildsimplex ¢, dessen Inhalt
wir, je nachdem die Bildindikatrix positiv oder negativ ausfillt, positiv
bzw. negativ rechnen werden. Wenn aber die Punkte B,, By, -+, B,
in einem (g— 1)-dimensionalen Raume liegen, so wird das Bildsimplex
singulir, und bekommt den Inhalt Null.

Indem wir mit jedem der Grundsimplexe in analoger Weise verfahren,
erhalten wir eine neue eindeutige und stetige Abbildung 8 von K, deren
spezielle Art wir mit dem Namen ,simpliziale Abbildung® bezeichnen wollen.

Falls es fiir § singulire Bildsimplexe gibt, kénnen wir mittels {eine
beliebig klein gewdhlte Grofe nicht iibersteigender}Herabsetzungen der
Verriickungen der Grundpunkte eine ,modifizierte” simpliziale Abbildung y,
fiir welche es keine singuliren Bildsimplexe mehr gibt, herstellen.

Wir beschéftigen uns zuniichst mit der Abbildung ¢ und bezeichnen
mit u die Menge derjenigen im Inneren von K, enthaltenen Punkte,
welche nicht dem Bilde einer Grundkante angehoren. Diese Menge u be-
sitzt die Eigenschaft, daB je zwei ihrer Punkie sich durch einen aus einer
endlichen Zahl von Strecken bestehenden, ganz in y verlaufenden Streckenzug
verbinden lassen.

‘Weiter bemerken wir, daB die Bilder der Randseiten nicht in das
Innere von K, eindringen kbnnen, und nennen diejenigen Punkte von g,
welche #nicht dem Bilde einer inneren Sejte angehbren, die gewihnlichen
Punlite von K,.

Seien P, und P, zwei willkiirliche gewShnliche Punkte von K,
welche wir durch einen ganz in w verlaufenden Streckenzug s verbinden,
und sei P ein variabler gewdhnlicher Punkt von K. Die Zahl der posi-
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tiven bzw. negativen Bildsimplexe, welche edecken, bezeichnen wir
mit p, bzw. p,’, die analogen Zahlen fiir Py, mit p, und p,’, die analogen
Zahlen fir P mit p und p'.

Diese Zahlen p und p’ konnen sich bei Bewegung von P an s ent-
lang nur dann #ndern, wenn das Bild 6 einer inneren Seite passiert wird.
Wenn die beiden Bildsimplexe, welche in 6 zusammenstoBen, auf ver-
schiedenen Seiten von 6 liegen, so besitzen sie dasselbe Vorzeichen, und
die Kreuzung von & hat auf die Zahlen p und p’, also auch auf die Zahl
p — 2, keinen EinfluB. Wenn aber die beiden Bildsimplexe auf derselben
Seite von ¢ liegen, so besitzen sie entgegengesetzte Vorzeichen, und die
Kreuzung von ¢ fiihrt entweder eine Zunahme von p und p’ je um eins,
oder eine Abnahme von p und p’ je um eins herbei, 188t also wieder die
Zahl p — p’ ungeindert. Mithin ist p, — p," = p, — p,’, und fiir die Ab-
bildung y st die Zahl p — p’ ir den gewihnlichen Pumkien von K, eine
Konstante.

Wenn nun fiir die Abbildung 8, in bezug auf welche wir die ge-
wohnlichen Punkte von K, und die Zahlen p und p»" in analoger Weise
wie in bezug auf y definieren, zwei gewdhnliche Punkte P, und P, exi-
stierten, fiir welche p, — p,” und p, — p,” verschieden wiren, so kdnnten
wir 3 mit solcher Genaunigkeit durch eine ,modifizierte“ simpliziale Ab-
bildung p, approximieren, daB die Punkte P, und P, fiir y, wieder ge-
wohnliche Punkte von K, wiren und die Zahlen p,, p,, p;, ps fiir y,
dieselben Werte wie fiir g besiBen, da8 mithin fiir p, die Zahl p — p’
keine Konstante sein kénnte. Aus diesem Widerspruche folgern wir, daf8
auch fiir die Abbildung B die Zahl p —p’ in den gewishnlichen Punkien
von K, eine Konstante ¢ ist.

Um den Wert dieser Konstante ¢ zu ermitteln, bezeichnen wir den
Inhalt von K; mit I, und bemerken, daB der Gesamtinhalt derjenigen
Teile der Bildsimplexe, welche in K, enthalten sind, ¢- I, betrigt. Wenn
wir dann die der simplizialen Abbildung B zugrunde liegenden Verriickungen
der Grundpunkte stetig verkleinern, bis sie alle den Wert Null erreichen,
und die Abbildung B entsprechend stetig in die identische Abbildung
ibergehen lassen, so kann dabei der genannte Gesamtinhalt keine Spriinge
erleiden, und somit die ganze Zahl ¢ sich nicht indern. Hieraus folgern
wir, daB.die Zahl ¢ fiir § denselben Wert, wie fiir die identische Ab-
bildung, d. h. den Wert 1, besitzt.

Dann aber kénnen fiir 8 in keinem gewohnlichen Punkte von K, die
Zahlen p und p’ beide Null sein, sodaB sich herausstellt, daB die dwrch 8
erzeugte Menge der Bildsimplexe den gansen Kubus K, enthils.

Indem wir nun weiter bemerken, daB die Abbildang « sich durch
eine aus hinreichend grof gewshltem » hervorgegangene simpliziale Ab-
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bildung mit jedem beliebigem Grade der Genauigkeit approximieren liSt,
zeigt sich, daB auch die durch o bestimmte Bildmenge von K den ganzen
Kubus K, enthilt.

Mithin ist bewiesen folgender

Hilfssatz. Wenn in einer q-dimensionalen Monnigfaltigheit bei einer
eindeutigen und stetigen Abbildung eines gq-dimensionalen Kubus das Maxi-
mum der Verrviichungen kleiner ist als die halbe Kamienlinge, so existiert
ein konzentrischer und homothetischer Kubus, der ganz in der Bildmenge
enthalten ist.

§ 2.

Wir nehmen nun an, daf in einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit
das eineindeutige und stetige Bild eines sm-dimensionalen Bereiches in
einer gewissen Umgebung eines seiner Punkte nirgends dicht liegt. Als-
dann existiert eine eineindeutige und stetige Beziehung & zwischen einem
m-dimensionalen Kubus K und einer in einer m-dimensionalen Mannig-
faltigkeit liegenden, nirgends dichten, zusammenhingenden perfekten
Menge C.

Wir schlieBen C in einen m-dimensionalen Kubus % ein, den wir
einer simplizialen Zerlegung ¢ unterziehen, und heben aus den in dieser
Weise bestimmten Grundsimplexen diejenigen heraus, welche jedes wenigstens
einen Punkt von C in ihrem Inneren oder auf ihrer Grenze enthalten.
Die in dieser Weise bestimmte Simplexmenge bezeichnen wir mit f und
bestimmen in folgender Weise eine eindeutige und stetige Abbildung % von
C auf eine nirgends dichte Teilmenge von K:

Jedem zu F gehorigen Grundpunkte E der Zerlegung von k lassen
wir einen solchen Punkt von K entsprechen, dessen Bildpunkt fiir die
Beziehung & in einem der Grundsimplexe, welche E zum Eckpunkte be-
sitzen, enthalten ist. Wenn dann ein Punkt P von C dem Grundsimplexe
A4, --- A, angehort, dessen Eckpunkten die Punkte B, B,,---, B, ,
von K entsprechen, so 1iBt er sich als Schwerpunkt von gewissen in
‘4,, 4;, -+, 4,,,, konzentrierten positiven Massen auffassen. Dieselben
Massen bringen wir der Reihe nach in B, B;, ---, B, , an, und lassen
ihren Schwerpunkt @ fiir die Abbildung % dem Punkte P entsprechen.

Sei R derjenige Punkt von K, der fiir die Bezichung & dem Punkte P
entspricht, so konnen wir, indem wir die Zahl der Grundsimplexe der
simplizialen Zerlegung { hinreichend groB wihlen, das Maximum der
Abstinde QR unter jede Grenze, a fortiori also unter die halbe Kanten-
linge von K herabsinken lassen. Die Beziehung zwischen den Punkten R
und den ‘Punkten @ wird dann aber eine solche eindeutige und stetige Ab-
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bildung des Kubus K auf eine nirgends dichte Teilmenge von sich, bei der
das Mazimum der Verriickungen kleiner ist ols die halbe Kamienlinge, was
nach dem Resultate des § 1 ein Widerspruch ist.

Die versuchte Annahme hat sich mithin als unstatthaft erwiesen, und
wir haben gezeigt:

Satz 1. In einer m-dimensionalen Manwigfoltigkeit enthilt das ein-
eindeutige und stetige Abbild eines m-dimensionalen Bereiches in beliebiger
Niihe eines belichigen seiner Punkie einen Bereich.

Wir nehmen weiter an, daB eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit R,
von einem (m + h)-dimensionalen Bereiche B, ., (h>0) ein eineindeutiges
und stetiges Bild B, enthilt. Dann wiirde von einem in B, nirgends
dicht liegenden m-dimensionalen Bereiche B, die Bildmenge B, in B, .;,
also auch in B, nirgends dicht liegen, was wider Satz 1 verstoBen wiirde.
Mithin gilt:

Satz 2. Eine m-dimensionale Mannigfoltigheit kann wicht das einein-
deutige und stetige Abbild eines Bereiches hoherer Dimensionenzahl enthalien.

Schlieflich nehmen wir an, da in einer m-dimensionalen Mannig-
faltigkeit das eineindeutige und stetige Bild eines (m —h)-dimensionalen
Bereiches B,,_, (h>0) einen gewissen Bereich B, enthilt. Dann aber
wiirde B,,_, ein eineindeutiges und stetiges Bild vgn B, enthalten, was
nach Satz 2 ausgeschlossen ist, sodaB wir bewiesen haben:

Satz 3. In einer m-dimensionalen Mannigfaltigheit ist das einein-
deutige und stetige Abbild eines Bereiches geringerer Dimensionenzahl eine
nirgends dichte Punlktmenge.

Die Sitze 2 und 3 enthalten beide die Invarianz der Dimensionen-
zahl als unmittelbare Folgerung.
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