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lich an die Betrachtungen anreiben, mit denen Listing seine
» Vorstudien zur Topologie“ abschliesst.

3. Verkettet mit einander sind Ringe dann, wenn die
Weite, bis zu welcher sie von einander entfernt werden
konnen, von ihren Dimensionen abhingt. Wenn eine Anzahl
Ringe eine Kette bilden, so kann keiner vom andern fiber
jede Weite hinaus entfernt werden, ohne dass mindestens
einer von allen Ringen iiber jede Liinge hinaus gedehnt wiirde,
und es miissen, wenn man die Dimensionen der Ringe hin-
linglich verkleinert, simmtliche Ringe auf einen beliebig
kleinen Raum zusammengezwungen werden.

4. Bildet ein Theil der Ringe einer Kette K, allein fiir
sich betrachtet, ebenfalls eine Kette %, so heisse %k eine Unter-
kette von K.

5. Nachdem der Begriff von verketteten Ringen darge-
stellt ist, lidsst sich der von verketteten Ringketten leicht
daraus ableiten.

6. Im Gegensatz zu Gebilden, die mit einander verkettet
sind, sprechen wir von unverketteten oder ,von einander
freien® Gebilden.

7. Unter der Beschreibung des Verkettungszustandes von
» Ringen verstehe ich die genaue Angabe der Ketten, welche
durch die Ringe gebildet werden, und der simmtlichen in
ihnen enthaltenen Unterketten.  Diese Beschreibung  wird
durch ein jetzt zu bildendes Schema geleistet.

8. Man setze in eine erste Zeile die Namen der Ringe
nebeneinander, etwa

1) R, R, Ry .... . R\, R

Dann bilde man die simmtlichen Combinationen dieser Buch-
staben zu zweien und untersuche, welche dadurch darge-
stellten Ringpaare, fiir sich allein betrachtet, mit einander
verkettet sind, welche nicht.  Die Bezeichnnngen der ver-
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Sitzunyg der math-phys. Classe rom 5. Mar: 1592,

in das zweite Drittel: Die Glieder. welche Unterketten
enthalten, ausserdem aber noch eine Gruppe G von

Buchstaben. welche zusammen keine Unterkette bilden:

in das dritte Drittel : Die Glieder, welche gar keine Unter-
ketten enthalten.

17. Die ersten Drittel der simmtlichen rechten Zeilen-
balften seien als erstes Drittel der rechten Schemahilfte be-
zeichnet. und entsprechend seien die Benennungen zweites
und drittes Drittel zu verstehen.

1%, Die Zeilendrittel balte man durch kleinere Vertikal-
striche auseinander, oder man bilde. wie in dem Beispiel ge-
schehen, gleich drei durchgehende Kolumnen von der 3. Zeile
an. Sollten gewisse Drittel gar keine Glieder enthalten, so
winl es doch gut sein. trotzdem die Trennungsstriche rzu
setzen.!) In dem Beispiel 11 enthdlt nur Zeile 5) Ketten in
allen drei Dritteln der rechten Hailfte, Zeile 3) nur zweites
und drittes Drittel. Zeile 4) nur ein drittes Drittel, Zeile 6)
nur die zwei ersten Drittel. Fiir die Ketten der ersten zwei
Drittel ist durch die unterveschriebenen Summen angedeutet,
aus welchen Unterketten und Buchstabengruppen G sie zu-
<mengesetzt sind.

II. Bildung von Ketten, deren Schema ein
gegebenes ist.

19. Man wiirde sich den Gegenstand dieses Aufsatzes
zn einfach svorstellen nnd den Zweck der Aufstellung eines
so alleemeinen Schema’s nicht einsehen, so lange man nur
an die gewihnlich sich darbietende Art der Verkettung denker
wollte. Die gewihnlichsten Ketten haben ein Schema.
dem abye<ehen von Zeile 2 die rechte Hilfte ganz
fehlt. Unser Begrift der Verkettung ist aber ein
viel weiterer, und es kann da< Zusammenhiineen

v Aehnliches gilt fir die Trennunoesstriche der Hilften.
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Aufschneiden des einen von beiden wieder von einander frei
machen kann.

23. Auffilliger ist schon die Maglichkeit, 3 Ringe so
ineinander zu verflechten, dass kein Paar derselben verkettet
ist, sondern alle drei Ringe frei werden, sobald ein beliebiger
aufgeschnitten wird.

Tait gibt eiu Beispiel fiir diese Moglichkeit, welches wir
in Fig. 2 reproduciren.?)

24. Wir sind nun weiter gegangen und haben in Fig. 4
und Fig. 5 Taf. 1I Ketten von 4, resp. 5 Ringen gebildet,
welche ganz entsprechende Eigenschaften zeigen, d. h. sofort
vollstindig zerfallen, sobald irgend einer der Ringe aufge-
schnitten wird.

Ja, es lisst sich allgemein folgender, auf den ersten
Blick sehr unwahrscheinliche Satz behaupten:

25. Es lassen sich beliebig viele Ringe R so zu
einer Kette K verbinden, dass in K gar keine Unter-
ketten vorhanden sind. Zerschneidet man einen ein-
zigen ganz beliebigen der Ringe R, so werden so-
fort simmtliche R frei von einander.

26. Nachdruck ist darauf zu legen, dass das Zerfullen
bei der Zerschneidung eines ganz beliebigen der Ringe ein-
tritt. denn Beispiele fiir Ketten aus n Ringen, die bei Zer-
schneidung eines bestimmten Ringes in ihre Elemente zer-
fallen, liegen auf der Hand: Man denke sich nur beliebig
viele Ringe auf einen andern aufgereiht, wodurch eine Kette
entsteht, deren rechte Schemahilfte die Form

1) A B CL.. L N
2) AB . AC ... AN

hat, und welche beim Zer-chueiden des Ringes A, aber keine
andern in ihre Elemente zerfillt.

1) Siehe Citat bei 2,
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dass er auf der nemlichen Seite von A, bleibt. In Fig. 8
fand zwischen zwei Ueberkreuzungen z,, ., und z,, , ein

Umfangen, Unterqueren von 4, durch A4, statt; an dessen
Stelle tritt jetzt sozusagen ein ,Reiten* von A, auf A,
zwischen zwei Paaren von Ueberkreuzungen z,,. ., 7, ,
und z,,.4 Z,,,, indem A, auf jeder Seite von 4; eine
Schleife herabhingen ldsst. In Fig. 9 befindet sich ferner
allgemein bei z, | und z, A, auf der nemlichen Seite von
A, wie in Fig. 8 bei z.

32. Nun zu A;! Mit diesem Ring bildet 4, geradeso-
viel Ueberkreuzungen wie mit A, und wir nennen die Ueber-
kreuzungen gleicher Ordnungszahl auf 4, und 4, entspre-
chende. Die Ueberkreuzungen entstehen, indem Ag jede der
von Ag herabhdngenden Schleifen einmal durchbohrt. A,
befindet sich daher, gerade im Gegensatz zu dem Verbalten
entsprechender Ueberkreuzungen auf 4,, auf verschiedenen
Seiten von A4, wenn man eine Ueberkreuzung ungerader
Ordnungszahl und die rechts folgende ins Auge fasst.

Ferner:

33. Bezeichnet man das Vornlaufen von A4, bei einer
Ueberkreuzung mit #, das Hintenlaufen mit %, so entspricht
jeder Reihe von Ueberkreuzungen eine Reihe von Buchstaben
v, h, und es gilt die Regel: Einer Buchstabenfolge vev hh
resp. hh ve auf A, muss eine symmetrische Buchstabenfolye
auf A4, entsprechen, also entweder vhhv oder hov vl

L]
Schliesslich :
31, Symmetricen von Buchstabentolgen auf Ag miissen

in den entsprechenden Buchstabenfolgzen von A4
bleihen.

¢ erhalten

35. Durch die unter 30--34 gegebenen Regeln sind nun
auf A4y die Ueberkrenzungen vollstiindig bestimmt bis auf
eine beliebige, die zu Anfang willkiirlich gewiihlt werden
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Selbstverstindlich ist das Zerfallen, wenn der zerschnit-
tene Ring gerade A, ist.

Zerschneidet und entfernt man den #ussersten Ring, so
kann A,, weil es auf den iibrigen Ringen nur ,reitet®, ein-
fach von ihnen abgehoben werden, wie ein Reiter vom Ross.

Zerschneidet und entfernt (= ,l6scht“) man den zweiten
Ring von aussen, so kann man alle Schleifen, mit denen 4,
auf diesem Ringe ,ritt“, nach unten fallen lassen, wofir die
von der Mitte dieser Schleifen ausgehenden Symmetrieen von
Wichtigkeit sind, und findet dann den #ussersten Ring nir-
gends mehr unterquert. Daher steht dem Abheben des
Ringes A,, der auf den Ringen innerhalb des zerschnittenen
nur reitet, nichts im Wege.

Loscht man den dritten Ring von aussen, so werden die
auf diesem reitenden Schleifen frei, und lassen sich, wieder
in Folge der Symmetrieen, die in den zwei #usseren Ringen
von ihren Mitten ausgehen, durch einfaches Abwickeln resp.
Durchschieben ganz aus denselben herausflechten. Auf den
weiter innen liegenden Ringen findet wieder nur ein Reiten
statt und dem Abheben von A, steht nichts im Wege.

39. Ueberhaupt: Loscht man einen beliebigen der con-
centrischen Ringe, so besteht die sichtbarliche Freimachung
des Ringes A4, von den iibrigen nach Richtung der #ussern
in einem Abwickeln und Durchschieben der Schleifen, welche
auf dem zerschnittenen Ringe geritten waren, nach Richtung
der innern Ringe in einem Abheben. Die erste Operation
ist stets wesentlich bedingt durch die von der Mitte jener
Schleifen ausgehenden Symmetrieen der Ueberkreuzungshuch-
staben, welche die Ueberkreuzungen stets paarweise aufzu-
heben gestatten.

Dass nach Ausflechtung von 4, die iibrigen Ringe alle
frei sind, ist von selbst klar.

40. Wir werden nun keine Schwierigkeit haben, auch
die Moglichkeit des folgenden einzusehen :
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oben 41) und somit fiir die anfangs vorhandenen Verket-
tungen, die sich nur auf einen Theil der Ringe beziehen,
vollig belanglos ist.

43. Das geschilderte Verfahren reicht vollkommen aus,
um bei beliebig gegebenem Schema eine dementsprechende
Kette zu bilden. Man bilde der Reihe nach die in der
rechten Schemahiilfte vorkommenden Unterketten, die der
linken Hilfte entstehen dann von selbst. Die Moglichkeit,
dass Ringe oder Unterketten zu einer Kette zusammentreten,
nachdem sie schon zur Bildung aldrer Ketten verwendet
und in denselben befangen sind, stort in keiner Weise. KEs
macht also gar nichts, dass z. B. nach zwei Ketten abcd
und efgh eine Kette a ¢ fg im Schema auftreten kann. Nur
ein Paar Worte sind oben in 42 zu veriindern, um die dor-
tigen Schlussfolgerungen auch auf diesen Fall anzuwenden.

Andre Methoden, um speciell Ketten ohne Unter-
ketten zu bilden.

44. Da speciell die Ketten ohne Unterketten, welche
unter 25. erwiithnt sind, einiges Interesse erwecken diirften,
50 sollen noch zwei andre Methoden angegeben werden, um
solche Ketten zu bilden.

45. Man denke sich auf eine Ebene vcinen kreisférmigen
Ring I gelegt, dariiber einen ebensolchen Ring A, so dass
die beiden Kreisflichen sich zum grossten Theile iiberdecken,
und A4 etwas mehr nach links liegt. Dann schlage man —
die Ebene wird weggedacht -- den Theil des Ringes A, der
innerhalb des Umfanges von I8 liegt, nach unten und links,
den Theil von I3, der innerhalb A liegt, nach oben und
rechts, =0 werden 4 und B nach dem Muster von Fig. 11
zusammengesetzt sein.  Operation wie Resultat wollen  wir
mit dem Symbol [4 B] bezeichnen. |4 B] bildet keine
Kette, sondern die beiden Ringe sind frei von einander.
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der einerseits durch die Striinge von S|, andrerseits durch
die von S, begrenzt wird.

51. Keiner der behandelten Systemringe bildet eine
Kette; sie bestehen aus lauter freien, nur in eigenthimlicher
Weise zusammengelegten Ringen.

Sobald jedoch durch die Hauptoffnung eines solchen
Systemringes S ein Ring oder andrer Systemring T gefihrt
wird in der Weise, dass eine Verkettung stattfinden wiirde,
sobald an Stelle von S und T einfache Ringe triten —
am einfachsten also nach Muster von Fig.3 —, so sind auf
einmal simmtliche Ringe mit einander verkettet und zwar
liegt dann eine Kette ohne Unterkette vor. Der Schlussring
versperrt simmtlichen Ringen die Wege, auf denen sie aus
den andern hervorgezogen und von ihnen frei gemacht werden
konnten. Man iiberzeuge sich durch Experimente und er-
innere sich an 21.

52. Dass ein vollstindiges Zerfallen eintritt, sobald ein
Ring R, in einem der Systemringe, sagen wir in S,, zer-
schnitten wird, lisst sich folgendermaassen klar machen:

Innerhalb § ist R, jedenfalls mit einem andern Ring
oder Systemring R, nach Muster von Fig. 11 zusammenge-
legt, spiter eventuell noch gefaltet worden. Fiihren wir den
Schnitt an R, in der Nithe von p,') so ldsst sich dort der
Systemring auseinanderzerren, ganz gleichgiiltig, welche Ver-
bindungen er noch mit andern Ringen eingegangen ist, und
verhilt sich in Folge dessen in Bezug auf seinen Haupt-
durchgang » nicht mehr wie ein Ring, sondern wie ein zwei-
endiger Faden. [I, I;] war wieder mit einem andern Ring
oder Systemring R, zu einem Systemring zusammengelegt
worden, der sich nach der mit [R, R;] vorgegangenen Ver-
inderung selbst wie ein zweiendiger Faden verhilt; etc. ete.

1) Nur der bequemeren Vorstellung wegen: die Stelle, wo der
Schnitt getithrt wird, ist gleichgiiltig.
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aus, und um sie zu untersuchen, miissten wir tiber den
Rahmen dieses Aufsatzes hinausgehen. Wir schreiten daher
zu einer andern charakteristischen Zahl fort.

57. Vorausschickend bemerken wir, dass unter einem
Querschnitt ein Schnitt verstanden werden soll, der einem
Faden seine ringformige Natur nimmt, und ihn in einen
solchen mit zwei Enden verwandelt.

58. Man kann sich nun fragen: Welches ist die ge-
ringste Anzahl von Querschnitten, welche man an
den gedachten Ringen ausfiihren muss, um dieselben
simmtlich von einander frei zu machen?

59. Und andrerseits: Welches ist die griosste An-
zahl von Querschnitten, die man znr Zerfillung der
Ketten in ihre Bestandtheile ausfiihren kann unter
der Bedingung, dass nie ein bereits frei gewordener
Ring zerschnitten wird?

60. Wir nennen die erste Zahl kurz die Minimalzer-
schneidungszahl, die zweite die Maximalzerschneidungszahl
unseres Ringsystems.

Ableitung der Zerschneidungszahlen fiir eine
speciclle Art von Ketten.

61. Wir behandeln zuniichst die Zerschneidungszahlen
solcher Ketten, in deren Schema die linke Hiilfte vollstin-
dig fehlt.

Ein solches Schema enthiilt kein einziges Gilied, dessen
Vorhandensein aus Gliedern, die in vorhergehenden Zeilen
angeschrieben sind, nothwendig folgen wiirde, wie etwa aus
zwel Gliedern 4 B und B C der zweiten Zeile nothwendig
ein Glied A B C fiir die dritte Zeile sich ergibt.

62. Wenn zwei in einem solchen Schema vorkommende
(Ketten resp.) Unterketten Ringe gemeinsam haben, so muss
eine derselben siimmtliche Ringe der andern enthalten, mit
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vollstindig frei sind. Die Minimalzerschneidungszahl ist also
hier gleich der Anzahl der Glieder des dritten Drittels:
p = d,.

66. Um eine deutlichere Einsicht von der Richtigkeit
dieses Satzes zu bekommen, konnte man den Einfluss der
successiven Schnitte auf den Verkettungszustand des Ring-
systems verfolgen, was wir aber hier der Kiirze halber tber-
gehen.

Maximalzerschneidungszahl M.

67. Bei Ableitung der Maximalzerschneidungszahl wird
ein Umstand wichtig, der bei Ableitung der Minimalzer-
schneidungszahl belanglos war: Die Reihenfolge der Schnitte.

68. Sind M Ringe gefunden, bei deren Zerschneidung
in bestimmter Reihenfolge das Ringsystem erst mit dem
M-ten Schnitte in seine Elemente zerfilllt, so gibt es sicher
andre Reihenfolgen, bei deren Einhalten dieses Zerfallen vor
dem M-ten Schnitte eintritt.

69. Jedenfalls lisst sich aus den M Ringen ein System
von dg Ringen herausheben, das mit jeder im dritten Drittel
stehenden Kette nur je einen Ring gemein hat. dy ist dann
die Minimalzerschneidungszahl g, s. den Schluss des vorigen
Abschnittes, und das ganze System zerfiillt schon nach dem
u-ten Schnitte, wenn man gerade die herausgehobenen u
Ringe zuerst aufschneidet.

70. Die M—yu iibrigen Ringe kinnen offenbar nicht in
Ketten des dritten Drittels vorkommen, da sonst mindestens
in einer derselben zwei Ringe aufgeschnitten wiirden. Dies
hiesse aber, einen bereits ganz freigewordenen Ring auf-
schneiden (s. 63. 3)), was ausgeschlossen sein soll (s. 59).
Es miissen daher Ringe sein, deren erstes Auftreten im
zweiten Drittel erfolgt, als zn Gruppen G gehirig (s. 16).
Schneidet man einen solchen Ring auf, so zerfillt die be-
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Umwege vermeiden lassen, und scheint im Uebrigen auf das
Durchprobiren der verschiedenen Moglichkeiten angewiesen.

75. Zuniichst ist fiir die Aufsuchung von u wichtig, dass
das ganze System dann und erst dann in seine Bestandtheile
zerlegt ist, wenn die Glieder des letzten Drittels zweiter Halfte
im Schema in die ihren zerfiillt sind. Es handelt sich also
darum, diese Glieder durch moglichst wenig Schuitte voll-
stindig zu zerfillen.

76. Geht man die Glieder des letzten Drittels durch
und sucht eine Anzahl solcher heraus, welche aus lauter ver-
schiedenen Buchstaben bestehen, es seien die Glieder I',, I'y
... T, so ist v eine untere Grenze fiir . Es miissen min-

destens » Ringe 4,, 4,, 4, . . . 4,
welche resp. den Gliedern I'), I',, I'y . . . I, angehdren.

zerschnitten werden,

Dadurch wird die Auswahl der zu zerschneidenden Ringe
unter U'mstinden wesentlich beschrinkt.

77. Fiir M ist Folgendes zu bemerken;

Jedes Glied des zweiten Drittels rechter Hilfte ist zu-
sammengesetzt aus Gliedern vorhergehender Zeilen und ausser-
dem aus Ringen G, die zusammen kein vorhergehendes Glied
bilden, obwohl sie in solchen vorhergehenden Gliedern vor-
kommen kénnen. Zuniichst kennzeichne man in jedem Gliede
die Ringe G; weiterhin unter diesen wieder die, welche in
keinem Glied des letzten Drittels vorkommen: sie migen G’
heissen. Durch Zerschneiden eines G wird ein Glied zweiten
Drittels rechter Hiilfte in Unterketten vorhergehender Zeilen
und die Ringe G zerlegt. Man beginne nun (vgl. 71) da-
mit, in jedem Gliede der letzten Zeile, die ein zweites Drittel
enthiilt, einen Ring G' aufzuschneiden und schreite dann zu
vorhergehenden Zeilen weiter.

78. Es ist aber jetzt moglich, dass die Auswahl des G
im einzelnen Gliede nicht mehr gleichgiiltig ist, wie bei den
speciellen Schemata 61, weil sehr wohl einzelne Ringe in






