
Kennzeichnung der Sohlauchknoten. 

Yon WERRER BURAU in KSnigsberg. 

Wir besch}tftigen uns im folgenden auf Anregung von Herrn R~IDE- 
MEISTER mit einer Reihe yon Knotentypen, die sich aus einer fest- 
gewi~hlten Projektion eines beliebigen Knotens leicht bilden lassen. Es 
sind die verallgemeinerten Schlauchknoten, die in gewissen Spezialfallen 
yon Herrn BRAUNER zuerst als topologische Bilder der SingularitiRen 
algebraischer Yunktionen yon zwei Veranderlichen ~) betrachtet sind. 

Allgemein sei uns eine beliebige orientierte Knotenprojektion K 
vorgelegt. Sie bestehe aus g Doppelpunkten, die der Reihe nach, wie 
sie beim Durchlaufen des Knotens als Unterkreuzungsstellen passiert 
werden, mit D ~ , . . . ,  Dg bezeichnet werden m(~gen. Nach WIRTINGER 
sei dem Kurvenstfick Di-~ Di die Erzeugende B~. einer Gruppe und dem 

= B - ' ~ B . B ~  zugeordnet. Doppelpunkt D~ die Relation B~+ 1 ~ o #o~ 

Jetzt werde aus dem Knoten eine Verkettung hergestellt dadureh, 
dab man den einen Kurvenzug der Projektion durch n parallel neben- 
einanderliegende Kurven der gleichen Orientierung ersetzt, die sich an der 
Stelle der alten Doppelpunkte nach Art yon Fig. 1 tiberkreuzen m0gen. 
Numeriere ich die n Kurven yon rechts nach 
links, so l~tl~t sich die Gruppe der Verkettung 
offenbar dutch ng  Elemente C[, 6~ 't, �9 �9  Ci (~) 
(i----- 1 , . . . ,  g) erzeugen, we die C~ e) den ein- 
zelnen Stricken der Qten Kurve zugeordnet sind. 
Zwisehen diesen C/O bestehen nun, wie man 
sofort aus Fig. 1 abliest, die Relationen: 

Ci•-i (p(n) /~(n--1) 
~,,.,/u i '.~#~ 

= c ;  

e:' 
Fig. 1. 

�9 . .  cD -1 cF ) (c  (")., . . . .  �9 % )  (i = 1 ,2 ,  ., g), 

( j =  1, 2, . . . ,  n). 

An einer Stelle, etwa da, we die Strecke (ng D1) des Knotens K sich 
befand, verdrillen wir die n FMen mmal nach Art eines Toruszopfes~), 
wobei die Rechts- und Linksverdrillung durch das Vorzeichen yon m 
unterschieden sei. Ist hierbei (m, n) ~ 1, so hat sieh unsere Verkettung 
in einen sogenannten Schlauehknoten auf dem Trigger K verwandelt. 
Ver~tndert man nun den Tri~gerknoten mitsamt dem auf ihm liegenden 

t) Hamburger Abhandlungen 6, p. 1. 
~) ARTIN, Hamburger Abhandlungen 4, p. 47. 
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mmal verdrillten Bande durch elementare Deformationen~), so sieht man, 
dab die so erkliirte Zahl m sich entweder gar nicht i~ndert oder bei Hinzu- 

t l / 
i / / 

/ / /  
Fig. 2. 

nahme oderWeglassen einer Sehleife (Fig. 2) 
um _+n. Da sich aber gleichzeitig dann 
die jeder Knotenprojektion K eigentiimliche 

o 
Selbstverdrillungszahl v ~--- ~, ei um T 1 vet- 

i=1 
i~ndert, erweist sich als invariante Zahl 
w ~ n v - F m .  

Mit Hilfe eines von Herrn ALEXANDER t) 
angegebenen, mit jeder Knotengruppe in- 
variant verkntipften Polynoms wird es sieh 
im folgenden herausstellen, daft alle auf dem- 
selben Trigger mittels zweier verschiedener 

geordneter Zahlenpaare n,  w erkli~rten Schlauchknoten bis auf h0chstens 
zwei vorlaufig nicht unterscheidbare Fi~lle voneinander verschieden sind. 
w ist dabei in der Gruppe nur bis aufs Vorzeichen festgelegt; denn 
Wenn man bei der Projektion des Schlauchknotens Uber- und Unter- 
kreuzungen vertauscht, i~ndert sich die Gruppe desselben nicht~), anderer- 
seits i~ndert nun v und m und damit aueh w sein Vorzeichen. Wir 
beschri~nken uns daher auf ~)ositive w. �9 

Nimmt man als Grundtri~ger den Kreis in doppelpunktloser Pro- 
jektion und iteriert den Proze~ der Schlauchbildung smal mittels der 
s positiven Zahlenpaare (nl, mi) ,  (n2, m~) .-- (ns, ms) ,  so erhi~lt man 
dabei gewifi si~mtliche yon Herrn BRAUNER zuerst angegebenen Schlauch- 
knoten. Zwei solche Knoten erweisen sich als verschieden, wenn ihre 
geordnete Zahlenreihe nicht fibereinstimmt. (Aufier im Falle der Torus- 
knoten s ~ 1, w o e s  auf die Reihenfolge der beiden Zahlen nicht 
ankommt.) 

w 1. Gruppe der aUgemeinen Schlauchknoten. 
Zu der Gruppe der fiber der Knotenprojektion K mittels der Zahlen 

(n, m) bzw. (n, w) definierten Schlauchknoten gelangt man offenbar vonder 
in der Einleitung zu- 

I I I ~ ~ - ~ f - ~ ~ l t  ] ni~ehst betrachteten 

22 - 
I I I ~ ,  ~. I /  leo ) ~(/) C(4 /4, 

,~w Fig. 3. 

3) REIDEMEISTER, Hamburger Abhandlungen 5, p. 24. 
4) ALEXANDER, Transact. of the Am. M. S. 31, p. 127. 
5) ]~ANKWITZ1 Annals of Math., 2. s., t. 31, p. 199. 

Verkettungsgruppe, 
indem man die dor- 
tigen Erzeugenden 
mit ihren Relati- 
onen beibehi~It, aber 
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beachtet, dal~ wegen des eingeffigten Zopfes v'~'(J)g+~ (j ~ 1, �9 �9 n) nicht 
mehr mit C~ J) identiseh z11 betrachten ist, sondern als neues mit Cj be- 
zeichnetes Erzeugenden n-tupel einzufiihren ist (s. Fig. 3). / [ 
Als weitere Relationen ergeben sieh dann die n Ausdriieke \ i )  A2,; 
der C(~ J) in den C), die ich jetzt aufstelle. k \ 

Hierzu betrachte ich nebenstehenden offenen Totes- ~ ,)AI,,  
z0pf (Fig~ 4) and bezeiehne die positiven Wmsehlingungel] W~ ~ \ 
der 0. Sehieht mit Ao, i (i ~--- 1, . . . .  n), die der 1. mit A~,i 
11sw. Dann gilt offenbar allgemein die Beziehung 

,4 0,3 A O, I 
Alj A -1 ( i =  1, . . . ,  m) 

= ~ Fig. 4. i--1, 1 A i - I , j - I  Ai-1, 1 j ~ 1, �9 �9 n 

die 2. Indizes stets auf l ,  . . . .  n modn  reduziert. Dann erhi~lt man 
sofort A,~,j = Ao,~ Ao_~... Ao_~ Ao, j+,~ Ao ,~ . . .  Ao,2 Ao,1. Hierlnit wird 
die Gruppe unseres Sehlauchknotens ~n,,,. dureh die ( g +  1)n Erzeu- 

genden Cj. C: ~3 ( i----- 1, . . . ,  .q) mit ebensovielen Relationen dar- 
' i---~ 1, ., n 

gestellt: 

(I) ~(J) l"~)  . .  C~ -~o',,u) tC(,o �9 qu J "' 

(II) ~(J~ Wg+l ~-- ~'3"~ 

(ni)  c~ ~ = ( c~ . . .  c1) -~ c,~+~ (c,~. . .  c1), 

die Indizes yon C~ rood n, wie im folgenden stets, reduziert auf 1, . . . ,  n.  
Fiihrt man dureh 

(Iv) B~---- C T . . .  C~ C~ (~ = 1, . . . ,  g) 

die Ba als Erzeugende ein, die geometrisch Gesamtumschlingungen aller 
F~den bedeuten, so kann man mit Hilfe yon (I) der Reihe naeh alle ~o' 
((~---- 2, . . - ,  g) durch die B/,., C~ J) ausdrficken. 

o~+1 B ~ j  BF[% C@ B ~, -~- 1 �9 �9 n 

Mittels (III) seien ferner si~mtliehe C] J) durch die Cj eliminiert, so dag 
schlie61ich die gesamte Gruppe lediglich durch 

CI, " ' ' ,  Cn 11114 B l ,  " ' ' ,  Bg 

erzeugt wird. Die so erhaltenen Ausdrticke fiir C~ ') in (II), (IV) ein- 
gesetzt, liefern si~mtliche Relationen in den Ci, Bd 

(I') B~ = B~,~_y~...  B ~ '  (C,~ . . .  C~) -1 C , , . . .  C~,~-,~+1 

( c ; ~  . . . c ~ )  B~. / ,  . . . B " ~ - ,  (,~ = ~ . . . ,  . q ) ,  

(IX') Cj = ~I_ (Cm'"  C ~ ) - I C j + m ( C r a . . . C , ) T ( j  ~-  1, . . . ,  n), wo 

T ~ B/,~*~B ~'...~,~. B~."~., gesetzt ist. 
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(I') IABt sich auch sehreiben 

B1 ~ C ~ . . .  6'1 und 
(I') 

---- ~ - 1  " B,~ . . . B / ~ _ ~  (g = 2 , . . . , . q + l ) ,  

d. h. die B~ allein erzeugen eine zu R isomorphe Gruppe. 
Zweeks weiterer Reduktion sei eingeffihrt: 

(III') Q ---- 6'~ . . .  C1 T ----- Q' T. 
Dann lautet (II') 

Q.+,~ : q Q. Q-~ (j ~- 1, . . . ,  n) 
oder in anderer Anordnung 

~-t-tm ~ Q C~+(t--1)m Q-X (t ~ 1 , . . . ,  n), 
was mit 
(II') Cl+t,~ = Qt C1 Q-t  ( t  ~ -  1, . . . ,  n) 

gleiehbedeutend ist. Es gilt allgemein: 

G,,~ Gin-1 " "  C(t-1)m " "  C,,~ . . .  C1 
1 t 

: I - I  ( Qe-1 c , ~ . . ,  c l  Q-(e-~)) : 1 ~  (QO T-~ Q-(e-1,) = Qt T - t .  
o = t  Q = I  

Wahlt man )., x als kleinste positive L0sungen yon 2 m - ~ - x n q - 1 ,  
so ist 

Cxm . . . C~ 5~ -~ QZ T -~ 

und in anderer Zusammenfassung~ 

C~n+~ C~ . . .  (/'1---- C, B~ 

(nach unserer Indexreehnung Inodn). In C1 ~ Q~ T -~ B~ -x hat man 
also C1 durch Q, Bi ausgedrtickt und mittels (II') ffir t ~ 1, �9 � 9  n - -  1 
auch die anderen Ci, da 

(I") Q'+I ----- 6~+zm : QX Cj Q-~ ~- Qj'z C, Q-jz 
~_ Q(j+~)z T -X  B-{X C-ix ( j  = 1 , . - . ,  n - - l ) .  

Fiir t ~ n bleibt in den Q, B die Relation 

(II") QZ T - z  BVZ ( , Qn, d. h. Q" , , T -x  B 7  x 

tibrig. Schlielflieh liefern die Eliminationsausdriieke (I") in (I') mad (IlI') 
eingeftihrt: 
( I I I ' )  B1 = Qnt (T-Z B~-X),~, 

(IV") Q _-- Qm~ (T-X BT~),~ T. 

Da B~ ~ - - ) T  nach (I'), schreibt sich (III") und (IV") einfacher 

(III") Qn~" = ( T  '~ B ? )  z, 

( I v " )  Q"" = (T  ~ B ~ ) " ;  
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wegen ( z , ) , ) ~  1, sind beide Relationen gleichwertig der einen: 

(,) Q~ = T '~ B~, 

Da sieh (II") hieraus leicht folgern liti~t, entsteht unsere Gruppe 
Rn,~ aus R lediglich durch Hinzunahme der Erzeugenden Q mit der 
Relation (a). Als Element der Gruppe R aufgefal3t, bedeutet T '~ B'] ~ 
offenbar eine Darstellung des Schlauchknotens als Weg im Aul3enraum 
seines Tragers. 

w 2. Darstellung dos Alexanderschen Polynoms ffir die 
Schlauchknotengruppe. 

Um das Alexandersche Polynom, ein mit jeder Gruppe, die zu einer 
zyklischen homomorph ist, invariant verknfipftes Gebilde, ffir Knoten- 
gruppen ~ aufzustellen, die aus h + l  Erzeugenden und h Relationen 
bestehen, seien zun~chst solehe h @ l  Erzeugende El,  . . . ,  Eh, S ein- 
geffihrt, die bis auf S der Kommutatorgruppe angehOren. 

Schreibt man die Relationen v~n ~ in den vertauschbar gemachten 

S i Ej S - i  = Eji und setzt symboliseh Eji = Ej  c', so ist die Determinante 
der Exponentenmatrix der Relationen das Alexandersche Polynom. 

In unserem Fall ist also zunachst B~ --~ Ei B~ und B~ Ei B~ j = Eij 
zu setzen. Die n ersten Relationen liefern nun das Polynom F(x)  der 

Gruppe ~ des Tragers, wenn Eij = E~ ~ gesetzt wird. Beim Ubergang 
zu ~ , m  lautet die Relation (a) in der abelseh gemaehten Gruppe: 
Qn = B,~,+~, wo v - - ~ .  e~ gesetzt ist, also in ~ ,  m selbst Qn ~__ W(Ea) B'~ v*~, 
wo W ein Element der Kommutatorgruppe ~ yon ~n,.~ ist. Q und B 
sind schliel~lich noch in der freien yon Q, B erzeugten Untergruppe 
durch ein Paar primitiver Elemente Eg+~, S zu ersetzen, was nach 
einer Bemerkung yon Herrn REIDEMEISTER 6) stets mCiglich ist, so daft 
Eg+~ zu ~ geh0rt und die Potenzen yon S die Restklassen nach ~ 
repri~sentieren. Dann ist 

Q = Q(Eq+~,j, S) = W l(Eg+~,j) Snv+% 
B~ = Q (Eg+~,j, S) = Ws (Eg+~, i) S'~, 

wo Eg+l , j=  SJEa+IS-J. Um das Polynom ~(x) der Gruppe ~n,,~ zu 
erhalten, sind daher sitmtliche Re]ationen in den kommutativen E [  zu 
schreiben. Es wird dabei: 

B( Ei B-[ j --~ W8 (Ea+~,i) S j~ Ei S -j" W,3 -1  = Ei, in = E~/~"; 

in der alten Matrix ist also fiberall x n fiir x zu sehreiben. Nnr in 
der neuen Zeile tritt das Ea+~ wirklich auf, und zwar wird 

W ( E i l )  ~ v + m  Q-I~, = {[W,/E, "~S'~'l~v-[-~n [Wi (Eo+~, ~)Snv+m] -n t g + l , j ]  ] " ~ -  ] ,  

8) REIDI~MEISTER, Hambg. Abh, 5, p, 7. 
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Hieraus folgt, dai] der symbolische Exponent y o n  Eg~-i yon B n'+m Q-'~ 
abhi~ngt, also das im ni~chsten Paragraph aufzustellende Polynom !~nv+,~,n 
eines Torusknotens ist. Da sonst in der ( g + l ) t e n  Spalte lauter Nullen 
stehen, hat man ftir ~3 (x) die Produktdarstellung 

(x) = F(x (x) 
gefunden. 

w 3. hlexandersches Polynom fiir Torusknoten. 
Zur Berechnung des ~a, b (x) der Gruppe ~a,b sei zuni~chst a = k b ~-1 

angenommen; dannis t  das gewiinschte E ,  S folgendermai]en einzuffihren: 
A = E S b ;  B = S ( E S b )  ~. 

x i 
Unter Benutzung unserer symbolischen Bezeichnung E) = S i E j  S - i  

schreibt sich dann: 
1 - - x  ~b 

Ae = E ~+x%'+x(e-~)~ S e b =  E 1--Xb S eb, 

kb kb kb 
x 1--x'~ ~ "~-x a+I 1--x ~_...~{._X(b--t)a+ 1 1--x 

B b = E l-x~ l-x~ 1-xb S ab, 

und die Relation A a - - - B  b wird zu 

1--X ab 1--35 kb 1 --Z ab 
X, 

E 1--Xb ~ -  E 1--X~ 1--X~ 

Daher lautet das Polynom der Gruppe ~:a,b 

1 - -  x ab (1 - - x  ab) (i - - x )  
(*) ~3a, b = ( l _ _ x a ) ( l _ _ x b )  ( 1 - - x a - - x + x  a) = ( l _ _ x a ) ( l _ _ x b ) .  

Angenommen, die Form (.) des Polynoms sei bereits bewiesen ffir alle 
Gruppen ~:u,v, bei denen der euklidische Algorithmus von u, v aus 
h0chstens )~ Schritten besteht. Dann sei a, b das Zahlenpaar yon ~:a,b,' bei 
denen ~-~ 1 Divisionen zum grOfiten gemeinschaftlichen Teiler 1 ffihren: 

a = k b - ~ r ~ .  

b - - -  k l  r l  - ~ r ~ .  

Dann hat man zuni~chst B durch B = C A  k zu eliminieren, ferner A 
durch A = D C ~1 usw. Da B den Knoten bmal und C ritual umschlingt, 
m0gen schlie~lich in unserer Schreibweise E und S dureh A = E f  (x) Sb 
und C = E g(x) S ~ eingefiihrt sein. Dann lautet die Ausgangsrelation: 

Ef(oc)-~xb f (x)- j - . . .~x(a-1)b f ( x )  S a b  

Eg(x)Tx~lq~(x)+xa  g(x)+x"+"lq,(x)§ g(x)+xq'-~)'~+"~ q (x) S a b  
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WO 

(x) = f ( x )  + x ~f (x)  + . . .  + x (k-1) b f ( x )  = f ( x )  

gesetzt ist. Damit wird 

x ab - -  l x ~ b -  1 �9 x 1,'~' - -  1 x ab - -  1 
~a,b  (X) ~ -  .)~'(X) x~, 1 g ( x )  xa _ 1 x ~ ' f ( x )  x b - - I  X a -  1 

z~b ~ 1 
(X a -  1) (X b -  1) [.f(x) (X a -  1)- -g  (X) (X ~  1) - -  (X a - -  X ~'') f (x)]  

(X ab - -  1) h (x) 
(x a - -  1)(x b - -  1) ' 

x kb - -  1 

X b -  I 

Das Polynom der Gruppe A ~' C b berechnet sich nun aus 

Ef(x)+x~'f(x)+...  +x  0~-~) bf(x) ~qr~b ~ E g (x)+x ''~ g (x)§ . . . .  ~ x (~-~)'.a (x) ~r~b 

ZU 
X r i b -  l X r l b -  1 

~,.~,b (x) ~ . f  (x) xb __ 1 g (x) x r  ~ __ 1 

X r i b -  1 

z ( x " - -  1) (x"~ - -  1) ( f ( x )  x '~ - - f ( x )  - - ! !  (x) x ~ + g (x))  

und ist andererseits nach Induktionsannahme z (x''~ - -  1) ( x - -  1) 
( Z '  - -  1 ) (x  b - -  1) 

man die Beziehung 

f ( x ) x  ~' - f (x) - -  g ( x ) x  ~ -t- g ( x )  ~ -  h (x) : x - -  1 

, woraus 

erhi~lt. Mithin ist gezeigt, dab ffir alle Torusknotengruppen das Polynom 
die Gestalt 

(x ab - -  1) ( x - -  1) 
~a, b ~ (x a__ 1) (x b -  1) 

hat. 

w 4. Diskussion der Verschiedenheit der Schlauchknoten 
tiber demselben Tr~ger. 

Es soil gezeigt werden, dal~ alle Schlauchknoten iiber demselben 
festen Triiger mit verschiedenen geordneten Zahlenpaaren im allgemeinen 
voneinander verschieden sind. Da der Tri~gerknoten vorgegeben ist, 
kennen wir F ( x ) ,  daft die Faktorzerlegung 

F ( x )  ~ a (x) P~I (x) . . .  p,~, (x) 

habe, wo in a (x) alle Faktoren vereinigt seien, die nicht Kreisteilungs- 
polynome sind. Bei den anderen Faktoren sei mit p ~ ( x )  das zum 
~iten Teihngsgrad geh(irige irreduzible Kreisteilungspolynom bezeichnet. 
Dann ist 
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E ( x )  = a ( . " ) p . ,  (x" )  �9 �9 . p . , ( x " )  

und wenn man in den vorgegebenen ~(x) alle Faktoren, die nicht 
Kreisteilungspolynome sind, zusammenfaBt, hat man sofort das Polynom 
g(x ~*) und damit n erkannt, tIiernach li~t sich sofort das F(x'O als 
Faktor abspalten. Unter den fibrigbleibenden Kreisteilungspolynomen 

gibt es eines, das zum gr61tten Teilungsgrad r geh6rt. Der Quotient 7__ 
n 

ist die zweite gesuchte Zahl w. Ist bei .F(x) der Faktor E(x) = 1, 
was gewi~ nieht bei jeder Knotengruppe der Fall ist (z. B. hat das 
Polynom des Viererknotens die Gestalt x * - - 3 x +  1), so ffihrt die Dis- 
kussion yon ~ (x), die hier nicht weiter ausgeffihrt wird, auf h6chstens 
zwei nicht unterscheidbare Typen yon Schlauchknoten fiber K. 

w 5. Vorschiodonhoit dor Braunorschen Schlauchknoten. 
Nehmen wir als Trigerknoten den Kreis, so ist der mittels der 

Zahlen (n~, mr) aufgebaute Schlauehknoten erster Stufe ein gewOhnlieher 
Torusknoten. ~r weiterer s - -1  Zahlenpaare (n~, m2) . . . ,  (ns, ms) 
sei der Prozel3 der Schlauchbildung fortgesetzt. Das Polynom dieses 
sogenannten Schlauchknotens ~s ster Stufe lautet dann offenbar: 

~ 8  (X) = ~ n l ,  '/~l (X'/g2" " "11'S) ~'b2' ~/~$ (Xn3'''$~$) " * ~ ~n ' - - l '  WS--1 (xn. )  ~n&, W~" (X),  

wo die Zahlen wi erklgrt sind als 

Wi ~ -  n i v i - - l ' J - m i  (i  ~ 1, . . . ,  8). 

Da in unserem Falle alle ~i als gleiehsinnig verdrillte Z6pfe ge- 
legt sind, ist vi gleieh der Anzahl der Doppelpunkte der Projektion 
yon ~i. Diese berechnet sich aber rekursiv: 

Vo ~ 0 (fiir den Kreis ~o) ,  
Vl = 0 i - -1~  -~- (@i - -  1)'Zi. 

Das Polynom Us zerfillt nun in lauter Kreisteilungspolynome p,(x). Dabei 
ist unter allen p,(x),  die yon ~3n,.w, (xn~§ l'''~,) herriihren, Pn, n,r (x) 
dasjenige, das zum gr613ten Teilungsgrade ai -~- n i n i + l . . . n s w i  gehOrt. 

Satz:  Fiir jedes i i s t  ai gr6fler als die vorhoyehende Maximalzahl 
ai-1, d. h. wi > ni- lWi-x ,  woraus jblgt, daft wsn~ die gr6flte Zahl aller 
a ist. 

Zum Beweis  eliminiere man die ve durch die wi: 

Y)~-{.-1 -- ~ + i v~ = (i = 1, 2 , . . . ,  s - - l )  
nt+l  
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und ersetze 
in den w~: 

die obige Rekursion in den vi dureh die entspreehende 

w i + l - -  mi+l 2 wi - -  m i  + (hi - -  1) m i ,  
- -  11 i 

ni+l n,: 

Wi +l  ~ mi+~ -~- ~ i  n i + l  w i  - -  n i+]  m i .  

Hieraus schliei~t man wi+~ ~ ni+l n i w i - -  ni+l mi ,  

~ i + l m i  ~ ~ i w i  ?~i+1 
Y)i+I ~ ~ : w i  ~ i+1 n i w i  Hi 

weil w i ~ m i  ist; da die ni stets > 1 angenommen werden k(innen, ist 

sehliel~lieh ni+l - - - -  ~ 1 ; daher folgt wi+l > n~ wi ,  w. z. b: w. 
n i  - -  

Ist uns ein beliebiges zu irgendeinem dieser Schlauehknoten gehtiriges 
!~ ----- .I]Pfli (x) gegeben, so kCinnen wit eindeutig die Zahlen hi, vi und 

Z 

damit auch n~, mi bestimmmen. 
Hierzu nehmen wir die grtllite der Zahlen ~i, die fl = ns ws ist und 

stellen fest, dag infolge yon !~~ (x) samtliche Teiler yon ~ vorkommen 
mtissen his auf die hOchstens, die schon ns oder ~cs teilen. Von diesen 
sieht man aber leicht, daft wenigstens w, nieht in den zu irgendeinem 
~,,,,~,(x '*'+~'''"~ gehSrigen Zahlen ~j vorkommen darf, da In p&, das Tefler 

( x " " ' " ' -  1) (x'+' '" . -  1) v 
iSt,~das $i die Gestalt $i ~ n~... n~ w~ hat, yon (x r  1 ) (xn,+ ...,.,,,__1) - - , - ~  

wo n J / n j  und w ; / w ,  ist. Sollte 3i ~--- wa sein, so mtiBte n~ = 1 wegen 
(w~, n,) ~ 1 ; da abet w, > n , - i  ... ni wi nach unserem Satz and erst recht 

I t t 
ws > n ~ l  . .  �9 n ,  wi ,  ist 3i = ws nieht mOglieh. Naehdem so eindeutig die 
Faktorenzerlegung fl --= n, w~ erkannt ist, spalten wir ~,,.~o. (x) ab und 
betrachten das tibrigbleibende Polynom , !~,_ x (xn.) ---- ~ - - l ( y )  in y, das 
zu dem um eine Stufe  niedrigeren Sehlauehknoten ~s-1 mit den Zahlen 
(n,-~, w,-a) . . .  (hi, w~) gehOrt. Mit ibm ffihre man dieselbe Diskussion 
durch usw., bis sehlieBlich die Zahlen ni ,  wi yon ~ ,  lfiekenlos in der 
riehtigen Reihenfolge erhalten sind. 


