Kennzeichnung der Schlauchknoten.

Von WERNER BURAU in Kénigsberg.

Wir beschiiftigen uns im folgenden auf Anregung von Herrn REIDE-
MEISTER mit einer Reihe von Knotentypen, die sich aus einer fest-
gewihlten Projektion eines beliebigen Knotens leicht bilden lassen. Es
sind die verallgemeinerten Schlauchknoten, die in gewissen Spezialfillen
von Herrn BRAUNER zuerst als topologische Bilder der Singularititen
algebraischer Funktionen von zwei Verdnderlichen') betrachtet sind.

Allgemein sei uns eine beliebige orientierte Knotenprojektion K
vorgelegt. Sie bestehe aus g Doppelpunkten, die der Reihe nach, wie
sie beim Durchlaufen des Knotens als Unterkreuzungsstellen passiert
werden, mit Dy, --., D, bezeichnet werden mégen. Nach WIRTINGER
sei dem Kurvenstiick D;—; D; die Erzeugende B; einer Gruppe und dem

Doppelpunkt D, die Relation B, = B ‘¢ B, B°9 zugeordnet.
ppelpunkt D, = B 0 By BY aug

Jetzt werde aus dem Knoten eine Verkettung hergestellt dadurch,
daf man den einen Kurvenzug der Projektion durch = parallel neben-
einanderliegende Kurven der gleichen Orientierung ersetzt, die sich an der
Stelle der alten Doppelpunkte nach Art von Fig. 1 iiberkreuzen mégen.
Numeriere ich die » Kurven von rechts nach

links, so 148t sich die Gruppe der Verkettung /
oftenbar durch n¢ Elemente ¢/, C{', - - -, C* - //’
((=1,---,g) erzeugen, wo die (i den ein- e
zelnen Stiicken der gten Kurve zugeordnet sind. / Y4

Zwischen diesen Ci” bestehen nun, wie man ¢\
sofort aus Fig. 1 abliest, die Relationen: Fig. 1.

Ch = @R Ca™ - TP CF -0 (i=1,2,--, 9),
Cih = o (G=1,2,--,m).

An einer Stelle, etwa da, wo die Strecke (D, D,) des Knotens K sich
befand, verdrillen wir die » Fiaden mmal nach Art eines Toruszopfes?®),
wobei die Rechts- und Linksverdrillung durch das Vorzeichen von m
unterschieden sei. Ist hierbei (m,n)=1, so hat sich unsere Verkettung
in einen sogenannten Schlauchknoten auf dem Triger K verwandelt.
Verindert man nun den Tragerknoten mitsamt dem auf ihm liegenden

) Hamburger Abhandlungen 6, p. 1.
%) ABTIN, Hamburger Abhandlungen 4, p. 47.
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mmal verdrillten Bande durch elementare Deformationen?®), so sieht man,
daf die so erklarte Zahl m sich entweder gar nicht indert oder bei Hinzu-
nahme oder Weglassen einer Schleife (Fig. 2)
um +n. Da sich aber gleichzeitig dann
die jeder Knotenprojektion K eigentiimliche

Selbstverdrillungszahl v = 2, g um + 1 ver-

/] andert, erweist sich als 1nva11ante Zahl
/7 7 w= nv+ m-
Y RVAY Mit Hilfe eines von Herrn ALEXANDER )
/ / / angegebenen, mit jeder Knotengruppe in-
variant verkniipften Polynoms wird es sich
Fig. 2. im folgenden herausstellen, da8 alle auf dem-

selben Trager mittels zweier verschiedener
geordneter Zahlenpaare n, w erklirten Schlauchknoten bis auf hdchstens
zwei vorliufig nicht unterscheidbare Fille voneinander verschieden sind.
w ist dabei in der Gruppe nur bis aufs Vorzeichen festgelegt; denn
wenn man bei der Projektion des Schlauchknotens Uber- und Unter-
krenzungen vertauscht, andert sich die Gruppe desselben nicht®), anderer-
seits dndert nun v und m» und damit auch w sein Vorzeichen. Wir
beschranken uns daher auf positive w. _

Nimmt man als Grundtriger den Kreis in doppelpunktloser Pro-
jektion und iteriert den Prozef der Schlauchbildung smal mittels der
s positiven Zahlenpaare (ny, mi), (s, mp) - - (ns, ms), so erhilt man
dabei gewif simtliche von Herrn BRAUNER zuerst angegebenen Schlauch-
knoten. Zwei solche Knoten erweisen sich als verschieden, wenn ihre
geordnete Zahlenreihe nicht iibereinstimmt. (Aufier im Falle der Torus-
knoten s = 1, wo es auf die Reihenfolge der beiden Zahlen nicht
ankommt.)

§ 1. Gruppe der allgemeinen Schlauchknoten.
Zu der Gruppe der iiber der Knotenprojektion K mittels der Zahlen
(n, m) bzw. (n, w) definierten Schlauchknoten gelangt man offenbar von der
in der Einleitung zu-
R, I I.. - niachst betrachteten

7

P —— |~|=|— % ——— Verkettungsgruppe,
||| — N indem man die dor-
>, oy | tigen Erzeugenden

Fig. 3. “ mit ihren Relati-
onen beibehalt, aber

“,

%) REIDEMEISTER, Hamburger Abhandlungen 5, p. 24.
4) ALEXANDER, Transact. of the Am. M. 8. 81, p. 127.
% BANRWITZ, Annals of Math., 2. s., t. 31, p. 129.
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beachtet, dal wegen des eingefiigten Zopfes C’}’ll (=1, ---, n) nicht
mehr mit ¢ identisch zu betrachten ist, sondern als neues mit C; be-
zeichnetes Erzeugenden n-tupel einzufithren ist (s. Fig. 3). \ k

Az

9

Als weitere Relationen ergeben sich dann die n» Ausdriicke
der O in den Cj, die ich jetzt aufstelle.

Hierzu betrachte ich nebenstehenden offenen Tores- \ P4
zopt (Fig. 4) und bezeichne die positiven Umschlingungen
der 0. Schicht mit 4o ; (i =1.---. n), die der 1. mit 4;; W \
usw. Dann gilt offenbar allgemein die Beziehung

i =1 m Ao,s AO,I
- — e

Aij = A1 Ai—g, j1 411 (] _ 1: B : " ); Fig. 4

die 2. Indizes stets auf 1, ---. » modn reduziert. Dann erhélt man

sofort Am ; = A5 1Aos -+ Ao Ao jtm Ao m- -+ Ao Ao1. Hiermit wird
die Gruppe unseres Schlauchknotens &, . durch die (¢+1)n Erzeu-

genden Cj, Y’ (2 =1, 9) mit ebensovielen Relationen dar-

] = ]_, SRR
gestellt:
I =1, -+, n
(I CE}?H = (C%--'U}w) oy (0%"'0}1&)56 (§ = 1 ..., gl’

I

I cH = ¢,

@D CY = (Cn---C) " Cngj (Cm - - - C),
die Indizes von C; mod n, wie im folgenden stets, reduziert auf 1, -- -, n.
Fiihrt man durch

(IV) By=0C§---C4Cy (B=1,--,9)

die B, als Erzeugende ein, die geometrisch Gesamtumschlingungen aller

Fiaden bedeuten, so kann man mit Hilfe von (I) der Reihe nach alle CE,J?
(0=2,..., g) durch die B,, ¢ ausdriicken.

’.--,7l
’-.-.g

Mittels (I1I) seien ferner simtliche ¢y durch die C; eliminiert, so daf
schlieBlich die gesamte Gruppe lediglich durch

Ci, -+, Cuund By, ---, By

[9) —s & ) e »nE 7 -
Corr = Buy? -+ Bu 'O Bul -+ Bu§ |y _

no =

erzeugt wird. Die so erhaltenen Ausdriicke fir 05;') in (II), (IV) ein-
gesetzt, liefern siamtliche Relationen in den C;, By

(I’) Bd‘ - Bﬁjﬂ‘l te B;lfx (Cm A O])—-l Cm e Cm—n+1
(H,) CJ = 71 (Cm cr Cl)nl Cj-i—m (Cm e Ol) T(.j = 1; T n); wo
T B/fll B;: e B/Z' gesetzt ist.
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(I') 148t sich auch schreiben
B1 == Cn b und
@) _ % ! & So—1 .
B,=B, " . B BB, B @ =2, g+1),

d ‘Md\_l

d. h. die B; allein erzeugen eine zu & isomorphe Gruppe.
Zwecks weiterer Reduktion sei eingefiihrt:

(TIT') Q=Cn T =QT.
Dann lautet (IT')

Yj"‘m:Qc;'Q_l (./:171'”/)
oder in anderer Anordnung
Crptm = Q Crpg—nym Q1 t=1,---,m),
was mit '
(II’) Cl+tm - Qt Ol QWt (t = 17 Tty ’ﬂ)

gleichbedeutend ist. Es gilt allgemein:
Utm Otm-—l e C(t—l) m " Om e 01

1 }
=[] @ cn-- cge» =] @r1g-er) = qr.
g=t o=1 *

Wihlt man 4, x als kleinste positive Losungen von Am == xn -1,

$0 ist
Clm"'0201 == QLTY”l

und in anderer Zusammenfassung:
v4
Cont1 Cyn -+ Cr = C1 By

(nach unserer Indexrechnung mod#). In ¢ = Ql 7t Br* hat man
also ¢y durch @, B; ausgedriickt und mittels (II') fir ¢ =1,...,n—1
auch die anderen C;, da
T Cit1 = Cipim = QAOJ ?—l = Q*C ‘Q—j}l

= it =1, ., n—1).
Fiir £ = n bleibt in den @, B die Relation

") ¢ T B¢, dh @« T B

iibrig. SchlieBlich liefern die Eliminationsausdriicke (I"*) in (I') und (I1I')
eingefiihrt:

(I By, = @*(T™ BT,

(Iv") Q=@ @ BT

Da B, «<— T nach (I'), schreibt sich (III") und (IV") einfacher

(i) @t = (" BYY,

av”) Q= (1" BYY;



Kennzeichnung der Schlauchknoten. 129

wegen (z, ) == 1, sind beide Relationen gleichwertig der -einen:
(ex) Q"= T" BY"

Da sich (II') hieraus leicht folgern l4Bt, entsteht unsere Gruppe
K m aus & lediglich durch Hinzunahme der Erzeugenden @ mit der
Relation («). Als Element der Gruppe & aufgefaBt, bedeutet 7™ BY"
offenbar eine Darstellung des Schlauchknotens als Weg im Auflenraum
seines Trigers.

§ 2. Darstellung des Alexanderschen Polynoms fiir die
Schlauchknotengruppe.

Um das Alexandersche Polynom, ein mit jeder Gruppe, die zu einer
zyklischen homomorph ist, invariant verkniipftes Gebilde, fiilr Knoten-
gruppen & aufzustellen, die aus A-+-1 Erzeugenden und 4 Relationen
bestehen, seien zunichst solche A--1 Erzeugende E,, --., Ep, S ein-
gefithrt, die bis auf § der Kommutatorgruppe angehgren.

Schreibt man die Relationen von & in den vertauschbar gemachten
St E; S~ = Ej; und setzt symbolisch Ej; = ij‘, so ist die Determinante
der Exponentenmatrix der Relationen das Alexandersche Polynom.

In unserem Fall ist also zunichst B;= E; B, und Bi E; By” = Ej;
zu setzen. Die n ersten Relationen liefern nun das Polynom F'(x) der
Gruppe & des Triagers, wenn E; = E; ’ gesetzt wird. Beim Ubergang
0 R, lautet die Relation («) in der abelsch gemachten Gruppe:
Q"= B{"™, wo v=¢; gesetat ist, also in K, n selbst ¢ =W (Ey) B},
wo W ein Element der Kommutatorgruppe & von R, .. ist. @ und B
sind schlieflich noch in der freien von @, B erzeugten Untergruppe
durch ein Paar primitiver Elemente Ej,i,, § zu ersetzen, was nach
einer Bemerkung von Herrn REIDEMEISTER®) stets moglich ist, so daB
Egrry zu & gehort und die Potenzen von S die Restklassen nach &,
reprisentieren. Dann ist

Q = Q(Eq+l,jy S) =W (Eg+1,j) Snv+m,
B, = Q(Eg11,j, 8) = Ws(Egy1,)) S,

wo Egpy,j= 8 Egp1 S, Um das Polynom PB(z) der Gruppe R, m zu
erhalten, sind daher samtliche Relationen in den kommutativen E; zu
schreiben. Es wird dabei:

Jjn

B E; B = Wy By, ) S E; 877" W5 = By ju = EF
in der alten Matrix ist also iiberall a” fiilr = zu schreiben. Nur in
der neuen Zeile tritt das E,y; wirklich auf, und zwar wird

W (Eq) B’lw+m Q—it — {[Wg ( Eg+1,j) Sn]nv—i—m [m ( Ep ) Snv+m -,

%) REIDEMEISTER, Hambg. Abh. 5, p. 7.
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Hieraus folgt, dafi der symbolische Exponent von E,i; von Bw+mQ-n»
abhéngt, also das im néchsten Paragraph aufzustellende Polynom Ppytm,n
eines Torusknotens ist. Da sonst in der (g41)ten Spalte lauter Nullen
stehen, hat man fir P(x) die Produktdarstellung

S'B(x) = F (xn) s]-‘51211-i—m,n(x)

gefunden.
§ 3. Alexandersches Polynom fiir Torusknoten.

Zur Berechnung des P, »(x) der Gruppe 24,5 sei zundchst a =kb-+1
angenommen; dann ist das gewiinschte , § folgendermafen einzufiihren:
A = ES% B = S(ESPE. .

Unter Benutzung unserer symbolischen Bezeichnung Ef' = SiE'J- g
schreibt sich dann:

b
l—wg
12+ @b ob 1—2® QOb
4¢ = Pt 42TV g priah get
1—a® at1 1—a N (d—1)a+1 1-a?
Bb — Em 1—az® te i—x"Terw 1—a* Qab
_ s

und die Relation 4% = B wird zu

1—® 1—2® 1—2®

b T a
¥ -z —— E 1= 1—

Daher lautet das Polynom der Gruppe Z,

1— o
() Basp = A—2% (1 —2)

(1—2) (1—=x)

(1—aft—x+a%) = (=9 (1 —2)°

Angenommen, die Form (x) des Polynoms sei bereits bewiesen fiir alle
Gruppen %, ,, bei denen der euklidische Algorithmus von wu, » aus
hochstens 4 Schritten besteht. Dann sei a, b das Zahlenpaar von Ty », bei
denen A+ 1 Divisionen zum grofiten gemeinschaftlichen Teiler 1 fithren:

a = kb+r,.
b = 7{1 71 +7‘2.

rie1 = kiri+1.

Dann hat man zundchst B durch B = CA* zu eliminieren, ferner 4
durch A = DC™ usw. Da B den Knoten bmal und € r,mal umschlingt,
mogen schliefllich in unserer Schreibweise E und S durch 4 = E/@® §
und € = E’® §" eingefithrt sein. Dann lautet die Ausgangsrelation:

B @42 f@+ 42 f@) gab
Fo@+a" @@+t g@+a" T p @t A2l g @)+ g (o) gab )
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WO
pa) = @)+t @) bk fla) = )T L
gesetzt ist. Damit wird

l”’—-l Tab__]

Bas @) = F0) Tyt g @) o ) S T

x“b——l @ 6 . ‘
= w—D@—n @ =Dy @ =1 — b — ) f)]

(@ —1) h(x)
@D

Das Polynom der Gruppe 4™ C® berechnet sich nun aus

b . (r—1)% 7y (b—1)r .
Ef(nc)—}—x [+ +a' fr) S’"xl’ Eg(m)—i—m g4z g@ Sv b
z
—1

Bro @) = f(x) ‘9( ) —

@ Ty V@ @ —y @) g @)

@’ —1) (@—1)

und ist andererseits nach Induktionsannahme — ——;
@t —1) (" —1)

, Woraus

man die Beziehung
f@a —f@)—g@)a’+g@) = L) = z—1

erhilt. Mithin ist gezeigt, daB fiir alle Torusknotengruppen das Polynom
die Gestalt
@ —1)—1)
For = FTH @)

hat.

§ 4. Diskussion der Verschiedenheit der Schlauchknoten
iiber demselben Triger.

is soll gezeigt werden, daf alle Schlauchknoten iiber demselben
festen Trager mit verschiedenen geordneten Zahlenpaaren im alligemeinen
voneinander verschieden sind. Da der Trigerknoten vorgegeben ist,
kennen wir F'(x), daB die Faktorzerlegung

Fz) = a(®) pe, () - - - pe, (x)

habe, wo in a(x) alle Faktoren vereinigt seien, die nicht Kreisteilungs-
polynome sind. Bei den anderen Faktoren sei mit pe () das zum
e;ten Teilungsgrad gehorige irreduzible Kreisteilungspolynom bezeichnet.
Dann ist
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F(x) = a@)pe, (@) - - pe,(@™)

und wenn man in den vorgegebenen B(x) alle Faktoren, die nicht
Kreisteilungspolynome sind, zusammenfafit, hat man sofort das Polynom
@(2™) und damit » erkannt. Hiernach 148t sich sofort das F'(2*) als
Faktor abspalten. Unter den iibrigbleibenden Kreisteilungspolynomen

gibt es eines, das zum griofiten Teilungsgrad y gehort. Der Quotient {{

ist die zweite gesuchte Zahl w. Ist bei F(z) der Faktor a(x) = 1,
was gewif nicht bei jeder Knotengruppe der Fall ist (z. B. hat das
Polynom des Viererknotens die Gestalt 2®—3x-}1), so fiihrt die Dis-
kussion von P(x), die hier nicht weiter ausgefithrt wird, auf héchstens
zwei nicht unterscheidbare Typen von Schlauchknoten iiber X.

§ 5. Verschiedenheit der Braunerschen Schlauchknoten.

Nehmen wir als Trigerknoten den Kreis, so ist der mittels der
Zahlen (n;, m,) aufgebaute Schlauchknoten erster Stufe ein gewdhnlicher
Torusknoten. Mittels weiterer s—1 Zahlenpaare (ng, my) - - -, (ns, ms)
sei der Proze§ der Schlauchbildung fortgesetzt. Das Polynom dieses
sogenannten Schlauchknotens &, ster Stufe lautet dann offenbar:

Bs () = S/Bnl,wl (g 1) éan,wz (a7 ) - - ﬂsn,_l,w —1 (") %n,, ws (),
wo die Zahlen w; erkliart sind als

Wi == MiVi—1 + my @=1,- .-, 9.

Da in unserem Falle alle &; als gleichsinnig verdrillte Zopfe ge-
legt sind, ist »; gleich der Anzahl der Doppelpunkte der Projektion
von &;. Diese berechnet sich aber rekursiv:

ve = O (fir den Kreis &),
Vi =— vi_lnf—{-(ni—l)nzi.

Das Polynom %, zerfillt nun in lauter Kreisteilungspolynome pa(xz). Dabei
ist unter allen pe(x), die von Py, w, ™+ ™) herrithren, pan,,,-nu, )
dasjenige, das zum grofiten Teilungsgrade o; = minit1- - - msw; gehort.
Satz: Fiir jedes ¢ ist a; grifler als die vorhergehende Maximalzahl
i1, d. h. w; > ni_1wi—, woraus jfolgt, daf wsng die grifite Zahl aller
a ist.
Zum Beweis eliminiere man die v; durch die w;:

i — i M (G=1,2, - s—1)
Nit1
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und ersetze die obige Rekursion in den ¢; durch die entsprechende
in den w;:

Wit1— Mit1 w; — M

a2 B e o nt ———= + (ns — Dmy,
Ni+1 ni
Wity == Mi+1 Mg Nik1 Wi — N1 Ny

Hieraus schlieft man w11 > ni41 niw;— Ny my,

N1 My Nit1 )
3 . s . —— e 72,.?0: 7'/- — ——
Wit1 > Nil0; (’ﬂz—i—l - ) > Wi ( i+1 )
weil w; >m; ist; da die n; stets > 1 angenommen werden konnen, ist

schlieBlich ni+1—ﬂl— = 1; daher folgt wiry > nyw;, W. z. b: w.

N
Ist uns ein beliebziges zu irgendeinem dieser Schlauchknoten gehoriges

P = Hp,si (x) gegeben, so konnen wir eindeutig die Zahlen n;, v; und
i

damit auch #»;, m; bestimmmen.

Hierzn nehmen wir die groite der Zahlen 8;, die 8 = n, ws ist und
stellen fest, daB infolge von Py, «, (x) sémtliche Teiler von 8 vorkommen
miissen bis auf die hdchstens, die schon n, oder «w, teilen. Von diesen
siecht man aber leicht, daB wenigstens w, nicht in den zu irgendeinem
Pupw, @™+ ™) gehorigen Zahlen 8; vorkommen darf, da 1n pg,, das Teiler

By M0 Tragy Ny 3
E:,, =D I(Li‘f“ i 1; ist, das 4; die Gestalt 8= nf - mjui ha,
wo nj/n; und wi/w; ist. Sollte B; = ws sein, so miiBte n; = 1 wegen
(ws, ms) = 1; da aber wy >mns_1 --- n; w; nach unserem Satz und erst recht
Ws > Mgy -+ - M Wi, 18t B; = ws nicht moglich. Nachdem so eindeutig die
Faktorenzerlegung 8 = n,ws erkannt ist, spalten wir P, ., (z) ab und
betrachten das iibrighleibende Polynom, Ps—; (x) = PB,—1(y) in y, das
zu dem um eine Stufe niedrigeren Schlauchknoten ©;_; mit den Zahlen
(ng—1, We—1) - -+ (ny, w;) gehort. Mit ihm fithre man dieselbe Diskussion
durch usw., bis schlieBlich die Zahlen n;, w; von &; liickenlos in der
richtigen Reihenfolge erhalten sind.

yon



