Kennzeichnung der Schlauchverkettungen.
Von WERNER BURAU in Hamburg.

Es ist bekannt, dafl eine Singularitit algebraischer Kurven, die
aus » Zweigen besteht, d. h. durch » Puiseuxentwicklungen beschrieben
werden kann, sich topologisch im kleinen als Flache im £, wie ein
bestimmter Verkettungstypus von » Schlauchknoten verhalt'). Von den
Herren BrAUNER und KAHLER ist a. a. O, gezeigt worden, wie man den
metrischen Aufbau der betreffenden Verkettung aus den Reihenentwick-
lungen der Zweige beschreiben kann. In Erginzung zu der fritheren
Arbeit iiber Schlauchknoten®) beschaftigen wir uns im folgenden mit dem
Typus von Verkettungen zweier beliebigen Schlauchknoten, wie er bei
den Singularititen auftritt und folgendermafien erklirt werde: Wir gehen
von einem durch die Zahlen (n,, my), - -+, (5, m;) wie in K. S. 1 definierten
Schlauchknoten i-ter Stufe €; aus und erweitern ihn zu einem solchen
(z -+ 1)-ter Stufe €;41 mittels des weiteren Zahlenpaares (i1, mit1),
wobei auch 7,4 = 1, d. h. €41 isotop €; sein kann, und nehmen die
sog. Seele €; von €;4, hinzu, die mit €; isotop ist. Aus €; werde
weiterhin mittels der Zahlen (n{y1, mi+1), - - -, (nt, mt) der Schlauchknoten
{-ter Stufe €; gebildet, der ganz im Innern der letzten ((z- 1)-ten)
Schlauchflache von €;1; liegt; desgleichen werde €, mittels (nirs, miy2),
- -, (ns, mg) zu € verlingert.

Nach Aufstellen der Gruppe dieser Verkettung von € und €; und
ihrer Polynominvariante B (x, ), die in einer vorhergehenden Arbeit®) von
REIDEMEISTER und SCHUMANN allgemein eingefiihrt ist, in den §§ 1—3
wird in § 4 gezeigt, wie man aus der Kenntnis der Invarianten beider
Kurven fiir sich genommen und des Polynoms P(x, y) die Verkettung
kennzeichnen, d. h. erkennen kann, bis zu welcher Stelle der Aufbau
der beiden Schlauchknoten iibereinstimmt, ob bei dem einen von ihnen
ein Zahlenpaar {(n;y; = 1, m;y;), das ja fiir den Knoten allein keine
topologische Bedeutung hat, einzufiigen ist, ferner welche der beiden
Kurven als ,innere” und welche als ,iduBere” zu betrachten ist; letzterer
Unterschied besteht in evidenter Weise nur in den Féllen n;y =1
SOWie M1 = Mit1, Mi+1 = mitr1, und bei 4 = O nicht?).

) Vgl. BRAUNER, Hamb. Abh., Bd. 6, p. 1. KAigLER, Math. Zeitschr. 31.
?) Vgl. Burau, Hamb. Abh., Bd. 9, p. 125, zitiert mit K. S.1.
%) REIDEMEISTER und ScEUMANN, Hamb. Abh., Bd. 10, p. 256.
1) Zu K. 8.1, Einleitung, sei hier noch berichtigt: es sind nicht die Zahlen (n;, m),
sondern (n;, w;), wie auch aus der Diskussion hervorgeht. Invarianten, wohei es anf
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Eine hierher gehorige Verkettung von » Kurven (» >2) wird nun

2
Verkettungen von je zwei Kurven kennzeichnen kann. Denn alsdann

146t sich der metrische Aufbau der Gesamtverkettung sofort konstruieren.

offenbar vollkommen beherrscht, wenn man die (r) darin enthaltenen

§ 1. Aufstellung gewisser Verkettungsgruppen.

Vorgegeben sei ein beliebiger Knoten & in einer normierten
orientierten Projektion, aus der man die Wirtingerschen Relationen
seiner Wegegruppe

Py = PiPiPy (i=1,---,9); P =P

in den einmal umschlingenden Erzeugenden P; in bekannter Weise ent-
nimmt. Dieser Knoten werde dann zu einer Parallelverkettung von
n-+-1 nebeneinander liegenden Kurven gemacht (siehe K.S.1, p. 125),
deren Gruppe von den Elementen (¢}, ---, ¢, ) (=1, .-, g+1)
mit den Relationen:

(1) 09 = (€ - DR (e - ),
(2) 01(9)20;1‘21 (,]':1,---,.9;9:0,1,“-,’)1)
B erzeugt wird. Schiebt man nun an eine Stelle,

" L k " etwa da, wo die Kurvenstiicke mit den Erzeu-
genden (1€ sich befinden, einen Zopf neben-

stehender Art ein, der durch die Zahl m

beschrieben wird, so liegt, wofern (n, m) =1

) ist, die Verkettung eines Parallelknotens mit
! I seiner Seele vor. Die Gruppe dieser Ver-
i ', kettung wird nun ebenfalls durch die Cf® mit
: ! den Relationen (1) erzeugt. Statt (2) treten
N\ A4 jedoch Ausdriicke, die sick nach Fig. 1 rekursiv

B All
1
L L folgendermafien berechnen; man hat zunéchst:
Bivi = By 4a' Bi 4u Bi,
Aitan = Bi' da B;,
N\ Aij = Bi A7 Bi dyjiy BT Aa B (<)
Bo AO‘I AOn
Fig. 1. ist m == kn-+r, so ergibt dies:

die Reihenfolge der ersten beiden nicht ankommt. Ferner sei bemerkt, dafi unsere an
der Projektion erklarte Zahlung von ¢ nicht mit der aus den Singularitaten raumlich
gewonnenen iibereinstimmt, sondern fiir denselben Knoten in leicht ersichtlicher
Weise griofiere Werte ergibt.
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Am,n = Q,—l AO”' Q”
Am,n—r+1 - Ql—l AOI Q,,
Am,n—-r QI -t -BO AOn -BO—I Q ’
Am,l — Q A0r+1 Q ’
By = Q7' B Q,
wo Q = Aoy -+ Aox Bo (Ao - -+ Aot Bo)".

Daher lautet die gewiinschte Gruppe B:

() G = PuCP® P’ G =1, 9);
(8) Py = 0‘"’ O (G=1,-,9,
P =0Ch- e 0100,
) Q., = (Cr--- CLG) (Ch -+ C)5
01(0) — Ql—l C QI
C(n) Ql—l 0 Q O(n 7‘) Ql—l 0 C O—l Q
(d) —_ r ’ 0Ln 0 y
T gae, @ — GGG,

wo fiir Cﬁ)l auch die Bezeichnung C, gebraucht ist. Die Relationen («)

fir j=1,-.-, g —1 urd (9) gestatten nun, simtliche C(e) zu eliminieren,
was in den iibrigbleibenden folgendes System ergibt:

G =T'QGQT,
Ch = T77'QeQT,
(a') Corir = T QT CLQ'T,
Coer =T'Q'C,C. CGQT
6 =T'Q ' CCnCQT,
(8" P = Cp---C G,
P, = P;f.---Pf‘Q'_IC,--- C,C,C, - 07'+1Q’P/:151 p;jef;
") Py, =By PuP P PY (=19
(6,) Ql - Or e 01 Co (Cn fee 01 Co)k,

wobei T eine Abkiirzung fiir P;ls‘ --.P;fy bedeutet. (r') zeigt, daB
die P; fiir sich eine zur Gruppe des Trigerknotens isomorphe Gruppe
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bilden. Fiihren wir nun weiterhin an Stelle von Q' das Element
Q= G k=t Q'T ein, das offenbar einem Parallelweg zur inneren Kurve
isotop ist, so hat man nach (&'):

Cooo GG (Ch- GG = QT

= Q_l Cok+l Czr . 01 00 (Cn cte 01 CO)ZkfF}
wenn 27 <n, bzw.

= QG - QLG (G- GO,

wenn 27 == n-+'. Istnun tm = k'n-+r" (r<<n), so folgt hieraus, daf
oo CLCo(Cr - GLC) = T Q™

Sind 4 und » die kleinsten positiven Loésungen von Am == xn-+1, so
ist demnach
GOy (G- GG = QT

d. h., da die linke Seite andererseits = C,C, P{ ist, hat man in
C =P PTr P e ¢ durch G, Q und die P; ausgedriickt.
Vermoge (') 1aBt sich dasselbe aber auch fiir Cj, ---, C, erreichen;

die Relationen («’) lauten némlich, anders geschrieben:

Crpr= CXQC, Q07"

CQC— Q7 ¥,

Cn =

G = O QCu—r1 QTG

Cr — 00k+1 Q Cn Q—l Co_k_l,

G = QC, Q1
oder .

Cii = CXQ CQ ¢ G=1,---, n—1),
") ¢ = rte.Qie

wofiir man auch schreiben kann:
Cip1 = Q*C¥C o™ Q™ (i=1,...,n—1),
( ar/) Cipr = Q(i—i-l)l Co(i+1)x+1 T_z Pl—x Co—ix—l Q—il (i —1,..., n—l).

Die Ausdriicke («”) sind alsdann in die noch iibrigbleibenden Relationen
einzusetzen, was zu Folgendem fiihrt:

(,8”) Pl — Qn‘- ComH—l T-—nl Pl_rm;
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d. h.
(I) Q C T nl P—WL) 1

(wobei benutzt wird, daf in der Gruppe & T<- P;) und
(6”) Q _ Uu—k_l Qr/l Onrx +1 T—r}. Pl—rx [in Conx—i—l T—n}. Pl—nx]k T,
d. h. unter Benutzung von (I) und Cj<=Q:

yA—1 ,yrx~k py—rh+1 p—rat-k
() Co T B = 1,
ke Ok —m—
Q(m k- IO(m nlk)x IcT (m—ik) +1P1 (m—nk)x+k 1’

(II) in CO”IN«? T—nr Pl-—m? — 1-

Da (x, 2) = 1 ist, sind (I) und (II) der einen Relation (3" Q" T " P; " =1
gleichwertig, woraus sich auch (y") als leichte Folgerung ergibt.

Die Gruppe unserer Verkettung erhdlt man also, wenn man zu
der des Ausgangsknotens & die Erzeugenden @ und €, mit den Relationen

,m Qn lyAn —m _ 17
CoQCo Q"l 1

{

(111)

|

hinzunimmt.

Betrachten wir schlieflich noch diejenige Verkettung von zwei Kurven,
die aus einer vorgegebenen B der Knoten € und €’ dadurch entsteht,
daf man eine der Kurven, etwa €, zu einem Parallelknoten erweitert,
der an der vorgelegten Projektion von € mittels des Zahlenpaares
(m, n) = 1 erklart ist und in geniigend kleiner Umgebung von ©
verbleibt. Dann zeigen dieselben Uberlegungen wie in K.S. 1, § 1, wo
nur ein Knoten vorhanden war, daf die Gruppe der neuen Verkettung
dadurch gewonnen werden kann, dafl zu den Erzeugenden und Relationen
der alten eine neue Erzeugende () nebst der Relation

(IV) Qn — Tll B;Il

hinzugefiigt wird. 7' stellt auch hier wieder, in der Gruppe der Aus-
gangsverkettung gedeutet, einen Parallelweg zur Kurve € und B, ein
einmal umschlingendes Element derselben dar, so daf die rechte Seite
von (IV) den Parallelknoten als Weg im AuBenraum der Verkettung 8
angibt.

§ 2. Polynom fiir die Verkettung eines Parallelknotens
mit seiner Seele.

Um nun das L-Polynom fiir eine gegebene Verkettung von zwei
Kurven!) zu berechnen, hat man zunichst in der Gruppe lauter Kom-
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mutatoren bis auf zwei je einmal positiv umschlingende Elemente S;, S,
einzufithren, dann die Exponentenmatrix der in den vertauschbar ge-
machten
S EST STt = EFY
und
S8 S Sy ST ST ST ST = KT

geschriebenen Relationen und deren Determinante aufzustellen {die Matrix
kann als quadratisch angenommen werden}. Fiithren wir dies fiir die im
vorigen Paragraphenbetrachtete Verkettung eines Parallelknotens mit seiner
Seele durch, so hat man zunichst in der Gruppe & des Tragers P;= E; P,

zu setzen und die ersten Relationen in den B} E; BY = Efb zu schreiben,
so daB sie das Polynom der Gruppe & liefern. Dann setzen wir
Q= @, T und P, = P;i (), so daB die erste neu hinzutretende Relation (I1I)
sich, kommutativ gemacht, als

(6) Q& =

schreibt., Man hat daher statt @, und P; das einmal umschlingende
Element S; wie in der Torusknotengruppe (6) einzufithren; hierbei
werde dann

Pl = EIO80
und

Ql — E]f!(-l‘) Slml
d. h.

P = EI8 S,

gesetzt, wo die Schreibweise S{ E, Si ¢ = EY " bereits gebraucht und
Cy = S; geschrieben sei. Dann 1st

();am”yp

P =F v KPSP"SS (K= 8888,

was aber in der Abelschen Kommutatorgruppe bedeutet, iiberall E
durch Ef” "¥’ zu ersetzen. Nur in den neuen Relationen tritt das K
und E, wirklich auf, und zwar ergeben sich die zugehorigen Exponenten
folgendermafen: Es sei

T — E;,(z) . E’E (@) Py
in der Gruppe &,
so daf

1
q(xH x"p(x) —r "y

Q""QlT_ ==ty

ﬂ1x+2nlx1J++"l——x1y”1

m n [z X Jx"‘ n
< E” @y | gl" e 1—z I—y 1z 1—y St vt-m Sy
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da

on go gon oo 2P IE LU eton gett
S 8288 =K = 1=V § Sz

ist. Werden dann die Relationen (III) zu:

EMK*E*... =1,

ESKER ... =1,
so ist darin:

l_xnw ny x‘m__m’w v 1___:”'1?0 0
& = R [Q‘*‘]’ Y ]— Y

1—avy’ 1—az"y l—z"y '’
r . xm_xwyv]
d= 1—p|o+r 5L,

g = — l_xn [xm___xw—-xm___xwyv:,l_xmvynv
T = (—yll1—2 1—zry 1 1—avy
1 _ww [ 1 _xnw 1 — xmo y”’l)]

T l—o =y l1—a 1—avy
1— ™ 1—2z" 1—x™y”

Ti—ali—yp (—a0—9 I—ay’
Y _ L0 e xm'_xm yv 1 — g
=« y)[(l——w)(l—y)+ 1—az"y (1—-'6)(1-3/)]
1—a¥

1—z °

i}’ :, , wenn P(¥)
1
das des Tragerknotens bedeutet. Zeilenkombination er’gibt fiir die Deter-

minante die einfachere Gestalt:

Unser gewiinschtes Polynom ist dann = P(z"-y)

_1—agmegye _ 1— " 1 —g™ y»
p 1—ary ’ l—2)(1—y) 1—a2'y

(Q+]) 1—az"y 1=, 1—=x +1-—x 1—ary

. . 1—an
gy B I—2) 01—y
T 1—aty 1—zm
q’(l ?/)7 l—x
. l_mmvyw[_ 1—xm 1__xn]
T 1—ary P % T l—z I

] __xnm 1 —_— xnm
Da nun zufolge der Herkunft von p(x) und ¢(x) p - T T
das Polynom des Torusknotens mit dem Zahlenpaar (m, n) bedeutet,
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1 —a") (1 —x)
(1—a2™) (1 —2a™)

dies aber andererseits (siehe K.S.1, p. 131) =
folgt, dafB

ist,

—(1—=amp+(1—a?)qg=ua—1,

so dafl wir in

__xll y

1 — ] AU 9 N
Pile, ) = B y)

unser gewilnschtes Verkettungspolynom haben.

§ 3. Polynom fiir die Verkettung eines Parallelknotens mit
giner Kurve im AuBenraum des Trégerschlauchs.

Vorgelegt sei uns eine beliebige Verkettung 8 von 2 Kurven €, €,,
aus deren Gruppe bereits das Polynom berechnet sei, nach Einfithrung
der Erzeugenden A4, S,, E;, wovon 4; die Kurve €, und S; €, einmal
umschlingen mégen Verwandelt man dann €, in einen Parallelknoten €;
itber €,, mittels der Zahlen (n, m), so lautet die nach § 1 nebst der
Erzeugenden ¢ neu hinzutretende Relation:

H n m

Q =T Al}

was in der abelsch gemachten Gruppe zu
Q“ - A;lv -n Sg;m

wird, wo v und ¢ angeben, wievielmal in der Ausgangsverkettung der
Parallelweg 7' zu €; die Kurven €, und €, umschlingt (¢ = sog. Ver-
schlingungszahl der Kurven €,, €;). Setzt man @ = @' S5, so hat man
ebenso wie in der Torusknotengruppe Q" = Ay statt @, 4, die Elemente
E, S, einzufithren, wo jetzt S, die neue Kurve €; einmal umschlingt,
und zwar sei:

Q = E'@8", 4 = B8
Lautete in der alten Gruppe in Operatoren eine Relation

. Efi(w,zl) va,w =1,

1

wo also K, — Sy A, 85 ' A7 und A Sf B 82F AT = E=*Y" gesetat sei,
so tritt jetzt dafiir:

e (" , x 1 o a2,
L Ei,(r N (bz Ewu) S1n Ss 181 nE a(x))r(w ¥ __ 1,
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d. h.
e ) —1)x(x, y) ﬂz(w”,y)
AL M LD S
a— x) (I—y
— "
E-Spalte, so wird letztere zu O, und die Determinante der fibrigen hat
den Wert 11:

verkettung darstellt. Tut man dasselbe mit der letzten Zeile, so wird
diese, die urspriinglich

Addiert man also die mit a(x) multiplizierte K- zu der

N
9; Bz, y), wo P(x,y) das Polynom der Ausgangs-

nw  ne nw nw  ne

@ 1—2™y 1—& 1=x® 12"y
E 1—z%yf K(l—w)(l—y) (1—2) A=) 1 x*y°

A

1_ Jw 1
—a () (y—1) %, @, P—a(x) N z

n o }'l(r'y;
- g E =1
lautete, zn

1; nw, ne
gy Y
' 1

4

Mithin hat unser gewiinschtes Polynom die Darstellung:

—_ xnw
Bt o)

da
1— xnu . — . (1 . xnw) (l _J/)
Q("E) 1— a (x) — xh (1 - xn) (1 _._.xw)

ist.

§ 4. Verschiedenheit der Schlauchverkettungen.

Die in den vorigen Paragraphen gegebenen Produktdarstellungen
gestatten nun sofort, das Polynom fiir den allgemeinsten in der Einleitung
beschriebenen Verkettungstypus zweier Schlauchknoten anzugeben, wie
er bei den Singularititen auftritt. Betrachten wir namlich einen Schlauch-
knoten i-ter Stufe €;, dessen Projektion aus einer reguldren Kreisprojektion
unter Verwendung der geordneten Zahlengruppe (n, my), ---, (n:, m;)
entstanden sei. Sein Polynom, das in K. S. 1. aufgestellt ist, laute Q;(x);
dann hat nach § 3 die Verkettung, die der iiber €; mittels weiterer
Zahlen (n;11, mi4+1) erklirte Parallelknoten €;.; mit seiner Seele §;
bildet, das Polynom:

n, 1w, W
. 1 — i+1 Vi i1
s (x 1 y) Yy
n, ?
1—axty

WO Wit1 = Nip1vi+mip1 wie in K. S. 1 zu erklaren ist. Wird die
Seele €; mittels (ni1i, mi11) zu einem Parallelknoten G;(; erweitert,
so lautet das Polynom
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mr m 1— g e y"i+1 Wit MY y"£+1 Wiy
Qi (x {41 y (+1)

1 — M y"2+1 1 — ¥h y"’f+1
WO wit1 = Mi+1 vi+mit1. Entsprechend erhilt man bei weiterer Auf
spaltung von &}y, mittels (niys, mito), - - -, (nt, mt):

1 — ¥ y”;' M Wi

(o 0) = Dl
Bi(x, y) = Qi y™ ™) 1 — g+ yni"'n(_,_l

1— x”f-n Wit y"é' S W 1— w”-"+a R Wiy y”;' MWy

> , ; n v 7 7
1— x’w«+1 yn" ML Wiy 1— w"i+1“’i+1 y”l' R aWig

N TR IRL TR A
1l—x Y

1 — g M Vi ywi

Spaltet man desgleichen €; weiter auf unter Verwendung von
(nite, Mmifs), - - - (ns, ms), so lautet das endgiiltige Polynom:

1— x”.' sy alliyg ,l/”¢+: Wit ”i’+1' ey

Pi(a™ ", y)

1— ™ My 3Wipy ywi+1 [T

1 . x”'n'—lw'—l y'n‘_l. . .n‘_H w‘+1”il+l' . n;

1 —_ xn,w,_-l yn,_, .e .n‘+,w,+ln"+‘. . .n;

1— w”. w, y”.' Mg By Ny

b 7 "
—— y”l-l' C g Wi By

P R Wiy TR Wy
— Q,;(xn""n"'“ yn;...n"_‘_l) 1 xr Y

1 . xn‘. . '”H—l yn; “n"'l"l

1—z" My g Mgy Wig y”i' AL W

Pas R
1— x”."'”¢+s“’¢+1 y”c"'”(+awi+1

’ . ’ ’
1— xn,n gy Mgt Mg Wy yn‘w,

1 — M RDTRE R TP y“’$

1 — g P Pins y”{-}-’wﬂ'l (TP A

> 7 7
1 — e s Wita ywx+1"-'+1‘ Py

’
1— x”."’. y”.' S Mg Wiy eyt MG

1— % y".-x' Mg Wi Mgy ooy

Bei der Diskussion der Verschiedenheit dieser Verkettungen seien
die einfachsten Fille gesondert behandelt:
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Die hierher gehorige Verkettung zweier Kreise, die als Zweierkopf
von der einfachsten Art ist, wird offenbar durch die Verschlingungs-
zahl d gekennzeichnet, die als d = P (1, 1) aus dem Polynom P (z, y)

gl
= —%lz—y zu entnehmen ist. Diese Verkettung a8t sich als die
eines Torusknotens (1, d) mit seiner Seele auffassen; wird letztere mittels
(n, m) zu einem Torusknoten erweitert, so lautet nach § 3 das neue
Polynom:

N 1 — 2 yn’d 1 — 80 ym'n’
SB(“%?/)'— 1—-333/"' l_xdym’

= +ay’ 4 ) A Faty™ o).

Es ist k= B (1,1) = n'd, woraus zu erkennen ist, ob ¢ = 1 oder >1.
Im letzteren Fall liefert dann das Glied zy* die ausgezeichnete Zahl n

und % den genauen Wert von d. Die Verkettung, die der Torus-

knoten (n, m) mit seiner inneren Seele bildet, hat das Polynom
— M g nm
%wyyn—, von derselben Gestalt wie das eben aufgestellte fiir d = 1,
n=m', m = n'. Beide Verkettungen sind indes, wie man sich leicht
tiberlegt, isotop.
Wird nun der unseren Torus auBien d-mal umschlingende Kreis
ebenfalls mittels eines Zahlenpaares (n, m) zu einem Torusknoten
erweitert, so geht das Polynom iiber in:

1 — gnd yn'd 1 ___x.ndn’ ym’n' 1 —gmn yn'dn

Pz, y) =

1— yn' 1 —gnd ym’ 1 —gm yn’d

Hieraus ersieht man zunichst, daB nur bei d > 1 ein einziges Glied z* '
vorhanden ist, d. h. ein solches, in dem die Exponenten je eine Zahl

aus den mit den einzelnen Knoten schon bekannten Paaren (n, m),
BLD gy
nn

d =1 liefern die dann auftretenden Glieder z"y™ und z™y* mit
B (1, 1) = nn' zusammen die Auszeichnung der Kombination =, »'.
Nur wenn nn' = mm', d.h. n = m’, ' = m, lassen sich zwei auBerlich
verschiedene Verkettungen dieser Art nicht unterscheiden, die aber
ersichtlich auch topologisch identisch sind. Wegen der topologischen
Gleichwertigkeit von Innen- und Auflenraum des Torus ist es ferner
einleuchtend, da der Verkettungstypus zweier Torusknoten, wobei der
Torus von ' im Innern des von ¥ statt wie soeben im AuBern liegt,
sich hiervon nicht unterscheiden lift und in der Tat auf denselben
Polynomtypus fiihrt.

Zwei gleiche Torusknoten £, T’ mit den charakteristischen Zahlen
n, m konnen schlieBlich so miteinander verkettet sein, daB T als Schlauch-

(', m’) darstellen; der Wert von d ergibt sich dann als
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knoten (n, m), (1, d) aufgefaBt wird mit ' als Seele. Dann hat das

Polynom:
1— x(n—l)m+d y(n—l)1n+d

Plx,y) = Pr"(z-y)

l—xy
wo

(1= (1— ™)
(1—18) (1 —t™)

Prom(t) = = 1l—i-+...
ist. Durch das Vorhandensein eines Gliedes xzy unterscheidet sich
dieser Verkettungsfall sofort von den soeben behandelten. Weiterhin
kann man aus P(1,1) =kd zu k—®r—1)m oder k—(m—1)n
errechnen; je nachdem die Schlauchfliche, auf der man $ mit ' als
Seele gelegt hat, als Zopf von m oder » Faden projiziert wird, hat
man in der Tat fir 4 den einen oder andern dieser Werte zu setzen.
Der Diskussion des allgemeinen Falles seien nun folgende Be-
merkungen vorangestellt:

1. Das Polynom jedes Schlauchknotens beginnt mit den Gliedern 1 —u,
was fiir Torusknoten bereits oben verwandt wurde und allgemein
dann sofort aus der Produktdarstellung des Schlauchknotenpolynoms
folgt;

2. esgilt fiir jeden Schlauchknoten mit den Aufhauzahlen (ny, m1) - - - (ns, my),
daB w; >mnjwi fur j =1, ..., s. Denn nach K. 8. 1, p. 133, gilt
die Rekursion:

Wy = Wy Ny AWy W W M1,

d. h. wy>njwi—q, da nj1 > 1.
Betrachtet man nun unser allgemeines Polynom, so sieht man, daf}
es die Gestalt

Bl y) = Q—a- o [Ja a4+ 2%

hat. Die Glieder mit niedrigsten Exponenten im Produkt sind daher
die der einzelnen Faktoren. Nihere Betrachtung des Polynoms zeigt
dann unter Anwendung unserer Bemerkungen, daf in dem Gliede
™ e MM die Zahl @ = ngyy - - - ms << alle andern in Bz, y) vor-
kommenden z-Exponenten, dgl. 8 = ni ;- -- nt < alle y-Exponenten ist.
Dies erleidet hochstens bei # == 0 eine Ausnahme, da dann auch das

Glied ™™ " ™" ™ quftritt. In jedem Fall erkennt man jedoch
den Wert / der Verkettung an diesen Gliedern, da die Invarianten
(ng, wy), ---, (ns, ws) die Produkte ns, nsns—1, -+, Ns--- ng My (bzw.
ng - - - vy my) und analog fiir den gestrichenen Knoten anzugeben gestatten.
Nehmen wir zuerst ¢ >0 an, so rechne man die Verschlingungszahl
= P(1,1) aus; sie mub &k = w11 i1 - -+ nfNip1 - - - 0 sein derart,
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af k

W em %, «B)

von k und 8 oedeutet. Hieraus ist sofort zu ersehem, ob 71 =1
ist oder nicht. Bei 7;4:1>>1 Itat man dann sofort die Auszeichnung
von €; vor €, als innerer Kurve, aufer wenn 7,41 = niy1 und
Mip1 = mir1, WO die i+ 1-te Naherungskurve €y, liegt, deformieren
1aB8t. Ist n = 1 festgestellt, so kommen fiir das zugehorige m; zwei
Werte in Frage, die aus der zweiten oben ermittelten Zahl w;, als
mip1 = wira—v; Zu errechnen sind, wobei v; als Uberkreuzungszahl
des s-ten Niherungsknotens €;, je nachdem €, als Zopf von %, oder
m; Fiaden vorliegt, verschieden zu berechnen ist. Im Falle ¢ = 0
schlieBlich besteht ebenfalls keine Auszeichnung der Kurven voreinander;
ist »; =1 und das zugehorige m, >1, so ist auch hier wie in dem

zuerst behandelten Fall zweier Torusknoten das Glied &™ ™ ¢ ™ und
damit «f = n, -'-- nsn1 --- n; eindeutig festzustellen und der Wert
von m, zu berechnen. Bei n, >1 sowie bei ny = 1, m; = 1 sind die
Glieder ™ "™ y™ ™ und &™"s " ™" " als gleichberechtigt heran-
zuziehen, und wiederum wird hierdurch eine doppelte Auffassungsweise
derselben Verkettung wiedergegeben.

Zum Schluf sei noch bemerkt, daf von den Verkettungen, die
sich hierbei unter verschiedener Zahlenbeschreibung als isotop erwiesen,
hochstens eine bei den Singularititen realisiert werden kann, wie sich
aus den Ungleichheitsbeziehungen, die dort bestehen miissen, leicht ergibt?),

i N1 und - wiyy ist, wo (k, «f) =1 g.T.

%) Siehe ).



