
Kennzeichnung der Schlauchverkettungon. 
Von WERRER BURAU in Hamburg. 

Es ist bekannt, daI~ eine Singularitat algebraischer Kurven, die 
aus r Zweigen besteht, d.h.  durch r Puiseuxentwicklungen beschrieben 
werden kann, sich topologisch im kleinen als Fli~che im R4 wie ein 
bestimmter Verkettungstypus von r Schlauchknoten verhi~ltl). Von den 
Herren BRAUNER und K)IHLER ist a. a. 0. gezeigt worden, wie man den 
metrischen Aufbau der betreffenden Verkettung aus den Reihenentwick- 
lungen der Zweige beschreiben kann. In Ergi~nzung zu der frtiheren 
Arbeit iiber Schlauchknoten ~) beschi~ftigen wir uns im folgenden mit dem 
Typus von Verkettungen zweier beliebigen Schlauchknoten, wie er bei 
den Singulariti~ten auftritt und folgenderma6en erklitrt werde: Wir gehen 
von einem durch die Zahlen (n~, m~), . . . ,  (hi, m/) wie in K. S. 1 definierten 
Schlauchknoten i-ter Stufe ~i aus und erweitern ihn zu einem solchen 
( /q - l ) - te r  Stufe ~i+~ mittels des weiteren Zahlenpaares (hi+l, mi+l), 
wobei auch ni+~ ~ 1, d . h .  ~i+~ isotop ~ sein kann, und nehmen die 
sog. Seele (s yon ~i+~ hinzu, die mit ~i isotop ist. Aus ~ werde 
weiterhin mittels der Zahlen (n~+~, m~+~), . . . ,  (n~, ~ )  der Schlauchknoten 
t-ter Stufe ~ gebildet, der ganz im Innern der letzten ((i~-1)-ten) 
Schlauchfl~tche yon ~i+~ ]iegt; desgleichen werde ~i+~ mittels (n/+2, ~i-t o.), 
�9 --, (n.~, m~) zu fs verli~ngert. 

Nach Aufstellen der Gruppe dieser Verkettung yon ~s und ~ und 
ihrer Polynominvariante !13 (x, y), die in einer vorhergehenden Arbeit ~) yon 
REIDEMEISTER und SCHUMANN allgemein eingefiihr~ ist, in den w167 1--3 
wird in w 4 gezeigt, wie man aus der Kenntnis der Invarianten beider 
Kurven fiir sich genommen und des Polynoms ~ (x ,  y) die Verkettung 
kennzeichnen, d.h.  erkennen kann, bis zu welcher Stelle der Aufbau 
der beiden Schlauchknoten iibereinstimmt, ob bei dem einen yon ihnen 
ein Zahlenpaar (n,:+~ = 1, mi+~), das ja ftir den Knoten allein keine 
topologische Bedeutung hat, einzuftigen ist, ferner welche der beiden 
Kurven als ,,inhere" und welche als ,,~tul~ere" zu betrachten ist; letzterer 
Unterschied besteht in evidenter Weise nur in den F~llen ~_!~ ~ 1 
sowie ni+~ = n~+~, mi+~ = m~+x, und bei i = 0 nicht~). 

1) Vgl. BRAUNER, Hamb. Abh., Bd. 6, p. 1. KXItLER, Math. Zeitsehr.31. 
2) Vgl. BURAU, Hamb. Abh., Bd. 9, p. 125, zitiert mit K. S. 1. 
3) REIDEMEISTER und SCnUMANN, Hamb. Abh., Bd. 10, p. 256. 
~) Zu K. S. 1, Einleitung, sei hier noch borichtigt: es sind nicht die Zahlen (n~ m0, 

sondern (n~, w~), wie auch aus der Diskussion hervo_rgeht. InvarJanie~ wohei e$ an~ 
~85 r~ 
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Eine hierher geh6rige Verkettung yon r Kurven (r > 2) wird nun 

offenbar vollkommen beherrscht, wenn man die ( ; ) d a r i n  enthaltenen 

Verkettungen von je zwei Kurven kennzeichnen kann. Denn alsdann 
li~13t sich der metrische Aufbau der Gesamtverkettung sofort konstruieren. 

w 1. hufstollung gewissor Verkottungsgruppon. 
Vorgegeben sei ein beliebiger Knoten ~ in einer normierten 

orientierten Projektion, aus der man die Wirtingersehen Relationen 
seiner Wegegruppe 

~ p p-~ '  
Pi+l ---- P~, i ~,, (i = 1 , . . . , . q ) ;  Pg+l ~-- P, 

in den einmal ums chlingenden Erzeugenden P, in bekannter Weise ent- 
nimmt. Dieser Knoten werde dann zu einer Parallelverkettung yon 
n + 1 nebeneinander liegenden Kurven gemaeht (siehe K. S. 1, p. 125), 

~'~(") C~ '), C/(~ (i 1, ., g -}- 1) deren Gruppe yon den Elementen ,~i , �9 �9  = �9 �9 
mit den Relationen: 

(1)  c ( O  = (o, , :  

(2) C e) ~-- wg~i (3" z 1, �9 �9 ", g ; # ~ 0, 1, �9 �9 ", n) 

Bm-x 
I 

I 
I Axl 
I 

B1j 

Bo Ao I 

Am-In 

Aon 
Fig. 1. 

erzeugt wird. Schiebt man nun an eine Stelle, 
etwa da, wo die Kurvenstticke mit den Erzeu- 
genden 5~ e) sich befinden, einen Zopf neben- 
stehender Art  ein, der durch die Zahl m 
beschrieben wird, so liegt, wofern (n, m) = 1 
ist, die Verkettung eines Parallelknotens mit 
seiner Seele vor. Die Gruppe dieser Ver- 
ket tung wird nun ebenfalls durch die C~ r mit 
den Relationen (1) erzeugt. Stat t  (2) treten 
jedoch Ausdrticke, die sick nach Fig. 1 rekursiv 
folgendermaflen berechnen; man hat  zuni~chst: 

•iq-1 B, :-1 A -1 -= il Bi Ail Bi, 

Ai+l~ ~- B71 All Bi,  
212-1 --1 Ai+aj B~ 1 . ~1 Bi Aij+l Bi Ail Bi (j  < n); 

ist m ~ k n + r ,  so ergibt dies: 

die Reihen[olge der ersten beiden nicht ankommt. Ferner sei bemerkt, dal5 unsere an 
der Projektion erkliirte Zi~hlung yon m, nicht mit der aus den Singularit~ten ri~umlich 
gewonnenen abereinstimmt, sondern far denselben Knoten in leicht ersichtlicher 
Weise grSltere Werte ergibt. 
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WO 

Am, n = Q,-1 Aor Q', 
�9 �9 �9 . �9 �9 �9 . �9 

Q Aol Q', Am, n--r+1 ~ i-1 

Am, n-r  = Q,- i  Bo Aon B o  1 Q', 
�9 �9 �9 �9 �9 . ' � 9  . �9 �9 . �9 

= Q,-1 
Am, 1 Aor+l Q,  
Bm = Q,-1 Bo Q', 

Q' ----- 2or �9 " Aoi Bo (Ao, . .  �9 Aol Bo) k. 

Daher lautet die gewfinschte Gruppe !B: 

(-) 

(~) 

(r) 

(~) 

Cj(r 
r --r = c)r P,,,  

f,(n) ~(0) 
-t~+l ~ W + i ' ' ' ~ j + i  

1'1 = G . . . C, G ; 

Q" = (Cr " " " CI Co) (Cn " " Co)k; 

c(O) = Q,-1 Co Q', 
c(n) ~_ Q,-1 Cr Q', C(ln-r)  ~ Q,-1 Co Cn 

. . . . . .  . . 

C} "-~+1) = Q'-~ Cl Q', 

( j  = 1, 

fj  = 1, 

Co 1 Q', 
. . . . . .  o �9 . �9 

C~ 1) ---- Q ' - I  Co G + I  C o  I Q',  

�9 . . ,  g); 

�9 . . ,  g), 

wo ftir Ca(~ aueh die Bezeiehnung C e gebraucht ist. Die Relationen (a) 
fiir j = 1, . . . ,  g - -  1 un4 (~) gestatten nun, sitmtliehe G .(e) zu eliminieren, 
was in den tibrigbleibenden folgendes System ergibt: 

Co == T - i  Q' - i  Co Q'T ,  

G = T-1 Q,-1 Cr Q' T, 

(a') Cn-r+l ~ T -1 Q,-i  Cl Q'T,  

Cn--~ = T - i  Q'-I  Co Cn Co Q'T ,  

C1 ~ T - 1  Q,-1 Co Cr+l Co Q' T; 

(~') PI = C n ' "  el Co, 
�9 ~1 . . . . . .  , p - ~ , . . .  - ~ - .  G ,  = . .  Q,-1 c, c, Co % ,  Q , 

d .h .  
�9 . �9 p ~  i o  p--~ . . --~.~ (rt) Pj+ l  = P ~  ~ t~, ~i  ~ t', " Pt~; ( j  = 1, � 9  g); 

(x) Q' = Cr . . .  Cl Co ( G " "  c, Co) k, 

wobei T eine Abktirzung ffir P ,~*~. . .  Pt,-- *g bedeutet. (r') zeigt, dab 
die Pi fiir sich eine zur Gruppe des Triigerknotens isomorphe Gruppe 
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bilden. Ftihren wir nun weiterhin an Stelle v o n  Q' das Element 
Q ---- C~-o k-1 Q'T  ein, das offenbar einem Parallelweg zur inneren Kurve 
isotop ist, so hat  man naeh (a'):  

C ~ . . .  C1 Co (C,, �9 �9 �9 C, Co) k = Co k+t Q T "t  

Q-1 ck+l C2r " " C1 Co (Cn " " C1 Co) 2k T~ 

wenn 2r  < n,  bzw. 

= Q-t  Co k C~, . . .  C~ Co (C~ �9 �9 �9 5'1 Co) 2k+1 T, 

wenn 2r  =-= n @ r ' .  Ist  nun tin---- k ' n @ r '  ( r < n ) ,  so folgt hieraus, dag 

C~ . . . .  C1 Co (C~ �9 �9 �9 Ct Co) k' = Co k'+l Qt T- t .  

Sind )~ ur~d x die kleinsten positiven Ltisungen yon ;~m = xn -~ l ,  so 
ist demnach 

d. h., da die linke Seite andererseits = Q CoP~ ist, hat  man in 
Q = C~ +~ Q~ T -~ Pi -x Co t C~ dutch Co, Q und die Pi ausgedriickt. 
Vermtige (d)  litfit sieh dasselbe aber aueh ftir C ~ , . . . ,  C~ erreiehen; 
die Relationen (a ')  lauten n~mlich, anders geschrieben: 

oder 

(y") 

woftir man aueh schreiben kann: 

C i + t  ~ ~t~ u o  tFl tJo 

d .h .  
(,,,) ci+t - -  T Pi Co Q 

C, + t = Co k Q Cl Q-t  Co", 

Cn ~ Ck Q Cn-r Q-t Co k, 
el ~ C: nt-1 Q Cn--r~,l Q-1 Cok--1, 

Cr = Co k+t Q Cn Q-1 Cok--t, 
Co ---- QCo Q - t  

G+t =-- C: Qx Ci Q-x Co x 

Q =- C: +t Qz c,~ Q-~ Co x-',  

(i = l,  . . - ,  n - - l ) ,  

(i = 1, . . . ,  n - - l ) ,  

(i = 1, . . .  , n - - l ) .  

Die Ausdrticke (a") sind alsdann in die noch fibrigbleibenden Relationen 
einzusetzen, was zu Folgendein ftihrt: 
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d. h. 
(I) QnZ Co,~ T-"~ P 1  m~" : 1 

(wobei benutzt wird, dab in der Gruppe ~ T*-~P1) und 

(~,,) Q = (j(~-k--1 Qr]r CorX +I A~--r)" "D--rgl [~'~ -or~"~'+l T-"~ PI"~] k T, 

d. h. unter Benutzung yon (I) und Co~--~Q: 

Qr2-1 cyorx k T -r)'+i p l r z + k  ~ 1, 
Q(m- nk#.--1c(m nk)x--k T-(,,,-,k)i+~ p~-(m--,k)x+k ~_ 1, 

(II) Q,,~ C:,~. T-n~. egret. _~ 1. 

Da (~, ~) ---- 1 ist, sind (I) und (II) der einen Relation Co'*QnT-np~ - ' ~ :  1 
gleichwertig, woraus sich auch (r") als leichte Folgerung ergibt. 

Die Gruppe unserer Verkettung erhMt man also. wenn man zu 
der des Ausgangsknotens ~ die Erzeugenden Q und Co mit den Relationen 

C~'~ Q'~ T-'~ P~ -'~ ~- 1, (m) 
Co (1~ (Jo-1 (~ - 1  = 1 

hinzunimmt. 
Betrachten wir schlieBlich noch diejenige Verkettung yon zwei Kurven, 

die aus einer vorgegebenen !8 der Knoten ~ und ~' dadurch entsteht, 
daf  mall eine der Kurven, etwa (~, zu einem ParMlelknoten erweitert, 
der an der vorgelegten Projektion von ~ mittels des Zahlenpaares 
(m, n) ~- 1 erkli~rt ist und in geniigend kleiner Umgebung von 
verbleibt. Dann zeigen dieselben Uberlegungen wie in K.S. 1, w l, wo 
nur ein Knoten vorhanden war, dab die Gruppe der neuen Verkettung 
dadurch gewonnen werden kann, dab zu den Erzeugenden und Relationen 
der alten eine neue Erzeugende Q nebst der Relation 

(IV) q" = T BI'* m 

hinzugeffigt wird. T stellt auch hier wieder, in der Gruppe der Aus- 
gangsverkettung gedeutet, einen Parallelweg zur Kurve ~ und B1 ein 
einmal umschlingendes Element derselben dar, so daft die rechte Seite 
von (IV) den Parallelknoten als Weg im Auiienraum der Verkettung !8 
angibt. 

w 2. Polynom fiir die Verkottung eines Parallolknotons 
mit seiner Seele. 

Um nun das L-Polynom ffir eine gegebene Verkettung yon zwei 
Kurven 1) zu berechnen, hat man zun~chst in der Gruppe lauter Kom- 
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mutatoren bis auf zwei je einmal positiv umschlingende Elemente S~, S~ 
einzufiihren, dann die Exponentenmatrix der in den vertauschbar ge- 
machten 

x"  y~' Ei Si-b 
und 

xa yb 

geschriebenen Relationen und deren Determinante aufzustellen {die Matrix 
kann als quadratisch angenommen werden}. Ffihren wir dies ffir die im 
vorigen Paragraphen betrachteteVerkettung eines Parallelknotens mit seiner 
Seele durch, so hat man zuniichst in der Gruppe ~ des Triggers P i - ~  EiP~ 

zu setzen und die ersten Relationen in den B~ Ei B~ ~- E~  b zu sehreiben, 
so dal~ sie das Polynom der Gruppe ~ liefern. Dann setzen wir 
Q = Q~ T und P~ ~ P~ Co, so dal3 die erste neu hinzutretende Relation (III) 
sich, kommutativ gemacht, als 

(6) Q~ = P~'~ 

sehreibt. 
Element S~ 
werde dann 

und 

d.h. 

Man hat daher statt Q~ und P~I das einmal umschlingende 
wie in einzuftihren; hierbei der Torusknotengruppe (6) 

t ~ p ( x )  

Q, = Eq(~) S~ ~ 

wo die Schreibweise S~ El S~ r = E~ I' bereits gebraueht und 

x E:me2(xn .y )  

in der Gruppe ~ ,  
so dal~ 

= E?(X) . .  Z;,(x) p :  

q(X)~-x'~(X) 1--x':" Y" 
l - - x  '~ y Q -~- Q1 T ~ E 1 

I x  ~ l--Xn 4-x 2'~ 1--xn 1--Y2 . .-~X"" 1--x'~ 1--YV-1] X m 
. . .  K L ~ - ~ -  1--x 1--y +" ~ ~ J S ~ v + m  s ~  

gesetzt, 
Co ~--S~ geschrieben sei. Dann ist 

(x 1--xPn YP 
P ) - - - w -  

P~ = El  1-x y K fl -~'~ c,e {K = ~% $1 8~-1 $1-1} 

was aber in der Abelschen KommutatorgTuppe bedeutet, fiberall E f  
dureh E ~  ~~  zu ersetzen. Nur in den neuen Relationen tritt das K 
und E~ wirklich auf, und zwar ergeben sieh die zugeh6rigen Exponenten 
folgendermaBen: Es sei 
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da 
xp, ,1--x '~  1--yP ~Q~-l)n 

S'~" S= e &e'* 8=e = K i - ~  1 - v  $ 2  +1 

ist. Werden dann die Relationen (III) zu: 

so ist darin: 

$ 1 - -  

E ~ '  K x E ' . . . .  1 ,  

E ; ;  K ~' E ; ;  . . . .  1,  

1 - -  xnW ynV [ x 'n  - -  xW y v ] 

l __ xW yV q + P l __  x,~ y - -  P 

( l - - y ) [ q + p  x ~ - - x W y ~ ]  

i-x  
( l - - x )  ( l - - y )  L 1 - - x  n 

1 - -  x w [_ 1 - -  x '~'~ 

( l - - x )  ( l - - y )  [ 1 - - x  w 

1 - -  x "~ yW 

1 - -  x "  y ' 

X m __ X w yV ] 1 - -  x nw ynV 

1 - - x ' * y  J 1 - - X  wy~ 

1--x"Wy_ ~v ] 

l -- x~ y v J 

1 - - x n w  

-}- ( i - - x )  ( l - - y )  ( l - - x )  ( l - - y )  
x W  - -  X m 

x ' =  ( l - - y )  ( 1 - - x ) ( 1 - - y )  

1 - -  x a 1 - -  x nw yW 

Unser gewiinschtes Polynom 

x ~" __ x m yV 
+ l _ _ x n y  

1 - -  x w 

1 - - x  " 

l _ x n y  , 

1 - -  x" ] 

(1 - -  x )  (1 - -  y )  J 

\[$1~ ;g ist dann = ~ ( x ' * . y ) ]  , , ,  x ' '  wenn ~( t )  

das des Tr~gerknotens bedeutet. 
minante die einfachere Gestalt: 

1 - -  x nw yW 

P l _ _ x n y  ' 

I 
(q - } -P  l _ x n y  / ( l - - y ) ,  

1 - -  x nw yW 
- - p ,  

Zeilenkombination ergibt ftir die Deter- 

1 - -  x n 1 - -  x nw yW 

(1 - -  x )  (1 - -  y )  1 - -  x'~y 

1 - -  x m 1 - -  x n x m -  x w yV 
- - - } - - -  

1 - - x  1 - - x  1 - - x n y  

1 - -  x n 

(1 - -  x )  (1 - -  y )  

1 - - x  n y  q . ( 1 - - y ) ,  1 - - x  ~ 

1 - - x  

1 - -  x nw yW [ 1 - -  x 'n 1 - -  x n ] 

S-x y - v  l +q _xJ. 
] - -  x n m  

Da nun zufolge der Herkunft yon p (x) und q (x) p .  1 - - x  ~ 

das mit dem Polynom des Torusknotens 

1 - -  X nm 

q 1 - - x "  
Zahlenpaar ( m ,  n)  bedeutet, 
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(1 - - x  "m) (1 - - x )  
dies aber andererseits (siehe K. S. 1, p. 131) ~- ( l _ _ x m ) ( l _ _ x n )  

folgt, dab 
- - (1  --x~'~)p + (1 - - x  ~*) q ~ x - - l ,  

so dal~ wit in 

%~ (~, ~) --- ~ (x~,. ~) 
1 - -  x n ~  y*~' 

1 - -  x ~ y 

ist, 

unser gewfinschtes Verkettungspolynom haben. 

w 3. Polynom fiir die Verkettung eines ParaUelknotens mit 
einer Kurve im Aulienraum des Tr~gerschlauchs. 

Vorgelegt sei uns eine beliebige Verkettung ~ yon 2 Kurven {s (~, 
aus deren Gruppe bereits das Polynom berechnet sei, nach Einffihrung 
der Erzeugenden A~, 5~, El, wovon A1 die Kurve ~ und $2 E., einmal 
umschlingen m0gen Verwandelt man dann ~ in einen Parallelknoten ~ 
fiber ~ ,  mittels der Zahlen (n, m), so lautet die nach w 1 nebst der 
Erzeugenden Q neu hinzutretende Relation: 

Q " - -  T" .4~ '~, 

was in der abelsch gemachten Gruppe zu 

wird, wo v u n d c  angeben, wievielmal in der Ausgangsverkettung der 
Parallelweg T zu ql  die Kurven ~1 und {~ umschlingt (c ~--- sog. Ver- 
schlingungszahl der Kurven El, ~ ) .  Setzt man Q ~-- Q' S.~, so hat man 
ebenso wie in der Torusknotengruppe Q"~ = A; ~' statt Q', A~ die Elemente 
E,  S~ einzuffihren, wo jetzt S~ die neue Kurve E~ einmal umschlingt, 
und zwar sei: 

Q' ~ E q(x) S~ c, A, ~- E a(x) S~ ~. 

Lautete in der alten Gruppe in 0peratoren eine Relation 

. . .  E : i  ( x , y )  . . .  g y * ( x , y  ) ~ i v 

wo also K1 ~b Y~ Al ,S'2 -1 A11 und A[ S~ Ei S.,_ -~ A~ -~ - -  E x%a gesetzt sei, 
so tritt jetzt daffir: 

]2Zi(:C",y) , E a ( X )  ,~n , ) - 1  S - n ,  E - a ( x ) ) x ( x , y )  
" ' "  ~' i  . . .  (,b2 ~1 ~2 z ~ 1 ,  
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d. h. 
1 - -X n n 

�9 . .  E ~ ( x " ' y ) . . .  E a ( X ) ( y - 1 ) x ( x ' y ) I ( .  1 - - ~ ( x  ' Y ) =  1 .  

Addiert man also die mit ( l - - x ) ( l - - y )  a ( x )  multiplizierte K- zu der 
1 - -  x n 

E-Spalte, so wird letztere zu 0, und die Determinante der iibrigen hat 
i - -  x n 

den Weft l _ ~ ~ ( x ~ ,  y), wo ~(x ,  y) das Polynom der Ausgangs- 

verkettung darstellt. Tut man dasselbe mit der letzten Zeile, so wird 
diese, die ursprtinglich 

nw nc l__xnW l__x w l__xnW y.C q (X) 1--X y 
E l _ x W y  c K ( 1 - x )  ( l - y )  ( l - x )  ( l - y )  l _ x w y  c 

1 - x  m" 1 - x a z l  (.r, y j 
- - a  (x) (y - - l )  ~l (x, y ) - - a  (x) 1 - - x  n 1 - - x  " ~ . .  �9 

E K E i  = l 

lautete, zu 
1 '_x"w y ne I _ X  w l__x"Wy nc 

q (x) a (x) 
E 1--xmYc 1--x" 1--xW'y c . ,  . =  ] ,  

Mithin hat unser gewtinschtes Polynom die Darstellung: 

da 

ist. 

(.~5 y) 
1 -- ~'~ ynC 

1 - -  x "~ y~ 

q (x )  1 - -  x "'~ 1 - - x  ~'~" (1 - - x  "~) (1 - - x )  
1 - - x  w a ( x )  - -  x n - -  ( 1 - - x  n) ( 1 - x  w) 

w 4. Verschiedenheit der Schlauchverkettungen. 
Die in den vorigen Paragraphen gegebenen Produktdarstellungen 

gestatten nun sofort, das Polynom fiir den allgemei•sten in der Einleitung 
beschriebenen Verkettungstypus zweier Schlauchknoten anzugeben, wie 
er bei den Singularitaten auftritt. Betrachten wit ni~mlich einen Schlauch- 
knoten i-ter Stufe Ei, dessert Projektion aus einer reguli~ren Kreisprojektion 
unter Verwendung der geordneten Zahlengruppe (nl, m l ) , . . . ,  (hi, mi) 
entstanden sei. Sein Polynom, das in K. S. 1. aufgestellt ist, laute ~ i (x ) ;  
dann hat n a c h w  3 die Verkettung, die der fiber ~i mittels weiterer 
Zahlen (hi+l, mi+l) erkli~rte Parallelknoten ~ i + - 1  mit seiner Seele ~ 
bildet, das Polynom: 

~ i ( x n , + l  y)  l ~  xn'+~w'+l y ~'+~ ' 

1 - -  x hi+' y 

wo Wi+l = ni+l vi-~-mi+l wie in K. S. 1 zu erkli~ren ist. Wird die 
Seele Ei mittels (n~+x, m~+l) zu einem Parallelknoten ~+1 erweitert, 
so lautet das Polynom 
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s ( x n'+ ~ yn;+ ~ ) 1 - -  x n'+ ~ w~+ ~ yn'~ + ~ w,+ t 1 - -  x n~+ ~ w,+ , yn;+ ~ ~,+ ~ 

1 - -  x "~+~ yni+, 1 - -  x w'+' yW~'+t ' 

l + ~ m! wo wi+~ : ni+~ v~-l- i+~. Entspreehend erhi~lt man bei weiterer Auf. 
l f ? t (nt, spaltung yon E~+~ mittels . . .  

!13i (x, y) ~--- ~ i ( x  n'+' yn;...n~+,) 1 - -  x n'+~w'+~ y ni'''n~+~w'+' 

1 - -  x n~+~ y hi'" "n~l 

l__xn'~+,w~+~yn;'"n;+,w;+, l__xni'+~n~'+lw~+lyn~'"ni+~w~+~ 

x w,+~ n;...n'+~w;+~ 1 - -  x nI+tw~+~ y n~'''ni+tw~+2 " " " 
1 - - x  y 

w . .  t t t 

1 - -  x n' .n,+,w,+, yn  t w~ 
, . ,  

1 - -  x n;-~'''ni'+~ w~+, yW; " 

Spaltet map. desgleichen ~i welter auf unter Verwendung yon 
(n i+z ,  m i - ( - ~ ) , . . .  ( n s ,  m s ) ,  so lautet das endgtiltige Polynom: 

1 - -  x n ' ' ' ' n '+~ '%'  yn,+,w,+~n;+r..n; 
,, y) 

1 - -  X n''''ni+awi+~ yW~+~ ni+~...n; 

�9 , . . �9 , . . �9 �9 , . 

l ~ x  y 
x 

1 - -  x n'w'-'~ yn,_,.. .n~+, ~+~n~+,...n~ 

1 - -  x '*'w" y~"" .,%,w,+~n;+,.. "'~i 
X 

1 - -  x w" yn,_~...n,+, w,+~ n~+~...n i 

1 - -  x n'''" n~+~ w,+, yn;...  ,q+, w,+, 
= ~ i ( x n . . . . n ~ _ ,  yn',...n;+,) 

1 - -  x n ' ' ' 'n '+'  yni. . .n;+, 

1 - -  X n~ w~+~ yn;...n[+~ w[+~ 
X 

1 - -  x n''''n~+'w~+' y~;'"n;+' ~+, 

�9 . , . , , �9 �9 . , . �9 

�9 , , . , �9 �9 , . �9 , . 

1 - -  X n;'" "ni+~n""n~+~w~+~ y n;w't 
x 

1 - -  x ~;-''''n~'~''''n~+'w~+' y~ ,  

1 - -  X n''" .n~+, w~+, yn~+, w~+~ n ~ . . . h i  
x 

1 - -  x n''''n~+tw'+2 yW~+~n~+~...n', 

�9 �9 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

1 - -  x n" w, yn , . . ,  n~+~ wt+~ n'~-r..n'i 
x 

1 - -  x w" yn,_~...n~+~wi+tni+l...n i " 

Bei der Diskussion tier Verschiedenheit dieser Verkettungen seien 
die einfachsten Fitlle gesondert behandelt: 
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Die hierher gehtirige V.erkettung zweier Kreise, die als Zweierkopf 
yon der einfachsten Art ist, wird offenbar durch die Verschlingungs- 
zahl d gekennzeichnet, die als d ~-- ~ (1, 1) aus dem Polynom ~ (x, y) 

1 - -  x a ya 
- -  zu entnehmen ist. Diese Verkettung l i~t  sich als die 

1 - - x y  
eines Torusknotens (1, d) mit seiner Seele auffassen; wird letztere mittels 
(n, m ) z u  einem Torusknoten erweitert, so lautet nach w 3 das neue 
Polynom: 

1 - -  x a yn'd  1 - -  x d~ '  y . ~ ' n '  

? ~ ( x , y ) - -  l _ _ x y  n, l _ _ x d y  m, : ( l + x y n ' + ' " ) ( l + x a y m ' + ' " ) .  

Es ist k : ~ (1, 1) ---- n 'd ,  woraus zu erkennen ist, ob d ~- 1 oder ~ 1. 
Im letzteren Fall liefert dann das Glied x y~' die ausgezeichnete Zahl n 

und k den genauen Wert yon d. Die Verkettung, die der Torus- n t 

knoten (n, m) mit seiner inneren Seele bildet, hat das Polynom 
1 - -  x m ynm 

, yon derselben Gestalt wie das eben aufgestellte ffir d ~-- 1, 
1 ~ x y  n 

n ~ m ' ,  m ~ n' .  Beide Verkettungen sind indes, wie man sich leieht 
fiberlegt, isotop. 

Wird nun der unseren Torus aui~en d-real umschlingende Kreis 
ebenfalls mittels eines Zahlenpaares (n, m) zu einem Torusknoten 
erweitert, so geht das Polynom fiber in: 

( x ,  y )  - -  
1 - - x n ~  y n'd 1 - - x  nan' ym'n' 1 - - x m  y n'an 

1 - -  x n yn' 1 ~ x na ym, 1 - -  X m yn" d 

Hieraus ersieht man zunachst, daft nur bei d ~ 1 ein einziges Glied x "  yn '  

vorhanden ist, d .h .  ein solches, in dem die Exponenten je eine Zahl 
aus den mit den einzelnen Knoten schon bekannten Paaren (n, m), 

(n', m') darstellen ; der Wert von d ergibt sich dann als ~ (1, 1) Bei 
n n' 

d-~-1  liefern die dann auftretenden Glieder x ' y  ~' und x ~ y  n" mit 
(1, 1) ~ n n '  zusammen die Auszeiehnung der Kombination n ,  n ' .  

Nut wenn n n '  ~ m m ' ,  d. h. n ~ m' ,  n' ~ m ,  lassen sich zwei gmilerlich 
verschiedene Verkettungen dieser Art nicht unterscheiden, die aber 
ersichtlich auch topologisch identisch sind. Wegen der topologischen 
Gleichwertigkeit yon Innen- und Aufienraum des Torus ist es ferner 
einleuchtend, da~ der Verkettungstypus zweier Torusknoten, wobei der 
Torus yon ~:' im Innern des von ~ statt  wie soeben im Xu~ern liegt, 
sich hiervon nicht unterscheiden li~fit und in der Tat auf denselben 
Polynomtypus ffihrt. 

Zwei glciche Torusknoten ~:, ~:' mit den charakteristischen Zahlen 
n, m k~innen schliel~lich so miteinander verkettet sein, dab ~: als Schlauch- 
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knoten (n, m), (1, d) aufgefaitt wird mit ~:' als Seele. 
Polynom: 

WO 

Dann hat das 

?(3 (x, y) ~- ~'~, ~ (x . y) 
1 - -  x ( n ' - l ) m ~ d  y(n--1)m§ 

l - - x y  

~ " , ~ ' ( t )  = (1 - -  t . )  (1 - t .~) 
(1--t) Cl--t rim) ~ -  I - - t + . . .  

ist. Durch das Vorhandensein eines Gliedes x y unterscheidet sieh 
dieser Verkettungsfall sofort von den soeben behandelten. Weiterhin 
kann man aus ~ ( 1 , 1 ) ~ - - - k d  zu k - - ( n - - 1 ) m  oder k - - ( m - - 1 ) n  
errechnen; je nachdem die Schlauchfi~tche, auf der man Z mit Z' als 
Seele gelegt hat, als Zopf yon m oder n Faden projiziert wird, hat 
man in der Tat ffir d den einen oder andern dieser Werte zu setzen. 

Der 'Diskussion des allgemeinetl Falles seien nun folgende Be- 
merkungen vorangestellt: 

1. Das Polynom jedes Schlauchknotens beginnt mit den Gliedern l - - x ,  
was fiir 'Torusknoten bereits oben verwandt wurde und allgemein 
dann sofort aus der Produktdarstelhmg des Schlauchknotenpolynoms 
folgt; 

2. es gilt ftir jeden Schlauehknoten mit den Aufbauzahlen (nl, ml)... (ns, ms), 
dal~ w j ~ n i w j _ ~  f i i r j  ---- 1, . . . ,  s. Denn nach K.S. 1, p. 133, gilt 
die Rekursion: 

wj ~ mj ~ nj ~(i --~ w,i-~ - - n j  re.i-l, 

d.h. u7 ~ nj wj-1, da nj-1 ~ 1. 
Betrachtet man nun unser allgemeines Polynom, so sieht man, dal~ 

es die Gestalt 

?(3 (x, y) = (l - -  x . . . )  I I  (1 ~- :r"'-~- . . .  + S '--')a') 
i 

hat. Die Glieder mit niedrigsten Exponenten im Produkt sind daher 
die der einzelnen Faktoren. Nhhere Betrachtung des Polynoms zeigt 
dann unter Anwendung unserer Bemerkungen, daft in dem Gliede 

xnt+c"~'y n~+'''''i die Zahl a ~-- ni+~ . . .  n~ ~ alle andern in ~ (x ,  y) vor- 
kommenden x-Exponenten, dgl. Z ~-- ~i+1 �9 �9 �9 n~ ~ alle y-Exponenten ist. 
Dies erleidet h0chstens bei i ~---0 eine Ausnahme, da dann auch das 

Glied x m''*"- ' '~ y " q ' ~  '~ auftritt. In jedem Fall erkennt man jedoeh 
den Wert i der Verkettung an diesen Gliedern, da die Invarianten 
(n~, wO, . . . ,  (ns, ws) die Produkte ns, nsns -1 ,  . . . ,  n s . . .  n,  nl (bzw. 
n s . . . n ~  m~) und analog ffir den gestrichenen Knoten anzugeben gestatten. 
Nehmen wit zuerst i ~ 0  an, so rechne man die Verschlingungszahl 
k ~ ~.(1, l) aus; sie muff k -~ wi~ ~ n~+l �9 �9 �9 n~ h i+ l . .  �9 '~~ sein derart, 
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. ~  k 
daft (k, a~) - -  n i + l  und ( k ,  u/~) - - w i + 1  ist, wo (k, aS) : 1 g.T.  

yon k und a ~  i)edeutet. Hieraus ist sofort zu ersehen, ob ni+l = 1 
ist oder nicht. Bei n i + l ~  1 lrat man dann sofort die Auszeichnung 
yon E~ vor Es als innerer Kurve, aufier wenn ni+l : n~+l und 
mi+l = m~+~, wo die i +  1-te Ni~herungskurve ~+~ liegt, deformieren 
lAflt. Ist ni+l : 1 festgestellt, so kommen ffir das zugeh0rige m, zwei 
Werte in Frage, die aus der zweiten oben ermittelten Zahl wi-~-i als 
7ni+1 : Wi+l--Yi ZU errechnen sind, wobei vi als t?berkreuzungszahl 
des /-ten Ni~herungsknotens ~i, je nachdem E1 als Zopf yon nl oder 
mi Fiiden vorliegt, verschieden zu berechnen ist. ]m Falle i : 0 
sehlieNich besteht ebenfalls keine Auszeichnung der Kurven voreinander; 
ist n~ : 1 und das zugeh0rige m~ > l ,  so ist auch hier wie in dem 

t 
zuerst behandelten Fall zweier Torusknoten das Glied x ~ ' ' n '  y,~l'",~ und 
damit a ~  = nt . ' . .  n s n ~ . . ,  n~ eindeutig festzustellen und der Wert 
yon m~ zu berechnen. Bei n~ > 1 sowie bei n~ : 1, m i  = 1 sind die 

' - . .n~ xmt~12,..~8 ' ' . . ~  G l i e d e r  x ni''*n" y nl und ym;n~ als gleichber~echtigt heran- 
zuziehen, und wiederum wird hierdurch eine doppelte Auffassungsweise 
derselben Verkettung wiedergegeben. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, dai~ yon den Verkettungen, die 
sich hierbei unter verschiedener Zahlenbeschreibung als isotop erwiesen, 
h0chstens eine bei den Singularitaten realisiert werden kann, wie sich 
aus den Ungleichheitsbeziehungen, die dort bestehen miissen, leicht ergibt'~). 

5) Siehe l). 


