Uber Verkettungsgruppen.
Von WERNER BURAU in Hamburg.

Von Herrn REIDEMEISTER') ist eine gruppentheoretische Konstruk-
tion angegeben worden, die es gestattet, in einfacher Weise einer
Verkettungsgruppe Polynominvarianten zu entuehmen. Sei eine belie vige
Gruppe & gegeben in den Erzeugenden 4,, .-, A, und Relationen
R, (4) =1, und sei & homomorph zu einer abelschen Gruppe §§, wobei
in @ d; uber S; stehe, so bilde man das freie Produkt P von @ und §
und stelle in B die durch die Relationen 4; S;' = 1 definierte invariante
Untergruppe 3 auf. [J schreibt sich, vertauschbar gemacht, als Gruppe
mit den 4; S, = H; als Erzeugenden und den a,, - - -, 2, als Operatoren,

8

wobei 87t S H, S7% .. ST = H:”xl"'””fz" gesetzt ist und die Ex-
ponenten modulo den Relationen von § zu verstehen sind. Aus der
Exponentialmatrix dieser Operatorgruppe lassen sich dann Polynom-
invarianten der Gruppe & bilden, worunter das sog. L-Polynom der
Verkettung vorkommt, wenn & eine Verkettungsgruppe und § zur
Faktorkommutatorgroppe isomorph ist. In diesem Fall oder allgemeiner
bei Gruppen, die zu einer freien abelschen Gruppe homomorph sind,
lassen sich auch der durch diesen Homomorphismus definierte Normal-
teiler U von @ [speziell die Kommutatorgruppe von ®&] als Gruppe mit
Operatoren schreiben und aus deren Exponentialmatrix Polynominvari-
anten als Elementarteiler entnehmen. Ks handelt sich im fplgenden
darum, diese Operatorgruppe aufzustellen und ihren Zusammenhang mit
der erstgenannten zu klaren, wobei es sich zeigen wird, daB8 die
Elementarteiler ihrer Matrizen iibereinstimmen,

§ 1. Die Kommutatorgruppe der freien Gruppe.

Durch passende Wahl der Erzeugenden E,, .-, By, 4, -- -, 4,
unserer Aunsgangsgruppe & sei bereits erreicht, da8 in dem Homo-
morphismus zu der von 8y, - - -, S, erzeugten freien abelschen Gruppe ¥
A; fiber S, und die E; iber der Identitit stehen. Dann konnen wir
unter Erfilllung der Schreierschen Bedingung die Restklassen von &
nach dem zu dem Homomorphismus gehorigen Normalteiler 1 durch die
Elemente A7 ... 4™ (e, = 0, 41, - - ) reprasentieren. Nach dem Ver-
fahren. Untergruppen aufzustellen®), wird dann U erzeugt von:

Eiiapeoye, = A7 oo A B AT AT

177 1

') Riehe REIDEMEISTER-SCHUMANX, diese Abh. Bd. 10 (1934), p. 256.
’) Niehe ReipEMEIsTER, Lehrbuch der Topologie (Braunschw. 1982), 3. Kap.
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sowie
(1) Ual---ﬂ,;iE A;xl. . Afr Ai Ar—“r, . AT‘W"l, . Al—al(aiz O’ _—_&1,)

T

(14 o,

Fir Ejq,,...,a, schreiben wir wieder in bekannter Weise E’fllmm" , die
U hingegen, die nach ScHREIER ein freies Erzeugendensystem fiir die
Kommutatorgruppe der von 4,, ---, 4, erzeugten freien Gruppe bilden,
erfiillen nicht die Bedingung, aus einer endlichen Zahl durch die in U
induzierten Automorphismen hervorzugehen. Wir ersetzen sie daher
folgendermaBen durch Elemente der Art:

A A A A AT AT A AT

1 b
. . . . x"l e 1-“"
die dieserfiillen, d.h. durch simtliche Potenzen Kﬁl “r der Kommutatoren

K= 4; 4 47 47,

wobei in der Untergruppe fortab kommutativ gerechnet werden soll:
Vermittels der Beziehungen

U o UAL = K

8- 8410 Vs 8 00 i
Sy L5 . .
werden alle ‘K’i,l T (s; =0, =1, ...) als neue Erzeugende eingefiihrt
¥

..,gr;i

B o
durch K“1 "% und U, o bzw. U
ri LITERRE S N

.wl,---,s,-H:z
ersetzt, je nachdem s, >0 oder < O ist; in Fortsetzung dieses Schrittes
kommt man schlieflich zu der Substitution:

und damn U, .

1=
. S ¥
U.el 8,;i = Kn-l ) 8 -8 _ 08"
8 s
. : z toall
Driickt man analog alle U, .., . dweh U, ., und die K wr
aus usf., so fithrt das schlieflich zu der fiir ¢, =0, &1, .- . giiltigen
Einsatzformel:
— —a¥
25 Ts,,_,l 'T'r' 25 Ts'l l1+]
(2) USI'..E’”, e le r-1 1-, ... Ki—ll—li ¢ 1z,
da infolge der Schreierschen Bedingung Us,...s,_,0.0;: = 1 ist. Hier-
bei sind aber nur fir » = 2 alle Potenzen von K, eingefilhrt, die

mithin ebenfalls ein freies Erzeugendensystem der Kommutatorgruppe
der von A4;, 4, erzeugten freien Gruppe bilden; bei > 2 gehdren hierzu.

&

. . . . . . PR C . ..
wie die Herleitung zeigt, nicht die ]&jzl + filr »>j >/, wobei nicht
alle sj31 = +-. == 5, = 0 sind. Nimmt man sie auch noch hinzu, so
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induziert das folgendermafien Relationen in den X allein: Es ist
Ko = 0 8 88,87 87 S S
= Us,...5,:; Us,.. 5y 18,5 Us < 8F1r-8,3f U;l..s' i
die U rechts durch die K nach (2) ersetzt, ergibt:

1—2% 1—z‘.°f+’
1‘9‘ o R r . sj j+1
K" r = K1 11—z, ... KT l R il wve 1
i’ ] r 1 75
Ji 7j JA1j
. 1-2'r 1o 1—a’t1
rslu xRJ“V‘ll .T-qul » zsl..‘xsi—l Jo ‘l‘s,mxs,-__z_-tl
K57 Yr-11=x, - KU Ty - KB ey
; 1 o 5 . , 7-+1
ri Ji i+1%
8 )
1—z ' 1—z i+
— 1...1-‘?‘4_]....7;8'—1___". msl...m‘?‘+l...;t,;i__lﬁ
K1 i r—11—x, ... K1 i S 1wy
(3) ) j+1j
1—a 1z
s, Sy 1 r 8, Si i-+1
—x ... -
K "t 11—, L 1wy
re i+i¢
] 8,
1 x, ! 1—aJ+1
Sr_1 3 3, J +‘
—T"a- zd.oxd —,
— K ® TG x, -z g 1z a—x)
J+1J
5145 1= xr 3 lva:H ) g, 3,
1ol x; 29 ST e 1.l
K’} —11— ( b . K* 1 X 1«x+1( )K..l xj—lz_) .
X JH1i Jt

Speziell sind unter diesen Relationen fiir sy = 1, 5o = 0 (¢ F %)

K, = K " K3 Ky *k>g),
d. h.
() Oy = KK K = 1 (i< <)

enthalten. Diese (g) Relationen @ und ihre Operatorpotenzen lassen

sich auf der rechten Seite von (3) mehrfach anwenden, wonach (3) in
die Identitit

S S (1S S S —aSey 4t Y
Ko % = K% 5 (1-=") R G AP Rl
Jt

iibergeht; d. h. aber aus den Qx folgen alle anderen Relationen zwischen
den Kommutatoren in der abelschen Gruppe mit Operatoren.

§ 2. Vergleich der beiden Matrizen.

Unsere abelsch gemachte Untergruppe U hat zu diesen sog. uni-
versellen Relationen Q% noch die von der speziellen Gruppe @ abhingigen,
die man erhalt, wenn man die A7 ... A R, A% ... AT nach dem

87

- . nl . . . sl o
Verfahren in den Ej, U und vermittels dieser in den E, Kfjl “r aus-
J

13%
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driickt. Dies ergibt m Relationen, aus denen die andern in der Gruppe
mit Operatoren folgen und die wir in der Anordnung Ef‘---E‘"*’

n—r

X I(';‘l“--.I(k"~1 schreiben. Die abelsch gemachte Gruppe hat dann

rr—1
eine Exponentenmatrix von n —» - (;) Kolonnen und m -+ (;) Zeilen.

Nach dem in der Einleitung Gesagten bekommt man die Relationen der
von den Herren REIDEMEISTER-SCHUMANN') betrachteten Gruppe mit
Operatoren, wenn man A4; = H;S; (/ = 1, ..., r) cinfithrt und die

. . S 25 2 . . . .
Relationen Ry in den E™r  “», H™ "+ schreibt. Dies ergibt eine
t J

Matrix N von = Kolonnen und m Zeilen. Um den Zusammenhang
zwischen M und N herzustellen, beachte man, daB eine Relation R
in den E, K geschrieben, nach Anwendung der Substitution E; = Ej;

K,=44,4747"= Hjl_'”' H f "' und Umordnung in die entsprechende
in E, H geschriebene Relation iibergeht; die Q;x werden dabei zn
Identititen in dem H. Dies bedeutet aber, dafi man ans A/ dureh

Multiplikation von rechts mit der Matrix

n—nr
et e—
1 0
... O
0 1
1“‘1’2,7‘1—],0 0
(5) u = 1'—wa O Lt . .---9’,‘1—‘—1
0 s 1_'373, 1‘2_'1, 0
1_._xr, U’ ...... 12—1
0
I—Tr, 1‘7‘~1_1

)2) Zeilen N erhilt, das noch mit ( ;) lauter
Nullen enthaltenden Zeilen versehen ist, die wir fortlassen. Um die
Elementarteiler von 3/ und N zu vergleichen, beweisen wir zunachst
folgende Sitze:

von n Kolonnen und » — + + (

TP ST
Hilissatz 1. In einer Matrix M — ( e )(m>m st der
Ami,y * * UAmn

9. 9. Tedler aller n-reihigen Determinanien gleich dem aller n-reihigen, an
denen die Ik (<Cn) ersten als lin. unabhingig angenommenen Zeilen beteiligt
sind, dividiert durch eimen Teiler aller k-veihigen Minoven aus den I: ersten
Zeilen.
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Beweis. KEs sei zunachst m = n-+1 und (—1)i-14; die nach
Streichen der (-ten Zeile gebildete s-reihige Determinante aus M. Wir
fiigen die ip-te Spalte noch einmal links an und entwickeln die entstandene
n -+ 1-reihige Determinante nach ihr:

0 = wy, At -+ (kg A+ -+ Un+1ig Ay .

Dies werde mit A“e multipliziert und iiber ¢ von ! bis % summiert;

a/lily t Tty alik
wobei Ay, die Adjunkte zu au,in { - - - - ) bezeichne, was zu
iy -+ v Oy,
Wiyt M4y B A Buir Bui1=0
z+ k+1 k+1+ o + n+1 &dnt1 —
akily R aklk
N . . . . . 1; . . .
fithrt. Ks sind hiermit simtliche A; a W . Linearkombinationen
ki s ki

aus Agy1, - -+, duga, d.h. der g.g. Teiler aller 4, ist gleich dem von

Ai11, - -+, dyty, dividiert durch einen Faktor aller k-reihigen Minoren der

I ersten Zeilen. Bei m >n -1 filhrt die mehrmalige Anwendung dieses

Schlusses auf n-- 1-reihige Teilmatrizen von M zum allgemeinen Beweis.
Hilfssatz 2. Gegeben seien die Matrizen

Uiy = -y C1py 1“961‘ 0 1—-—9:1. 0
A — : . e V ..
Vg, + v vy Ugp; 0 1— 0 11—
1'1‘_‘1. 0
und B = 0 ':1:1—1 ,

V

1';‘)1.."

und es bezeichme A" Y=t eine q-reihige Determinante von A, die

1— Xy 0
den Kolonnen iy, ---,4 anus V und gy, -+, jg—s QUS .

0 1—x
entnommen st und analog By ..o _ c..., ethe p-rveihige aus den
xl_l
01, - - -, Op—s-ten Zeilen von ( . ) und den 0y-, - -, ogten
0 z—1

ron'V, so gilt, wenn 4y ---is @, - @p—s UNA Jy - - - Jq—s Oy - - - 65 Permutationen
ron 1, .-+, p bew. 1, .-+, q sind:

. ) T T T T T p+q)
sig, — a1 )Y
€ 01 UpsPT O PpF+Osii--dgptjieeptig-s (1 1)

s Al eme — (—l)ﬁ(l—xl)del. Ops Oy Gyt
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Denn es ist?):

BT o .. to,_+5 po,+- 46

sig. () = (—1) 2 o Y
(1— )7 sig. ( )A" e

1)(p+l) s(8+1)
ot kot st — ph pu—s
= (=1 T 2 o, (1 —a)
(1"-751)’1.89 O, Ty 6,
(p—s) (p—s+1)
o+ - to, bt 1y, rry—s
:l—l’l v 2 V(;ll..(;,-(l_‘xl) .

Weiter stellen wir zunichst fest, daB bei r>3 zwischen den

universellen Relationen folgende (;) Identitaten gelten:

(6) G On T et Qg =1,
wo (< j<<k<![ alle Quadrupel zwischen 1 und » durchlauft. Ist die

P
N i J e
latrix M (D) ,

von (g) Zeilen bedeutet, und sei eine Kolonne von U sinngemif mit

wo U den von den @ herrithrenden Bestandteil

Uysgy +*y Up—zp—1,, bezeichnet, wobei es nicht auf die Reihenfolge der
Indizes ankomme, so ergibt (6), daB

(1 — g + (o — 1) uge + (1 — a2 + (@— Vg = 0,

d. h. alle w., deren Indizes 4 1 sind, hingen von den uy; ab. Bezeichnen
wir mit U, die Teilmatrix von U, in der nur die auf die @, beziiglichen
Zeilen enthalten sind, so erhilt man, wenn man alle Zeilen wyx (7, k F )
mit 1 — x; multipliziert und die mit 1-- zx multiplizierten Zeilen 2
sowie die mit x; —1 multiplizierten Zeilen 2, zu ihnen addiert, die
Matrix U,, in der entsprechend alle Zeilen v (4, v 4 0) mit 1—uox,

multipliziert sind. Sind 4,, 4, entsprechende (r:l)-reihig‘e Deter-

minanten aus Uy, U;, so gilt daher:

2 r—2
@ Az 28, = 11—l 2) A, (r>3).
In der Matrix W streiche wan die Kolomne (0, ---,0,1—a,, -
1—x,0,-.-,0), wodurch sie in W, tibergehen mag. Dann ist

(o-.-u l—a 0 \}

(8) U, = 4 . (7))
0"'0 O 1—V’I] j

%) Siehe Kowargwskr, Determinantentheorie (Berlin-Leipzig 1920), 8. 33.
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1 0
0 }n—r

(9) W1 == .'L'l—‘]. 0

und

0 ' xl_l
Vi

P) nur k-+ (T o 1)-reihige“) Minoren;
U, 2

die alle Zeilen aus U, und simtliche ('- N

Wir betrachten nun aus JM; = <

1) letzten Kolonnen enthalten
und bezeichnen einen solchen mit M, ..:J.".;‘...z e s+et= k), WO 4y, vy ot

die Zeilennummern von P und j, .-, j, sowie A, ..., ky die Spalten-
(1 I 0
nummern von ( . ) und ¥, in U; bedeuten, aus denen er ent-
1 0

nommen ist. Die Laplaceentwicklung von M’;i::: nach den (?’ _2— 1) letzten
Zeilen gibt dann, wenn wir gewisse Nullglieder gleich fortlassen:

o ik , ) G,--Gp
AT » WZ+P1‘.,.’.'..‘T‘..," AR

wo rechts iiber alle Minoren von P aus den bezeichneten Zeilen und
Spalten und ihre Adjungierten summiert wird. Anderseits ist die ebenso

. . Jydeily b
bezeichnete Determinante N;'.""."; | aus Ny = P-W; nach den
Produktsitzen entwickelt:
le'”jl.‘kl"'kl . JI gt -’1 Ju’ ok
Ni e = 29 P W e ey
e,

wo iiber alle Kombinationen ¢, ---, 0, zu je ¢ aus 1,2, ..., (;) sum-

miert wird.

Wendet man nun Hilfssatz 2 auf den vorliegenden Fall an, wobei
die dort 7' genannte Matrix der hier bei der Determinantenbildung
ausgezeichnete Teil von V, ist, so hat man schlieBlich:

e kg ok,

. . '_1
b)) M,

g

(10) (I —a,) M,

Bilden wir auf dieselbe Weise wie M, [bzw. N;} unter Auszeichnung des
Index ¢ die Matrizen M; [bzw. N,], so werden die k-reihigen Minoren

aus N, wieder mit den analog spezialisierten k—{-("—*l)-reihigen aus

2

) Bei » = 2 bedeute (%) = 0.
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M; durch eine Formel wie (9) in Beziehung gesetzt, in der x; an Stelle
von x, tritt. Damit ist aber gezeigt, daB der g. g. Teiler aller k-reihigen
Minoren aus N, Ny, --- gleich dem aller auf obige Weise spezialisierten

k+ (rgl)q'eihigen aus M;, M,, ... ist. Infolge einer leicht ersicht-

lichen linearen Abhéngigkeit der Kolounen von W sind alle nicht schon
in N;, Ny, --- enthaltenen Minoren von N = P .- W aber gleich 0.
Es ist zum Schlu8 nur noch zu zeigen, dafi der g. g. Teiler aller so

spezialisierten k+(r )-reihigen Minoren in M auch alle anderen

2
teilt. Dazu dient der Hilfssatz 1. Wir stellen zunichst fest, dal der

g. g. Teiler aller (’.—2—1)-reihigen Determinanten aus den festen Zeilen

und Kolonunen in M; eine Potenz von 1-—ux, ist, da die aus den speziellen

r—1
Zeilen und Kolonnen in M, gebildete (l—xi)( 2) lautet [s. in 8 die am
weitesten rechts liegende Determinante von U,]. Ist Cy der g. g. Teiler

aller k—{—(r—;l)-reihigen Minoren in M und Aj der der spezellen
aus AM;, so gilt daher

1

Al Ai

C — p— -
o a—a T (=

und der g. g. Teiler aller Aj, ---, 4k, d. h. der unserer speziellen
Determinanten aus My, ---, M, ist bereits (. Der g.g. Teiler aller
Minoren aus M (lz < (7;1)) ist schlieflich gleich 1, da dies bereits

fiir U gilt.

Ist @ die Gruppe einer Verkettung von » Kurven, x¢ kann man
bekanntlich annehmen, dafl m = n—1, d.h. & aus » Krzeugenden und
n—1 Relationen besteht. Danm ist von besonderer Wichtigkeit der

g. g. Teiler aller hochsten, d.h. 71-1'+(;)-1'(sihige11 Minoren aus M,
bez. n — 1-reihigen aus N, der das L-Polynom der Verkettung genannt
wird. Es ergibt sich in diesem Falle leicht, dafi alle n-—1-reihigen
Determinanten aus Ndie Gestalt +(1—x;) Bixy,---,27) haben. Denn in (10)
r—2
ist dann ¢ = r—1 zu setzen und nach (7) ist M2 41 == (l—wl)( 2 )‘B
bei » >3, bzw. = P bei r = 3, so daB schliefilich
Moo = (1 —az) B, - w)

und entsprechend = +(—a) P, ) Ek=1,.--1),
wenn zur Determinantenbildung der Reihe nach die andern Kolonnen
in N gestrichen sind.



