
Obor Verkettungsgruppen. 
Yon WERNER BURAU in Hamburg. 

Von Herrn REIDEMEISTER') ist eine gruppentlaeoretisehe Konstruk- 
tion angegeben worden, die es gestattet, in einfacher Weise einer 
Verkettungsgruppe Polyaominvarianten zu entnehmen. Sei eine belie zige 
Gruppe 6i gegeben in den Erzeugenden A ~ , . . . ,  An und Relationen 
R, ( A ) ~  1, und sei qfi homomorph zu einer abelschen Gruppe ~,  wol)ei 
in (~ ,4i fiber & stehe, so bilde man das freie Produkt ~ yon (~ und 
und stelle in ~ die durch die Relationen Ai S/-1 = 1 definierte invariante 
Untergruppe @ auf. ~ schreibt sich, vertauschbar gemaeht, als (}ruppe 
mit den A,. S/--1 ~ Hi als Erzeugenden und den xj, �9 �9 x.  als Operatoren, 

wobei S;' . , .  ~ "  H~ S,~ -s" .. �9 Sf-~' = H~"~,s~ ' gesetzt ist und die Ex- 

ponenten modulo den Relationen yon ~ zu verstehen sind. Aus tier 
Exponentialmatrix dieser Operatorgruppe lassen sich dann Polynom- 
invarianten der Gruppe (~ bilden, worunter das sog. L-Polynom der 
Verkettung vorkommt, wenn (~ eine Verkettungsgruppe und ~ zm. 
Faktorkommutatorgruppe isomorph ist. In diesem Fall oder allgemeiner 
bei Gruppen, die zu einer fl'eien abelschen Gruppe homomorph sind, 
lassen sich aueh der durch diesen Homomorphismus definierte Normal- 
teiler 1I yon (~ [speziell die Kommutatorgruppe yon (~] als Gruppe mit 
Operatoren schreiben und aus deren Exponentialmatrix Polynominvari- 
anten als Elementarteiler entnehmen. Es handelt sieh im folgenden 
darum, diese Operatorgruppe aufzustellen und ihren Zusammenhang mit 
der erstgenannten zu klaren, wobei es sich zeigen wird, daft die 
Elementarteiler ihrer Matrizen fibereinstimmen. 

w 1. Die Kommutatorgruppe der freien Gruppe. 
Durch passende Wahl der Erzeugenden E,, . . . ,  E n - , . ,  A I ,  ' '  ", A , .  

unserer Ausgangsgruppe @ sei bereits erreicht, daft in dem Homo- 
morphismus zu tier yon & , . - - ,  Sr erzeugten freien abelschen Gruppe 
Ai iiber &, und die Ei fiber der Identiti~t stehen. Dann k6nnen wit 
unter Erffillung der Schreierschen Bedingung die Restklassen yon (~ 
nach dem zu dem Homomorphismus gehC~rigen Normalteiler U durch die 

Elemente A~' . . . .  A~" (% =- 0, ~ l ,  .- .) repritsentiereu. Nach dem Ver- 
fahren. Untergruppen aufzustellen~l, wird dann U erzeugt yon: 

, .  = A , ' ' ' .  ,. Z i . . . A :  % 

J) ~iehe REIDEMEISTER-S('HUMANN, diese Abh. Bd. 10 (1934), p. 256. 
~) Siehe R~:m~.MEmT~a, Lehrbuch der Topologie (Braunschw. 1932), 3. Kap. 
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sowie 

. . .  , - , ~  . .  - , , - 1  . .  A ~ % ( a i _ ~ O ,  4 - 1 ,  ..). (1) U , , . . . , , ; i  ~ A ~ '  A,.'" A i A r �9 A i �9 __  �9 

Fiir E~.,,, ,,,. sehreiben wir wieder in bekannter Weise E~ 1 " ,  die 
U hingegen, die naeh SCHRF.IER ein freies Erzeugendensystem fiir die 
Kommutatorgruppe der von A~, . . . ,  A~ erzeugten freien Gruppe bilden, 
erffillen nieht die Bedingung, aus einer endlichen Zahl dureh die in U 
induzierten Automorphismen hervorzugehen. Wit ersetzen sie daher 
folgendermaflen dureh Elemente der Art: 

" '  h "  �9 - " '  �9 . .  ,. A r  " . . A  I , A, A s - " '  

ff l , ,T~r 
die dies erfiillen, d.h. dureh sitmtliehe Potenzen K.Z: ' ,- der Kommutatoren 

3z 

K i  = A j  A i  A j  -~ A-i -~ , 

wobei in der Untergruppe fortab kommutativ gereebnet werden soll: 
Vermittels tier Beziehungen 

81 R t 
K X  l . .  , %  

U $ I "  8 r + l ; i  U s T : " , r  : i  ,-i 

8 . .328r 
werden alle 'KX~ ' ~ (s i ~ 0, + l . . . )  als neue Erzeugende eingefiihrt 

S |  . �9 X~?r 

und dann Us,...,,.;i durch K ~  und Us , , . . . , . r  i bzw. Ur ...,s,+~:, 

ersetzt, je naehdem s~ ~ 0  oder ~ 0 ist; in Fortsetzung dieses Schrittes 
kommt man s~liefilieh zu der Substitution: 

1 - - . r  "~r 

K ~  1 . . . .  s,_~ ,. 
, ~ V--1 ] - - . r  U S  1 . 8 i0  i ~ ~ t  S r ; i  r i  , -  

S t  , N I -  I 

Drtiekt man analog alle Us, .s, _,o, i dutch U.,,,. .,s,_,oo, i und die Kxtr I i  '~ ,.--1 

aus usf., so fiihrt das sehliel~lich zu der fiir .,,, ~ 0, • 1 . . . .  giiltigen 
Einsatzformel : 

: / ' r - - 1  1 - - 3 "  r ' I ] - - X I +  I , ( 2 )  Us, .s, :i K~I~ , s,._, . . .  K ~ , "  T.~, 
�9 " i + 1  i 

da infolge der Schreierschen Bedingung Us, . . . .~ ,_ ,o .  o;i ~-- 1 ist. Hier- 
bei sind aber nur ftir r - -~-2  alle Potenzen yon h~l eingeffihrt, die 
mithin ebenfalls ein freies Erzeugendensystem der Kommutatorgruppe 
der yon A1, As erzeugten freien Gruppe bilden; bei r ~ 2  gehsren hierzu. 

wie die Herleitung zeigt, nicht die K xi~'''x:' fiir r ~ j ~  1, wobei nicht j~ 
al]e s j + l  . . . . .  sr  ~ 0 sind. Nimmt man .sic auch no('h hinzu, so 
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induziert das folgendermaflen Relationen in den K allein: Es ist 

81 . . . ,T 8r 
,. = . . .  S;.*, S ,  

U - 1  - 1  = Ua,...s,.;j Us, . .  5+~...s,.;i  sr. . .s ,+~.. .s ,M Us , . . . s , ; i ;  

die 1/ rechts durch die K nach (2) ersetzt, ergibt: 

l_xa, - l_xss~-~ 
9, , ., x;~_1, r s,..x;j j'+l 

1- - zSr  l__xStTI 
S~ .5q-1 .xS~_l  S .XS~_I 1-xs"  +1 r sj  s~ i + l  

K ~ I " "  ~ " ~-1 1-~,  . . .  K X l  1"" j - l  1-J,s " .  K ~ 1 " ' ' ~  1-~i~1 
r i  j i  i + l i  

1--xSr I_xSJA-~ 
sl St4-1 xS, t r xs l  s l + l  ,vs) j~ - I  

K - X l  . . . x  i .... . _ _.. . . . r--1  1 - - x  r K 1 "'"Tei .. ,/ 1 - x J q  -1 
(3) 'J J * ~  

1--XSr 8 $ 1--x8~+1 
81 8r--I r . . .  K _ X l l . . . ~ / ~  i4-1 

K - X 1  "" " ~ r - 1  1 - x  r 1 - x i +  1 
r /  i+1  i 

l _  x s , 1 _~$../+1 
8r 1 ~" 8 "" - -  '~' . . x r - -  i ~ a .  ( l - x , )  . .xs.. r , - j  ~-1 (1--xl) 

- -  K x l "  " ' '  K * I  ~' a ~ - x j + l  
~:] j t  l j 

I - - X  8r I__XSj+ I 

K * I '  "xr-lT:~7 (xj-l~ �9 KX~ "" j 1-*j+~ /~ 1 3--1 J , 
r i  j q  1 i j i  

Speziell sind unter diesen Relationen fiir s~ --= 1, s e = 0 (q ~- k )  

K j i  = R "~-x, K x ~ - I  K;5 k (lr > j ) ,  

d.h.  
~ l - - x ~  X --1 x~.--1 / ,  . 

(4) Qi;k ~ *'~j  K;'~ K j i  = 1 ( i  ~ . 3  < k)  

(;)  Relationcn Qij~ und ihre 0peratorpotenzen lassen enthalten. Diese 

sich auf der rechten Seite yon (3) mehrfach anwenden, wonach (3) in 
die Identit~tt 

81 KX~ �9 .oc (~_xs,..~ . . . .  s ,  xs~(~ _~5+,~+s~. . . z s~  

j i  j i  

iibergeht; d. h. aber aus den Qo* folgen alle anderen Relationen zwisehen 
den Kommutatoren in der abelsehen Gruppe mit 0peratoren.  

w 2, Vergleich der beiden Matrizen. 
Unsere abelsch gemachte Untergruppe 1I hat zu diesen sog. uni- 

versellen R, elationen Qv'k noch die yon tier speziellen Gruppe (~ abhitngigen, 
die man erhiilt, wenn man die A ~  . . . .  A ~ ' R j A , - (  ~ ' . . .  A [  "~ nach dem 

Verfahren in den E j ,  U und vermittels dieser in den Ej, K ~ '  .s, aus- 
3~ 

1,1' 
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driiekt. Dies ergibt m Relationen, aus denen die andern in der Gruppe 
mit Operatoren folgen und die wir in der Anordnung E~' --. E,~_~ .... 

• K2k~ . . . .  K k--',.,.~ sehreiben. Die abelsch gemachte Gruppe hat dann 

eine Exponentenmatrix yon n - - r + ( r )  Kolonnen und m~-(r )  Zeilen. 

Nach dem in der Einleitung Gesagten bekommt man die Relationen tier 
von den Herren REIDEMEISTER-SCHUMANN t) betrachteten Gruppe mit 
Operatoren, wenn man Ai ~ HiSi (i ~ 1 , . . . ,  r) einftihrt und die 

Relationen Rk in den E ~  ' '  ,.. HX~ '" schreibt. Dies ergibt eine 
y 

Matrix N yon n Kolonnen und m Zeilen. Um den Zusammenhang 
zwischen M und N herzustellen, beachte man, dab eine Relation Z'l~ 
in den E, K geschrieben, nach Anwendung der Substitution Ej ~ Ej; 

h'ji ~- Aj A i A) -1 A-~ 1~-- Hj a-x' Hi xj-1 und Umordnnng ill die entsprechende 

in E,  H gesehriebene Relation iibergeht; die Q,:jk werden dabei zu 
Identitaten in den H.  Dies bedeutet aber, dal~ man aus M dm'eh 
Multiplikation von rechts mit der Matrix 

(5) W ---- 

1 0 

0 1 
0 

1--x.,., x l - - 1 ,  0 0 
O . . . . . . . . . .  

1- -  Xr, 0 . . . . . . . . . .  x l - -  1 
0 , 1 - - x s ,  x ~ - - l ,  0 

1 - -  x ~ ,  O ,  . . . . . .  x~  - -  l 

. . . . . .  . . . . . .  

1 - -  X r ~  X r - - l - - 1  

von n Kolonnen und n - -  r + ( ~ ) Zeilen N erhMt, das noch mit ( ~ ) lauter 

Nullen enthaltenden Zeilen versehen ist, die wir fortlassen. Um die 
Elementarteiler von M und N zu vergleiehen, beweisen wir zunachst 
folgende Siitze: 

( , a l l ,  �9 � 9  a l n  

H i l f s s a t z  1. In  elner Matrix M . . . . . .  ](m>,) ist tier 
a m l  ~ �9 �9 " ~ a m n  / 

g. g. Teller aller n-reihigen Determinanten gleich dem aUer n-reihigen, an 
denen die k ( ~. n) e~'sten als lin. 'm~abhiinqig (tngenommenen Xeilen beteiligl 
sind, di~idiert durch einen Teiler aller k-reihigen Minore~ aus den k ~,r.~t(~. 
Zeilen. 



~ber Verkettungsgruppen. 175 

Beweis .  Es sei zuni~ehst m - - - u + l  und (--1)  i-~& die nach 
Streichen der /-ten Zeile gebildete n-reihige Determinante aus M. Wir 
ftigen die ie - te  Spalte noch einmal links an und entwiekeln die entstandene 
u + 1-reihige Determinante nach ihr: 

0 -~- all  eAI-~-  " ' "  ~ - a k i  eAk -~ -  . ' '  + a n + l i o A n +  1. 

Dies werde mit A.r multipliziert und iiber O yon 1 bis k summiert; 

all, ,  ' ' ' ,  a l i , )  

wobei Avi~ die Adjunkte zu am~ in . . . . .  bezeichne, was zu 
akik, . . . ,  aki k~ 

I al ia ,  �9 �9 -, all  k Ai + B k + l  Ak4-i -~- �9 �9 �9 -~  B n + l  An+l : 0 
tlki t ~ ~ aki k 

ffihrt. Es sind hiermit s~tmtliche Ai an , ,  . . . .  a~i, Linearkombinationen 
aki~ ~ " ~ aki k 

aus Ak+~, . . . ,  A~,+~, d.h. der g. g. Teller aller A~ ist gleich dem von 
Ak+~, . . . ,  A,+~, dividiert durch einen Faktor aller k-reihigen Minoren der 
k ersten Zeilen. Bei m >n-4-1  fiihrt die mehrmalige Anwendung dieses 
Sehlusses auf n + l-reihige Teilmatrizen von M zum allgemeinen Beweis. 

H i l f s s a t z  2. Gegeben seien die M a t r i z e n  

t ll  1p1 xl o) (1 /1  o) 
A =  " " = V 

\Vql ,  ., Vqv; 0 "1 - -  x l  0 1 - -  x t  (o o) 
l l l ld B : :x. 1 _ 1  , 

V 

m~d es bezcicbnc A i''" ";J'"'Jq-" ei~w q-reihigc D e t e r m i n a n t e  yon A ,  die 

1 -- xl O ) 
de~ K o l o n n e a  i~, . . . ,  is a , s  V u n d  j r ,  "" ", j q - s  aus 

0 "1 - -  x~, 

e n t n o m m e n  ist  u n d  analog  Be...,%_~;~...6, eine p - r e i h i g e  aus den o) 
Or- , ' "  ", Qv_s-ten Ze i l en  yon ". u n d  den a~-, . . . ~  ~s-ten 

x ,  - -  1 

t on  V,  so gil t ,  w e n n  i t . . .  is e~ ..  . e p - s  u n d  j~ ..  "jq--s r " "  ffs P e r m u t a t i o n e n  

yon 1 , . . . , p  bzw. 1 , . . . , q  s ind :  

sig. ( 1  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  P + q l ( 1 - - x t ) ;  
\ Qt " . e v - s  P + at . . . p + as i~ . �9 . is p + f i  . . . p + , j q - s  ] 

• A il"''i~ ' J q - '  = (--1)P (1 - -  xl)q  Be t .  e ~ , % ' " * , "  
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Denn es ista): 

s ig.(  ) = ( - - 1 )  
p (p-t-l) -~ ~-o~+...+ev_,+s p+a~+..+a, 

( 1  - -  J.'~)J' sig. ( ) A ~''''i'j''''*'-* 

(__ l )Olq -  ' - } - % _ , ~ - ~ + 8 . p ~  .u(sq-1) t,,..i, __Xl)p-[q--S 
= " Vq...qo. (1 , 

(1 - -  Xl)  q B{,I, �9 Op__ q'~ 1 "(iS 

_ _  i _ _ l ) ~ t +  . + , % _ ,  t- C p - . , ) ( p - . ~ . + l )  +.4 q . . . , ,  p+q--.'~ 2 Va, ..,~" ( 1  - -  x l )  �9 

Weiter stellen wir zuniichst fest, daft bei r > 3  zwischen den 

uuiversellen Relationen folgende (4) Identitgten gelten: 

q l - - , ' ,  (.)r~--I ql--~t) [)X,--1 
(6) vk "tiff ikl ~jkl - - - -1 ,  

wo i ~ j  < k < l  alle Quadrupel zwischen 1 und r durchlguft. Ist  die 

M a t r i x M  (U) , wo U den von den Qok herrfihrenden Bestandteil 

(;) Zeilen bedeutet, und sei eine Kolonne yon U sinngemgl3 mit von  

~ t , , 8 , . . . ,  ~r-",'-~,', bezeichnet, wobei es nicht auf die Reihenfolge der 
Indizes ankomme, so ergibt (6), dab 

( 1 - -  xl) uijk -{- (xk - -  I) ~ijl q- ( 1 - -  a:~) ~ik~ q- (xi - -  -1 ) ~jk~ --- O, 

d. h. alle u,ka, deren Indizes ~- 1 sind, h~tngen yon den ulia ab. Bezeichnen 
wir mit U~ die Teilmatrix yon U, in tier nur die auf die Q~ij bezfiglichen 
Zeilen enthalten sind, so erhi~lt man, wenn man alle Zeilen uok (3, k ~: i) 
mit 1 -  x~ multipliziert und die mit 1 - - x k  multiplizierten Zeilen u~ 0. 
sowie die mit x j - - 1  multiplizierten Zeilen u,ik zu ihnen addiert, die 
Matrix U,, in der entsprechend alle Zeilen u,.,,, (/,, v :~ 0) mit 1 - - x ~  

siud. Sind /It, A, entsprechendc ( r - -  ll-reihige- Deter- multipliziert \ 2 / 
minanten aus U~, Ui, so gilt daher: 

(7) (1 - -  x,) ('7-'-") A, = (1 --., ' ,) ('Ta) A, ( , ' >  3). 

In der Matrix IV streiche man die Kolonne (0, . . . , 0 ,  1--a ' . : ,  . . . ,  
1 -  x~, 0 , . . . ,  0), wodurch sie in W1 tibergehen mag. Dann ist 

( : o  1 /  ' 
(8) U, = v, 

0 0 1 - -  ,q 
n-- r  r - - I  

a) Siehc KOWALI~WSKI, Determinantentheorie (Berlin-Leipzig 192,')i, ~. 33. 
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und 

(9) .WL = 

1 0 
" '  O 

0 1 
x~--i  0 

0 " 

0"" xl--1 
v ,  

(P) (,-1) re,higo., Wir betrachten null aus ,111 - -  U1 nur k-~ 2 

die alle Zeilen aus Ul und s~tmtliehe" " / r - - l /  letzten Kolonnen enthalten 

und bezeiehnen einen solchen mit M ~''''j~;hl':'l'' (s q- t ~ k), wo ' i~+t 
die Zeilennummern yon P nnd fi,...,j,~ sowie h~,..., ht die Spalten- 

nummern yon und Vt in U1 bedeuten, aus denen er ent- . " " 

MJ"" nach den (r 2 1) letzten nommen ist. Die Laplaceentwicklung yon i,... 

Zeilen gibt dann, wenn wir gewisse Nullglieder gleich fortlassen: 
a,. 

1.j, "L;h,-"h, J ,"J. ;e,"e,  q('T') 
" 1 i , .  . . . . . . .  i , + ,  ~ - -  S -4 -  P i  t �9 �9 U 1  . . . . . . . .  $~q.r y 

(0, O) 

wo rechts fiber alle Minoren von P aus den bezeichneten Zeilen und 
Spalten und ihre Adjungierten summiert wird. Anderseits ist die ebenso 

bezeichnete Determinante ~.j,..4.;h,.:.a, aus N~ ~ P..W~ naeh den 
~-Vll . . . . . . .  ~sq-t 

Produktsittzen entwiekelt: 
~ , J l "  " "J*;k[" " "kt  " " ~l . . . . . . . . .  ~,+t  S ~t)J t ' "  '/~ ; (~s ' '  "gt  " * ' J v " J ~ ; k l ' " k ~  

�9 " ~ JL tt . . . . . . . .  i , + t  | ' l / J r ' "  "J . ; ,Ol ' "  "Q* ' 
~t, '",et  

wo fiber alle Kombinationen q l , - - ' ,  qt zu je t aus 1, 2 , . . . ,  (2)sum- 

miert wird. 
Wendet man nun Hilfssatz 2 auf den vorliegenden Fall an, wobei 

die dort V genannte Matrix der hier bei der Determinantenbildung 
ausgezeichnete Teil yon V ist, so hat man schliel31ieh: 

�9 . .* . .  - J t ' "  J ,  k t "  "k t  
(10) ( l - - x , )  t M~'...(':' . k , =  ~ ( l _ X l ) ( " ~ '  ) ~i,...i,+, 

Bilden wir auf dieselbe Weise wie M~ [bzw. Aq] unter Auszeichnung des 
Index i die Matrizen Mi [bzw. N,], so werden die k-reihigen Minorea 

N~ wieder mit den analog spezialisierten k q--(r-~ i)-reihigen* aus aus 
r 

') Bei r ~--2 bedeute ( 1 ) =  O. 
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Mi durch eine Fornlel wie (9) in Beziehung gesetzt, in der xi an Stelle 
yon x~ tritt. Damit ist abel" gezeigt, daft der g. g. Teiler aller k-reihigen 
Minoren aus N1, N2, . . .  gleich dem aller auf obige Weise spezialisierten 

k-l-"(r-~l)-reihigen" aus M1, M_~, . . .  ist. Infolge einer leicht ersicht- 
/ 

lichen linearen Abh~tngigkeit der Kolonnen von iV sind alle nicht schon 
in N~, A ~ , . . .  enthaltenen Minoren yon N =  P - I V  aber gleich 0. 
Es ist zum Schluf nur noch zu zeigen, daft der g. g. Teiler aller so 

k+/ r -9- i ) - re ih igen"  " Minoren ill M auch alle anderen spezialisierten 

teilt. Dazu dient der Hilfssatz 1. Wit  stellen zunRchst fest, daft der 

Teller aller-/r--~ i)-reihigen" Determinanten aus den festen Zeilen g.g.  
! 

und Kolonnen in 3/ /e ine Potenz von 1 -  x~ ist, da die aus den speziellen 

Zeilen und Kolonneu in M~ gebildete (1--~'i) ~r21) " lautet Is. in 8 die am 
weitesten rechts liegende Determinante von Ut]. Ist Ck der g. g. Teiler 

aller k +  ( r - -1}-re ih igen Minoren in M und A[- der der speziellen 
2 

aus J/ i ,  so gilt daher 
A 

C ~  - -  - -  _ _  

(1 - - x l )  r' (1 - - x . )  r' 

und der g. g. Teiler aller A ~ t" k, " ' , -  k, d . h .  der mlserer speziellen 
Determinanten aus M ~ , . . . ,  M,. ist bereits C~. Der g. g. Teller aller 

/ . _ \  

fiir U gilt. 
Ist ~ die Gruppe einer Verkettung yon ~' Kurven, so kam~ man 

bekanntlieh annehmen, daft m ----- n - - 1 ,  d.h. 15i ans u Erzeugenden und 
u - - 1  Relationen besteht. Dann ist yon besonderer Wiehtigkeit der 

g.g.  Teiler aller h0chsten, d.h.  u - - r - t -  2 - r d h i g e n  Minm'en aus M, 

bez. '~--1-reihigen aus N, der das L-Polynom der Verkettung genannt 
wird. Es ergibt sieh in diesem Falle leieht, dal~ alle n - - l - r e i h i g e n  
Determinanten aus Ndie Gestalt 4-(l--x~t il3tx~ , . . . ,x~  haben. I)enn in (10) 

ist dann t -=- r - -  1 zu setzen und naeh (7) ist .IIN. ,,_~ - -  (1 - - x t )  ff~2)'" 
bei r > 3 ,  bzw. ~ ~ bei r =  3, so daft sehlieNieh 

N2..  ~-~ = __ (1 - -x~)  ~ (z, ,  . . . .  ~ , )  

und entsprechend = --4- ( 1 - -  xk) $ (x,, - . . ,  x,) (k - 1, . . . ,  r), 
wenn zur Determinantenbildung der Reihe naeh die andern Kolonnen 
in N gestriehen sind. 


