
er Zopfinvarianten. 

Von WERNER BURAU in KSnigsberg. 

Unter den yon Herrn ARTIN 1) in die Topologie eingeftihrten Zopf- 
gebilden sind diejenigen Z6pfe nter Ordnung, die sich als eine Ver- 
kettung yon n unverknoteten Kurven darstellen, ein besonders einfaeher 
Typ. Man entnimmt ihnen geometrisch unmittelbar, daf die Verkettung, 
die irgendwelche, beliebig herausgegriffenen der n Kurven ftir sich 
bilden, invariant in dem Zopf enthalten ist. Unter diesen Verkettungen 
erweisen sich von praktiseher Bedeutung die hierdurch gelieferten 
Zweierz(ipfe, die dureh je eine Verkettungszahl gekennzeichndt sind, und 
die Dreierz0pfe, die man ebenfalls beherrseht. 

Bei den nicht zu diesem Typ geh(irenden Z(ipfen findet man leieht 
eine ldeinste positive Zahl ~ yon der Eigenschaft, daft der v-mal iterierte 
Zopf jeden Faden in sich zuriieklaufen li~ft; z. B. ist in dem Falle, daft 
der Zopf Z, in der geschlossenen Fol~n eine Kurve darstellt, �9 

In der Zopfgruppe ~n, die nach Herrn ARTIN atls Erzeugenden 
~ gebildet wird, die Uberkreuzungen zweier benachbarter Fi~den 
bedeuten (u. zw. soll bei oi der ite den (/~-l)ten Faden tiberqueren), 
bilden die den obigen speziellen ZClpfen zugeordneten Gruppenelemente 
offenbar einen Normalteiler ~n von an, dessen Faktorgruppe ~n/~n die 
symmetrische Permutationsgruppe yon n Dingen ist. 0bige Zahl ~ ist 
die 0rdnungszahl des dem Element Z yon ~ bei dem Homomorphismus 
zugeordneten Elements der Permutationsgruppe. Siimtlichen Trans- 
formierten yon Z entsprieht dabei dasselbe v, derart daft Z r in die 
Gruppe der Ztlpfe mit identischer Permutation fi~llt, abet das dem 
urspriingliehen Z zugeordnete Z r i s t  in ein X Z r X  -1 iibergegangen, das 
diesem in einem inneren Automorphismus der Gesamtgruppe entspricht. 

Im folgenden wird es uns gelingen, mittels des bekannten Ver- 
fahrens yon Hen'n REIDEMEISTER z) und SCHREIEFtS), ein solches System 

von(~) Erzeugenden und definierenden Relationen yon ~n anzugeben, 

daf jede der (~)Erzeugenden die einmalige Verdrillung zweier der 

n Kreise bedeutet und die Relationen einfache geometrische Griinde haben. 

1) ARTI~, Hamburg. Abh. 4, p. 47. 
2) P~XD'~MmSTER, Hamburg. Abh. 5, p. 7. 
3) SCHREISR, Hamburg. Abh. 5, p. 161. 
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w 1. Aufstellung des Repr sentantensystems der Nebengruppen. 
Dem Verfahren entsprechend wollen wir jetzt ein Repr~tsentanten- 

system der Nebengruppen aufstellen, d. h. zu jeder der n! Permutationen 
ein zugeh(iriges Zopfwort angeben. Da ~n nach Hinzunahme der 
Relationen a? ~ 1 (i = 1 . . .  n - - l )  zur symmetrischen Gruppe wird, 
kann man offenbar zu jeder Permutation ein zugehSriges Zopfwort 
angeben, das nur die ~i mit dem Exponenten plus 1 enth~tlt und die 
kfirzeste L~tnge hat, d. h. die Darstellung der Permutation als ein Pro- 
dukt aus der geringstmCiglichen Zahl yon Transpositionen wiedergibt. 

Uber diese Zopfworte, die wir fortab Kurzworte nennen wollen, 
stellen wir zuniichst einige Hilfssi~tze auf, die uns im folgenden nfitzlich 
sein werden. 

S atz 1. Ist  K = .1(1 (~k ein Kurzwort iiber P~ . . . .  jk jk+t  "'" 

So ist auch 1{1 ein solches iiber P~ . . . .  j k+l jk  " '"  " 

Beweis. Angenommen K ware ein noch kiirzeres Wort fiber P~, 
dann gi~be es entgegen der Voraussetzung in K ak ein Wort fiber P1, 
das kfirzer ist als K. 

Satz 2. I n  dem Zopf, dem cdnes unserer Kurzworte zugeordnet ist, 

diirfen sich zwei Fgden nicht mehr als einmal i~berkreuzen. 

Beweis. Angenommen, zwei Faden tiberkreuzten sich mindestens 
zweimal, dann mache ich zuerst die Annahme, dab in dem von zwei 

B aufeinanderfolgenden Doppelpunkten A und B und den 
~ / ~ ~  die verbindenden Teilstficken a und b begrenzten Flachen- 

# a teil F der Zopfprojektion saint deren Rand keine weiteren 
zwei zu ein und demselben Fadenpaar gehtirigen Doppel- 

~ ~  punkte vorkommen (s. Fig. I). Dann teilen sich offenbar 
si~mtliche Fi~den, die dies Fl~tchenstiick 2' fiberqueren, 
in zwei Klassen a und ~: 1. solche a, die links yon A 
eintreten und notwendig rechts yon B austreten mfissen, 
da sie sonst den Faden a zum zweiten Male passieren Fig. 1. 
wfirden, und 2. solehe, die rechts yon A ein- und links 

yon B austreten. Alle F~den a verlaufen nun wegen der Bedeutung des 
1-Exponenten der ~ oberhalb a, b und si~mtlicher Fi~den der ~-Klasse, 

da alle diese yon links nach reehts iiberkreuzt werden. Entsprechend 
verl~uft jeder Faden ~ unterhalb yon jedem a-Faden, da er diese alle 
yon rechts nach links fiberquert. Die beiden Klassen kann man sich 
also durch ein im Inneren des Zopfes zwischen a, b, A, B eingespanntes 
Fliichensttiek getrennt denken. 0ffenbar li~t sich dies Fli~chenstfick 
aber so weit zusammenziehen, daft die Punkte A und B unmittelbar auf- 
einanderfo]gen und ich ein neues zugeordnetes Wort erhalte, in dem 
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ein ~ auftritt, das also kein kfirzestes sein kann. Die Operation des 
Zusammenziehens yon F setzt sich aus einer Reihe von E~inzelschritten 
zusammen, die darin bestehen, daft man erst si~mtliche Doppelpunkte 
eines a- uad fl-Fadens aus dem ]nneren yon F fiber a oder bder  Reihe 
nach nach aufien fiihre und daan die Uberkreuzung fiber alle jetzt 
doppelpunktlos zu durchquerenden a- und ~-Fi~den nach oben schiebe. 
Bei jedem dieser Schritte ersetzt man in dem zugeordneten Wort ein 
~i ai+l ~ durch ~i+1 ~ ai+l oder umgekehrt, gem~ der Gruppenrelationen, 
i~ndert also all dem Kurzwortcharakter yon K nicbts. Hiermit ist aber 
bereits tier Satz bewiesen. Dean existierte sonst ein Fli~chenstfick, ffir 
das obige Annahme nicht gilt, so wfirde es in seinem Innern gewi~ 
ein solches enthalten, ffir welches das der ])'all ist; nach dem soeben 
Bewiesenen gilt also der Satz allgemein. 

( k k + l  ) 
S atz g. Steht ei~ Kurzwort ~ber der Perm~tation P . . . .  j~ je+~ ... 

~nit j~ >j~+l, so l~flt sich dem zugeh6rigen Zopf a~ch stets das Wort 

K'(~,~ zuo,'d,,en, wo K '  ein gewisses iiber P'  : ( . . .  k k + l . . . )  jk+  jk 
stehendes Kurzwort ist. 

Beweis. Nach Voraussetzung miissen sich die in Z yon jk nach k und 
yon jk+l nach k + 1 ftihrenden Faden a, b mindestens, also nach Satz 2 
gerade einmal, fiberkreuzen. Dies geschehe im Punkt A 

k k ~ l  der Projektion (s. Fig. 2). Dana teilen sich die fibrigen \ / 
Fi~den, die alas yon a b gebildete Fli~chenstfick der Projek- / 

tion oberhalb A durchqueren, in zwei Klassen, 1. solche, ~ ~  ~k ~ ,  , / A  ~ 
die a und b yon links nach rechts fiber- und 2. solche, die a b 
a und b yon rechts nach links unterkreuzen. Zwischen 
beiden Arten yon Fi~den li~fit sich A aber arts Ende des 
Zopfes schieben, und in i~hnlicher Schlu~weise wie beim ~ x  
vorigen Beweis sieht man, dal~ tier durch K gelieferte 
Zopf auch eine Darstellung durch das Wort K'  ak Fig. 2. 
gestattet. 

S a tz 4. Stehen zwei Kurzworte K and K itber derselben Permutation, 
so sind i]~re zufleordneten Z6pfe identisch. 

Beweis. K und K m(igen sich sehreiben K ~-- K~ K ~ und K ~-- K2 K',  
wo K '  der grtiI~te bei beiden Worten gleichlautende Endbestandteil ist. 
Dana stehen Kt und K~ noeh immer fiber derselben Permutation 

( k k + l  ) 
Q . . . .  jk j k + ~ . ' " '  und zwar naeh Satz 1 als Kurzw0rte. Ist 

/s = K~'~rk, so stellt das ~e im zugeordneten Zopf eine ~berkreuzung 
der yon je naeh k und yon je+t naeh k + 1 ftihrenden F~den dar. Dies 
bedingt die Ungleiehung j~ >j~+~, da Satz 2 keine weitere Uberkreuzung 
dieser F~den zul~gt. Dann gestattet Satz 3, aueh das Gruppenelement K, 
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t o in der Form K~ k zu schreiben. Ftir K~' und K~, die wieder fiber 
derselben Permutation stehende Kurzworte sind, schlietit man genau so 
weiter, bis sehliefllich die Identit/it tier K und K entsprechenden Z6pfe 
erwiesen ist. 

Sa tz  5. Wenn K ein Kurzwort i~ber . . .  jk+l jk "'" mit 

j k <  jk+l ist, dann i~t a ~ h  K~e ein solche~ iiber "" "jk+l jk "'" " 

Beweis. Naeh Satz 3 l~gt sieh jedem Zopf, dessert zugeordnetes 

Wort fiber .. �9 jk+l jk .. �9 , wo naeh Voraussetzung jk+~ >jl~ gilt, 

K ~k zuordnen, wo K'  fiber P steht und naeh steht, aueh ein Wort ~ 
dem vorigen Satz denselben Zopf wie K darstellt. Mithin sind aueh 
die dureh K~re trod K'~rk gelieferten ZOpfe identiseh. 

w 2. Aufstellung eines Erzeugendensystems von N.. 

Aus unseren Kurzworten stellen wir nun ein Repr/~sentantensystem 
auf, das der Sehreierschen Bedingung s) genfigt. Man nehme hierzu 
unter allen Kurzworten, die zu einer einzigen Permutation gehOren, 
dasjenige als Repr/isentant, das in der lexikographischen Anordnung als 
Wort in den (ri, wobei ~i frfiher als ~k galt, wenn i ~ k ,  an die erste 
Stelle kommt. Dann sind aueh alle Abschnitte dieses Wortes Repr/~sen- 
tanten ihrer zugeh6rigen Restklassen, weil es anderenfalls auch in der 
zu Anfang betraehteten Nebengruppe ein lexikographisch friiheres Wort 
geben wtirde. 

DasVeffahren liefert nun in UR~,~, ~- ( R k ~ i R ~ ) [ k ~ - 1 , . . . ,  n t 
\ i ~ l , 2 , . . . , n - - 1 /  

si~mtliche Erzeugende der Untergruppe, wo /~k,i die Restklasse repr/V 
sentiert, der Rk ai angehOrt. Alle Relationen zwischen den U erh~lt 
man, wenn man in Rr(~ i )R  - 1 ~  1 die linke Seite in den U ausdrfickt, 
wo fiir R alle Repr~sentanten und ffir r(~i) alle Relationen der Zopf- 
gruppe naeheinander einzusetzen sind. Schlieitlich ergeben sich nach 
SCHREIEnS), da die bei ihm vorgeschriebene Bedingung erffillt ist, noch 
Relationen in der Bemerkung, da~ UR,~,--~-1 ist. wenn R~i selbst 
Repr/~sentant ffir seine zugeh6rige Nebengruppe ist. 

Infolge unserer S/~tze fiber Kurzworte gelingt es nun, bereits vor 
der Umrechnung der R r R -~ ~ 1 Relationen anzugeben, die weitere 
Erzeugende ~---1 setzen und die fibrigen in Klassen zueinander gleicher 
einteilen, so dai~ zwei Erzeugende aus verschiedenen Klassen aus 
geometrisehen Grfinden in der Gruppe nicht mehr einander gleich sein 
k6nnen. 
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Es gilt zungchst der 
Satz:  U---- R ~rk R -~ ist ---- 1, wenn in der zu R gehiirigen Per- 

mutation P . . . .  je  jk+~ "" " jl~ < jk+~ i~t. 

k k+l  

und stellt nach Satz 4 denselben Zopf dar wie R. Daher ist R ~k ~-1 
gewilt eine Darstellung der 1 in der Zopfgruppe. 

Allen iibrigen Erzeugenden U, bei denen in 

k k + l  
P =  ( " ' j k  jk+l . . . ) j~ ,> jk+l  

ist, erteilen wir im folgenden eine bestimmte Normalform in den ai, 
wodurch die Gleichheit zweier Erzeugenden, die dieselbe Normalform 
haben, sichergestellt ist. 

Zunitchst ersetzen wir in diesem Falle R nach Satz 3 durch k a k ,  

d.h. U ~  K,~  ~-1,  wo K ein ebenso wie R fiber F . . . .  j1~+1 jk "" " 

stehendes Kurzwort ist, so dag man naeh Satz 4 in der Zopfgruppe 
/~ = .K setzen kann. Dann sehen wir, ob in/~die Beziehungj~ < j~...  < jk_ l  
und j k + 2 < j k + 8 < ' ' ' < j , ~  grit; andernfalls sei etwa j~+_~>je+_~+~ 
(i _> 2), so dag mir Satz 3 erlaubt, /~ dureh K'~k+j zu ersetzen. Far K'  
sehreiben wir weiterhin K'~-K"~r~+_ e (0-->__ 2) usw., bis sehlieglieh K 
dureh K ~ f ( ~ r ~ . . . ,  ~re_~, ~r~+~,..., ~ )  ersetzt ist, wo K~ fiber 

1 2 . . . k - - 1  k k - ~ l  k~-2 n) 
P1 - -  11 l~ lk-1 jlc+l jk lk+~ In i 

mit l t ~ l ~ . - - < l k - 1  und l k + ~ l k + 8 . . .  ~ l n  
steht. Dann sehreibt sieh aber 

U = Kt f a~ f - 1  K-1 = KI o'~ K~ -~, 

da jeder Faktor yon f mit ak vertauschbar ist, 
und der U entsprechende Zopf hat etwa das 
Aussehen nebenstehender Figur 3. Die yon 
jk+~ und jk ausgehenden Fiiden a, b verketten 
sich nach Maggabe des ag einmal in der Mitte 
des Zopfes. Alle fibrigen Fi~den teile man in 
zwei Klassen ein: 1. die Klasse a derer, die in 
dem entsprechenden unteren Zopfteil rechts yon 
k ~ 1 enden, und 2. die Klasse fl derer, die das- 

/ 

Fig. 3. 

selbe links yon k tun. Wegen der Ungleichungen lkt2 ~ �9 .. ~ In tiber- 
kreuzen sich zwei a-Fi~den nicht im unteren und also auch nicht in dem 
dazu inversen oberen Zopfteil, well sie es sonst mindestens zweimal tun 
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mfifiten, was naeh Satz 2 unstatthaft ist. Das gleiche gilt ftir die ~-Fi~den 
wegen l, < l~ �9 �9 �9 < l~-~. Infolge der Bedeutung des ~- 1-Exponenten der 
Faktoren yon /(1 verlaufen samtliche a-Fi~den oberhalb a, b und si~mt- 
licher ~-Faden. Hieraus ist ersichtlich, dab wir durch Hinwegschieben 
der Faden iibereinander erreichen k~innen, dal~ ein a- und ~-Faden sieh 
iiberhaupt nicht mehr fiberkreuzen, so dab ffir den gesamten Zopf nur 
noeh kennzeichnend ist, wie sieh die zwischen j~+l und j~ beginnenden 
Fi~den auf die Klassen a und ~ verteflen. Man tiberzeugt sich sofort, 
dab jede m(igliehe Verteilung 'vorkommt, da die R si~mtliche Permu- 
tationen reprasentieren. Daher ergibt sieh offenbar ffir U folgende 
Normalform: 

+1 O.+1o 0.2 {0.• .)--1 U ~ (aj~-i ~ - .  '" ") ~+~ A-l" " 

Hierftir ftihren wir die Bezeichnung Sh+, . . . r . . .  h ein, wo zwischen 
jk+l undjk  alle Zahlen von ju+~+ 1 b i s j ~ - - 1  zu stehen kommen und der 
Zwisehenindex mit einem Querstrieh oder nicht versehen ist, je nach- 
dem der entsprechende Faden unter- oder oberhalb verli~uft. 

w 3. Relationen der Gruppe ~ .  

Es ist geometrisch ersiehtlich, dab man aus den Erzeugenden 
Si...k, die ledig|ich Z~pfe mit Uberkreuzungen der Zwischenf~den dar- 
stellen und fortab mit Sik kurz bezeichnet seien, alle fibrigen dureh 
Transformation erh~lt: 

S i . . .~ . . .~ . . .~ . . . k  ~ Sii, Sii~ �9 . .  Sii, Sik S =  1. �9 �9 8 . :  1S~.  1 

Das Verfahren |iefert nun al]e Relationen in den ursprfinglich Erzeu- 
genden Si . . .k .  Man hat hierzu s~mtliehe R ~ i ~ i + l ~ - ~ R ~  ~, so- 
wie R~i  ~ - 1  ~l~lR-~ = 1 dureh die Si...1,, auszudrficken, wobei sieh die 
verschiedenen Relationstypen, die man erh~lt, im ersten Falle naeh den 
Gr~Benbeziehungen richten, die in der zu ~ geh~rigen Permutation 

( e . . . )  zwisehen j i ,  j i+l,  ji+~ und im zweiten Falle zwisehen 
P . . . .  - J e  

/ 

j i ,  ji+~ sowie jk, .jk+~ bestehen. 
Wie hier nicht nigher ausgeftihrt, erhi~lt man schlieBlich naeh Re- 

duktion der Erzeugenden auf die S~k folgende Relationen, deren geo- 
metrische Bedeutung leieht ersiehtlich ist: 

Sab ~----> Sac 8bc I 

a, b, c, d durchlaufen hierbei si~mtliche Kombinationen der Zahlen 
1, 2 ~ . - . ,  n, die obigen Ungleiehungen geniigen. 
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w 4. Die durch gelieferten Invarianten yon 3,,. 
Da diese Relationen s~tmtlich nur Vertauschbarkeiten aussagen, 

ist die Faktorgruppe der Komutatorgruppe yon ~ die freie Abelsche 

Grnppe yon (~)Erzeugenden Sik. Jeder Klasse yon ineinander trans- 

formierbaren Elementen von 91n entsprieht somit in der Abelsch gemachten 

Gruppe ein Element I I  S ~ ;  um aber zu wissen, ob die OCik Zopf- 
invarianten siud, hat man noch zu untersuchen, wie sieh die Sik bei 
einem beliebigen inneren Automorphismus der Gesamtgruppe ~,~ verhalten. 
Man sieht geometrisch, dait die Transformation mit a ~ an-~ �9 .. ~ jedes 
Sil, bei dem i ~: 1 in Si-~,k-~ und S~k in Sk-l,~ fiberftihrt ~, ferner l i~t  
die Transformation mit an-~ alle S~k unveri~ndert, bei denen i und k yon 
n und . n - - 1  verschieden sind, ffihrt abet Si.n-~ in Si, ,  und Si,~ in 
Sn-l,n Si, n-~ S~'11,n fiber. Die Transformationen mit an-1 und a und damit 
jede beliebige in ~n, da ~n-1 und a die Gesamtgruppe erzeugen, ver- 
wandeln somit jedes Element der Abelsch gemachten Gruppe !Rn in ein 
solches, dessen Erzeugenden S~k miteinander vertauscht sind, andern 
also an dem Werte der Invarianten a~k nichts. 

Ebenso sieht man allgemein, da~ die Gesamtheit der Untergruppen ~ ,  

die yon ( ~ ) z u r  bestimmten Fi~den geh(irigen Erzeugenden fiir sieh 

gebildet werden, vermittels unserer Automorphismen zueinander kon- 
jugiert sind. Insgesamt k0nnen sie also ebenfalls zur Zopfkennzeichnung 

herangezogen werden, was besonders yon den (~) Dreierz0pfen gilt, ftir 

die das Transformationsproblem gelcist ist. 

w 5. Anwendung auf die Kennzeichnung der Schlauchknoten 
als ZSpfe. 

Zuerst sei bemerkt, dag yon den Invarianten, die wir jedem 

Zopf Z zugeordnet haben, h6ehstens n - -  1 voneinander versehieden sind, 
wenn Z einen Knoten darstellt. Denn der gesehlossene gopf Z '~ zerf~llt 
in n kongnmnte Staeke, die alle Z darstellen, nur dag jeder der n F~den 
einmal die Rolle eines beliebigen anderen fibernimmt. Daher kommt 
es nur auf die n - - 1  Verkettungszahlen an, die ein beliebiger Faden 
mit den n - - 1  fibrigen bildet. 

Es ist nun evident, dag bei einem Torusknoten, der als Zopf Z,,, 
mit ml Verdrillungen gelegt ist, diese ml Zahlen alle einander gleieh 
sind; der gemeinsame Wert ! m ~  dieser Invarianten unterseheidet also 
alle Torusknoten, die als Z5pfe yon nl Fhden gelegt sind. Ersetzt man 
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nun die Fi~den des Torusknotens durch n~ nebeneinanderliegende, die 
an einer Stelle, etwa zu Beginn des Zopfes, m~mal miteinander verdrillt 
seien, so erhi~lt man den sogenannten Schlauchknoten 2ter Stufe; durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens erklart man schliefilich den allgemeinen 
Schlauehknoten 4) kter Stufe als Zopf yon n l . . .  nk Faden mittels der 
k Zahlenpaare (nl, m~) . . .  (nk, mk), wobei die mi beliebig positiv oder 
negativ sein k(Innen u n d  stets (hi, mi) ~ 1 erffillt sein muff. 

Angenommen, wir hi~tten bereits fiir einen Schlauchknoten (k--1) ter  
Stufe der Charakteristiken (nl, ml). �9 �9 (nk-1, mk-1) seine n - - 1  ~-- n~... nk-l--1 
Invarianten berechnet und dabei die Werte al, �9 .., a~_l erhalten, als Ver- 
kettungszahlen etwa des ersten Fadens mit den fibrigen. Geht man 
dann mittels des Zahlenpaares (nk, mk) ZU dem Schlauchknoten kter 
Stufe fiber, so sind dessen Invarianten zun~ehst n k a ~ , . . . ,  n k a n - l ,  

wo aber jede dieser Zahlen nkmal auftritt, da die Fadenzahl des Zopfes 
und damit aueh die Vielfaehheit, in der ich ihn zu iterieren habe, nkmal 
so grofi geworden ist. Hierzu kommen noch vonder  neuen Verdrillung 
nk - -1  Zahlen der GrSfie ~nk. Da (nk, mk) ~--- 1 ist, sind die friiheren 
Zahlen, die alle nk als Faktor hatten, yon dem Werte mk verschieden; 
ferner treten sie in Gruppen yon mindestens nk zueinander gleicher 
auf, wahrend nur nk - -1  Invarianten den Wert mk haben. 

Ist uns also ein beliebiger Schlauchknoten als Zopf yon N Fi~den 
gegeben, so ordnen wir seine Invarianten in Gruppen zueinander gleicher. 
Wie wir soeben sahen, existiert hierunter eindeutig eine kleinste Gruppe, 
die aus ~k--1  Zahlen mit dem Werte mk bestehe. Hiermit ist das an 
letzter Stelle stehende Zahlenpaar (nk, mk) bereits abgelesen. Teilt 
man nun die iibrigen Invarianten saint ihrer Vielfachheiten durch ~k, 
so erhi~lt man die Zahlen, die zu demum eine Stufe niedrigeren Schlauch- 
knoten geh(~ren, der nach Fortlassung yon nk, n~k aus unserem gegebenen 
entgteht. Mit ibm verfahre man ebenso und so fort, bis man schliel~lich 
eindeutig die k-Zahlenpaare, aus denen der Schlauchknoten aufgebaut 
ist, aus dem Zopf abgelesen hat. (Nur in umgekehrter Reihenfolge wie 
beim Aufbau.) 

4) Vgl. K. BRAUNER, Hambg. Abh. 6, p. 1. 


