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SUR LES COURBES FERMEES SIMPLES TRACEES
SUR UNE SURFACE FERMEE ORIENTABLE

par
G. CALUGAREANU

a Cluj

Dans le ,,5-me Complément A "Analysis situs”, ;. pomwcarzs [1] pose
le probléme des courbes lermées simples que Lon peut tracer sur une surface
fermée orientable, de genre p > 1, de R3. Ce probléme intéresse la théorie
des noeuds, car un noeud quelconque de R® peut étre tracé sur une sur-
face fermée orientable de genre suffisamment grand [3]. On admet que
la surface est ,en position normale” dans K3®; donc, c’est une sphére a
anses, et ces anses ne sont pas nouées, ni enlacées entre elles. On peut
méme tracer un noeud quelconque sur une telle surface, de genre suffi-
samment grand, de maniére que le noeud décompose la surface en deux
domaines dont il est la [rontidre commune.

Toute courbe fermée, simple ou non, tracée sur une telle surface, appar-
tient & une classe d’homotopie, élément du groupe fondamental = de la
surface de genre $. Parmi ces classes d’homotopie on doit distinguer des
classes qui contiennent des courbes simples, que nous appellerons ,,clas-
- ses simples”. Tes classes simples sont celles qui contiennent des noeuds,

et chaque noeud N appartient & une telle classe au moins, si p est pris
assez grand. Il existe une valeur minima de p pour laquelle N appartient
4 une classe de =?, valeur que nous appelons le ,,genre normal” dumnoeud N.

_ Aprés les recherches approfondies de Dehn, Nielsen, Géritz, Baer,
qui utilisent des méthodes différentes de celle de Poincaré, ce probléme,
qui consiste dans la détermination des classes simples d'un groupe fonda-
Mental i, a été repris en 1962 par B. 1. REINHARDT [2], qui a donné un
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algortihme permettant d’obtenir les classes simples en question, en pcigant.
le probléme pour une surface orzentabl'e_ou non, fermée ou ouve_ré(?. 1:_ans.
ce qui suit, nous nous proposons de préciger, en partant des conﬁ’era 103.5‘
de Poincaré, un procédé de calcul permettant de décider si un élément de
n¥ représente une classe simple. - . ‘ ’

Tes remarques de Poincaré s'appuient sur Iimage de =f donnée par
un groupe fuchsien F, de genre p, et par}mi ces remarques on1 trouve la
condition nécessaire et suffisante pour quune classeA soit s11np/e, qiytzgltque
Papplication effective de cette condition n’ait pas arrété davantage l'atten-
tion du grand géometre.

1. Le critéve de Poincaré. Nous appelons, se_lo’n l'usage, géodé,slques,
du plan hyperbolique, représenté par le disque-unité pouvu de _1a) mitr‘lqél’e-
non-etclidienne, les arcs de cercle orthogomaux au cercle-unité et inté-
rieurs a ce cercle. A chaque élément du groupe fo‘ndar\nentai ,de’ 8, Pom.caitre
fait correspondre un élément d'un groupe fuchsien a 29 _genere}’tetiris {mrel.'jE
&léments de ce groupe F sont des homographies hyper‘bohhques 1I;plp qe 4
le disque-unité sur lui-méme. A chaque ’hozin‘ographm 1yperbo 1%11 3
fait correspondre un ,axe’”; c’estA la gec’)desllc.lue du _d1.sc_1u)ecr-111m eo_gl ;-
I"homographie applique sur elle-méme, geod_esflque qui joint les p -
fixes de 'homographie, situés sur le cercle-unité.

Te disque-unité étant I'image de la surface univ/ersell’e de re?otln'¥emen‘e_
de S, une courbe fermée C tracée sur S sera représentée par un alc_jbgi'p_
intérieur au disque-unité, les points p et p’ ctant homologtg;.s, c? qu;r &sngsw
nifie que p’ est I'image de p par une hc’)mograph}e h eF. 10115 ?‘Se 2 ;-
latés de pgp’ par les éléments de I represen‘cen‘t‘ également la cogm A uné
suivant Poincaré, la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ S;)JII e
courbe simple est que I'arc pgp’ ne coupe aucun de ses tragslatefi. 1 *enl’on
la géodésique pp’, que I'homographie k’ a,pphque’ sur elle—me}'ng,’e;l 1?<:ePour‘
appelle axe de %, et prenons pour pgp’ l'arc pp de (’:ette geo des % e Pl
que C soit une courbe simple il faut et il suffit que 'axe pp etf e I
contre I'axe d’atcun conjugué khk— de h, avec & ¢ F. Sous cette lor 5
le critére de Poincaré laisse penser que, afin que la cour’ble G ‘f}?lt Siél(ljgné
il serait mécessaire de poser une infinité de conditions. Lalgorl rﬁneb o
par B. L. Reinhardt montre, au contraire, qu il v suffit dvﬁl_l nom 'rg e
de ces conditions, qui impliquent les autres. On peut le voir aussi
maniére directe, en reprenant les comsidérations de Poincaré.

I axe ap de A coupe le Cercle-unité: I' aux points A e_tf L, qmi ssgniéfiig
points fixes de /. Supposons que 2 est répulsif, et u atltracti e el gP(S)
que 4 déplace les points de cet axe de A vers w. S_t\nvant Ptfmc%re,tg; .
est isomorphe a un groupe fuchsien I de la premiere famil e.f' 01; g
homographies de F sont hyperboliques, ayant donc leurs points iixe e
Au groupe fuchsien F il correspond un réseau fuchs1e§11, pavalge tuu "
unité par des polygones curvilignes 4 4p coOtés, qui saccumuiel a
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nage de chaque point de T'. Un élément de F, quel qu’il soit, applique chaque
polygone du réseau sur un autre polygone du réseau, et I’ est transitif,
done, deux polygones du réseau étant choisis, il existe dans F une homo-
graphie (et une seule) qui applique 'un des polygones sur l'autre. Chaque
polygone donne une image complete de la surface S pourvue de ses coupures
canoniques. Les générateurs de F sont en nombre fini, égal & 2p. Nous
utilisons, dans ce qui suit, la représentation symétrique [4, 5] du groupe
F, telle que les générateurs g, ¢=1,2, ... 2p sont liés par la relation

G - &8l &2 - gmp = L

11 sera plus commode (et il revient au méme) d’employer 4p générateurs
g;, liés par les relations

i - B =1, G&Gimw=1 k=12 ..., 4p
olt B+ 2p est pris (mod. 4p).
Le réseau fuchsien peut étre construit a partir d'un polygone principal
I[T;, contenant le centre 0 de I'; IT, est un polygone régulier 4 4p cdiés,
qui sont des géodésiques de méme longueur. Tes autres polygones peuvent
étre obtenus par inversion de IT, par rapport a ses c6tés, puis inversion

des nouveaux polygones par rapport i leurs c6tés, ete, Chaque générateur
g; applique un cété de II, sur le cdté opposé. Done, g; applique 11, sur un

: polygone contigu & [1,.

Soit ap 'axe de A& F, et II un polygone qui est traversé par ru. H
étant I’homographie qui applique Il sur II,, II, = H(II), Xeue = H(2p)
est axe de HAH 1, et HhH-* représente une classe simple de =i si /# repré-
sente une classe simple, et réciproguement. Si A représente une classe
simple de =¥, nous dirons, par abréviation, que /4 est un élément simple
de F. On voit que les éléments simples de F se répartissent en classes
d’éléments conjugués et, d’aprés Barr [6], deux courbes simples de S qui
appartiennent a des éléments conjugués de F sont isolopes sur S ; on peut
donc déformer sur S I'une de ces courbes de maniére 4 'amener sur Uautre
sans que, pendant la déformation, cette courbe cesse d'étre simple. On
tonstate que la seconde propriété imposée a la courbe C, celle de diviser
la surface’ S en deux domaines, se conserve aussi quand on passe de A& F
& T'un de ses conjugués HiH-1, Si I'on a en vue un procédé de construc-
tion des noeuds que l'on peut tracer sur S, on peut donc se borner 2
chercher les éléments simples (ou simples et séparateurs) de F, dont l'axe
Ay passe par IT,.

Soit p, le point-entrée de ap dans IT,, et p; son point-sortie. Posons
by = I(p,), et solent p,, p,, ey Pu_q les points d’intersection de l'arc
byp, C e avee les cdtés des polygones du réseau fuchsien. Soit Il le poly-
80ne qui contient I'arc p,p;., C Ap. Désignons par p,.; le point-sortie de

ﬁ—w'
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ap du polygone IL,. Le polygone II; étan,t contigu & I1,, on a II; = g, (Ily),
. o2 : ’
g, étant un générateur d;a F : posons pipz = &n (p1p.) C I, Le polygone
11, étant contigu & IT,, gr (II,) est contigu & g, (T1,) = 1I,, donc 8, il =
— g, (L), gw, étant un génératenr de F. Alors I, = g &, (I1,), et nous pose-
rons Py Py = & &n(Paps) C Ty Le polygome 1, étant contigu a II,,
ol R LEEE B Ry A ~ e [l il -
gkzigkll(ﬂaj est contigu a gkiigkli(ﬂz) = My dotic g 'z ' () = &y, (1), d'olt
I, = gklgk_:gka{ﬂo) sl posong B = gklgk_:gka{;beLl) C I, En continuant
insi 416 Lo ; 6) AU —
ainsi, on a en général I, =848 ...:gki(ﬁu), et nous poserons pi Pl =
= g8, &, (p,P,) Ty On a finalement IT, = g, & --- g, (Ily), et
E . i Wpm  — BlH 1 o
puisque II, = h,‘(ll"ID‘), on a b= & - &hy pimpim | = Wp,p,.) = Pobr-

Les arcs pipl) , 1=0,1, ....n — 1 forment une image compléte de
1a courbe C dans II, Domne, pour que C soit une courbe simple, il faut et
il suffit que ces arcs soient disjoints deux-a-deux. Les géodésiques portant
les arcs plipl, seront alors, elles aussi, disjointes deux-d-deux, car, si
deux de ces géodésiques avaient un point commun, il en résulterait Texis.
tence d’un point commun a deux arcs pUAY, ceci résulte du fait que

ik - ; & L 4
les arcs qui correspondent aux arcs pipl . dans les autres polygones
fuchsiens sont donnés par Xy et ses translatés par tous les éléments de [,
Ainsi, pour que C soit une courbe simple, il faut et il suffit que les trans-
latés de ap par les homographies H; =g & .- &, ' = 1,2, ..., n solent
disjoints deux-a-deux. Posons A = H(), w = H(p). La courbe C
correspondant au mot 4 = H, sera simple si les couples de points (%, @)
et (X, ) ne sont pas entrelacés sur ', comme le remarque Poincaré. En
gmployant les birapports, ceci tevient a [N, Wy My Wl > 0,2=+Fk;1,
4= b 2w oy B, DOHS AELTOAS de quelle maniére ces conditions peu-
vent étre appliquées effectivement.

Cherchons d’abord quelles sont les conditions que Ton doit ajouter
aux précédentes pour que la courbe simple C divise la surface S en deux
domaines disjoints. Nous dirons alors que C est une séparatrice de S ; aussi,
h sera appelé un élément séparatenr de F.

C étant une séparatrice de S, solent A et A’ les domaines disjoints
déterminés par C sur S. Nous pouvons teindre A en blanc et A’ en noir.
Alors, parmi les domaines déterminés dans I, par les ares pupll,; il ¥
en aura que nous devrons teindre en blanc, et les autres en noir, et chaque
pEp appartiendra 4 la frontiere d'un domaine blanc et d'un domaine
noir. La surface S peut étre reconstituée en repliant 1, de maniére a amener
en coincidence chaque paire de cbtés opposés. Les domaines blancs de
I, doivent se joindre alors entre eux le long de leurs cbtés situés sur les
codtés de II, que 'on amene en coincidence, de maniére a former un seul
domaine blanc; il en est de méme des domaines noirs. D’ailleurs, les arcs

i)

p,_\b; et pp, . Etant en prolongement sur iy, les ares pfi=p pli-t et i

i
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se trouvent en prolongement sur S, la courbe C étant fermée, done pi—1

et pi) se trouvent sur des cdteés opposés de IIy, pour ¢ =12, ..., %.
Si la courbe C est orientée daus le sens qui correspond & iy, les arcs

PP P, se trouvent aussi orientés, de maniére que chague domaine de [,

blanc ou noir, se trouve orienté d’une maniére cohérente par les arcs qui
forment sa frontiere.

'L!_
e’ 9 Az

Ceci se traduit par de nouvelles conditions, nécessaires et suffisantes
pour que C soit une séparatrice:

1°. En choisissant un sens de parcours sur la frontiére de IT,, les points
2, pﬁ] doivent se suivre alternativement sur cette fromtiére, donc, deux
pi, pY) seront toujours séparés par un p{¥) au moins.

2°. Si un c6té de II, contient les points pi, pU=1, S BT, . e B
se succedent dans cet ordre dans le sens positif, le coté opposé contient les
foitts pi—W.p ph=l, P, . qui se succédent sur ce coté dans le sens
négatif.

3 — Mathematica vol

§ (31), fasc. 1/1965.
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§i 1°. et 2°. sont vérifiées, il est clair que, aprés repliement de II, sur
S, les arcs p{p{), forment une séparatrice de S.
Prolongeons maintenant chaque arc pipf, jusquau cercle I', ce qui

donne les géodésiques ;. Sur une telle géodésique, ces quatre points se
succédent dans Vordre 2y, pi, p1,, p,;. Les projections radiales des sommets
de IT, (voir fig.) sur le cercle T' sont les points ¢***!, £ =0,1,...,2p — 1,
i

avec o = ¢, si 'on place I, de maniére que deux cdtés opposés soient
orthogonaux & l'axe réel. Alors, les conditions indiquées reviennent aux
suivantes :

: 1°. Pour chaque couple (%, %), il existe au moins un couple (p,, W)
tel que

[)\i’ )‘j; oys l"'s] < 0.

2°. 8i %€ (o1, o%TY), A€ (o®tI-l, gFTl alors les cotples
(A, 1) et (A, uj—1) ne sont pas entrelacés (rappelons que g, &€ (e*+#1,
o2 t2p+1) o€ (g%, o%+1)). On peut encore exprimer ceci sous la forme :

81 [n, A o¥tl gitntl] <, pour k=12 ...,2p—1, alors
(X -1 2y Bemilie-U.

Telles sont les conditions analytiques que Uon doit vérifier pour établir
quun % € F représente une classe simple séparatrice.

2. Représentation du groupe F. Le calcul effectif exige une représen-
tation analytique des éléments du groupe F. Le polygone principal Il
étant régulier a 4p cdtés, ayant son centre au centre 0 de I, une rotation
de T'angle w/2p autour de 0 applique TI, sur lui-méme. En désignant par
% la distance d’un sommet de II, & 0, on trouve »* = cos n/2p. Le géncra-
teur g, applique un cbté de II, sur son opposé. Prenons

Z—w 9 2 cos mf2p

A= = = ——"_ <1
g@(z) 1 —wz’ = 1 + cos w/2p =

g45(2) applique le c6té qui coupe l'axe réel positif (co6té placé symétrique-

T

ment par rapport a cet axe) sur son opposé; car, en posant &= elf oA

transforme xo en — xo-! et conserve l'axe réel. En posant o(z) = oz
(rotation de V'angle w/4p autour de 0) et r = o® #(z) =7z, on a
(1) g =vdrk k=12 ..., 4p; =1,

en employant encore 4p générateurs g,, liés par les relations
G183 - B =1; Grep =1 k= L2 ...,4
Uindice % -+ 2p étant pris (mod. 4p). En tenant compte de (1), on a
(rA)te =1, (Ar2)2 = 1. ‘
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On doit remarquer que A est un élément de F, tandis que » n’appar-
tient pas & F; cest un générateur externe. On a A-1 = 2 Ay=2 car
g2 = 7=%. Un élément quelconque h & F s'exprime done, 4 l'aide des deux
générateurs A et 7, sous la forme

ho— P APtA L AR, sy s+ o0+ s, =0 (mod. 4p)

et chaque mot de cette forme, ot les entiers s, vérifient la congruence

. R a1
ci-dessus, représente un élément de F. 8in(p) =22, avec aa —bb =1,
bz 4+ a
nous écrirons k= lZJ Si, de méme B = {‘;,J, on trouve
]’lkfﬂ a "11 iy cm’ +.§b’ .
AN ba’ 1+ ab’
Alors
<p . 5
g, = riArt = b M:WEZML_( ¢ _k), T
v —wyr TP — wyr Fz —ywr V1i—wt

v ayant été introduit afin de réaliser la condition aa — bb = 1.
Si h:( ‘;) © F, on en déduit 4p nouveaux éléments gheEF,

E=1,2, ...,4p et en posant

on trouve
(2) a, = ya — ywrth, b, = yb —y wr'a.

Tous les éléments de F peuvent étre ainsi obtenus de proche en proche,
en partant de l'un quelconque d’entre eux. Nous prendrons (g) — k=1,
b = 0, qui correspond 2 l'identité. En posant

Aoy by
Biods. by

Br Bk, + 0 Bry = (

on trouve

; o —k
(3) Ay, By == kg ky ™ Ywrtiby, 4, bi, ..k, = Tohs ™ TOF W B
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On forme stuccessivement les mots & 1, a 2, a 3, ... générateurs
P =v; by=— yor?
At — «{2(1 ot wafﬁ—ka) : bkxk: ey sk .1,223,-(?,—]31 __|_ ,},7,@2)
G, =01 + @R b gl phak) 7

(4) brgp, = — Yow(r—h -yt -y |y —hthi—h)
Giarits = YALL + WA= b il b gl o gt L phh R

L gty btk

—ky _| —k, —7y —Fk
Bnue = T pampg e bghop
_|l_ w2(7~?¢1+—h=——ies + pta Ly — Ry _:__ ¥ Ry A-Fg— 1y _!_ ;,,71:2-{-?\‘3—1%)]
et en général

I ep T s s ks
Bayvily = yk [1 4+ w? E g e Lot gt T T TR =

1y <t 1<y <ig<tiy Lhe
(5) + w2 E : ?’hfZ;... ki:iq— 1+ ...+k£271’£!—1 JL—' ol .:
1l <ig< <igq,<n
—ki S RN e
b, = — Y'w[ 27 " +w? ) P ek L e
7t lgign Lgiy i Lyt

292 i = PR e =
+ w™ g , " Hing 1T Ping e iz 'f°'!1—§—...j.

1ty - ng,lgn

Ces formules permettent de former les composantes a, b de tous les

mots & # générateurs.

3. Le cas n = 2. Appliquons ces résultats aux mots & deux générateurs
h=ggy On aic H =g, Hy="5% » =g, p =g(w. En posant
h=(}), a=a' 4 da”’, b =10+ 1b", on sait que & et p vérifient I'équation
b)2 — 2a"n —b=0. On a g, = (_4—#) et Pon doit calculer

On trouve
R _w0s—rNe—h  wrlert — bR — 48 — o)
w0 — 1 — (O — W b 4 bR _ 40 — @)
en tenant compte de % + p = ZMN, Ap = — %, (A — w2 = :_2 (b — a''?) =

4 i = s B ook .
= (@2 —1). On a bb — @20, du au fait qu'il s'agit d’homographies

9 e ey Ta kg v a2 it et iy oo W R e a ek e ok i e e g

L

hyperboliques, puis b — a''t = 4 — 1 >0, car ga — b6 = 1. En 'y intro-
duisant a = v3(1 + w¥*~*), b = — y2w(r—* + 7~¥), on trouve

2

R:wjllécos(k'—k)zi; >0, et 0 RL .

Pour k' — k== 0 (mod. 4p), donc si & n'est pas le carré d'un générateur,
of a R =0, doric % est simple. On a R' = [A, M ]l =1— K >0,
donc h n'est pas un séparateur, les couples (%, ;) et (g, ¢y), n'étant pas
entrelacés. Ainsi, en exceptant les carrés des générateurs, fows les mois @
deux générateurs veprésemtent des courbes simples non-séparatrices, quel
que soit le genre p > 1 de la surface S. On doit remarquer que ceci a lien
dans la représentation symétrique du groupe F, et ne subsiste pas dans
la représentation définie par la relation

Bt 2ol i g B ol gal=1

4. Cas général. Pour les mots & plus de deux générateurs il y a lieu
de tenir compte de quelques remarques. L’élément % sera simple si, pour
b e so g = 1.0 5l

[ 5 Ao b] = THAN), Hiw) s Hi(N), Hi(w)] =
— [ us HUHG), HU'H(w)]>0,

On a H' Hy = iy oo By = H,;, et Ton est ramené au calcul
des birapports [%, w; H;(0), Hy(p), ol les sections H; seront des mots

plus courts que les H; Ainsi, pour # =8, k = g,8,8,, /4 sera simple si

6 Ry=[A 5 8u(W), gn(w)] Re = [% w5 (M, gn(W)],

Ry= [ u; &), gn(w)]
sont positifs. Pour le calcul de ces birapports on peut procéder comme
pour # = 2. D’une maniére générale, ) et p étant les points fixes de h,
puis A; = A(A), gy = My(p), on a

= Lo iiid T u ] = (A — 7)) — 1) = 2(7\5-“”]“}\1&‘-1)*(?\"'EL)(7~1‘:‘P~1)+(?\*¥L)U~1—E’-1) i
Ov— ) (0 — 1) 200+ Aap) — Qb ) (g i) — (A=) (g — )

Sih=0(), k= (), 1et u vérifient 532 — 2ia"% — b =0, 1, = b; i
3 e
4+ b r i ! T i 2
My = QT ot le calcul donne, avec a =a’ +ia”, b=0"+ 1", a; = ay -+
A "bll"" + al R
+ way, b}_ = bi il 10y

Bt +8; — a'a)® — (@'% — 1)(a® — 1)
R = >0,
®'b + 5 —da)®— (@%— )a?

\ |



38 G. CALUGAREANU

condition nécessaire et suffisante pour que les couples (2, p) et (A, py)
ne soient pas entrelacés. Pour la vérification effective, dans le cas (6) par
exemple, il reste & y remplacer les parties réelles et imaginaires de a4, b,
ay, b;, par leurs valeurs extraites de (4) ou (5). Un calcul récurrent de ces
birapports par lintermédiaire des formules (3) serait aussi a4 envisager.
La condition pour qu'un élément % soit séparateur exige le calcul des rap-
ports plus compliqués [%;, %;; W, 1,]. Nous nous proposons de revenir
sur ces calculs dans un prochain travail. La courbe représentée sur notre
figure correspond au mot g,g,g-%'¢ {'¢? pour p = 2; c’est une séparatrice
de la surface de genre 2, qui réalise dans I'espace le noeud ,,4,”" 4 4 points
doubles (au moins) en projection sur un plan.

BIBLIOGRAPHIE

{11 Poincaré H. Cinguidme complément & UAnalysis situs. Rend. Circ. mat. Palermo,
18, 45—110 (1904).

2] Reinhardt B. L. Algorithms for Jordan curves on compact suvfaces. Ann. of math.,
75, 209—222 (1962).

(3] Cilugidreanu G. Considérations divectes sur la génévation des noeuds tridimension-
nels. Revue roumaine de math. p. et appl., 10, 388—403 (1965).

(4] Nielsen J., Untersuchungen zuwr Topologic der geschlossenen zweisethigen Flichen,
III. Acta math. 58, 87 —167 (1932). : ‘

(5] Coxeter H.,, Moser W. Generators and rvelations for discrete growps. Frgebnisse
der Mathematik, Springer-Berlin, p. 61.

[6] Baer R., Kurventypen ouf Flichen. Journ. fiir reine u. angew. Math., 156, 231246
(1927).

— Isotopie von Kurven auf ovientierbaven geschlossemen Flichen und ihy Zusammen-

hang wmit dev topologischen Deformation dev Fldchen. Journ. fiir reine u. angew.
Math., 159, 101—116 (1928).

Regu le 2, IV, 1966,

REV UL K}UUlVlAll\Il:.
DE MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES

TIRAGE A PART |

TOME Xilt
1968

EDITIONS DE LACADEMIE DE LA REPUBLIQUE SOCIALISTE DE ROUMANIE




	29
	30-31
	32-33
	34-35
	36-37
	38

