E;r:]tlz,relctsrag zur Mannigfaltigkeitslehre I' U )

pp. 242 - 258 :

NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

lerme and Conditiong

The Gottingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial
educational, research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes.
Some of our collections are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including
electronic) requires prior written permission from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's
online system to access or download a digitized document you accept there Terms and Conditions.
Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be
further reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materias, please give
proper attribution of the source.

Contact:

Niedersichsische Staats- und Universitétshibliothek
Digitalisierungszentrum

37070 Goettingen

Germany

Email: gdz@www.sub.uni-goettingen.de

Purchase a CD-ROM

The Goettingen State and University Library offers CD-ROMs containing whole volumes / monographs in PDF
for Adobe Acrobat. The PDF-version contains the table of contents as bookmarks, which allows easy navigation
in the document. For availability and pricing, please contact:

Niedersaechisische Staats- und Universitaetsbibliothek Goettingen - Digitalisierungszentrum

37070 Goettingen, Germany, Email: gdz@www.sub.uni-goettingen.de



242

Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre.

_(Von ﬂerrn G. Cantor in Hglle,) ,

Wenn zwei wohldefinirts Mannigfaltigkeiten M urd N sich’ éindeutig
und vollstéindig, Element fiir Element, einander zuordnen lassen (was, wenn
es auf eine Art moglich ist, immer auch noch auf viele andere Weisen ge-
schehen kann), so moge fir das Folgende die Ausdrucksweise gestattet
sein, dass diese Mannigfaltigkeiten gleiche Macktigkeit ‘haben, oder auch,
dass sie dquivalent sind. Unter einem Besfandtheil einer Mannigfaltigkeit
M verstehen wir jede andere Mannigfaltigkeit M', deren Elemente zugleich
Elemente von M sind. Sind die beiden Mannigfaltigkeiten M und N nicht von
gleicher Michtigkeit, so wird entweder M mit einem Bestandtheile von N
oder es wird N mit einem Bestandtheile von M gleiche Michtigkeit haben;
im ersteren Falle nennen wir die Michtigkeit von M kleiner, im zwelten
Falle nennen wir sie grosser als die Michtigkeit von N.

Wenn die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten endliche, d. h. aus einer
endlichen Anzahl von Elementen bestehende sind, so entspricht, wie leicht
zu sehen, der Begriff der Michtigkeit dem der Anzahl und folglich dem
der ganzen positiven Zahl, da nimlich zweien solchen Mannigfaltigkeiten
dann und nur dann gleiche Michtigkeit zukommt, wenn die Anzahl ihrer
Elemente die gleiche ist. Ein Bestandtheil einer endlichen Mannigfaltigkeit
hat immer eine kleinere Michtigkeit als die Mannigfaltigkeit selbst; dieses
Verhiltniss hort ginzlich auf bei den unendlichen, d. i. aus einer unend-
lichen Anzahl von Elementen bestehenden Mannigfaltigkeiten. Aus dem
Umstande allein, dass eine unendliche Mannigfaltigkeit M ein Bestandtheil
einer andern N ist oder einem solchen eindeutig und vollstﬁn&ig zugeordnet
werden kann, darf keineswegs geschlossen werden, dass ihre Michtigkeit
kleiner ist als die von N; dieser Schluss ist nur dann berechtigt, wenn man
weiss, dass die Michtigkeit von M nicht gleich ist derjenigen von N; eben-
sowenig darf der Umstand, dass N ein Bestandtheil von M ist oder einem
“solchen eindeutig und vollstindig zugeordnet werden kann, als ausreichend
dafiir betrachtet werden, dass die Miichtigkeit von M grosser sei, als die von N.

Um an ein einfaches Beispiel zu erinnern, sei M die Reihe der posi-
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tiven, ganzen Zahlen », N die Reihe der positiven geraden ganzen Zahlen 4
2v; hier ist N ein Bestandtheil von M und nichtsdestoweniger sind M und
N von gleicher Michtigkeit. .

Die Reihe der positiven, ganzen Zahlen v bletet wie sich leicht
zeigen ldsst, die kleinste von allen Michtigkeiten dar, welche bei un-
endlichen Mannigfaltigkeiten vorkommen. Nichtsdestoweniger ist die Klasse
der Mannigfaltigkeiten, welche diese Kkleinste Mﬁchtigkeit haben, eine
ausserordentlich reiche. und ausgedehnte. Zu ‘dieser Klasse gehoren
beispielsweise alle diejenigen Mannigfaltigkeiten, welche Herr R. Dede-
kind in seinen werthvollen und schonen Untersuchungen iiber die alge-
braischen Zahlen endliche Korper“ nennt (Man vergl. Dirichlets Vorlesungen
iber Zahlentheorie, zweite Auflage, Braunschweig 1871, S. 425 f.); ferner
sind hier diejenigen, zuerst von mir in Betracht gezogenen, Mannigfaltig-
keiten anzufithren, welche ich ,Punktmengen der vi» Art“ genannt habe
(Man vergl. Mathematische Annalen von Clebsch und Neuwmann, Bd. V. S.129).
Jede .als einfach unendliche Reihe, mit dem allgemeinen Gliede a,, auf-
tretende Mannigfaltigkeit gehort offenbar hierher; aber auch die’ Doppel-
reihen und allgemein die n-fachen Reihen mit dem allgemeinen Gliede
a,.,,.», (WO ¥1, ¥, ... v, unabhiéngig von einander alle positiven ganzen
Zahlen durchlaufen) sind von dieser Klasse. Bei einer fritheren Gelegenheit
wurde sogar bewiesen, dass der Inbegriff (w) aller reellen (und man konnte
auch hinzufiigen: aller complexen) algebraischen Zahlen in Form einer
Reihe, mit dem allgemeinen Gliede w,, gedacht werden kann, was nichts
anderes heisst, als, dass die Mannigfaltigkeit (w) sowohl, wie auch jeder un-
endliche Bestandtheil derselben die Michtigkeit der ganzen Zahlenreihe haben.

In Bezug auf die Mannigfaltigkeiten dieser Klasse gelten die fol-
genden, leicht zu beweisenden Sitze:

o8t M eine Mannigfaltigkeit von der M:ichtigkeit der positiven,
ganzen Zahlenreihe, so hat auch “jeder unendliche Bestandtheil von M
gleiche Michtigkeit mit M. " |

Wist M', M', M", ... eine endliche oder einfach unendliche Reihe
von Mannigfaltigkeiten, von denen jede die Michtigkeit der positiven, ganzen
Zahlenreihe besitzt, so hat auch die Mannigfaltigkeit M, welche aus der
Zusammenfassung von M', M", M", ... entsteht, dieselbe Michtigkeit.”

Im Folgenden sollen nun die sogenannten stetigen, n-fachen Mannig-
faltigkeiten hinsichtlich ihrer Michtigkeit untersucht werden.

31*
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Die Forschungen, welche Riemanr*) und Helmholts **) und nach
ihnen andere ***) tiber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen, angesgellt haben, gehen bekanntlich von dem Begriffe einer n-fach aus-
gedehnten, stetigen Mannigfaltigkeit aus und setzen das wesentliche Kenn-
zeichen derselben in den Umstand, dass ihre Elemente von » von einander
unabhingigen, reellen, stetigen Veriinderlichen ,, «,, ... z, abhiingen, so dass
zu jedem Elemente der Mannigfaltigkeit ein zulissiges Werthsystem x,, @y, ... z,,
aber auch umgekehrt zu jedem zuldissigen Werthsysteme x,, «,, ... «, ein ge-
wisses Element der Mannigfaltigkeit gehort. Meist stillschweigend wird, wie
aus dem Verlaufe jener Untersuchungen hervorgeht, ausserdem die Voraus-
setzung gemacht, dass die zu Grunde gelegte Correspondens der Elemente der
Mannigfaltigkeit und des Werthsystemes «,, «;, ... «, eine stetige sei, so dass
jeder unendlich kleinen Aenderung des Werthsystemes z,, , ...z, eine unendlich
kleine Aenderung des entsprechenden Elementes und umgekehrt jeder un-
endlich kleinen Aenderung des Elementes eine ebensolche Werthinderung
-geiner Coordinaten entspricht. Ob diese Voraussetzung als ausreichend zu
betrachten, oder ob sie durch noch specicllere Bedingungen zu ergiinzen
sei, damit die beabsichtigte Begriffsbildung der n-fachen, stetigen Mannig-
faltigkeit als eine gegen jeden Widerspruch gesicherte, in sich gefestigte be-
trachtet werden kann ), — moge zunichst dahingestellt bleiben; hier soll
allein gezeigt werden, dass wenn sie fallen gelassen wird, d.i. wenn hin-
sichtlich der Correspondenz zwischen der Mannigfaltigkeit und ihren Coor-
dinaten keinerlei Beschriinkung gemacht wird, alsdann jenes von den Autoren
als wesentlich bezeichnete Merkmal (wonach eine n-fache stetige Mannig-
faltigkeit eine solche ist, deren Elemente aus » von einander unabhiingigen
reellen, stetigen Coordinaten sich bestimmen lassen) durchaus hinfiillig wird.

Wie unsere Untersuchung zeigen wird, ist es sogar moglich, die

¥) Man vergl. Riemanns gesammelte mathematische Werke. Leipzig 1876. S.254 f.

*¥) Man vergl. Helmholtz: ,Ueber die thatsichlichen Grundlagen der Geometrie®.

" Heidelberger Jahrbticher 1868, No. 46 und 47 und: ,,Ueber die Thatsachen, welche

der Geometrie zu Grunde liegen‘. Gottinger Nachrichten 1868, No. 9; desselben
Verfassers populidre Vortrige, Heft III, Braunschweig 1876, S. 21 f.

*#%%) Man vergl. J. Rosanes, iiber die neuesten Untersuchungen in Betreff unserer
Anschauung vom Raume. -Breslau, 1871, S.18. — 0. Liebmann, zur Analysis der Wirk-
lichkeit. Strassburg, 1876, S.58. — B. Erdmann, die Axiome der Geometrie. Leipzig,
1871, 8. 45.

4) Die Beantwortung dieser Frage, auf welche wir bei einer anderen Gelegenheit
zurtickkommen werden, scheint mir keinen nennenswerthen Schwierigkeiten zu begegnen.
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Elemente einer n-fach ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit durch eine
einzige, reelle stetige Coordinate ¢ eindeutig und vollstlindig zu bestimmen.
Daraus folgt alsdann, dass wenn fiir die Art der Correspondenz keine Vor-
‘aussetzungen gestellt werden, die Anzahl der unabhingigen, stetigen, reellen
Coordinaten, welche zur eindeutigen und vollstiindigen Bestimmung der
Elemente einer n-fach ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit zu benutzen
sind, auf jede vorgegebene Zahl gebracht werden kann und also nichf als
unveréinderliches Merkmal einer gegebenen Mannigfaltigkeit anzusehen ist.
Indem ich mir die Frage vorlegte, ob eine stetige Mannigfaltigkeit von
Dimensionen sich eindeutig und vollstindig einer stetigen Mannigfaltigkeit
von nur einer Dimension zuordnen lisst, so dass jedem Elemente der einen
von ihnen ein und nur ein Element der andern-entspricht, fand es sich,
dass diese Frage bejaht werden muss. '

Es lisst sich demnach eine stetige Fliche eindeutig und vollstiindig
auf eine stetige Linie beziehen, das Gleiche gilt von stetigen Korpern und
von stetigen Gebilden mit beliebig vielen Dimensionen.

Unter Anwendung der oben eingefiihiten Ausdrucksweise kionnen wir
daher sagen, dass die Michtigkeit eines beliebigen stetigen, n-fach ausge-
dehnten Gebildes gleich ist der Miichtigkeit einer einfach ausgedehnten ste-
tigen Mannigfaltigkeit, wie beispielsweise einer begriinzten, stetigen geraden
Strecke. ‘ '

8.1 |

Da zwei stetige Gebilde von gleicker Dimensionenzahl sich mittelst
analytischer Functionen auf einander eindeutig und vollstindig beziehen
lassen, so kommt bei dem von uns verfolgten Zwecke (ni#imlich die Mog-
lichkeit eindeutiger und vollstéindiger Zuordnungen von stetigen Gebilden
mit verschiedener Dimensionenzahl nachzuweisen), wie man leicht einsieht,
Alles auf den Beweis des folgenden Satzes an:

(A ,Sind =,, @,, ... x, n von einander unabhiingige, verinder-
liche reelle Grossen, von denen jede alle Werthe, die = 0 und
<1 sind, annehmen kann, und ist ¢ eine andere Verinderliche
mit dem gleichen Spielraum (0 <X¢="1), so .ist es moglich, die
eine Grosse ¢ dem Systeme der » Grossen .a:,, Tpy oo T, 8O
zuzuordnen, dass zu jedem bestimmten Werthe von ¢ ein bestimmtes
Werthsystem «,, z,, ... @, und umgekehrt zu jedem bestimmten
Werthsysteme «;, «,, ... x, ein gewisser Werth von ¢ gehort.”
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Als Folge dieses Satzes stellt sich alsdann der von uns in Aussicht
"genommene. andere dar: :

(B.) ,Eine nach » Dimensionen ausgedehnte stetige Mannigfaltig-
keit lisst sich eindeutig und vollstindig einer stetigen Mannig-
faltigkeit von einer Dimension zuordnen; zwei stetige Mannigfaltig-
keiten, die eine von », die andere von m Dimensionen, wo n=m,
haben gleiche Michtigkeit; die Elemente einer nach n Dimensionen
ausgedehnten, stetigen Mannigfaltigkeit lassen sich durch eine
einzige stetige, reelle Coordinate ¢ eindeutig bestimmen, sie lassen
gich aber auch durch ein System von m stetigen Coordinaten
ti, b, ... t, eindeutig und vollstindig bestimmen.*

8. 2.

Zum Beweise von (A.) gehen wir von dem bekannten Satze aus,
dass jede irrationale Zahl e%? sich auf eine vollig bestimmte Weise

in der Form eines unendlichen Kettenbruches:

1
€=— =(a, @y coey &, ..0)

a‘+_a__—}_--.- 1 -
’ ot oy +-. .
darstellen lisst, wo die e, positive, ganze rationale Zahlen sind.

Zu jeder irrationalen Zahl e 2? gehort eine bestimmte unendliche

Reihe von positiven ganzen Zahlen «, und umgekehrt bestimmt eine jede
0

1

Sind nun e,, e, ... e, n von einander unabhiingige veriinderliche
Grossen, von denen jede alle irrationalen Zahlwerthe des Intervalles
(0...1), und einen jeden von dieseh nur einmal annehmen kann., 80
setze man: '

solche Reihe eine gewisse irrationale Zahl e =

ey = (@1, Opay ceny @yyy ons),

. . . . . .

e, = (Ou1y) Ruay ooy Oyy e D)

€ = (Ch1y @y vouy Oy o005
~ diese n irrationalen Zahlen bestimmen eindeutig eine n+-1te irrationale Zahl
d > (1) : . .
d =B, By .oy By ..,
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wenn man zwischen den Zahlen &« und 3 folgende Beziehung festsetzt:
. : . - . - ., “ ‘= 1 2 .
(1') ﬂ(v-—ﬂ"ﬂl = Qyuy g V= T, 2’
0
Aber auch umgekehrt: wenn man von einer irrationalen Zahl d=, aus-

geht, so bestimmt dieselbe die Reihe der B, und vermo«re (1.) auch die
Reihen der @,,, d. h. d bestimmt eindeutig das System der n irrationalen

Zahlen e, e, ... e, Aus dieser Betrachtung grg;ebt sich zunsichst der
folgende Satz: -
€y Sind e,, €, ... € m VON emander unabhimglge veriinder-

liche Grissen, von denen ‘eine jede alle 1rrat10na1en Zahlwerthe
. des Intervalles (0...1) annehmen kann, und ist d eine andere
Veranderhche mit dem gleichen Splelraum wie jene, so ist es
mpghch die eine Grosse d und das System der » Grossen e, e,, ... e,
eindeutig und vollstindig einander zuzuordnen.* '

_ § 3.

Nachdem im vorigen Paragraphen der Satz (C.) bewiesen worden
ist, muss es nun. unsere Sache sein, den Beweis des_ folgenden Satzes
zu fiihren: . : : -

(D)) .,Eine veriinderliche Grosse e, welche alle irrationalen Zahl-
' werthe des Intervalles (0...1) annehmen.kann, lisst sich eindeutig
einer Veriinderlichen = zuordnen, welche alle reellen, d. h. ratio-
.nalen und irrationalen Werthe, die == 0 und =< 1 sind, erhilt, so

 dass zu jedem’ irrationalen Werthe von e 2? ein und nur ein
. - .
reeller Werth von w“z“—(i) und umgekehrt zu jedem reellen Werthe

von « ein gewisser irrationaler -Werth von e gehort.*

Denn ist einmal dieser Satz (D.) bewiesen, so denke man sich rach
thm den im §.2 mit e,, &, ... e, und d bezeichneten n+41 veriinderlichen
Grossen entsprechend die anderen Verdnderlichen z,, =,, ... z, und ¢ ein-
deutig und vollstindig zugeordnet, wo jede dieser Veréinderlichen ohne Be-
schrinkung jeden reellen Werth, der = 0 und = 1, anzunehmen hat. Da
zwischen der Verinderlichen d und dem System der » Veriinderlichen
e, €, ... e im § 2 eine eindeutige und vollstiindige Correspondenz her-
gestellt ist, so erhilt man auf diese Weise eine cindeutige und vollstindige
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Zuordnung der einen stetigen Verdinderlichen ¢ und des Systemes von n
stetigen Verdnderlichen «,, ,, ... «,, womit die Richtigkeit des Satzes
(A.) nachgewiesen sein wird. — '

Wir werden uns also im Folgenden nur noch mit dem Beweise des
Satzes (D.) zu beschiftigen haben; dabei mioge eine einfache Symbolik,
welche wir zuniichst beschreiben wollen, Kiirze halber, zur Anwendung
-kommen. '

Unter einer linearen Mannigfaltigkeit reeller Zahlen wollen wir jede
wohldefinirte Mannigfaltigkeit reeller, von einander verschiedener, d. i. un-
gleicher, Zahlen verstehen, so dass eine und dieselbe Zahl in einer linearen
Mannigfaltigkeit nicht ofter, als einmal als Element vorkommt.

Die reellen Verinderlichen, welche im Laufe dieser Untersuchung
vorkommen, sind alle von der Art, dass der Spielraum einer jeden von
ihnen, d. h. die Mannigfaltigkeit der Werthe, welche sie annehmen kann,
eine gegebene lineare Mannigfaltigkeit ist; wir wollen daher auch diese,
tiberall stillschweigend gemachte, Voraussetzung in dem. Folgenden nicht
mehr besonders hervorheben. Von zweien solchen Verinderlichen & und
b wollen wir sagen, dass sie keinen Zusammenhang haben, wenn kein Werth,
welchen a annehmen kann, gleich ist einem Werthe von b; d. h. die beiden
Mannigfaltigkeiten der Werthe, welche die Verinderlichen 4, b anpehmen
konnen, haben keine gemeinschaftlichen Elemente, wenn gesagt werden
soll, dass a und b ohne Zusammenhang sind *).

Hat man eine endliche oder unendliche Reihe o, a", a", ..., a®, ...
wohldefinirter Veriéinderlichen oder Constanten, die paarweise keinen Zu-
sammenhang haben, so lisst sich eine Veriinderliche ¢ dadurch definiren,
dass ihr Spielraum aus der Zusammenfassung der Spielriume von a',a",...,a®),...
entsteht; umgekehrt lisst sich eine gegebene Veriinderliche a nach den
verschiedensten Modis in andere o', a", ... zerlegen, die paarweise keinen
Zusammenhang haben; in diesen beiden Fillen drticken wir die Bezie-
hung der Veriinderlichen & zu den Ver#nderlichen o', a", ..., a®, ...
durch folgende Formel aus:

a=|d, a, ... a7 ...}

¥) Zwei Mannigfaltigkeiten M und N haben entweder keinen Zusammenhang, wenn
sie nimlich kein ihnen-gemeinschaftlich angehoriges Element haben; oder sie hingen
durch eine bestimmte dritte Mannigfaltigkeit P zusammen, n&mlich durch die Mannig-
faltigkeit der ibnen gemeinschaftlichen Elemente. :
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Zum Bestehen dieser Formel gehort also: 1) dass jeder Werth, welchen
irgend eine der Veriinderlichen o annehmen kann, auch ein der Ver-
#nderlichen a zustehender Werth ist; 2) dass jeder Werth, welchen a er-
halten kann, auch von einer und nur einer der Grossen a'” angenommen
wird. Um diese Formel zu erldutern, sei beispielsweise ¢ eine Veriinder-
liche, welche alle rationalen Zahlwerthe, welche —=0 und < 1 sind, e
eine Veriinderliche, welche alle irrationalen Zahlwerthe des Intervalls
(0...1), und endlich = eine Verinderliche, welche alle reellen, rationalen
und irrationalen Zahlwerthe, die =0 und =1 sind, annehmen kann, so ist:
z = |, el
Sind @ und b zwei veriinderliche Grossen von der Art, dass es moglich
ist, dieselben eindeutig und vollstindig einander zuzuordnen, haben, mit
anderen Worten, ihre beiden Spielriiume gleiche Miichtigkeit, so wollen wir
a und b einander dquivalent nennen und dies durch eine der beiden Formeln
acob oder bova

ausdriicken. Nach dieser Definition der Aequivalenz zweier verdnderlichen
Grossen folgt leicht, dass @ oL a; ferner dass, wenn a o0 b und b cvL ¢,
alsdann auch immer a L c ist.

In der folgenden Untersuchung wird der nachstehende Satz, dessen
Beweis wir wegen seiner Einfachheit tibergehen diirfen, an verschiedenen
Stellen zur Anwendung kommen:

E) ,Ist o, &", ..., a®, ... eine endliche oder unendliche Reihe
von Verinderlichen oder Constanten, welche paarweise keinen
Zusammenhang haben, ', 5", ..., b, ... eine andere Reihe von
derselben Beschaffenheit, entspricht jeder Verdinderlichen o der
ersten Reihe eine bestimmte Verinderliche 5’ der zweiten und
sind diese entsprechenden Versnderlichen stets einander éiquivalent,
d. h. ist: a® oo b®, so ist auch immer

a oL b,
wenn
— '
] a =ld, a, ... a” ...|
un
b= |b, b, ..., b ... .]&
8 4.

Unsere Untersuchung ist nun so weit gefiihrt, dass es uns nur noch

auf den Beweis des Satzes (D.) in §. 3 ankommt. Um zu diesem Ziele
Journal fiir Mathematik Bd. LXXXIV. Heft2 u. 3. 32
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zu gelangen, gehen wir davon aus, dass die simmtlichen rationalen Zahlen,
welche =0 und <1 sind, sich in der Form einer einfach unendlichen Reihe:

Py Py ‘Pﬁa ey Py,
mit einem allgemeinen Gliede ¢, schreiben lassen. Dies ldsst sich am
einfachsten wie folgt darthun: Ist % die irreductible Form fiir eine ratio-

nale Zahl, die = 0 und <1 ist, wo also p und ¢ ganze, nicht negative Zahlen
mit dem grossten gemeinschaftlichen Theiler 1 sind, so setze man p +¢= N.

Es gehort alsdann zu jeder Zahl —Z— ein bestimmter, ganzzahliger, positiver
Werth von N, umgekehrt gehort zu einem solchen Werthe von N immer
nur eine endliche Anzahl von Zahlen 2. Werden nun die Zahlen 2 in

einer solchen Reihenfolge gedacht, dass die zu kleineren Werthen von N
gehorigen denen vorangehen, fiir welche NV einen grosseren Werth hat, dass

ferner die Zahlen £, fiir welche N einen und denselben Werth hat, ihrer
Grosse nach einander folgen, die grosseren auf die kleineren, so kommt
jede der Zahlen £~ an eine ganz bestimmte Stelle einer einfach unend-

lichen Reihe, deren allgemeines Glied mit ¢, bezeichnet werde. Dieser
Satz kann aber auch aus dem s. Z. von mir*) gebrachten geschlossen
werden, wonach der Inbegriff (w) aller reellen algebraischen Zahlen sich
in der Form einer unendlichen Reihe:
'wn Wa, 9 Wy,

mit dem allgemeinen Gliede w, auffassen lisst; diese Eigenschaft des In-
begriffes (w) tibertriigt sich nimlich auf den Inbegriff aller rationalen Zahlen,
die =0 und < 1, weil diese Mannigfaltigkeit ein Theil von jener ist. Sei
nun e die im Satze (D.) vorkommende Verinderliche, welche alle reellen
Zahlwerthe des Intervalles (0...1) anzunehmen hat, mit Ausnahme der
Zahlen ¢,.

Man nehme ferner im Intervalle (0... 1) irgend eine unendliche Reihe
irrationaler Zahlen &, an, welche nur an die Bedingungen gebunden ist,
dass allgemein ¢, <¢,,, und dass lime, =1 fiir » = oo; beispielsweise sei

V2
Pid

&, =1—

*) Man vergleiche: G. Cantor, ,Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen
algebraischen Zahlen‘, dieses Journal, Bd. 77, S. 258 f.
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Man bezeichne mit f eine Veriinderliche, welche alle reellen Werthe
des Intervalles (0...1) annehmen kann, mit Ausnahme der Werthe &,, mit
g eine andere Veriinderliche, welche alle reellen Werthe des Intervalles
(0...1) anzunehmen hat, mit Ausnahme der ¢, und der ¢,.

Wir behaupten, dass:

e f.
In der That ist nach der Bezeichnungsweise des §. 3:
e=lg, &l
f=19, o1
und da g oL g; & OO ¢,, 80 schliessen wir nach Satz (E.) dass:
eV f.
Der zu beweisende Satz (D.) ist daher zuriickgefiihrt auf folgenden Satz:
(F.) ,Eine Verinderliche f, welche alle Werthe des Intervalles
(0...1) annehmen kann, mit Ausnahme der Werthe einer gege-
benen Reihe &,, welche an die Bedingungen gebunden ist, dass
&,< é&,,; und dass lime, =1 fiir » = oo, lisst sich eindeutig und
vollsténdig einer Verinderlichen x zuordnen, welche alle Werthe
=0 und =<1 anzunehmen hat; es ist, mit anderen Worten foL .

§. b.

Den Beweis von (F.) griinden wir auf die folgenden Sitze (G.),

H), (J.):

(G.) ,Ist y eine Verinderliche,
welche alle Werthe des Inter-
valles (0 ... 1) mit Ausnahme
des einen 0 anzunehmen hat, ,,/9‘?,/.,
x eine Verinderliche, welche , q@;’ﬁ"’
alle Werthe des Intervalles . 4
(0...1), ohne Ausnahme erhiilt, '
80 1st: N ak 7 ; ’

Der Beweis dieses Satzes (G.) wird /

am einfachsten durch die Betrachtung / i

nebenstehender Curve gefiihrt, deren / :

Abscissen von O aus die Grisse w, ¢ s, 56p

¥
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deren Ordinaten die Grosse y repriisentiren. Diese Curve besteht aus den
unendlich vielen einander parallelen, mit ins Unendliche wachsendem »
unendlich klein werdenden Strecken:

ab, ab, ... a®b",
und aus dem isolirten Punkte ¢, welchem sich jene Strecken asymptotisch
nihern. Hierbei sind aber die Endpunkte a, o', ..., a®, ... als zur Curve
~ gehorig, dagegen die Endpunkte b, b, ..., b®, ... als von ikr ausge-

schlosser zu betrachten.
Die in der Figur vertretenen Lingen sind:

Op=pc=1; 0b=0bp=0a=};

« ' 1
e d? = dDb = b,_b, =~

Man iiberzeugt sich, dass wihrend die Abscisse @ alle Werthe von 0 bis
1 annimmt, die Ordinate y alle diese Werthe mit Ausschluss des einen
Werthes 0 erhilt.

Nachdem auf diese Weise der Satz (G.) bewiesen ist, erhilt man
zuniichst durch die Anwendung der Transformationsformeln:

—o U—aoa
Y=%_—a’ T=F—ai

die folgende Verallgemeinerung von (G.):

(H) ,Eine Verinderliche s, welche alle Werthe eines Intervalles
(a...), wo o« =/3, mit Ausnahme des einen Endwerthes « an-
nehmen kann, ist &quivalent einer Verdnderlichen u, welche alle
Werthe desselben Intervalles (e...[?) ohne Ausnahme erhilt.*

Von hier aus gelangen wir zunichst zu folgendem Satze:

(J.)- ,Ist w eine Verdinderliche, welche alle Werthe des Intervalles
(@...3) mit Ausnahme der beiden Endwerthe « und 3 desselben
anzunehmen hat, » dieselbe Veriinderliche wie in (H.), so ist:

w oV wh

In der That: es sei y irgend ein Werth zwischen ¢ und 3; man
filhre hillfsweise vier neue Veriinderliche w', ", #" und z ein.

s sei dieselbe Vertinderliche wie in (H.), @' nehme alle Werthe des
Intervalles («...7) an, mit Ausnahme der beiden Endwerthe o und y; w”
erhalte alle Werthe des Intervalles (y ... ) mit Ausnahme des einen End-
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werthes (3, 4" sei eine Verinderliche, welche alle Werthe des Intervalles
(¢ ... ) mit Einschluss der Endwerthe anzunehmen hat.
Es ist alsdann:

w = |w, »'
‘ 5 = {w, o'l
In Folge des Satzes (H.) ist aber:
w' oo '
wir schliessen daher, dass:
w OO 3.

Nach Satz (H.) ist aber auch:
3OO u;
folglich hat man auch: w oL », womit Satz (J.) bewiesen ist.
Nun konnen wir den Satz (F.) wie folgt beweisen:
Indem wir auf die Bedeutung der Verinderlichen f und « in der
Ankiindigung des Satzes (F.) verweisen, filhren wir gewisse Hiilfsver-
dnderliche:

f” f”’ AR f(")’

" v @)
z, T, ... x,

ein, und zwar seien: : :

f' eine Veriinderliche, welche alle Werthe des Intervalles (0...e¢,)
mit Ausnahme des einen Endwerthes & erhilt, f® fir » > 1 eine Ver-
dnderliche, die alle Werthe des Intervalles (¢,_,...&,) mit Ausnahme der
beiden Endwerthe ¢,_, und ¢, anzunehmen hat; =® sei eine Veriinderliche,
welche alle Werthe des Intervalles (s, _,...&,) ohne Ausnahme erhiilt.

‘Fiigt man zu den Verinderlichen f', ", ... f®, ... noch die con-
stante Zahl 1, so haben alle diese Grossen zusammengenommen denselben
Spielraum wie f, d. h. man hat:

f=1r s <0 [ oo 1]
Ebenso ‘tiberzeugt man sich, dass:
e = |f, «, ", & ... [ M . 1}
Dem Satze (J.) zufolge ist aber:
[ oo 2@

und

ferner ist:
fO D oo M 1001,
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daher ist, wegen des Satzes (E.) §. 3:

f ooz,
w. z. b. W.

§. 6.

Ich will nun fiir den Satz (D.) noch einen kiirzeren Beweis geben;
wenn ich mich auf diesen allein nicht beschriinkt habe, so geschah es aus
dem Grunde, weil die Hiilfssitze (F.), (G.), (H.), (J.), welche bei der
complicirteren Beweisfiithrung gebraucht wurden, an sich von Interesse sind.

Unter « verstehen wir, wie frither, eine Veriinderliche, welche alle
reellen Werthe des Intervalles (0...1), mit Eihschluss der Endwerthe, an-
zunehmen hat, e sei eine Veriinderliche, welche nur die irrationalen Werthe
des Intervalles (0...1) erhélt; und zu beweisen ist, dass & L e.

Die rationalen Zahlen =~ 0 und <1 denken wir uns, wie in §. 4,
in Reihenform mit dem allgemeinen Gliede ¢,, wo » die Zahlenreihe
1, 2, 3, ... zu durchlaufen hat. Ferner nehmen wir eine beliebige un-
endliche Reihe von lauter irrationalen, von einander verschiedenen Zahlen

des Intervalles (0...1) an; das allgemeine Glied dieser Reihe sei 7,.

(z. B. 7),,=—!/2—3— .

Unter & versteche man eine Veriinderliche, welche alle Werthe des

Intervalles (0...1) mit Ausnahme der ¢, sowohl, wie der 7, anzunehmen hat.
Nach der in §. 3 eingefiihrten Symbolik ist alsdann:

(1) T = M" Ny (Pvt
und
e = |h, 7l

Die letzte Formel kénnen wir auch wie folgt schreiben:
@) e=[h My 7l
Bemerken wir nun, dass:
h oo b; 0, 00 Mmy; @y OO My

und wenden auf die beiden Formeln (1.) und (2.) den Satz (E.) §. 3 an,
8o erhalten wir:

F XeSIKH
w. z. b. w.
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8. 1.

Es liegt der Gedanke nahe, zum Beweise von (A.) an Stelle des
von uns benutzten Kettenbruches die Darstellungsform des unendlichen
Decimalbruches zu wihlen; obgleich es den Anschein haben kinnte, dass
dieser Weg schneller zum Ziele gefiihrt haben wiirde, so bringt derselbe
trotzdem eine Schwierigkeit mit sich, auf welche ich hier aufmerksam
machen will; sie war der Grund, weshalb ich auf den Gebrauch der Deci-
malbriiche bei dieser Untersuchung verzichtet habe.

Hat man beispielsweise zwei Veriinderliche z;, und x, und setzt:

o o o,
@ = T(')"+T5—*+“'+W+'”’

T, = +1%2+ +1%y" +ee
mit der Bestimmung, dass die Zahlen «,, 3, ganze Zahlen —=0 und < 9
werden und nicht von einem gewissen » an stets den Werth 0 annehmen
(ausgenommen wenn , oder z, selbst gleich Null sind), so werden diese
Darstellungen von «;, , in allen Fillen eindeutig bestimmt sein, d. h. =,
und «, bestimmen die unendlichen Zahlenreihen ¢, und 3,, und umgekehrt.
Leitet man nun aus x, und «, eine Zahl:

her, indem man setzt:

Yoy =05 ¥y, =f3, fir =1, 2, ... o,
o ist hiermit eine eindeutige Beziehung zwischen dem System «,, x, und
der einen Verinderlichen ¢ hergestellt; denn nur ein einziges Werthsystem
@,, «, fihrt zu einem gegebenen Werthe von ¢. Die Verinderliche ¢ nimmt
aber, und dies ist der hier zu beachtende Umstand, nicht alle Werthe des
Intervalles (0...1) an, sie ist in ihrer Ver#inderlichkeit beschrinkt, wihrend

x, und x, keiner Beschriinkung innerhalb desselben Intervalles unterworfen
werden.

Alle Werthe der Reihensumme:

+’0!+ +10,,+"‘,

bei welchen von einem gewissen » >>1 an alle y,,_, oder alle y,, den
Werth Null haben, miissen als von dem Veriinderlichkeitsgebiet von ¢ aus-
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geschlossen angesehen werden, weil sie auf ausgeschlossene, nimlich end-
liche Decimalbruchdarstellungen von , oder @, zurtickfiihren wiirden.

§. 8.

Nachdem in den vorangehenden Paragraphen die beabsichtigte Unter-
suchung zu Ende gefiihrt ist, mdgen zum Schlusse einige erweiternde Be-
merkungen Platz finden. Der Satz (A.) und demgemiiss der Satz (B.) sind
einer Verallgemeinerung fihig, wonach auch stetige Mannigfaltigkeiten von
einer unendlich grossen Dimensionenzahl dieselbe Michtigkeit haben, wie
stetige Mannigfaltigkeiten von einer Dimension; diese Verallgemeinerung
ist jedoch wesentlich an eine Voraussetzung gebunden, dass nimlich die
unendlich vielen Dimensionen selbst eine Mannigfaltigkeit bilden, welche
die Miichtigkeit der ganzen positiven Zahlenreihe hat.

An Stelle des Satzes (A.) tritt hier der folgende:

A"y st @, @, ..., z,, ... eine einfach unendliche Reihe von
einander unabhiingiger, veriinderlicher, reeller Grossen, von denen
jede alle Werthe, die =0 und <1 sind, annehmen kann, und ist
t eine andere Verginderliche mit dem gleichen Spielraume (0 ¢=<1)
wie jene, so ist es moglich, die eine Grosse ¢ dem Systeme der
unendlich vielen «,, z,, ..., z,, ... eindeutig und vollstindig
zuzuordnen.*

Dieser Satz (A'.) wird mit Hiilfe des Satzes (D.), §. 3 zuriickgefiihrt
auf den folgenden:

€y ,lst e, €, ..., e, ... eine unendliche Reihe von einander
unabhingiger verinderlicher Grossen, von denen jede alle irratio-
nalen Zahlwerthe des Intervalles (0...1) annehmen kann und ist
d eine andere irrationale Verinderliche mit dem nimlichen Spiel-
raum, so ist es moglich die eine Grosse d dem Systeme der un-
endlich vielen Grossen e,, e,, ..., e,, ... eindeutig und vollstindig
zuzuordnen.*

Der Beweis von (C'.) geschieht am einfachsten, indem man unter
Anwendung der Kettenbruchentwickelung, wie in §. 2, setzt:

€, =(Cu1y @ury couy @y, ...) fiir w=1,2 ... oo,
d = (ﬂn ﬂ?y ey /32, -'°)

und zwischen den ganzen positiven Zahlen o und 3 den Zusammenhang
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herstellt:

Oy, = ﬂli
WO -

AT CEEE R

Es hat ndmlich die Function u+ (s +”—1)2(“ +r—2) , wie leicht zu zeigen,

die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass sie alle positiven ganzen Zahlen
und jede nur einmal darstellt, wenn in ihr & und » unabhiingig ven ein-
ander ebenfalls jeden positiven, ganzzahligen Werth erhalten.

Mit dem Satze (A') scheint aber zugleich die Grenze erreicht zu
sein, bis zu welcher eine Verallgemeinerung des Satzes (A.) und seiner
Folgerungen moglich ist.

Da auf diese Weise fiir ein ausserordentlich reiches und weites Ge-
biet von Mannigfaltigkeiten die Eigenschaft nachgewiesen ist, sich eindeutig
und vollstéindig einer begriinzten, stetigen Geraden oder einem Theile der-
selben (unter einem Theile einer Linie jede in ihr enthaltene Mannigfaltig-
keit von Punkten verstanden) zuordnen zu lassen, so entsteht die Frage,
wie sich die verschiedenen Theile einer stetigen geraden Linie, d. h. die
verschiedenen in ihr denkbaren unendlichen Mannigfaltigkeiten von Punkten
hinsichtlich ihrer Miichtigkeit verhalten. Entkleiden wir dieses Problem
seines geometrischen Gewandes und verstehen, wie dies bereits in §. 3 aus-
einandergesetzt ist, unter einer linearer Mannigfaltigkeit reeller Zahlen jeden
denkbaren Inbegriff unendlich vieler, von einander verschiedener reeller Zahlen,
so fragt es sich in wie viel und in welche Klassen die linearen Mannigfaltig-
keiten zerfallen, wenn Mannigfaltigkeiten von gleicher Méichtigkeit in eine und
dieselbe Klasse, Mannigfaltigkeiten von verschiedener Michtigkeit in ver-
schiedene Klassen gebracht werden. Durch ein Inductionsverfahren, auf
dessen Darstellung wir hier nicht n#her eingehen, wird der Satz nahe ge-
“bracht, dass die Anzahl der nach diesem Eintheilungsprineip sich ergebenden
Klassen linearer Mannigfaltigkeiten eine endliche und zwar, dass sie gleich
zwei ist.

Darnach wiirden die linearen Mannigfaltigkeiten aus zwei *) Klassen

*) Dass diese beiden Klassen in Wirklichkeit verschieden sind, folgt aus dem in
§. 2 der vorhin citirten Arbeit (Dieses Journal Bd. 77 8. 258 f.) bewiesenen Satze,
wonach, wenn eine gesetzmissige, unendliche Reihe w,, ®,, ..., w,, ... vorliegt,
stets in jedem vorgegebenen Intervalle (z...5) Zahlen #% ge?‘unden werden koénnen,
welche nicht in der gegebenen Reihe vorkommen. )

Journal fiir Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 8. 33
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bestehen, von denen die erste alle Mannigfaltigkeiten in sich fasst, welche
gich auf die Form: functio ips. » (wo » alle positiven ganzen Zahlen
durchlinft) bringen lassen; wihrend die zweite Klasse alle diejenigen
Mannigfaltigkeiten in sich aufnimmt, welche auf die Form: functio ips. «
(wo « alle reellen Werthe =0 und =~ 1 annehmen kann) zuriickfiihrbar
sind. Entsprechend diesen beiden Klassen wiirden daher bei den unend-
lichen linearen Mannigfaltigkeiten nur zweierlei Miichtigkeiten vorkommen;
die genaue Untersuchung dieser Frage verschieben wir auf eine spitere
Gelegenheit.

Halle a. S., den 11. Juli 1877.
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