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Résumé

Soient k£ un corps de caractéristique différente de 2 et n > 1 un entier ; on munit 1’ensemble des classes d’homotopie «algé-
brique » de fractions rationnelles pointées de degré n a coefficients dans k d’une structure de monoide gradué par n et 1’on construit
un isomorphisme entre ce monoide et celui des orbites sous 1’action de SL;, (k) de formes bilinéaires symétriques non dégénérées
sur k", muni de la somme orthogonale. Pour citer cet article : C. Cazanave, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Homotopy classes of rational functions. Let k be a field of characteristic not 2 and #n > 1 be an integer; we show that the set
of “algebraic” homotopy classes of rational functions of degree n with coefficients in k£ can be endowed with a graded monoid
structure. Moreover, there is an isomorphism between this monoid and the monoid of orbits under the action of SL;, (k) of non-
degenerate symmetric bilinear forms on k", endowed with the orthogonal sum. 7o cite this article: C. Cazanave, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let k be a field of characteristic not 2 and f a non-constant rational function in k(X). We say that f is pointed
if it maps co onto oo; one can then write f = %, with A and B two polynomials in k[ X] relatively prime, A monic,
deg(A) =n and deg(B) < n — 1 for some integer n > 1 (the degree of f).

A pointed rational function can be thought of as a pointed endomorphism of the k-scheme (P!, c0). This view-
point leads to a natural definition of homotopies. Let f and g be two fixed pointed rational functions; a pointed
homotopy between f and g is a morphism F:A' x P! — P! with the identifications Fj;o,.p1 = f, Fj(j)xp1 = & and
FiA1 x {00} = 00. We say that f and g belong to the same pointed homotopy class if one can “pass” from f to g by a
finite sequence of pointed homotopies. We denote by [P!, P']/ the pointed homotopy classes of rational functions of
degree n.

* La présente Note doit beaucoup a Jean Lannes, tant pour le fond que pour la forme ; je lui exprime ici ma plus sincére gratitude.
Adpresse e-mail : cazanave @math.univ-paris13.fr.
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Proposition-definition 1. Let f = 4 be an irreducible pointed rational function of degree n with A monic. Set

AX)B(Y) — A(Y)B(X) p—1yg—1
<7 = Y cpgXlY
I<p.g<n

and denote by Béz, (A, B) the symmetric (n X n)-matrix [ep.qli<p,g<n- We call Bézout form of f and denote by
Béz(f) the symmetric bilinear form on k" whose matrix in the canonical basis is Béz,(A, B). This form is non-
degenerate.

Theorem 2. Let S, (k) be the set of symmetric invertible (n x n)-matrices over k. The composite of the Bézout map
f = Béz(f) with the canonical projection S, (k) — S, (k)/SL, (k) factors through [P, P12, Moreover, one can
endow the disjoint union | |, [PL, P11Y with a natural monoidal structure such that

[ e Py LB T [, k) /8L (k)

n

is a monoid isomorphism (the monoid law on | [, Sy (k)/SLy (k) is given by orthogonal sum).
1. Enoncé du théoreme

Soient k un corps de caractéristique différente de 2, n > 1 un entier et f une fraction rationnelle dans k(X). On
dit que f est de degré n si ’extension k(f) C k(X) est de degré n. En clair, f s’écrit % avec (A, B) un couple
de polyndmes de k[X] premiers entre eux dont le supremum des degrés est n, ce couple n’étant déterminé qu’a la
multiplication par un scalaire non nul pres.

On dit que la fraction rationnelle f est pointée si ’on a f(0o) = co. On a dans ce cas une unique écriture f = %
pour un couple (A, B) de polyndmes de k[X] premiers entre eux tel que A soit unitaire de degré n et B de degré
inférieur ou égal an — 1.

Soient m et n deux entiers, A et B deux polyndmes de degrés respectivement inférieurs ou égaux a m et n, on
note 1é€s,, , (A, B) le résultant de ces polyndmes (nos conventions sont celles de [1] §6. p. 71). Remarquons qu’une
fraction rationnelle pointée de degré n est un k-point du schéma, disons F,;, complémentaire dans ’espace affine
A" = Specklag, ..., an—1, bo, . .., by—1] de "hypersurface d’équation rés, , (X" + Zg_l a; X, Zg_l b X') =0.

Une fraction rationnelle peut aussi étre vue comme un endomorphisme du k-schéma P! : cette observation conduit
a une notion d’homotopie. Soient f et g deux fractions rationnelles ; une homotopie entre f et g est un morphisme
F:A! x P! — P! tel que I’on ait les identifications Flioyxpt = [ et Fijj3cp1 = g- On constate qu’il existe une homo-
topie F entre f et g si et seulement s’il existe un entier n et un couple (A7, Br) de polyndmes en une indéterminée X
et a coefficients dans I’anneau k[7] dont le supremum des degrés (en X) est n, dont le résultant (par rapport a X)
rés, n (A, Br) appartient & k[T]* = k™ et tel que ’on ait f = %8 etg = %; (en particulier, ceci force f et g a étre
de méme degré).

On dit que F est pointée si I'on a de plus Fp1, o) = 00 ; dans ce cas, on peut choisir A7 unitaire de degré n,
By de degré inférieur ou égal a n — 1 et rés, , (Ar, Br) appartenant & k. Une homotopie pointée s’identifie donc a
un k[T]-point de F,,.

On dit que les deux fractions rationnelles f et g sont dans la méme classe d’homotopie (resp. d’homotopie pointée),

et I’on note f L g (resp. f L g), si I’on peut «passer de 1’'une a 1’autre » par une suite finie d’homotopies (resp.
d’homotopies pointées). L’ensemble [P!, P!]% des classes d’homotopie pointée de fractions rationnelles de degré n
s’identifie a (7oF,)(k), cette notation désignant le coégalisateur de la double fleche F,, (k[T]) = F,, (k) donnée par les
morphismes d’évaluation en O et en 1.

Soient R un anneau et n un entier ; un R-point (A, B) de F,, définit un unique couple (U, V) de polyndmes de
R[X] vérifiant deg(U) <n — 2 etdeg(V) <n — lettel que 'on ait AU + BV = 1.

Soient n; et ny deux entiers, (A, By) un R-point de F,,, (A, B2) un R-point de F,, et (Uj, V1), (Uaz, V») les
polyndmes comme ci-dessus. Par la formule

Ay V3| _ |A =V Ay —Vo
By Us |" |Bi U ||B U |’
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on définit un R-point (A3, B3) de Fy, 1,,. On note = EB 32 La loi @ munit le schéma réunion disjointe des F,,,
noté [ [, F,, d’une structure de monoide gradué (non commutatlf D). Il est important de remarquer que cette loi de
monoide en induit une, encore notée @, sur la réunion disjointe des (oF,)(R).

Soient R un anneau et A et B deux polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a n dans R[X]; on pose

ACOBI) —AWBID _ 3 ety
- p.q :

daB(X.Y):= 7

I<p.g<n

On note Béz, (A, B) la matrice [cp 4]1<p,q<n- On constate que cette matrice est symétrique et que I'on a :

P n-n
detBéz, (A, B) = (— - résy (A, B).

Définition 1.1. Soit f un endomorphisme pointé de P! de degré n. On écrit f = avec A unitaire de degré n et ’on
appelle alors forme de Bézout de f la forme bilinéaire symétrique non degeneree Béz(f) de k" dont la matrice dans
la base canonique est Béz, (A, B).

Remarque 1.2. Pour une définition plus conceptuelle de la forme de Bézout en termes de dualité de Serre, on renvoie
le lecteur a I’exemple 111.4.8 de [2].

Soit S, «le schéma des matrices n x n symétriques inversibles » ; les formules précédentes définissent un mor-
phisme de schémas Béz, : F,, — S,, qui induit une application (moF,) (k) — (moS,) (k).

Proposition 1.3. L’ensemble (70Sy,) (k) s’identifie aux orbites sous I’action de SL, (k) de formes bilinéaires symé-
triques non dégénérées sur k".

Démonstration. La proposition est conséquence de 1’isomorphisme canonique entre groupes de Witt W(R) =
W(RI[T]) pour les anneaux R ou 2 est inversible (voir par exemple le théoréeme 2 de [6]). Pour une démonstra-
tion directe et élémentaire de la proposition, basée sur une inégalité « a la Hermite » pour 1’anneau principal k[T'], on
renvoie a [5]. O

En d’autres termes, la classe de SL, (k)-équivalence de la forme de Bézout d’une fraction rationnelle pointée est
invariante par homotopie. Le fait remarquable est que cela soit le seul invariant d’homotopie :

Théoreme 1.4. L’application composée suivante est une bijection de monoides gradués

[ ' P17 :]_[(noF (k) HEZ, ]_[(nos (k) = ]_[S (k) /SLy, (k),

n

L1, Sn(k)/SLy, (k) étant muni de la structure de monoide (abélien) donnée par la somme orthogonale.
2. Fractions rationnelles pointées de degrés 1 et 2

On note G, le schéma « groupe additif » ; pour tout #, le schéma F,, est muni d’une action libre de G, «définie par
la formule i - (A, B) = (A + hB, B) ».

Soient R un anneau et (A, B) un R-point de F,, ; il existe un unique couple de polyndomes (U, V) a coefficients
dans R tel que 'on ait UA + VB = X?*~! avec deg(U) < n — 1 et deg(V) < n — 1. Soit ¢, : F, — A! le morphisme
qui associe a (A, B) Iopposé du coefficient de X"~ ! dans V. On vérifie que ¢, est G,-équivariant et le morphisme
de ¢>n_1 (0) x Al dans F,, qui a (f, h) associe h - f est alors un isomorphisme.

Par construction, le morphisme Béz, : F,, — S, est aussi G,-équivariant si I’on munit S,, de ’action triviale.

Proposition 2.1. Pour n = 1, 2 le morphisme produit

Béz, x¢y
s

Fn Sn X A1

est un isomorphisme Gy-équivariant.
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Corollaire 2.2. L’application Béz, établit une bijection entre (moF,) (k) et (710S,) (k) pourn =1, 2.

Démonstration de la Proposition 2.1. 1l suffit d’apres le paragraphe précédent de montrer que le morphisme
Béz, ¢, L0y - S, estun isomorphisme pour n = 1, 2. Nous laissons au lecteur le soin de s’en convaincre en écrivant
par exemple I’isomorphisme inverse. O

Remarque 2.3. La Proposition 2.1 admet la généralisation suivante. Soit H;, le sous-schéma de S, dont les R-points
sont les matrices de Hankel inversibles a coefficients dans R (une matrice symétrique est dite de Hankel si ses coef-
ficients ¢, 4 ne dépendent que de p + ¢); le morphisme (A, B) (Béz, (A, B))~! est alors 2 valeurs dans H,, et le
morphisme produit (Béz,,)_l X ¢ :F, = H, x A! est un isomorphisme G,-équivariant pour tout . Le morphisme
(Béz,) ! induit donc une bijection (oF,) (k) = (77oH,) (k) pour tout . Nous ne développons pas ce point de vue qui
ne nous sera pas utile pour la suite.

3. Fractions rationnelles pointées de degré supérieur

Soient ay, ..., a, des éléments de k> ; nous notons [ay, ..., a,] I’ lement EB B X de F, (k).

Proposition 3.1. Soient (A, B) un k-pointde F,, et a € k*. Alors, la forme de Bézout de % ) % est SL,, (k)-équivalente
a la forme diagonale par blocs {a) ® Béz,(A, B).

_B
Xt et 8y, 5 ,4(X, V) =aA(X)A(Y) 484 (X, ¥). Il en résulte que dans la

Démonstration. On a ¥ @ % ==

base (1, X, ..., xn-1 A(X)), la forme de Bézout est diagonale par blocs. O
Corollaire 3.2. La forme de Bézout de [ay, ..., a,] est SLy, (k)-équivalente a la forme diagonale (ay, ..., ay).
Voici la version plus précise du Théoreme 1.4 que nous allons démontrer :

Théoreme 3.3. Soit f une fraction rationnelle pointée de degré n. Alors :

(a) Il existe des éléments ay, ..., a, € k™ tels que l’on ait f £ lai,...,a,]

(b) La forme Béz(f) est alors SL,, (k)-équivalente a la forme diagonale {(ay, ..., ay).

(¢c) Si g est une autre fraction rationnelle pointée de degré m, Béz(f @ g) est SL,, (k)-équivalente a Béz(f) &
Béz(g).

d) Onalay,...,a,) £ [b1, ..., by] siet seulement si les formes diagonales {(ay, ..., ay) et (b1, ..., by,) sont SL,, (k)-
équivalentes.

Démonstration.

— Pour le point (a), on procede par récurrence sur le degré n. La développement en fraction continue de f montre
qu’il existe des polynomes (P;)1 i<k tels que 'on ait f = Py @ --- @ Py ; il suffit donc de traiter le cas ou f est

n n—1l_ .. . A .
un polyndme. En considérant I’élément X +T(“"“}If b)) e F, (k[T]) on voit qu’un polynome est toujours

homotope a son mondme de plus haut degre il sufﬁt donc de traiter le cas d’un mondéme X-. L’ élément m

de F,, (k[T]) donne une homotopie entre b et - 1 +b, cette derniere se décomposant sous la forme X @ g ou g
est une fraction rationnelle pointée de degré n — 1.

— Le point (b) résulte de la Proposition 1.3 et du Corollaire 3.2.

— Le point (c) résulte de ce qui précede : le point (a) permet de se ramener au cas ou I’on a f L [a], a désignant un
élément de k*, puis on applique la Proposition 3.1.

— Nous avons déja vu que la condition énoncée en (d) est effectivement nécessaire : c’est une conséquence de la
Proposition 1.3.
Soit n > 2 ; le Corollaire 2.2 montre que si les formes (a;, a;11) et (b;, bj+1) sont SL;(k)-équivalentes, alors on a
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p
[alv"'vaivai+1""’aﬂ]N[a13-'-9bi9bi+17"'7an]'

On dira qu’une telle transformation de (ay,...,a;, dj+1,...,a,) en {(ay,...,bij,biy1,...,a,) est une SL;-
transformation. Le lemme suivant, qui est une adaptation facile du lemme II1.5.6 de [3], montre alors que la
condition (d) du théoréme est bien suffisante.

Lemme 3.4. Les deux formes diagonales {(ay, ..., ay) et (b1, ..., by,) sont SL, (k)-équivalentes si et seulement si I’on
peut passer de 'une a ’autre par une suite finie de SLj-transformations.

Remarque 3.5. Dans le cas non pointé, le couple de polyndomes (A, B) est seulement défini a la multiplication par
un scalaire non nul prés, et Béz, (A, B) n’est donc plus défini qu’a la multiplication par le carré d’un scalaire non
nul prés. Considérons 1’action de SL, (k) x k* sur S, (k) donnée par (P,a) - S =a? ' PSP. On déduit de ce qui
préceéde que I’orbite de Béz, (A, B) sous cette action est un invariant d’homotopie. Et ¢’est en fait le seul : I’ensemble
[P!, P!}, des classes d’homotopie libre de fractions rationnelles de degré n est en bijection avec les orbites de 1’action
de SL,, (k) x k* sur S, (k) (ou encore avec le produit fibré canonique (S, (k)/GL, (k)) X 2(k>< / kX)),

K/ kx

Remarque 3.6. Dans [4], Fabien Morel montre que 1’ensemble des classes d’ homotopie motivique pointée de P! dans
lui-méme est un groupe isomorphe au groupe de Grothendieck du monoide [ [, S, (k) /SL, (k).
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