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LA STRATIFICATION NATURELLE
DES ESPACES DE FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES RÉELLES

ET LE THÉORÈME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE
par JEAN CERF

Je remercie tous mes amis mathématiciens à qui j'ai eu l'occasion d'exposer les
versions successives de ce travail. Je dois beaucoup à leurs questions, à leurs remarques,
à leurs critiques; je ne l'oublie pas, même si je dois me borner à citer ici ceux envers
lesquels ma dette est si précise que je peux dire exactement ce qui leur revient. B. Morin
a été le précieux confident des premiers temps de ce travail; ensemble nous avons mis
au point la théorie de Smale sous sa forme fonctionnelle dont l'idée m'avait été suggérée
par R. Thom (à cette époque, le livre de Milnor, dont le point de vue est d'ailleurs légè-
rement différent, n'était pas encore paru). Je suis redevable à A. Douady de la première
démonstration correcte du « lemme d'unicité des morts » ; J. Wagoner a ensuite fait faire
à ce lemme un progrès important (montrant en particulier qu'aucune hypothèse sur
le TTg de la variété n'était nécessaire) ; l'actuelle démonstration de ce lemme bénéficie
en outre d'une amélioration due à L. Siebenmann, qui m'a fait beaucoup d'autres
remarques utiles. F. Bruhat m'a indiqué comment généraliser en toute dimension la défi-
nition des complexes associés au groupe symétrique, que j'avais construits jusqu'à la
dimension 2. Les travaux d'A. Ghenciner et F. Laudenbach (qui ont démontré le
théorème 2 du chapitre V dans le cas non simplement connexe) les ont conduits à améliorer
plusieurs points des chapitres IV et V (en particulier la démonstration du lemme de la
queue d'aronde pour l'indice zéro). Leurs rédactions de certaines parties du chapitre VI
m'ont été utiles, ainsi que celles de F. Sergeraert pour le § 3 du chapitre 1 et de
M. A. Ghaves pour les §§ 2 et 3 du chapitre II.
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Universitaires, l'Institute for Advanced Study (et par son intermédiaire la National
Science Foundation) et l'Université de Princeton, grâce à qui j'ai pu passer l'année
universitaire 1968-1969 à Princeton. Sans cette année de tranquillité et de travail,
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INTRODUCTION

ISOTOPIE ET PSEUDO-ISOTOPIE

i. Le problème de la pseudo-isotopie.

Soit V une variété differentiable de classe G00; dans tous les cas qu'on considère,
V est en plus compacte, sans bord, et orientable; sa dimension est notée n—i.

On note DiffV le groupe des difféomorphismes d'orientation positive de V;
on munit DiffV (ainsi que tous les espaces de fonctions différentiables qui vont intervenir)
de la topologie G00.

On va définir deux relations d'équivalence dans DiffV.

Définition 1. — Une isotopie de V est un chemin differentiable dans DiffV, d'origine
l'identité, i.e. une application :

I^H^eDiffV (où I==[o, i])
telle que :

{foW=x \fxeV
(l'application [x, t) \->ft{x) est differentiable.

L'application :
(^ t) ̂  c/^), t)

est alors un difféomorphisme du cylindre Vxl. L'ensemble des isotopies de V s'identifie
donc au sous-groupe Jf de Diff(Vx I) formé des g tels que :

i° g{x,o)==x, V^eV;
2° P°g=p (où p désigne la projection VxI->I).

Le groupe Jf opère dans DiffV par la formule :

^JN=5(/(^i).

Deux éléments de DiffV qui sont dans la même orbite sont dits isotopes. Les orbites
coïncident avec les composantes connexes de DiffV muni de la topologie G00 (car tout
chemin continu dans DiffV peut être approché par un chemin differentiable).

Définition 2. — Une pseudo-isotopie de V est un difféomorphisme de Vxl qui
vérifie la condition i° (mais pas nécessairement 2°).

187



8 J E A N C E R F

Les pseudo-isotopies de V forment un groupe qu'on note ^$ ^ opère dans DiffV $
deux éléments qui sont dans la même orbite sont dits pseudo-isotopes.

Gomme ^ c ̂ , « isotope » implique « pseudo-isotope ».
Problème. — Sous quelle condition ces deux classifications sont-elles les mêmes ?

2. Résultats.

Théorème 0. — Soit V une variété compacte sans bord de classe G00. Si 7Ti(V)==o et
dimension V>5, alors le groupe ^ des pseudo-isotopies de V est connexe.

Corollaire 1. — Sous les hypothèses du théorème 0, les deux classifications de DiffV (isotopie
et pseudo-isotopie) sont les mêmes.

[En effet, les orbites de ^S sont alors connexes ; comme elles contiennent les orbites
de <^, qui sont les composantes connexes, ce sont les composantes connexes.]

Corollaire 2. — Pour n^-6 :

10 ^(DiffD^^o;
20 ^(DiffS-1)^!,;
3° TT^DiffS^1) est une extension de r^i.

[En effet, tout difféomorphisme g de D" peut être déformé par isotopie de
manière à induire l'identité sur la boule de rayon moitié D'^; la restriction de g à la
couronne D^D'" s'identifie alors à une pseudo-isotopie h de S71"1; le théorème o
permet de déformer h isotopiquement en l'identité; ceci prouve le i°. On passe de là
au 2° et au 3° au moyen de la suite exacte classique :

^(DiffS^1) ̂ ^(DiffS^ -^(DiffD") -^(DiffS^-^r^o.]

Remarques. — i. J'ai annoncé le théorème o dans [4], sous des conditions plus
restrictives (dimension V^g et ^(V) = TT^V) = o).

2. Les premiers exemples de ^(DiffS71) non triviaux pour î> i sont dus à
S. P. Novikov [13].

3. L'analogue du théorème o dans la catégorie PL a été démontré indépendamment
par G. Morlet [12] et G. P. Rourke.

Leur méthode (qui nécessite n^ÇV)==o) consiste à ramener (dans chacune des
catégories DIFF et PL) le cas général à celui de la sphère S^; ce dernier cas est
résolu trivialement dans la catégorie PL par la « rétraction d'Alexander », dont on sait
qu'elle ne s'applique pas au cas différentiable. Dans la catégorie DIFF, la difficulté
est exactement la même dans le cas de la sphère et dans celui de n'importe quelle variété
simplement connexe.

4. La question « pseudo-isotopie entraîne-t-elle isotopie? » admet une généralisation
naturelle à k paramètres. Soit o un point marqué sur S^; tout difféomorphisme de Vx S^
qui respecte la projection sur S\ laisse fixe Vx{o}, et peut se prolonger en un difféo-
morphisme de VxD^, peut-il se prolonger en un difféomorphisme de VxD^4'1 qui
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STRATIFICATION NATURELLE ET THÉORÈME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 9

respecte la projection sur Dk+l ? Dans [12], Morlet munit DiffV de deux complexes,
l'un donnant l'homotopie ordinaire, l'autre la notion d' « homotopie » qui généralise
à un nombre quelconque de paramètres la notion de pseudo-isotopie ; le k^6 groupe
d'homotopie relatif de ces deux complexes est nul exactement lorsque la réponse à la
question ci-dessus est positive. Morlet montre qu'il en est ainsi dans la catégorie PL
pour tout k^c lorsque V est ^-connexe. On peut faire la conjecture analogue pour
la catégorie DIFF.

5. La notion généralisant celle de pseudo-isotopie (relative aux difféomorphismes)
aux plongements d'une variété dans une autre est appelée en général « concordance ».
Rappelons le résultat maintenant classique dej. F. P. Hudson [7] : en codimension ^3,
la concordance entraîne l'isotopie; ce résultat (valable dans les catégories DIFF et PL)
a été généralisé à plusieurs paramètres par Morlet [12].

6. Dans l'énoncé du théorème o, les hypothèses de compacité et de simple
connexité sont essentielles; cela résulte de deux contre-exemples de L. Siebenmann [15],
qui associe à une pseudo-isotopie un invariant de torsion. Notons aussi qu'un autre pas
en direction d'une théorie généralisant à i paramètre celle du j-cobordisme a été fait
tout récemment par A. Ghenciner et F. Laudenbach [6].

3. La forme « fonctionnelle » du théorème o.

Soit y l'espace des fonctions de classe C'° : Vx (I, o, i) -> (I, o, i) sans point
critique sur le bord. Pour démontrer
(1) 7To(^)=0

on fait opérer ^S à gauche dans y par la formule :

g-f=f-g-1.
On désigne par ê le sous-espace de y formé des fonctions qui n'ont aucun point critique.

Lemme. — Soit p la projection VxI->I. L'espace S est l'orbite de p pour les opérations
de ^; ^ est homéomorphe à J^x^.

Démonstration. — II est clair que l'orbite de p est contenue dans <^, et d'autre part
que ̂  est le sous-groupe de ^ formé par les éléments qui laissent p fixe. Il suffit donc
de montrer l'existence d'une section s : <f->^ pour l'application g\->pog~1-

Pour construire une telle section, on choisit une métrique riemannienne sur Vx I.
Soit /£<?, on définit l'élément g==s{f) par : « g(x, t) est le pointa de la ligne de gradient
de y issue du point (A*, o) qui vérifie fÇjy)==t ».

On a : pog-^)==t=f(^;

autrement dit, pog-1^^ donc s est bien une section.

Puisque ^ est contractile, ( i) équivaut à :
(2) 7To(^)=0.
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io J E A N C E R F

Puisque y est une partie convexe de l'espace vectoriel de toutes les fonctions
réelles définies sur Vxl, (2) équivaut à :
(2') 7^,^=0.

Ceci apparaît comme une généralisation à i paramètre de la théorie du
A-cobordisme de Smale. Les espaces analogues à S et 3^ peuvent en effet être définis
pour toute triade (W, V, V). La théorie de Smale consiste à montrer que (moyennant
des conditions homotopiques convenables et une condition de dimension) W est
difféomorphe au cylindre Vxl; or les cylindres sont caractérisés parmi toutes les triades
par la condition <?=t=0, qui peut s'écrire :

4. Principe de la démonstration de (2') : stratification naturelle et filtration
de Smale de ^.

D'une façon générale, une suite E°, E1, . . ., E\ . . . de sous-espaces d'un espace
topologique E sera appelée stratification de E si les E1 forment une partition de E, et si
E° u E1 u. . . u E1 est. ouvert pour tout i.

La notion de stratification naturelle des espaces d'applications différentiables d'une
variété dans une autre a été introduite par Thom; les travaux récents de J. Mather [9]
l'ont éclairée d'un jour nouveau (cf. I, 3). La strate ^% de la stratification naturelle de
l'espace y est définie comme l'ensemble des fonctions « de codimension i », la
codimension d'une fonction y pouvant être définie (au moins pour les petites valeurs de i)
comme la somme des « codimensions » des points et des valeurs critiques de f. Une
valeur critique de codimension o, i, etc., est une valeur critique simple, double, etc.
Un point critique de codimension o est un point critique du type de Morse (c'est-à-dire
quadratique non dégénéré) ; un point critique de codimension i est un « point de
naissance ». La « strate » ̂  est donc l'espace des fonctions « excellentes » au sens de
Thom : celles dont tous les points critiques sont du type de Morse, et toutes les valeurs
critiques distinctes. D'après un théorème classique de M. Morse, ̂  est ouvert et dense
dans 3^'. La strate ^rl est la réunion (disjointe) de y\ et <^ définis comme suit :

y a un point de naissance; tous les autres
f^y\ o points critiques sont du type de Morse;

toutes les valeurs critiques sont distinctes.

i tous les points critiques sont du type de Morse ;
fe^1 o -toutes les valeurs critiques sont distinctes,

f sauf exactement deux d'entre elles.

y1 est une sous-variété de codimension i de ^u^'1 et le complémentaire
de J^Ue^'1 dans y est de codimension supérieure à i, ce qui peut être précisé comme
suit. On dit qu'un chemin y à valeurs dans y est bon si y^e^0, sauf pour un nombre
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STRATIFICATION NATURELLE ET THÉORÈME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE n

fini de valeurs de t, et si, pour ces valeurs exceptionnelles, y(^) traverse ^rl; alors
l'espace des bons chemins de ^ est dense dans l'espace de tous les chemins, muni de la topologie C°.

Il résulte de ceci que, pour prouver (2'), il suffit de considérer les bons lacets relatifs
de (J^", S) et de montrer que chacun d'eux peut être déformé avec extrémités fixes en
un chemin de <?. On utilise pour cela la filtration de Smale de ^ro : pour démontrer le
théorème du A-cobordisme, Smale définit une filtration de l'espace ^ro relatif à une
triade (W, V, V) ; puis, partant d'un élément fe^0 (dont l'existence est assurée par
le théorème de Morse), il construit (sous des hypothèses convenables) un chemin d'origine/,
qui est bon au sens ci-dessus, qui est décroissant pour la filtration, et qui aboutit à un
élément y de ê. La filtration utilisée est la filtration lexicographique définie par les trois
invariants suivants : le nombre d'inversions v (cf. V, 1.1), l'intervalle des indices [i,j]
(cf. V, 2.2), enfin le nombre total de points critiques. Une fonction pour laquelle v==o
est dite « ordonnée ». Les trois grandes étapes de la démonstration du théorème du
A-cobordisme sont les suivantes :

1) Existence d'une fonction ordonnée excellente.
2) Existence (pour i convenable) d'une fonction ordonnée dont l'intervalle des

indices est [z, i +1 ] •
3) Existence d'une fonction sans point critique.

De même, pour déformer un bon lacet de (e^, <?), on le repousse de proche en proche
dans des sous-espaces de filtration de plus en plus petite, de sorte que les trois grandes
étapes de la démonstration du théorème o correspondent à celles du théorème de Smale :

1) L'espace des fonctions ordonnées est connexe (V, 1.1, théorème i).
2) L'espace ̂  des fonctions ordonnées dont l'intervalle des indices est [i, î+i]

est connexe pour i convenable (V, 2.1, théorème 2).
3) L'espace des fonctions sans point critique est connexe (VII, 4.2, théorème 3).

5. Les lemmes semi-locaux.

Les « cocellules » de codimension o et i de 3^ (c'est-à-dire les composantes connexes
de ^ro et y1) ne sont pas acycliques en général. Au cours de la déformation d'un lacet
sur y, on rencontre donc un certain nombre d'obstructions à valeurs dans le TT^ des
o-cocellules modulo leur bord; d'où la nécessité de démontrer un certain nombre de
lemmes explicitant ces obstructions et donnant des cas de nullité; on les appelle semi-
locaux parce qu'ils mettent en jeu un petit nombre de cocellules. Il est souvent commode
de les exprimer en termes de graphique; le graphique d'un chemin y à valeurs dans 3^
est la partie F de 1x1 définie par :

[t^u)eTou est valeur critique de y^)-

Les lemmes semi-locaux sont de deux sortes; les uns sont des lemmes de classification
de « chemins de traversée » (chemins d'origine un point donné de ^"°, traversant une
fois y1) ; voici leur interprétation en termes de graphique :
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Concernent la possibilité
de déformer

le graphique ci-contre

en le graphique
ci-contre

Lemmes de croisement
(II, 4.1, propositions 3 et 4)

N

^~^

Unicité des naissances
(III, 1.3, corollaire 2)

^ •-<t t

>=<

Unicité des morts
(III, 2.4, proposition 4)

<=>
Les autres lemmes semi-locaux sont relatifs à la possibilité de faire franchir à un

lacet une singularité de codimension 2, autrement dit une composante connexe de ^2.
Voici leur interprétation en termes de graphique et les schémas correspondants dans
l'espace fonctionnel (on se reportera aux énoncés pour les conditions de validité) :

Lemme du triangle
(IV, 2.2, proposition 2)

Lemme du bec
(IV, 3.3, proposition 4)

Lemme
de la queue d'aronde

(IV, 4.3, proposition 5)

Concerne la possibilité
de déformer

le graphique ci-contre

en le graphique
ci-contre

Schéma
dans l'espace fonctionnel

(a = naissance,
P = croisement)

Singularité
de codimension 2

correspondante

Point triple
défini par l'égalité

de 3 valeurs critiques
Naissance

à un niveau critique
Singularité

queue d'aronde
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La démonstration de ces lemmes utilise la méthode des « chemins élémentaires »,
développée en I, 2, dans un cadre général : celui d'une stratification de codimension i
dans laquelle un groupe topologique G opère de façon que les orbites soient les cocellules
et que sur chacune d'entre elles les opérations admettent des sections locales continues.
Le « lemme des chemins élémentaires » affirme que dans ces conditions on peut se borner,
pour calculer les groupes d'homotopie des espaces de chemins de traversée, à considérer
des « familles élémentaires de chemins », c'est-à-dire essentiellement des familles inva-
riantes par les opérations de G. Dans le cas de la stratification de "̂, le rôle de G est
joué par le groupe Diff(VxI) xDiffI; les familles élémentaires sont définies dans chaque
cas par transport d'une « déformation standard » relative au modèle de la singularité
correspondante. L'application du lemme des chemins élémentaires ramène alors à un
problème géométrique (classification de certaines sous-variétés), de difficulté très variable
suivant les cas.

6. Partie « globale » de la démonstration.

Les théorèmes i et 2 (connexité de l'espace des fonctions ordonnées et de
l'espace c^) se démontrent sans grande difficulté à partir des lemmes semi-locaux
(cf. chapitre V). Par contre, la démonstration du théorème 3 (passage de la connexité
de ̂  à celle de l'espace ê des fonctions sans point critique) présente une difficulté de
nature algébrique $ c'est ce qui conduit à introduire le nerf de ̂  et, en fait, à le déterminer.

D'une façon générale, le nerf d'une stratification E°, E1, .. ., E\ ... d'un espace
topologique E est l'ensemble ^(E^UTI^E^U. . .UTT^E^U. .. muni de la structure
de complexe simplicial ordonné définie par la relation AcB.

Soit <^ la partie de J^ formée des fonctions ayant exactement 2q points critiques
(fonctions « de type (î, q) ») ; soit y une telle fonction, et soit M une « variété intermédiaire
dej^» (c'est-à-dire une variété de niveau séparant les points critiques d'indice i de ceux
d'indice z + i ) ; M sépare Vxl en deux parties qu'on note W^ et Wj^. On sait que
H^i(W^, M) « H^_^(W^', M) wV\ certaines bases de ces groupes d'homologie sont
« adaptées ày» au sens suivant : elles peuvent être représentées par les classes fondamen-
tales d'un système de nappes de gradient issues des points critiques de y. A tout ./'£<^M
(sous-espace de<^ . formé des fonctions pour lesquelles M est une variété intermédiaire),
on peut associer l'ensemble de ses couples de bases adaptées; cet ensemble s'identifie à
une classe de GL(<7, Z)xGL(y, Z) modulo un sous-groupe de (Tg X Sg) X (Tq X Sq) qui
dépend uniquement de la cocellule de f (Tç : groupe triangulaire ; S^ : groupe symé-
trique). On définit ainsi un morphisme :

© : (Nerf de ^O-^XS,,

où (S^ est un quotient du complexe défini sur le groupe GL(y, Z) par les générateurs
privilégiés du groupe symétrique (par exemple, un couple d'éléments [g, g ' ) est joint
par une arête si et seulement si g ' est de la forme gs où s est une transposition). On montre
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en utilisant essentiellement le lemme des croisements à indices égaux que œ est un
morphisme de revêtement. Cessant alors de fixer la variété intermédiaire M, on obtient
un morphisme :

(Nerf de J^)-^

où 3Ig est le complexe quotient de KgX (£ç par des opérations convenables de GL(^, Z)
(en particulier, le o-squelette de Sic est isomorphe à l'espace des doubles classes à gauche
et à droite de GL(^,Z) module le groupe triangulaire).

Un lemme algébrique, qui est le résultat principal du chapitre VI, donne un
système de générateurs du premier groupe d'homotopie relatif de (S^ x (^ modulo
l'orbite « neutre » des opérations de GL(y,Z). On constate alors que chacun de ces
générateurs correspond à un certain type de singularité de codimension 2; les lemmes
semi-locaux relatifs à ces singularités prouvent précisément que ces générateurs se relèvent
dans le revêtement œ en des chemins dont les images dans le nerf de ̂  sont des lacets.
On en déduit facilement les théorèmes 3 (connexité de <?) et 4 (isomorphisme du nerf
de <^ g avec 5Ç; ce dernier résultat a pour corollaires des théorèmes de classification :
par exemple, les fonctions excellentes de type (z, q) sont classifiées par un invariant à
valeurs dans T^\GL(y, Z)/Tç.
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CHAPITRE PREMIER

STRATIFICATIONS ET CHEMINS ÉLÉMENTAIRES

Après avoir fixé au § i la terminologie qu'on utilisera en ce qui concerne les stra-
tifications, on démontre au § 2 le « lemme des chemins élémentaires » (2.2, proposition i),
outil essentiel des chapitres II, III et IV. Le § 3 contient la définition et une première
description de la stratification naturelle des espaces de fonctions réelles différentiables.
Deux autres exemples de stratifications naturelles d'espaces d'applications différentiables
(qui jouent dans la suite un rôle auxiliaire, respectivement au § 4 du chapitre II et
au § 2 du chapitre III) sont étudiés aux §§ 4 et 5.

§ i. STRATIFICATIONS LOCALEMENT TRIVIALES

i.i. Stratifications.

Définition 1. — Soit E un espace topologique; une suite E°, E1, . . . , E1, . . . de
parties de E est appelée stratification de E si elle forme une partition de E (i.e., les E^ sont
disjoints deux à deux et leur réunion est E), et si elle vérifie la conditionsuivante :

î^uE1^ . . . uE1 est ouvert pour tout î'eN.

E muni d'une stratification est dit « espace topologique stratifié »; E^ s'appelle la i^^ strate
de E. Les composantes connexes par arcs des strates sont appelées cocellules de la
stratification.

Exemple de stratification. — Soit V une variété triangulée de dimension n\ soit V^
le î-squelette de V pour z>o, et V^==0 pour i<o; la stratification de V définie par :

V^Vn-i—^n-i-i pour tout zeN

est appelée stratification naturelle de V. On remarquera les deux propriétés suivantes :

1) Pour tout ieN, V^cV'.
2) Pour tout zeN, V^ est une sous-variété de coditnension i de V.

La propriété i) est vérifiée par toutes les stratifications que nous utiliserons dans
la pratique; la propriété 2) est vérifiée par toutes les stratifications de variétés (de dimen-
sion finie ou infinie) que nous rencontrerons.
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Morphismes d'espaces stratifiés. — Soient E et E' deux espaces topologiques stratifiés;
un morphisme E->E' est une application continue /:E->E' telle que

/(E^cE'1 pour tout î'eN.

Ceci définit la catégorie des espaces stratifiés.
Stratification induite. — Soit E un espace topologique stratifié; soit AcE; on

appelle stratification induite par E sur A celle définie sur A par
A'=AnE' pour tout îeN.

Stratification produit. — Soient E et E' deux espaces topologiques stratifiés; la stra-
tification de E x E' définie par

(ExE7=. U^'xE^

est appelée stratification produit des stratifications de E et E'.

1.2. Stratifications localement triviales»

La stratification triviale d'un espace topologique E est celle définie par E°=E.

Définition 2. — Soit E un espace topologique stratifié; la stratification de E est dite
localement triviale si, pour tout ^eE, il existe

— un espace topologique stratifié X, ayant une strate ponctuelle {o};
— un espace topologique Y (muni de la stratification triviale) et un point j^eY;
— un morphisme 9 : XxY->E,

tels que 9(0, j/) ==x, que l'image de 9 soit un ouvert U de E, et que y définisse un isomor-
phisme de XxY sur U (muni de la stratification induite par E).

Tout morphisme 9 du type ci-dessus est appelé carte locale de E en A:; on dit que X
est un modèle transverse de la stratification en x. On dit qu'un morphisme ^ : X-^E est
une carte transverse de E en A: s'il existe une carte locale 9 telle que ^(^)=<p(^,j0 pour
tout ^eX.

Remarques. — i) Si 9 est une carte locale de E en x, d'image U, la strate de x
dans U est 9({o}xY); U étant ouvert, il en résulte que 9({o}xY) est un voisinage
ouvert de x dans sa strate.

2) Si E est un espace stratifié localement trivial et localement connexe par arcs,
alors toutes les strates de E sont localement connexes par arcs.

1.3. Stratifications coniques, stratifications combinatoires.

Définition 3. — Soit S un espace stratifié ayant un nombre fini de strates S°, S1, . . . . S".
On appelle cône ouvert de S l'espace stratifié suivant : son support topologique est le cône
ouvert C(S)—S; la stratification sur le complémentaire du sommet est celle définie
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par la stratification produit de celle de S par la stratification triviale de ]o, i [; le sommet
est l'unique élément de la (Tî+i)1'1116 strate.

Définition 4. — Soit E un espace stratifié. La stratification de E est dite conique
si elle est localement triviale et si, pour tout xeE, il existe un modèle transverse de la
stratification en x qui soit un cône ouvert.

Définition 5. — Soit E un espace stratifié; la stratification de E est dite combinatoire
si elle est conique, et si pour tout î>o et pour tout xeE\ il existe un modèle transverse
en x qui soit le cône ouvert d'une ( î—i) -sphère combinatoirement triangulée (munie
de la stratification naturelle, cf. i . i).

Exemple de stratification combinatoire. — Si V est une variété combinatoirement
triangulée, la stratification naturelle de V constitue évidemment un exemple de strati-
fication combinatoire; d'autres exemples seront donnés aux §§ 3, 4 et 5.

§ 2. STRATIFICATIONS DE CODIMENSION i
LEMME DES CHEMINS ÉLÉMENTAIRES

2. i. Stratifications de codixnension i ; chemins de traversée.

Définition 1. — Soit E un espace topologique; une stratification de codimension i de E
est une stratification conique (cf. i . 3) à deux strates non vides E° et E1, telle que, pour
tout jyeE1, il existe un modèle transverse de la stratification enjy qui soit le cône ouvert
d'un ensemble fini.

Exemples. — i) E est une variété (de dimension finie ou infinie), E1 est une sous-
variété de codimension i de E.

2) V étant une variété triangulée munie de sa stratification naturelle, E°==V1,
gi^v^1.

On verra d'autres exemples au § 3 du chapitre II.

Lemme 1. — Soit E un espace topologique muni d'une stratification de codimension i. Soit
jeE1; soit T l'image d'une carte transverse de E en y\ on note JSfy V espace des applications
continues (I, o, ]o, i]) -> (E,j/, E°), muni de la topologie G°.

/^
II y a un isomorphisme canonique ^(J^y) -> TCo(T—j/); chaque composante connexe de S y

est acyclique.
Démonstration. — Soit cp une carte locale de E en y telle que la carte transverse

correspondante ait T pour image; soit U l'image de <p. On considère sur T et sur U
la stratification induite par E, et on note °^y(T), oS^(U) les espaces analogues
à ^y. Il est clair que 7ro(oS^(T)) est canoniquement isomorphe à 7Co(T—^), et
que chaque composante connexe de o?y(T) est acyclique. Or les injections naturelles
JSfy(T) <-> o^y(U) <-> 3?y sont l'une et l'autre des équivalences d'homotopie faibles (la
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première parce que oS^(U) est canoniquement homéomorphe au produit de »S^(T)
et de l'espace des chemins d'origine y dans UnE1; la seconde, parce que tout compact
de J?y peut être déformé, par une homothétie convenable de oêfy, jusque dans l'image
de oS^(U)); ceci achève la démonstration.

Définition 2. — Soit y un chemin I-^-E; soit ^ un point isolé de y'^E1); on

note y^o)^- Si ^o6]0? I D ^e germe de y en ^ définit un couple d'éléments de ̂ {^y) ;
si ces éléments sont distincts, on dit que y traverse E1 ̂  y pour la valeur ÏQ du paramètre.
On dit que y est un bon chemin si ^~1(E1) n'a qu'un nombre fini d'éléments, et si pour
chacun d'entre eux y traverse E1. Un bon chemin traversant E1 une seule fois est appelé
chemin de traversée.

Lemme 2. — Soient E, jy , T comme au lemme 1. Soit Vy V) espace des chemins de traversée
de E1 en y (muni de la topologie C°) ; soit R^ le complémentaire de la diagonale dans
TCo(T—j/)X7To(T—j/). Il y a un isomorphisme canonique : ^(^y) »Ry, et chaque composante
connexe de V est acyclique.

Démonstration. — Soit ^êy i la partie de %y formée des chemins dont le paramètre

de traversée est - ; compte tenu du lemme i, il suffit de montrer que l'injection

^y 1 ~" ̂ y induit un isomorphisme pour tous les groupes d'homotopie. Il suffit donc
' 2

de montrer que l'application T qui à tout élément de %y associe son paramètre de traversée
est une fibration localement triviale; or le groupe J^ des homéomorphismes croissants
de [o, i] opère à gauche dans ^êy (par la formule <§r•y==J;o^~l) et dans ]o, i [ de manière
compatible avec T; en plus, les opérations de ̂  dans ]o, i [ admettent des sections locales
continues; comme il est bien connu (cf. [3], p. 115, lemme i), ceci suffit à établir la
trivialité locale de T.

2.2. Lemme des chemins élémentaires*

Soit E un espace topologique muni d'une stratification de codimension i. Dans
ce numéro, on suppose qu'on s'est donné un groupe topologique G opérant (à gauche)
continûment dans E en respectant la stratification.

On désigne par (^) (pour i==o, i) la propriété suivante :
« Pour tout xeE\ la strate de x coïncide au voisinage de x avec l'orbite

de x, et l'application g\->g.x est une fibration localement triviale de G sur l'orbite
de x., »

On notera que les opérations de G dans E définissent de façon naturelle des
opérations de l'espace des chemins de G dans l'espace V des chemins de traversée de E1

(cf. 2.1) et, par restriction, des opérations de G dans (ê.
Proposition 1. — Soit E un espace topologique muni fune stratification de codimension i,

dans laquelle un groupe topologique G opère en vérifiant les conditions Çâo) et [a^ ci-dessus. (Pour
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le 2°, la condition (ûo) suffit.) Soient V et ^// deux parties de l'espace ̂  des chemins de traversée
de E1 telles que V c ^ ê ' . On suppose que :

(1) %7' et V" sont stables pour les opérations de G dans V.

Pour tout xeE, on désigne par ^ (resp. ^') :
— si xeî°, la partie de V (resp. cê" ) formée des chemins d'origine x\
— si xeE1, la partie de V (resp. V) formée des chemins qui passent par x.

i° Pour tout (Be^", soit x l'origine de (3, soit y son point de traversée. Il y a un
isomorphisme canonique :

7 ,̂ ̂ '; JB) ̂  TT^, ^Ç; (B) pour tout j> i.

2° Si la condition suivante est vérifiée :

(2) 7To(^, îÇ)=o pour tout yeï},

alors ^o(^x^xf)=o pour tout xeî°.

3° Soient plus généralement ^ ë ' et ( ê " deux sous-complexes de Kan du complexe singulier 2(^)
de ^, tels que ^"c^; on note ̂  et cê" les o-squelettes respectifs de V e t ^ g " . On suppose que :

(7) ( € 1 et ^ê" sont stables pour les opérations du groupe simplicial 2(G) dans S(^).

Alors, pour tout pe^", soit x l'origine de [3, soit y son point de traversée', il y a un isomor-
phisme canonique :

^A^';?)^^,^;?).
Si, en plus :

(?) ^A ̂ /) = o Pour tout yeE\

alors TCofX^^^0 pour tout xeî°.

Corollaire. — Soit E un espace topologique localement connexe par arcs (l.c.a.) muni d'une strati-
fication de codimension i dans laquelle un groupe topologique G opère en vérifiant les conditions (ûç)
et (a^). Soit (ê' une réunion de composantes connexes de l'espace ^ des chemins de traversée de E1;
soit V une partie du complexe singulier S(^') qui soit stable pour les opérations de 2 (G); on

note (ê" le o-squelette de ^S".
Alors, pour tout pe^", soient x et y l'origine et le point de traversée de (B, et ^n la partie

de ^"formée des chemins ayant même point et même sens de traversée que p; il y a un isomorphisme
canonique (1)

n^, ̂ /; (3) ̂ ..A; p) pour tout j> i.

Si, en plus, pour tout y6 ̂ '5 il existe un élément de (ê" ayant même point et même sens de
traversée que y, alors ^(V^ ^Ç)=o pour tout xeî°.

(1) La notation TT^, ̂ /; P) désigne le groupe TT^SC^), ̂ /; (î)).
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C'est la partie de ce corollaire relative au HQ dont on fera l'usage le plus fréquent
dans la suite sous le nom de « lemme des chemins élémentaires ». En voici un énoncé
autonome :

Lemme des chemins élémentaires. — Soit E un espace topologique l.c.a. muni d^une stratifi-
cation de codimension i dans laquelle un groupe topologique G opère en vérifiant la condition (ûç).
Soit V une réunion de composantes connexes de l'espace V des chemins de traversée de E1; soit V
une partie de V qui soit stable pour les opérations de G; les éléments de V sont appelés « chemins
élémentaires ».

Si, pour tout y^^'î ^ existe un chemin élémentaire ayant même point et même sens de traversée
que y, alors tout y6^' ^t homotope dans V à un chemin élémentaire, de façon que l'origine reste
fixe au cours de l^homotopie.

Démonstration du corollaire. — Soit Gg la composante connexe par arcs de l'élément
neutre de G. Puisque E est localement connexe par arcs, le fait que les opérations de G
vérifient les conditions {a^ et (a^) entraîne que les opérations de Gg vérifient les mêmes
conditions. Or l'hypothèse faite sur V entraîne que V est stable pour les opérations
de Gg; on peut donc appliquer la proposition i avec Gg dans le rôle de G, de sorte que
le seul point qui reste à vérifier est que, pour tout j^-1, il y a un isomorphisme canonique :
7Tj(^, Vy'$ (3) ^> TTj.i^p'; P). Or ̂  est réunion de composantes connexes par arcs de ^y;
il résulte donc du lemme 2 de 2. i que chaque composante de ^y est caractérisée par
son sens de traversée, et qu'elle est acyclique; d'où le résultat.

Démonstration de la proposition 2, i° et 2°. — Soit q l'application ^—Œ1 obtenue
en associant à tout élément de ^ son point de traversée. Le groupe G opère dans (êt

et dans E1 de façon que le diagramme :
r^ \ / <yi . (yi
<jrXK> ——> v!

idx(î l<T) çIT

GxE1 —> E1

soit commutatif. On sait (cf. [3], p. 115, lemme i) que dans cette situation la condition (^)
entraîne que q^' est une fibration localement triviale. On montre de même que q\<^'f

est une fibration localement triviale. C'est une propriété élémentaire des paires de fibres
localement triviaux de même base que, dans cette situation, pour tout pe^" (tel que
^(p)==j?) on a un isomorphisme canonique :

TT^, ̂ /; j3) ̂  T^, ̂ /'; P) pour tout j> i ;

en plus (sans que la locale trivialité, ni par conséquent la condition (â^) soient néces-
saires), si 7i:o(^, ̂ =0 pour tout jyç=î1, alors 7To(^', ï'}=o.

On procède exactement de la même façon pour l'application p : ^—^E0, qui à
tout élément de ^ associe son origine. Utilisant la propriété (ûo), on montre que p\^'r
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et p^" sont des fibrations localement triviales, et on en déduit que pour tout pe%7"
(tel que p{^)==x) on a un isomorphisme canonique

^•(^ ̂ /; P) ̂  ̂ \ ̂ "\ P) pour tout j> i.

En plus (mais ici la locale trivialité est nécessaire, et par conséquent la propriété (a^)),
si 'Ko((êf,<êff)=o, alors 7To(^, ^)=o pour tout xeî°. Ceci achève la preuve du i°
et du 2°.

Preuve du 3°. — C'est une transposition dans le cadre semi-simplicial de celle qui
précède. On utilise les deux propriétés suivantes des fibres de Kan (qui correspondent
aux deux propriétés des fibres localement triviaux utilisées ci-dessus) :

(*) Soient G et X deux complexes de Kan, et soit p un morphisme C->X; soit G un groupe
simplicial opérant simplicialement dans G et dans X de façon qu'ail y ait commutativité du diagramme

GxG —> G

id x p p

\ r \ '

GxX —> X

et que, pour tout sommet XQ de X, le morphisme G->X (défini par G^3g \-> g.x^e^K) soit une
fibration de Kan. Alors p est une fibration de Kan.

[Démonstration.—Soit xe'X^; soit ke{o, i, . . . , /z}, et soient, pour o^i^n et i^k,
^GC^_i tels que :

d^ =d^_^
pour i<j.p{c,)=d,x r J

Soit XQ le sommet de x qui est opposé à la face d^x\ et soit q le morphisme G—>-B défini
par le complexe ponctuel [xo} ; puisque q est une fibration de Kan, on peut construire
en grimpant sur le squelette un élément g de G^ tel que q[g)=x. Posons, pour i ̂ k :

^Cr1)-^^.
On a, pour tout i^=k :On a, pour tout i^=k :

D'autre part :
^)=4-i).

^==^•-1^ pour i<j',

donc, puisque G est de Kan, il existe aeC^ tel que d^a=^ pour tout i^k. Toutes
les (7?—i)-faces dej&(û), à l'exception de la k^6, sont en XQ', il existe donc ]f(=G^, dont
toutes les (7z—i)-faces sauf la A16111® sont en e, tel que q{'g)=p{a).

Posons :
g.g~l.a=c.
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On a :
P^^g.g-^pW^g.x^^x,

et, pour i^k :
^=4?•^?~l•^=^.^=4^=^.]

(**) *Soî^ G MTZ complexe de Kan, B ̂  sous-complexe de Kan de G, X un complexe de
Kan, et p un morphisme G-^X; on suppose que p et p\B sont des fibrations de Kan. Pour tout
xe'X, soient B^ et G^ les fibres respectives de B et G situées au-dessus de x\ le morphisme naturel :

7^C,,B,;6)-^7r,(G,B;é)

est un isomorphisme pour tout sommet b de B^ et pour tout j ^ i . En plus, il y a équivalence entre
la propriété ^(C, B)==o, et la propriété « 7^(0,, BJ=o pour tout xeX ».

[Démonstration immédiate à l'aide des suites exactes d'homotopie du triple (G, B, BJ
et du triple (G, G,, BJ.]

Application des propriétés (*) et (**). — Le groupe simplicial 2 (G) opère dans §"
et S(E1) de façon compatible avec le morphisme S(^) [^' ; il résulte donc de la propriété (*)
que ce morphisme est une fibration de Kan. On montre de même que 2(^)|^" est une
fibration de Kan; on applique la propriété (**) à cette paire de fibrations. Puis on
procède exactement de la même façon pour le morphisme 2(j^).

§ 3. STRATIFICATION NATURELLE DES ESPACES
DE FONCTIONS RÉELLES

Dans ce paragraphe, W désigne, soit une variété compacte sans bord, soit une
triade compacte de bord VuV; dans le premier cas, on désigne par y l'espace des
fonctions réelles de classe G°° sur W$ dans le second cas, on désigne par y l'espace des
fonctions G°° : (W, V, V) -> (I, o, i) sans point critique sur le bord (dont l'étude est
l'objet principal de ce travail). On désigne par ^ le groupe DiffWxDifFR, ou,
lorsque W est une triade, le groupe DifF(W, V, V')xDiff(I, o, i); le groupe ^ opère
à gauche dans 3^ par la formule :

(I) ^X^9((^'),/) ̂ g'ofog-1^.

3.1. Codimension d'un point critique, d'une valeur critique, d'une fonction;
stratification de ^.

J. Mather a proposé la définition directe suivante de la codimension d'un élément/
de y : c'est la codimension de l'image de 1' « application linéaire tangente » (1) à
l'application (g, g ' ) l-> {g, g ' ) .f de ^ dans y. Pour tout entier j> o, on note ̂  la partie
de 3F formée des fonctions de codimension j; on note '̂°° l'espace des fonctions de

(1) Voir la définition précise en [9] ou [17].
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codimension infime. La suite ^ro, e '̂1, . . ., y\ ... est une stratification de y—y^
au sens de I, i . i ; on l'appelle (abusivement) stratification naturelle de ̂ . Elle est respectée
par les opérations du groupe ^.

En fait, nous travaillerons toujours sur un sous-espace de ^r, contenant notam-
ment < '̂°, ^1, e^"2 et toutes les fonctions de Morse, sur lequel il est possible de définir
la codimension (de façon équivalente à celle qui précède) par une formule explicite
simple; c'est toujours cette définition que nous utiliserons.

Définition 1. — Soit fe^\ soit c un point critique de y. On appelle codimension
du point critique c la codimension de l'idéal engendré par les germes des dérivées partielles
premières de/en c dans l'anneau des germes de fonctions G°° : W—^R, nulles en c.

Classification des points critiques de codimension o, i, 2. — [On désigne dans la suite
par n la dimension de W.]

a) Les points critiques de codimension zéro sont les points critiques quadratiques
non dégénérés, encore appelés points critiques du type de Morse. Il est bien connu que leur
forme canonique est :

(2) -^-...-^+^+1+...+^;

i est appelé indice du point critique.
b) Les points critiques de codimension i sont les points d'inflexion généralisés,

encore appelés points de naissance; leur forme canonique (cf. par exemple [3], p. 17-18) est :

(3) -xî-. .. -^+^-i+ ... +^_^+^;

i s'appelle encore l'indice du point de naissance.
c ) Les points critiques de codimension 2 sont les points critiques du type queue d'aronde;

leur forme canonique est :

(4) -4-'. .-^+^i+... +^-rt4;
i s'appelle encore l'indice du point critique.

On remarquera que tout point critique c appartenant à l'un des trois types
ci-dessus vérifie la propriété suivante :

(*) Le germe en c de la fonction x\->f{x)—f{c) appartient à l'idéal engendré par les germes
des dérivées partielles premières de f en c.

Définition 2. — Soit fe^', soit a une valeur critique de f telle que tous les points
critiques situés au niveau a vérifient la propriété (*). On appelle codimension de la valeur critique a
le nombre de points critiques de/'^a), diminué d'une unité.

Définition 3. — Soit f^^\ on suppose que tous les points critiques de/sont isolés
et vérifient la propriété (*). Soit :

Vi(y)==somme des codimensions des points critiques de y;
^(/)= somme des codimensions des valeurs critiques de y.
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On pose :

(5) codimension/= Vi(/) + v^/).

Description de ^Q. — La codimension d'un élément fe^ ne peut être nulle que si
^iC/^^C/)^^ autrement dit tous les points critiques sont du type de Morse, et toutes
les valeurs critiques sont distinctes; conformément à la terminologie de Thom, nous dirons
qu'une telle fonction est excellente. C'est un résultat classique de Morse (que l'on peut
déduire facilement du théorème de transversalité de Thom; cf. par exemple [3], p. 12)
que l^ espace ^ des fonctions excellentes est ouvert et dense dans y.

Description de "̂1. — D'après (5), on peut avoir codimension /==i dans deux cas :
a ) ^iC/)= I et ^{f) = °; on dit alors que/est une fonction de naissance; on note y\

la partie correspondante de < '̂1.
^ ) ^f)^0 et ^{f)^19) on dit alors que / est une fonction de croisement'^ on

note y^ la partie correspondante de ^rl.

Il est clair que 3^\ et ̂  sont tous deux ouverts (et par conséquent fermés) dans J^.
On prouve en outre les propriétés suivantes (cf. [3], p. 29-35) :

i° e^1 est une sous-variété de codimension i de ^Ue^'1; de ceci résulte en particulier
que ^u^'1 est ouvert dans ,̂ et que (^ro, ̂ 1) est une stratification de codimension i
de ^u^ au sens de I, 2.1.

2° U espace des bons chemins à valeurs dans e^u^'1 (cf. I, 2.1, définition 2) est dense
dans P'espace de tous les chemins à valeurs dans <^, muni de la topologie C°. De ceci résulte
en particulier que, pour tout /e^°, l'application naturelle ^(^u^'1;/) ->^{^;f)
est surjective, ce qu'on traduit en disant que « ^'—(^u^'1) est de codimension ^2
dans y ».

3° Les opérations de ^ dans ^ respectent '̂0, ̂ , ̂ . En plus, les propriétés (ûo)
et (a^) de I, 2.2 sont satisfaites, autrement dit, pour tout /e^u^'1, la strate de/coïncide
au voisinage de / avec l'orbite de / pour les opérations de ^, et l'application :

^(^')^(^')./

est une fibration localement triviale de ^ sur l'orbite de/. [Lorsque /e '̂°, c'est un cas
particulier du théorème de fibration de Mather, valable quelle que soit la variété but
dans le cas où/est stable (cf. [9]); la démonstration dans le cas qui nous intéresse ici,
c'est-à-dire /e^0 ou /6« '̂1, ou même lorsque /e^"2, n'offre aucune difficulté (voir à
l'Appendice, § i, propositions i et i', des indications sur la méthode de démonstration);
par contre, lorsque la codimension de / est grande, il peut arriver que l'orbite de / soit
localement strictement contenue dans la cocellule correspondante.]

Des familles de « chemins élémentaires » relatives à ̂  et y\ sont définies respec-
tivement aux chapitres II et III, et jouent un rôle essentiel dans ces chapitres et dans
les suivants.
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Description de e^"2. — D'après (5), les divers cas possibles sont les suivants :

a) Vi(/)==2 et ^C/)^0? ce cas se décompose en deux :
1) f Q. un point critique du type queue d'aronde, et toutes ses autres singularités

(points et valeurs critiques) sont de codimension zéro.
2) y a deux points de naissance, et toutes les autres singularités sont de codimension

zéro (en particulier, les niveaux des deux naissances sont distincts).

b) ^i(f)==^(f)==ï ;, ce cas se décompose en deux :
i ) f a un point de naissance et une valeur critique double correspondant à deux

points de Morse; les autres singularités sont de codimension zéro.
2) f a un point de naissance et un point de Morse au même niveau; les autres

singularités sont de codimension zéro.

c ) Vi(/)=o et ^C/)^2? ce cas se décompose en deux :
1) y a une valeur critique triple, et les autres singularités sont de codimension zéro

(en particulier tous les points critiques sont de Morse).
2) y a deux valeurs critiques doubles, et les autres singularités sont de codimension

zéro.

L'étude locale et semi-locale de ces différents cas est faite au chapitre IV; en fait
le cas c ) est un cas particulier de celui dont l'étude fait l'objet du numéro suivant (3.2).

3.2. Stratification de Fespace des fonctions de Morse (étude locale) •

Définition 4. — Soit f^.3^^ on dit que y est une fonction de Morse si tous les points
critiques de f sont de codimension zéro, autrement dit sont du type de Morse.

Il résulte de la définition 3 que la codimension d'une fonction de Morse f est égale
à la somme des codimensions de ses valeurs critiques; ceci permet de définir en toute
codimension la stratification naturelle de l'espace des fonctions de Morse. Les opérations
de ^ dans ^ laissent stable l'espace des fonctions de Morse, et ont relativement à la
stratification de cet espace les mêmes propriétés que relativement à celle de ^^uj^u^2,
c'est-à-dire :

1) elles respectent la stratification;
2) pour toute fonction de Morse y, la strate de y coïncide au voisinage décavée

l'orbite de y, et l'application {g, g ' ) \-> (g, g ' ) .f de ^ sur cette orbite est une fibration
localement triviale.

Deux éléments de ^ sont dits isotopes s'ils sont dans la même orbite pour les opéra-
tions du groupe ^g (composante connexe de l'élément neutre dans ^). Les propriétés
ci-dessus des opérations de ^ peuvent s'exprimer comme suit : soient f et f deux fonctions
de Morse (ou encore, deux éléments de ^°u j^u y2) ; pour que f et f soient isotopes^ il faut et
il suffit qu'ils appartiennent à la même cocellule (cf. I, 1.1) de la stratification de J^.
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On va donner de la stratification de l'espace des fonctions de Morse une définition
plus adaptée à son étude locale.

Définition 5. — Soit q un entier ^o; on appelle stratification symétrique de R9 celle
qui est définie par le système d'égalités :

x^Xy pour i^j<f^q;

(la k161016 strate, pour o^k^q— i, est la partie de R^ formée par les points dont les coor-
données vérifient exactement k équations indépendantes de ce système).

Soit f^y une fonction de Morse ayant q points critiques; on choisit un ordre
de l'ensemble critique de/, c'est-à-dire une bijection pi de { i , 2, . . . ,?} sur cet ensemble;
on note pi(j)==^. (pour j==i , 2, . . ., q)\ on note c le point (^, . . ., ^) de W^.

Soient U^, Ug, . . ., Vq des voisinages ouverts deux à deux disjoints de ^, . . ., Cq'y
soit i^ l'ouvert de 3^ défini par « f'ei^ si et seulement si, pour tout j==î, . . ., q, f a
dans Uj un point critique du type de Morse (noté ^/), et si/' n'a aucun autre point cri-
tique »; on note Ç^ l'application qui à tout f'^^ associe le point c ' = [c[^ . .., Cq) de W9.

Lemme 1. — i) La stratification naturelle de i^ est P image réciproque de la stratification
symétrique de R3 par Inapplication 73^ définie par :

V/')=(/'(^/'(4),...,/'W
2) Inapplication ̂  est une submersion topologique de i^ dans R3.

Démonstration. — Le i) est une conséquence immédiate des définitions.
Preuve de 2). — Soit ^ le groupe des difféomorphismes de W à support dans

UlUUgU .. . uU^; le groupe ^j opère à gauche dans V^ par la formule habituelle
g.f==f'o^"1; il opère à gauche dans UiXUgX. . .xUç par la formule

g.{x^ . . . ,^)==((^|Ui).^, . . . , (g\Vq).Xq).

Le diagramme suivant est commutatif :

^X^ ——————————> V

identité x ̂  ^

^jX(U,x...xU,) —^ UiX. . .xU,

II existe sur un voisinage X de c une section a pour l'application g^->g.c de ^j dans
U i X . . . x U ^ ; on note Y^ la fibre ^l{c). L'application

^X^s^/^hXTW./'e^1^)

est une trivialisation de Ç^ au-dessus de SE. Les opérations de ^j dans Y^ laissant
l'application T]^ invariante, cette trivialisation a la propriété que la projection sur '5^
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qu'elle définit au voisinage de ̂  laisse l'application T]^ invariante. On est donc ramené
à montrer que la restriction de T]^ à V^ est une submersion.

Or l'application T^ coïncide sur V^ avec l'application linéaire affine t définie
par f{fl):={ff{c^^ . . -5/'(^))- Soit cx .̂ (pour j==i , 2, . . ., q) une fonction en cloche à
support dans Uj ayant son maximum (égal à i) en c^. Posons :

?
p(^, . . ., ̂ )==/+ ^(^—/(^))^.;

l'application p donne une section de i au-dessus d'un voisinage assez petit de f{f) ; donc
la restriction de T)^ à ̂  est une submersion affine.

L'espace des fonctions de Morse à q points critiques est ouvert dans celui de toutes
les fonctions de Morse. Il résulte donc du lemme i et du caractère combinatoire de la
stratification symétrique de R^ le

Corollaire. — La stratification naturelle du sous-espace de ^ formé des fonctions de Morse
est combinatoire (cf. 1 .3 , définition 5).

Remarque. — Ce qui précède s'applique aussi bien au sous-espace de y formé des
fonctions de Morse ayant un jet donné le long de V; il suffit, dans la démonstration,
de remplacer ^j par son sous-groupe formé des difféomorphismes qui sont tangents à
l'identité le long de V.

§ 4. PLONGEMENTS D^UNE VARIÉTÉ DE DIMENSION i-i
DANS UNE VARIÉTÉ MUNIE D^UNE SOUS-VARIÉTÉ DE CODIMENSION i

Dans ce paragraphe, V désigne une variété compacte, connexe, sans bord, de
dimension n—i; X (de dimension i—i) et Y (de codimension i) sont deux sous-
variétés de V, fermées et disjointes; on suppose que Y est sans bord; on note Y^, . . ., Yç
les composantes connexes de Y; on notej^o l'injection de X dans V.

4. i. Stratification de l'espace des plongements de X dans V définie par Y ;
chemins élémentaires.

On note X l'espace des plongements de (X, SX.) dans (V, V—Y). La donnée
de Y définit une stratification de S£ dont on va se borner à décrire les deux premières
strates; soient 3^ et SK'1 les parties de °K respectivement définies par les conditions
suivantes :

3^° : l'image est disjointe de Y;
S^1 : l'image rencontre Y en un seul point, avec contact d'ordre zéro en ce point

[autrement dit, les espaces tangents en ces points sont en position générique].

Il résulte des théorèmes classiques de transversalité que S£^ est ouvert et dense
dans ^, et que 3£1 est une sous-variété de codimension i de SK^uS'1; donc (̂ °, 9£1}
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définit âne stratification de codimension i de ^uS'1 au sens de 2.1, définition i.
En plus, SK—[SK^uS'1) est « de codimension ^2 » dans 3£\ [de façon précise, tout lacet
relatif de (^, 3^°) peut être approché par un chemin de 3^ u S'1 qui soit « bon » au
sens de 2.1, définition 2].

Soit ^ la composante connexe de l'élément neutre dans le groupe des difféo-
morphismes de V qui laissent stable Y. Le groupe ^ opère à gauche dans 3£ en laissant SC^
et 3£1 stables. Il résulte du théorème de fibration des espaces de plongements (cf. [3],
p. i l 8) que les opérations de ^S vérifient la condition (^o) de 2.2, autrement dit :
toutes les projections de ^S sur les orbites des points de 3^° sont des fibrations localement
triviales. [La condition (^) de 2 .2 est satisfaite également, mais nous ne l'utiliserons
pas.]

Chemins élémentaires. — On considère le modèle D^^xl, et une fonction en cloche œ
relative à R^^ de support D1"^ égale à i à l'origine. On définit un « chemin modèle » [L
dans l'espace des applications de D^1 dans D^~lxI en posant :
(1) [Lt{x)={x, toï{x)) pour {x, ̂ eD'^xI.

Définition 1.—Soit f'eSf, d'image notée X'. Un plongement 9 de D^^I dans V
est dit adapté à X' et à Y s'il vérifie les conditions suivantes :

^(D^xo^X'-âX';
(2) \Xfn^Di-lx]o,I])=0;

(3) (image <p)nY=ç (o, -) , et 9 est transversal à Y.

Définition F. — On appelle chemin élémentaire d^origine f défini par 9 le chemin
défini par f^^^of pour tel, où ^ est le plongement de X dans V défini par :

^o^c^'"1.^ pour A:e(image 9) nX';
1 \x pour tous les autres points de X'.

Il est clair que tout chemin élémentaire est un chemin de traversée de Sf1 au sens
de 2.1, définition 2 (il y a traversée de °E1 pour la seule valeur - du paramètre;
cf. fig. i). Il est clair que la famille des chemins élémentaires est stable pour les
opérations de ^. Enfin, pour tout y"e^11, chacun des deux sens de traversée de SC1

en f" peut être réalisé par un chemin élémentaire. [En effet, soit X" Pimage de f";
soit y le point d'intersection de X" et de Y $ on choisit un plongement d'orientation

Fig. i
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positive de (D1-1, o) dans (X"-âX",j;), puis on le prolonge en un plongement
y : D'^xl^—i, +i]->V transversal à Y et ne rencontrant Y qu'au seul pointa
(cf. fig. 2). Soit p:i/2 un difféomorphisme de D'-^xt—i.+i] tangent d'ordre oo à
l'identité le long du bord, et prolongeant ̂  (défini par la formule (i)). Soit ^ le plon-
gement de X" dans V défini par :

y0?!^10?'"1-^ pour xe (image 9)0 X";
W== x pour tous les autres points de X".

Le plongement ^o^1 est adapté à +(X") et à Y; le chemin élémentaire qu'il définit
traverse 2E1 en/". Pour obtenir un chemin élémentaire traversant dans le sens opposé,
il suffit de remplacer 9 par son composé avec la symétrie de Di~lx[—ï, +i] par

Fig. 2

rapport à D'^xo.] Toutes les conditions du « lemme des chemins élémentaires »
(cf. 2.2) sont donc satisfaites; on en déduit le

Lemme 1. — Pour tout feâ^, tout chemin de traversée de S^1 d'origine f est homotope
(dans l'espace des chemins de traversée) à un chemin élémentaire, de façon que l'origine reste fixe
au cours de l'homotopie.

Corollaire. — On suppose 2^i^:n—2.

i° Tout lacet relatif y de {X, 3^) est homotope avec origine fixe (et extrémité restant
dans °̂) au composé d'un nombre fini de chemins élémentaires à supports disjoints.

2° Si en plus le fibre normal à X admet une section, alors tout lacet relatif ̂  de (SE, 3^)
est homotope {comme au i°) à un chemin tel que l'application XxI-^V associée soit un plongement.

Démonstration. — i° On sait que y peut être déformé en un bon chemin par une
petite homotopie ; on suppose donc que y est bon, et on démontre la propriété par récur-
rence sur le nombre de points où y coupe S'1. La propriété est vraie si ce nombre est
égal à i : c'est le lemme i ; supposons-la démontrée si ce nombre est ^k—i, et supposons
que y coupe S'1 en k points. D'après l'hypothèse de récurrence, on peut supposer que y
est de la forme y'*[^, où y' est composé de k—i chemins élémentaires, de supports
(notés Pi, . . . , P^__i) disjoints, et où ^ est élémentaire. On note/' l'extrémité de y',
et X' l'image de/'. Soit ̂  un plongement adapté à X' et Y, définissant (^. On déplace
d'abord la « surface d'attachement » de q^ (c'est-à-dire l'image de D'^xo) par une
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isotopie de V laissant stable X', de façon à se ramener au cas où cette surface d'attache-
ment est disjointe de P^, ..., P^_i. On met alors 1' « âme » de ^ (c'est-à-dire l'image
de {o}xl) en position générale par rapport à P^, . .., P^, de sorte que l'intersection est
vide si i^n—^ et se compose d'un nombre fini de points si i=n—2. Soit ^ un point
où l'âme de 9^ rencontre par exemple P^; on joint ^ au bord de P^ par un chemin ne
rencontrant ni P^nX', ni P^nY, ni les autres points où P^ rencontre l'âme de 9^;
ce chemin permet de définir une isotopie de V laissant fixes X' et Y et modifiant l'âme
de 9,, de façon à supprimer le point ^; on se ramène ainsi au cas où l'âme de ̂  est disjointe
de P^, . . ., P^_r On rétracte alors 9^ sur un voisinage suffisamment petit de son âme
pour que le support P^ de y^ soit disjoint de P^, . . ., P^_i.

2° On suppose que l'origine de y est/o- D'après le i°, on peut supposer que y
est composé d'un nombre fini de chemins élémentaires ^, .. ., P/c, respectivement définis
par des plongements adaptés 9^, ...,9^ d'images disjointes; on note B^, . . . , B ^ les
surfaces d'attachement correspondantes. Puisque le fibre normal à X admet une section,
il existe un plongement 0:XxI-^V (tel que 9(x, o)==x pour tout xeX), compatible
avec 91, . . . , 9^. On pose, pour j==ï, . . ., k :

c^-1^) pour ^eB,;
3 o pour ^eX—Bj.

Soit ©' une fonction positive, suffisamment petite, dont le support est un voisinage
suffisamment petit du complémentaire de B^u ... u ê^ dans X; on pose, pour tout ueï :

k

CV—^©' - } - S C5,
J=l J

et : ï^W-^^'W).
O11 a Y(,O=ÏO et l'application {x, t) l-> Y(.iW est un plongement.

4.2. Le morphisme ao$ conditions suffisantes de surjectivité et de bijectivité.

On suppose dans la suite que V, X et Y sont orientables, et qu'on a choisi une
orientation sur X.
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Définition du morphisme o^. — Soit j un entier ^o. Soit x^-n^ ^°;/o); ^it X
un représentant de ^; c'est une application de (D^1, S^) dans (^,^°); % définit
canoniquement une application de (D^1, S^xX dans (V,V--Y); l'image de la
classe fondamentale de D-^xX par cette dernière application est un élément de
H^.(V,V-Y). On note a, le morphisme TT,^(^, ^°;/o) -> H^.(V, V-Y) ainsi
défini.

Propriétés particulières du morphisme ^ : ^(3:, ̂ °;/o) ->H,(V,V—Y).
1) Si on oriente V et Y, on a, par dualité de Poincaré, des isomorphismes

canoniques : ^y, V-Y) w H^-^Y) » Ho(Y) ;

le groupe Ho (Y) est canoniquement isomorphe à Z^. Ainsi oco associe à tout élément ^
de n^, <^°;/o) une smt^ S de y entiers ^, . . ., Çg; pour tout Â:==I, . . ., q, la compo-
sante ^ de Ç est égale au nombre algébrique d'intersection de oco(^) et de la classe
fondamentale de la composante Y ;̂ de Y.

2) Soit rc^, 3^) l'ensemble des classes d'homotopie des lacets relatifs de (^, ^°)
(sans point de base). On peut prolonger ao en une application

ïo: 7r,(^^) ^H,(V,V-Y);

ÏQ est un morphisme pour la loi de composition (non partout définie) de T:^, 3^)
et l'addition de H,(V, V-Y).

3) D'après la propriété 2) ci-dessus, il y a équivalence entre l'injectivité de ^ et
le fait que l'image réciproque de zéro par ao soit la classe neutre de ^[3£, ̂ °;/o)* O1*
cette dernière propriété s'interprète comme suit : « Toute isotopie de X sur (V, V—Y)
dont l'invariant à valeurs dans H,(V, V—Y), défini par ao, est nul, peut être déformée avec
extrémités fixes en une isotopie sur V—Y. » (La nullité de cet invariant est dans tous les
cas une condition nécessaire pour qu'une telle déformation soit possible).

Proposition 2. — Soit V (de dimension n—i) une variété orientable, compacte, connexe,
sans bord', soient X (de dimension i—î) et Y (de codimension ï) deux sous-variétés de V
fermées, orientables, disjointes, on suppose que Y est sans bord', on note f^ l'injection de X
dans V. Soient X l'espace des plongements de (X, ^X) dans (V, V—Y) et S'° l'espace des
plongements de X dans V—Y. Le choix d'une orientation sur X détermine un morphisme
ao:7r^,^;/o)^H,(V,V-Y).

i° (XQ est surjectif si l'une des conditions suivantes est remplie :

(^) 2^^72—2;

(jg) z==i et V—Y est connexe,
(jg) i=n—i et V—X est connexe.

2° a.0 est bijectif si n^6, n^(V)=o et si l'une des trois conditions suivantes est remplie :

(éi) 3<^—3;
(ég) î==2, et 7Ti(V—Y)=o ou Y borde un disque de V$
(^3) i==n—2, et 7Ci(V—X)==o ou X borde un disque de V.
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Démonstration. —On choisit une orientation sur V et sur Y, ce qui détermine une
bijection H,(V, V-Y) ^Z3 (cf. propriété i) ci-dessus).

1° D'après l'additivité de o^ (cf. propriété 2)) 5 il suffit de montrer que pour toute
composante connexe Yy de Y, il existe, pour e==+i et pour £==—i , un lacet relatif y
de (^, ^°), d'origine/o, dont l'invariant ÇeZ^ soit tel que Çp=s, les autres composantes
étant nulles. Il est commode de construire un tel y qui soit élémentaire. Tout revient à
construire un arc orienté sans point double L joignant X à Yp dans le complémentaire
de XuY et un champ s de (î—i)-repères transverses à L, tels que (en désignant par x
l'origine, par y l'extrémité de L, et par t{y) un vecteur tangent à L en y ) , s(x) soit
un repère positif de l'espace tangent ^(X), et que (t{y}, s{y), repère positif de ^y(Yp))

soit un repère de ^y(V), d'orientation positive s'il s'agit de réaliser £=-)-i, négative
s'il s'agit de réaliser s = — i. On vérifiera sans difficulté que, sous chacune des hypothèses
ci-dessus, l'un et l'autre sont possibles.

2° Chacune des hypothèses (&) entraîne (^), et par conséquent la surjectivité de o^.
On va ici démontrer l'injectivité avec l'hypothèse supplémentaire que le fibre normal à X
admet une section (hypothèse qui est vérifiée dans toutes les applications que nous avons
en vue). Soit y un lacet relatif de {SK, ̂ °), d'origine /o; d'après le 2° du corollaire du
lemme i, on peut déformer y de façon que l'application XxI->V associée soit un
plongement; soit Z l'image de ce plongement; si on suppose en plus que oco(y)=o,
alors le nombre algébrique d'intersection de Z et de Y est zéro; chacune des conditions (è)
est suffisante pour permettre dans ces conditions l'application du procédé de Whitney
(cf. [io], théorème (6.6), p. 71), dont l'application répétée fournit une isotopie
de (Z, 8Z) sur (V, V—Y) qui aboutit à disjoindre Z de Y. Ceci, d'après la propriété 3)
ci-dessus, suffit à établir l'injectivité de a^.

Remarques. — i. On peut s'affranchir de la condition sur le fibre normal à X (qui
est d'ailleurs automatiquement remplie si 2î<n+i) par un argument de dualité dû
à L. Siebenmann.

2. On peut montrer directement l'injectivité de o^ en utilisant seulement le i°
du corollaire du lemme i, et en montrant que tout chemin élémentaire est caractérisé,
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à homotopie près, par son invariant; cette méthode, un peu plus longue, a l'avantage
de ne pas utiliser le procédé de Whitney, ce qui permet de montrer que le 2° de la
proposition est encore vrai pour ^=5.

§ 5. PLONGEMENTS D'UNE VARIÉTÉ DE DIMENSION i
DANS UNE VARIÉTÉ MUNIE D'UNE SOUS-VARIÉTÉ DE CODIMENSION

Dans ce paragraphe, V désigne une variété de dimension m, X une sous-variété
compacte de dimension i de V, Y une sous-variété fermée de codimension i de V. On
suppose que toutes ces variétés sont sans bord. Lorsqu'on en aura besoin, on notera
(^, . . ., x^) des coordonnées locales dans X, et (j^, ... ,j^J des coordonnées locales dans V
adaptées à Y, c'est-à-dire telles que les équations locales de Y soient y^ =. . . ==j^ == o.

On note X l'espace des plongements de X dans V.

5.1. Forme générique d'un chemin à valeurs dans S£ : chemins « excellents ».

On identifie tout chemin à valeurs dans 2K à l'application / :XxI—^V qu'il
détermine; l'image réciproque de Y par y est appelée indicatrice du chemin; on la désigne
par F.

Si y est transversale sur V, alors F est une sous-variété de dimension i de Xxl.
Les « sommets » de F (c'est-à-dire les points à tangente horizontale) sont alors exactement
les points (^, t) de F tels que la restriction ̂  de y à Xx{^} ne soit pas transversale sur Y
en Çx, t) ; ils sont caractérisés en coordonnées locales (adaptées) par la condition :

(1 ) W=o,

où 8^ désigne le déterminant fonctionnel de (jy^x, t), . . .,J^, t)) par rapport
à (^, .. . ,^).

On dit qu'un sommet (.r, t) de F est un sommet de Morse si te\o, i [ et si la composée
des applications naturelles F^XxI—^I a en {x, t) un point critique du type de Morse.
En coordonnées locales adaptées, les sommets de Morse de F sont caractérisés par la
condition :

(2) Sf{x,t)^o

où Qf désigne le déterminant fonctionnel de (jy^Xyt), . . .,^(^, t), S^(A:)) par rapport
à (^, .. ., x^ t). Il en résulte en particulier que si {x, t) est un sommet de Morse de
l'indicatrice de y, et si on pose ft==h, le point x vérifie relativement à h (outre h{x)eV)
les conditions

(I') W=0.

(2') La dérivée première de {y^y^ . . . , j^,S^) par rapport à (^, . . . ,^) est de
rang i en x.
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On dit qu'une application différentiable h : (X, x) —" (V, Y) qui vérifie les condi-
tions (i') et (2^) a au point x un contact d''ordre i avec Y. On montre sans difficulté le
lemme de forme canonique suivant :

Lemme 1. — Si un plongement h : (X, x) -> (V, Y) a en x un contact (Tordre i avec Y,
alors il existe des coordonnées locales au voisinage de x et des coordonnées locales adaptées à Y au
voisinage de h{x) par rapport auxquelles h prend la forme :

(3) ^n ̂  • • •^)==(^ ̂  • . - , ̂  o, . . . , o, x^).

Définition 1. — On dit qu'un chemin y à valeurs dans S£ est excellent si l'application
y: XxI-^V associée est différentiable, transversale sur Y, et si l'indicatrice FcXxI
est une courbe excellente pour la projection p^ : XxI->I (c'est-à-dire telle que tous les
sommets sont de Morse et situés à des niveaux différents).

Lemme 2. — Tout chemin à valeurs dans SE peut être approché arbitrairement près [au sens C°)
par un chemin excellent.

Démonstration. — Tout chemin dans 2£ peut être approché arbitrairement près
par un chemin (j^) tel que l'application y:XxI->V correspondante soit transversale
sur Y. Soit F l'indicatrice de y; il existe un petit difféomorphisme g de Xxl tel que g~l(îl)
soit une courbe excellente; puisque g est petit, le chemin défini psirfog est proche de (^) ;
il est donc à valeurs dans 2E\ son indicatrice étant ^"^(F), c'est un chemin excellent.

5.2. Stratification de SE définie par Y : chemins de Whitney.

Soit {ft) un chemin excellent à valeurs dans S£. Pour les valeurs de t telles que
Xx{^} n'est pas tangent à l'indicatrice,/, est transversal sur Y; soit 9^ la partie de SK
définie par la condition de transversalité sur Y; 3^° est ouvert et dense dans 3£. Pour les
autres valeurs de t^f^ appartient au sous-espace S£1 de SK défini par les conditions suivantes :
transversalité sur Y sauf en un point exactement, où il y a contact d'ordre i. Pour montrer
que (^°, °K1} est une stratification de codimension i de 9^ u SC1^ il est commode de
définir d'abord les « chemins de Whitney » qui sont appelés à jouer le rôle de chemins
élémentaires pour cette stratification.

Le chemin standard de suppression. — Soit co une fonction en cloche R1—^!, à support
contenu dans D^D'""1, égale à i au voisinage de l'origine; soit s>o. On définit,
pour tout tel, un plongement de D^D1"1 dans D^D'^xD^'^xD1 en posant :

(4) l̂. •••^z)=(^+£®W^—^j;^. ...,^;0, ...,0;^).

Sur le complémentaire du support de co, t^ coïncide avec h (défini par (3)), et par
conséquent son image ne rencontre pas {0} X {o}x D"1"1"1 X D1; cette dernière propriété
a lieu également sur ©"^Qo, i[), pourvu que e soit assez petit. Sur ©"^i), on a :

^l. .. . ,^)=2^;

^(^1, ...,^)=2£.
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Le point ( o, . . . , o, - j est donc l'unique sommet de l'indicatrice de (f^ ; c'est un sommet

de Morse. Pour t<1-, l'image de ^ coupe ^X^xD^-'^xD1 aux deux points

(o , • • - î 0 ? ^ ^ ^ — ^ ) ] ; pour ^=^, l'origine est le seul point d'intersection, et c'est

un point de contact d'ordre i; pour t>-, il n'y a aucun point d'intersection.

Chemins de Whitney. — Soient V, X, Y comme ci-dessus; on désigne dans la suite
par^ le plongement Dlx D'-1 -> D^ D'-^x D1 canoniquement défini par la formule (4).

Définition 2. — Un chemin (/) dans l'espace 3C des plongements X-^V est appelé
chemin de Whitney de suppression s'il existe un plongement 9 : D^ D1"1-̂ . et un plongement
9' : D^D^xD^V, adapté à Y (ce qui signifie Yn (image 9')=9'({o}x{o}xD1) )
tels que pour tout tel le couple (<p, 9') détermine un isomorphisme de

(D^D^-SD^D^xD1,^)

sur (image 9, image 9', /d image 9)3 et si en plus/, est indépendant de t sur le complé-
mentaire de l'image de 9. La réunion (pour tel) des /^(D^-fo}) est appelée âme
du chemin de Whitney (elle contient la réunion des intersections des/(X) avec Y).

Un chemin (/) est appelé chemin de Whitney d'apparition si le chemin opposé (/i_<)
est un chemin de suppression; l'âme de (/) est par définition celle de (/i_<).

Lemme 3. — Soient 3^ et S'1 les parties de S£ définies au début de ce numéro.

i° (̂ °, S'1) est une stratification de codimension i de 9^\^SK1 [en fait, SC1 est une sous-
variété de codimension i de S^uS^1).

2° Pour fout h^9^, tout chemin de traversée de SK1 d'origine h est homotope (dans l'espace
des chemins de traversée) à un chemin de Whitney (d'apparition ou de suppression).

Démonstration. — i° Soit heS'1; d'après le lemme i, il existe un chemin de
Whitney (/<) tel que f^==h', soit (9,9') un couple de plongements définissant (/)
et soit A l'image de 9. L'application naturelle : 3£->- (espace des plongements de A dans V)
est une fibration localement triviale (cf. [3], théorème i, p. 114); et, au voisinage de h,
la stratification de SK (définie par l'intersection avec Y) est l'image réciproque de celle
de cet espace de plongements. On est donc ramené au cas où X^D^^xD^ V^R^
et où (/) est le chemin standard (4). Soit alors V un voisinage assez petit de h dans X'1;
on pose, pour {h^t)ei^xl :

(D(^)=A'-A+^.

Soit A" assez voisin de h dans X\ d'après la linéarité par rapport à t de la formule (4),
le chemin (A"+A—^) est voisin du chemin (^i_<); son indicatrice a donc un sommet
unique, dépendant continûment de A"; l'équation :

h^+h-^eS'1
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a donc une solution unique, dépendant continûment de h" \ O définit donc un homéo-
morphisme de Y^xl sur un voisinage de h dans ^ tel que, pour tout A'eY^,

d/A',^=A' et pour ^1, 0(A^)e^°.

2° Soit ^ le groupe produit de DiffX et du groupe des difféomorphismes de V
laissant stable Y. Le groupe ^ opère à gauche de façon naturelle dans SE en laissant 9^
et 3^ stables, et en vérifiant la condition (û^) de 2 .2 (ce dernier point résulte du théorème
classique de fibration). La famille des chemins de Whitney est visiblement invariante
par les opérations de ^; et comme on l'a remarqué an i° ci-dessus, le lemme i entraîne
que par tout point de 9e1 il passe un chemin de Whitney dans chaque sens; on peut
donc appliquer le lemme des chemins élémentaires (cf. 2.2).

Corollaire. — On suppose m ̂ 5 et m—i^^; on suppose en plus que le fibre normal à X
dans V admet une section. Alors tout lacet relatif y de [SE, 3^) est homotope (avec origine fixe
et extrémité restant dans S^) à un chemin tel que l'application f : X x 1 ->V associée soit
un plongement.

Démonstration. — Comme pour le corollaire du lemme i de 4.1, on se borne à
considérer les bons lacets, et on raisonne par récurrence sur le nombre k de points où y
coupe 3E1 :

i° Cas Â;==I. — On peut alors, d'après le 2° du lemme 3, supposer que y est un
chemin de Whitney, c'est-à-dire (cf. définition 2) que y es^ défini par un couple (9, ç")
de plongements de (D^D1-1, D^D'-^D^ dans (X, V). Soient G l'image de y,
G' celle de y'. Le champ des droites orientées parallèles à Oy^ se transporte par 9', ce qui
définit un voisinage tubulaire trivialisé de G dans G'; d'après l'hypothèse faite sur le
fibre normal à X, ce voisinage tubulaire peut se prolonger en un tube trivialisé d'âme X,
de fibre R, que l'on note T. Pour tout tëR, suffisamment petit, on peut définir au
voisinage de X dans T la translation T^ le long des fibres de T. Soit (JL une fonction X->R,
dont le support soit un voisinage assez petit de X—G et qui soit strictement positive
(resp. négative) à l'intérieur de ce support si y est un chemin de suppression (resp.
apparition). On pose :

ft'W^^wftW',

le chemin ainsi défini a les propriétés voulues dès que la fonction [L est assez petite.

2° Supposons la propriété démontrée jusqu'à l'entier k—i, et soit y traversant

k fois X1. Soit/l'application associée à y; on note/_ la restriction de/à Xxp, ^
ri i 2J

et/+ sa restriction à Xx -, i ; on peut supposer que/_ et/^ sont des plongements,

/^_ étant associé à un chemin de Whitney y^;, modifié par le procédé du i° ci-dessus.
On peut en plus supposer que / est différentiable (on s'y ramène en modifiant /_ par

isotopie au voisinage de Xx|- t : c'est possible dès que m~i^2 d'après le théorème
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d'isotopie locale, cf. [2], corollaire 2, p. 331) et transversale sur Y. On procède alors
en deux temps :

a) On sépare Pâme A de ̂  (cf. définition 2) de /_(Xx p,I- ). Lorsque m—^4.,

il suffit pour cela de mettre A, qui est de dimension 2, en position générale par rapport à

/-^ X X p, _ — 7 ] j (pour T] positif et petit) au moyen d'une petite isotopie de V laissant

stable Y. Lorsque m— i=^, après mise en position générale, l'intersection consiste en
un nombre fini de points d^, . . ., d^ que l'on supprime par un procédé analogue à celui
utilisé pour prouver le corollaire du lemme i de 4. i : puisqu'on a m^ 5, on a ici ^'+1^3;
on peut donc joindre d^ . . ., dq à X dans l'image de /_ au moyen d'arcs §1, . . ., Sç
disjoints deux à deux et disjoints de Y; on relève chaque Sj en une isotopie de V laissant
fixe Y, ce qui permet de supprimer successivement d^, . . ., d .

b) On termine en composant/à droite avec une isotopie de Xxl dans lui-même,

laissant fixe X X p, - , et transformant/_ en un plongement dont l'image est contenue
/ / \ \

dans un voisinage arbitrairement petit de A u/_ ( X x \ - \ \.

5.3. Application.

Proposition 3. — Soit V une variété orientable, compacte, de dimension m. Soient X et Y
deux sous-variétés de V respectivement difféomorphes à S^ et à S"""'; on suppose que X et Y se coupent
transversalement et en un seul point. On désigne par Ç l'injection de X dans V, par S£ V espace des
plongements de X dans V, et par 3^ la partie de SEformée des plongements dont l'image rencontre Y
transversalement et en un seul point.

Si i=o, ou si 77^5, i^^TTz—3, 7Ti(V)==o et si le fibre normal à X dans V admet
une section, alors ^(^ SK^; Ç)=o.

Démonstration. — Le cas i==o est trivial, car alors les espaces S£ et SK\ sont confondus;
on écarte désormais ce cas.

Soit y un lacet relatif de [SK, ̂ ), d'origine Ç; soit/l'application XxI—^V associée.
D'après le corollaire du lemme 3 (cf. 5.2), on peut supposer que/est un plongement;

Fig. i
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on peut en plus supposer que y est excellent (cf. 5.1); son indicatrice F est alors la réunion
disjointe d'un arc sans point double FQ joignant Xx{o} à Xx{i} , et d'un nombre
fini de courbes fermées simples F^, . . ., F^ (cf. fig. i).

Soit ^ le groupe des difféomorphismes de X X 1 laissant X X {0} fixe. Pour tout
ge^, fog est un plongement de Xxl dans V qui définit encore un lacet relatif de {2K, ̂ )
d'origine Ç, dont l'indicatrice est ^^(F). On en déduit la propriété suivante :

(*) Si ^application f associée à y est un plongement, on peut, en conservant cette propriété,
et sans changer la classe de y? modifier l'indicatrice F par V effet d^une isotopie arbitraire de Xxl,
laissant fixe X X {o}.

Dans la suite, on choisit une orientation sur V (qui est simplement connexe) et on
oriente X et Y de façon que leur nombre algébrique d'intersection sur V soit +1. L'indi-
catrice F de y est alors munie d'une orientation naturelle. Supposons démontrée la
propriété suivante :

(**) Si l^ application f associée à y sst un plongement, on peut, en conservant cette propriété,
et sans changer la classe de y, modifier l'indicatrice F par l'effet de ^importe quelle chirurgie plongée
orientée d'indice i.

[Si on choisit D1 X D1 comme support du modèle de la chirurgie d'indice i des
variétés de dimension i (cf. fig. 2), alors toute « chirurgie plongée orientée d'indice i »
de F est définie par un plongement ^ : D^D^XxI, telque Fn(image ̂ ^(D^D1),
et que ^\{'D1XS'D1) soit compatible avec l'orientation induite par ^(D^D^ sur D^^D1

et l'orientation de F. L'image par ^ de {o}xD1 est appelée âme de la chirurgie.]

^\
\\\\

ii^-'
/^/i

l
\\\\,

Fig. 2

La proposition découle comme suit des propriétés (*) et (**) $ on joint Fo à F^
dans le complémentaire de F par une courbe sans point double A^ (transversale à F
en ses deux extrémités); d'après (**), on peut réaliser une chirurgie plongée orientée
d'indice i de F, d'âme A^, ce qui diminue d'une unité le nombre de composantes connexes
de F; en itérant le procédé, on rend F connexe. Si z=(=2, F est alors ^-isotope à une
génératrice de Xxl; d'après (*), ceci termine la démonstration dans ce cas. Lorsque
î==2, la dimension de Xxl est 3 ; F peut alors être nouée. D'après un résultat élémentaire
de la théorie classique des nœuds, tout nœud de S2 X 1 peut être dénoué par une suite
finie de croisements; or tout croisement peut être réalisé par deux chirurgies plongées
orientées; la propriété (**) montre donc qu'on peut dénouer F; on termine comme
ci-dessus à l'aide de (*).
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Preuve de la propriété (**). — D'après la propriété (*), pour montrer qu'on peut
réaliser la chirurgie définie par un certain plongement ^ : D1 x D1 -> X x I, on peut
commencer par modifier F et ^ par l'effet de n'importe quelle ^-isotopie. On peut
donc supposer qu'on s'est ramené à la situation suivante : il existe ^el et T}>O tels
qu'en désignant parj l'intervalle [^—T], ^"l"7]] on alt :

(1) Fn(XxJ)=(Fn(Xx{^}))xJ;

(2) il existe a : D^X, tel que, pour tout {u, v)eDlx'Dl,
^(u, y)=(a(^), ^+y73)•

Notons ^°a(i)==J+ et ^oa(—i)==j^_. La compatibilité de ^ avec l'orientation
de F entraîne que les coefficients d'intersection de ^(X) et de Y en y^. et y_ sont
respectivement +1 et — I - II est connu (cf. par exemple [i], théorème (6.6), p. 71)
que dans ces conditions, et vu les hypothèses faites sur m et i, on peut « supprimer y^.
etjy_ le long def^ oa par le procédé de Whitney »; d'une manière précise, il existe des
plongements cp et ç' tels qu'il y ait commutativité du diagramme :

D^D1-1 D^D^-'xD1

X fh V

et que, pour ue

(3) (a,o)=a'/^e
f 2 \
."•

Une construction facile (nécessitant seulement l'hypothèse m^i-{-2) fournit alors
un plongement <S> :DlxDi~lxDlxJ-^V, adapté à Y et à /[(XxJ), c'est-à-dire
tel ̂  YnimageO^O^X^xD^J)
que /^ç^^f0^ pour tout te],

et que, en particulier, $^ == 9'.
Soit ^ une fonction en cloche de support J, telle que 'y,(to)==î', soit ft le plonge-

ment X->V défini par :
ift(x) dès que tfj ou que x^ (image y);^w= (O^o/^ocp l(^) pour te] et x e (image 9).

L'intersection de l'indicatrice F de {f^ avec l'image de ^ est d'après (i), (2) et (3)
l'ensemble des points (a(±Vi—2^))51), où t décrit J; F est donc la transformée
de F par la chirurgie définie par ^.
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CHAPITRE II

ÉTUDE SEMI-LOCALE DE LA STRATIFICATION DE ^

I. CLASSIFICATION DES CHEMINS DE CROISEMENT

Dans tout ce chapitre, (W, V, V) désigne une triade compacte de dimension n
et y l'espace des fonctions de classe G00 : (W, V, V) -> (I, 0,1) sans point critique
sur le bord. Le but du chapitre est la classification des chemins de 3^ issus d'une fonction
de Morse f, qui réalisent, toutes les valeurs critiques égales le restant, le croisement d'une
valeur critique simple avec les p valeurs critiques immédiatement inférieures. Le but
des trois premiers paragraphes est de montrer que cette classification revient à celle de
certains objets géométriques, les « nappes descendantes »; en fait, on est conduit à montrer
davantage : les espaces de chemins de croisement ont même type d'homotopie faible que
les espaces de nappes correspondants. Au § i, on définit ces nappes, ainsi que les
« chemins élémentaires »; au § 2, on compare les espaces de chemins élémentaires aux
espaces de nappes, et on les compare aux espaces de chemins de croisement au § 3.
Il reste à classifier les nappes, ce qui est fait au § 4 dans un certain nombre de cas parti-
culiers; on en déduit l'unicité à homotopie près des croisements de mise en ordre (propo-
sition 3), la classification des croisements à indices égaux (proposition 4), et l'unicité
à homotopie près du « double croisement », c'est-à-dire du croisement d'une valeur
critique avec celles d'un couple de points critiques en position de destruction mutuelle
(proposition 5).

§ i. CHEMINS ÉLÉMENTAIRES ASCENDANTS ET DESCENDANTS

i. i . Le modèle de Morse d'indice i et le chemin standard (cf. [5], chap. II,
§ 2 et chap. III, § i).

Soit i un entier tel que o^i^n; soit x={x^ .... x^) un point de R". On pose :

A(A:)==-^...-^+^+l+...+4;

AM=(^+...+^)(^+...+^).

On désigne par M^ (« modèle de Morse d'indice i ») la partie de R" définie par :
\h{x)\^i
k[x) ^i .
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L'intersection de M, avec le z-plan {^+1 == . . . =^==0} est appelée nappe descen-
dante standard de M,; elle est difféomorphe au disque D\ L'intersection de M, avec
le (n— ï) -plan {x^=. . . ==^=0} est appelée nappe ascendante standard-, elle est difféomorphe
à D^1. La réunion de ces deux nappes est appelée binappe standard de M^.

On choisit une fonction © : R^-^o, ï], à support dans M,, telle que ©(o)==i,
et que les dérivées première et seconde de o soient nulles en o. [On sera amené au § 2
à imposer à G) des conditions plus restrictives.]

Soit s un nombre positif, qu'on choisira dans la suite aussi petit qu'il sera nécessaire ;
on pose pour xeM.^ et Xel :

h^x) == h{x) — Xecs {x).

L'origine est point critique de h^ pour tout Xel; si s est assez petit (ce qu'on
suppose), c'est l'unique point critique de h^. La valeur critique correspondante est —Xe,
qui est fonction décroissante de X.

Le chemin (h-^ s'appelle le chemin descendant standard. On définit de façon analogue
le chemin ascendant standard.

Du corollaire 2 des propositions ï et i' de l'Appendice résulte le
Lemme 1. — II existe une application continue :

l3\^ (^, ^)eDiffM,xDiff[-i, +i]

telle que h•^=^t•^loho^^ pour tout Xel. On peut en plus imposer à tous les ̂  la condition de
laisser stable la binappe standard.

ï . î. Plongements adaptés; nappes, chemins élémentaires ascendants et
descendants (cf. [5], chap. II, § 3 et chap. III, § ï) .

Soit f^y (cf. I, 3) et soit c un point critique de Morse de f, d'indice i.
On dit qu'un plongement 9 : M^->W est un plongement adapté àf en c si 9(0) ==c

et s'il existe un plongement croissant 9' : [—ï, +1]-^! tel que le diagramme

M, ——^ Wl! !'Y Y

[-I,+I] -̂  1

soit commutatif. On notera que 9' est bien déterminé par la donnée de 9.
L'image de 9 s'appelle le voisinage de Morse de c défini par 9. L'image par 9 de la

nappe ascendante (resp. de la nappe descendante, resp. de la binappe) standard de M^
s'appelle la nappe ascendante (resp. la nappe descendante, resp. la binappe) de c définie par 9.
On notera que le bord d'une nappe ascendante ou descendante est toujours contenu
dans une variété de niveau de/.
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On définit de façon analogue (pour tout Àel) un plongement adapté à h-^ et f en c
(la condition est ^=9'-lo/ocp).

Lemme 2. — Quels que soient f^^y le point critique de Morse c de f et Xel, il existe
(i désignant l'indice de c) un plongement 9 de M^ dans W adapté à h-^ et f en c, dont V image soit
un voisinage arbitrairement petit de c dans W. Vzmage par 9 de la binappe standard est une
binappe de c.

Démonstration. — Dans le cas où X==o, le lemme se déduit facilement du théorème
classique de M. Morse, d'après lequel f s'écrit au voisinage de c, dans des coordonnées
locales convenables, sous la forme f(x)=f(o)-{-h{x). On passe de là au cas général à
l'aide du lemme i.

Lemme 3 [mêmes notations]. — Soit 8^^ V espace des plongements M^->W adaptés
à h^ et f en c, et soit Sft^ la réunion {pour Xel) de tous les ̂ . Les applications naturelles
^\ -> Pigt ( [— i, +1 ], I) et ^i -> Pigt ( [— i, 4-1 ], I) sont des fibrations localement triviales.

Ce lemme est démontré au § i de l'Appendice (corollaire 3 des propositions i et i').

Définition. — Soient f et c comme ci-dessus. Un chemin (j^) d'origine / dans ^
est appelé chemin élémentaire descendant de f relatif à c s'il existe un plongement 9 : M,->W,
adapté à y en c, tel que, pour tout Xel :

a) f^==f sur le complémentaire de l'image de 9;
b) il y ait commutativité du diagramme :

M, ——<p-—> W

^ f\
•[ ^

[-!,+!] ^ 1

On notera que le chemin {f^) est bien défini par la donnée de 9 ; ceci définit
l'application naturelle TC : (plongements adaptés à/) -> (chemins élémentaires descendants
d'origine f).

Définition analogue d'un chemin élémentaire ascendant.
Le lemme suivant est de démonstration immédiate (cf. [5], chap. III, § i,

proposition i) :
Lemme 4 [mêmes notations]. — Soit D une nappe descendante de c; soit S la valeur

de f sur le bord de D; il existe un plongement adapté 9 : M^W vérifiant les conditions
suivantes :

i° la nappe descendante définie par 9 est D;
2° l^ image de 9 est contenue dans un voisinage arbitrairement petit de D;
3° le chemin élémentaire {f-^ défini par 9 est tel que f^{c) soit un point arbitraire de

V intervalle ouvert }S^f{c)[.
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§ 2. CHEMINS ÉLÉMENTAIRES ET NAPPES

2.1. Choix particulier de la fonction ^ définissant le chemin standard
(cf. II, 1.1).

Dans toute la suite, on choisit une fonction en cloche œ : R—^[o, i], satisfaisant aux
conditions suivantes :

ûfco d2^
"(o)=i; ^-(o)=^(o)=o;

le support de œ est [—i, +1]$

û) est invariante par la symétrie ^l->—1\

d(ù
— est strictement négatif sur ]o, i [.
Uv

Les fonctions h et k étant celles définies en 1.1, on pose pour tout xeK1 :

(i) ^)=œ(ÀM).œ(^)).

La fonction es ainsi définie satisfait aux conditions de 1.1, en particulier 5)(o)==i, et
les dérivées d'ordre i et 2 de o sont nulles à l'origine. En plus, le support de © est exactement
le modèle de Morse M^. Il en résulte en particulier que, pour tout plongement adapté y
de M^, le chemin élémentaire correspondant a pour support ç(M^).

2.2. Structure d'espace fibre principal définie par le morphisme :
(plongements adaptés) -> (chemins élémentaires).

Soit f^y\ soit CQ un point critique de Morse de y; soient p et p ' deux entiers
positifs ou nuls; soit (Jie[o, i]. On note Sft l'espace des plongements 9 : (M^, o)—^(W, Co)
adaptés à h^ et à f (cf. II, 1.2), ayant en o une orientation donnée, tels en plus que
ç 'G— I ? ~\~I[.) contienne p ' valeurs critiques supérieures à f(co) et p valeurs critiques
inférieures à/(^), respectivement notées, par ordre décroissant, a_^, . .., a_^ et o^, .... a .

A tout cpe^ correspond, par image de la binappe standard, une binappe dey
issue de CQ (cf. II, i . 2, lemme 2) ; on note 89 l'espace des binappes ainsi obtenues, muni
de la topologie habituelle des espaces de sous-variétés, c'est-à-dire la topologie quotient
de celle des espaces de plongements. A tout (pe^ correspond aussi un chemin élémentaire
descendant P (tel que p([i)=/); on note êi l'espace des chemins élémentaires ainsi
obtenus.

Pour tout intervalle fermé H contenu dans I, on note êi^ l'espace des « arcs
élémentaires » obtenus par restriction à H des éléments de et.
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Lemme 1. — II existe une application ^ïi->flgt{[—i, +1 ]? I) rendant commutatif le
diagramme :

V !->• V \ ^

Plgt([-I,+!],!)

(dans lequel la flèche horizontale et la flèche verticale désignent les applications naturelles
définies en II, 1.2).

Démonstration. — Soient 9 et 9 deux éléments de 8^ définissant le même élément
de <?/H; 9 et 9 ont même image dans W (puisque cette image est le support du chemin
élémentaire correspondant) ; donc les plongements 9' et 9' respectivement associés à 9
et 9 ont aussi même image. Posons :

^~lo^=^; 9/-loy'=^';
^ est un difféomorphisme de M^ conservant o, ^' est un difféomorphisme de [—i, +1] ;
on a :

(2) (A—-^5)o^==^'o(Â—-^£(o) pour tout tëH.

On en déduit en faisant x==o :

(3) —^==^'(--^) pour tout teïî.

Autrement dit, <j/ induit l'identité sur —sH. Plus généralement, il résulte de (2) que ^
est linéaire affine sur l'intervalle îî^==h(x)—e<5(^)H, quel que soit xeM^. Or, pour

0 0

tout (Ji/el, l'image de M^ par h^ est ]—i, + iD donc la réunion (pour xeM.^) de
tous les intervalles H^ est ] — i , + i [ - II existe donc pour tout compact Kc]—i , +i[
un recouvrement fini de K par des intervalles ouverts sur chacun desquels ^' est linéaire
affine. Donc, compte tenu de (3), ^ est l'identité sur K; donc ^' est l'identité sur
]—1,4 - iL et par conséquent sur [—i, +i]- Donc 9'=9', ce qui achève la
démonstration.

On pose dans la suite :
^+...+^=^1;

X^ i -|~ • • • + ^n === ̂  •

Lemme 2 [les notations sont celles du début de ce numéro; en outre, on désigne
par ^ g le groupe des difféomorphismes de M^ qui laissent fixes r^ et Tg] :

i° Pour que deux éléments 9 et 9 de 8^ aient même image dans êt^ il faut et il suffit qu^il
existe ^£^12 tel que 9 == 90^.

2° Soit êt^ le sous-complexe du complexe singulier S(<^/g) défini comme image (par
l'application naturelle 7c) du complexe singulier S(^); êi^ est un complexe de Kan et TT est une
fibration de Kan.
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3° // existe une application / \êî^->SS qui rende commutatif le diagramme :

(dans lequel la flèche horizontale et la flèche verticale désignent les applications
naturelles); ^ détermine un morphisme ëi^->^[SS}.

Démonstration. — i° On a :
A=—7-1+7-2, et k=r^.

Donc tout ^e^a laisse invariants h et k; donc d'après (i) il laisse invariant ©; il laisse
donc invariant A^=À—pi'£55, pour tout [ji/el. Donc pour tout <pe^, ç^og et 9 défi-
nissent le même chemin élémentaire.

Réciproquement, soient cp et cp définissant le même chemin élémentaire. Il résulte
du lemme i que (p'==cp'; la formule (2) ci-dessus donne donc :
(2') (A—^©)o^=A—^co pour tout teH.

En écrivant successivement (2') pour deux valeurs distinctes de t, on obtient :
(4) û5 o ̂  === Co ;

et

(5) ho^==h.

Il résulte de (i), (4) et (5) que :
co(Â:o^)==(o(A:);

puisque œ décroît strictement sur [o, i], il en résulte :
(6) k^=L

II est immédiat que (5) et (6) entraînent :

h^o^==h^
et h^o^==h^,

ce qui termine la preuve du i°.
2° II résulte du i° que le complexe singulier 2 (^3) opère de façon simplement

transitive sur chaque fibre de l'application naturelle S(^)-^2(<?^). C'est un résultat
classique (et très élémentaire) que, dans cette situation, on a les deux propriétés
annoncées (cf. par exemple [14], exposé i, proposition 2, p. 10).

3° Tout difféomorphisme de M, qui laisse fixes ^ et ^ laisse stable la binappe
standard; d'où l'existence de l'application /; elle définit un morphisme de complexes
ët^->^{S9} puisque, par définition de ^g, tout élément de êi^ se relève dans S(^).
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2.3. Chemins élémentaires et nappes»

Proposition 1. — Soit fe^; soit CQ un point critique de Morse de f\ soient p et p' deux
entiers positifs ou nuls\ soif ^e[o, i]. Soit Si V espace des chemins élémentaires descendants passant
par f pour la valeur (JL du paramètre^ et dont le support a pour image un intervalle contenant (toutes
à son intérieur) j&' valeurs critiques de f supérieures à f^Co) et p valeurs critiques inférieures. Pour

tout H C I, on note ëi^ V espace des restrictions à H des éléments de St. Soit ^{^ le sous-complexe
de S(^g) défini en II, 2.2. Pour tout pe<^g le morphisme ^ défini en II, 2 .2 détermine un
isomorphisme :

X* •• ^(<^H; P) ̂  ̂ (^ X(P)) Pour tout j>o.

[SS désigne l'espace de binappes correspondant à Sf).

Compléments. — i. Le résultat de la proposition i est valable également pour
d'autres sous-espaces de <^, par exemple celui des chemins j3 ayant p -\-p' croisements.
[Soit en effet 9' l'élément de Plgt([--i, +i], I) associé à ? par le lemme i de II, 2 .2 ;
les conditions pour que P ait p - \ - p ' croisements s'écrivent <p'(o)>a_p»et <p'(—£)<oCp;
il résulte du lemme 3 de II, i . 2 que la partie de et ainsi définie a mêmes groupes
d'homotopie que <?/'.]

2. Dans le cas particulier où ^'==0, S8 a même type d'homotopie que l'espace Q
des nappes descendantes rencontrant (à leur intérieur) p niveaux critiques inférieurs
àj^o); on a donc pour tout j^o un isomorphisme :

^H;P)-^^(^;X(P)).

Démonstration. — On rapelle que, pour o < i ̂  n, on désigne classiquement par
S0(i, n—ï) le sous-groupe de SL(7z) défini par la condition de laisser invariante la forme
quadratique standard d'indice z, dénotée ici par h. Le groupe S0(î, n—f) est connexe
si î==o ou i==n', dans les autres cas, S0(î, n—i) a deux composantes connexes; celle qui
contient l'élément neutre est désignée par SO" '̂, n—i).

Soit 8^ l'espace défini au début de II, 2.2. On sait (cf. Appendice, § 3, pro-
position 3) que l'espace J^ des i-jets en o des éléments de Sfi est homéomorphe
à S0(î, n—i)x]o, oo [. Donc J^ est connexe si i==o ou i==n, et a deux composantes
connexes dans le cas contraire. Soient <pe^, ^w l'image de 9 dans J^; on note ^+

la partie de 8^ formée des plongements dont le i-jet en o est dans la même composante
connexe de J^ que ^(1}. L'involution :

(•^15 • • - 3 V }r-> \——^lî ^25 • • • 5 x^ï ——•^t+l» ^4-2? • • • 5 -̂ n)

de Mi (définie lorsque i est différent de o et n) est un élément du groupe ^ g (défini
au lemme 2) ; on peut donc remplacer Sft par ^+ dans le lemme 2 ; en particulier, le
complexe êî^ est l'image par n}^ du complexe singulier de ^+.
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Soit ^j la partie de ^+ formée des plongements qui ont en o même i-jet que 9.
La démonstration consiste à établir successivement les isomorphismes suivants :

^(^jî ?) -^ ^jO^io P) P°ur tout j^o ((3 désignant l'image de 9);

et ^-(^j? 9) ̂  ̂ j(^; ^) pour tout j^o (en posant ^((3)=v).

a) L'application ^ -J^- est une fibration localement triviale d'après le
théorème de fibration sur les jets (cf. Appendice, § 3, proposition 3); sa fibre est ^j.
L'application ^->êî^ définit d'après le 2° du lemme 2 une fibration de Kan :
S(^+)->(^H, de fibre S(%) (où ̂  est le sous-groupe de â^ formé des difféomor-
phismes dont le i-jet en o est dans la composante connexe du jet de l'identité). On a
donc les suites exactes : \

',m.,; ')
ï "--...

- - - -> "i+ iCJ^ ; <P"1) ̂  "iW; T) ̂  «/̂  ; <p) -> «,(Ĵ  ; T'") -> ...

"•--.. l
7T,(^H; j3)

i
D'après ce diagramme, il suffit de montrer que l'application composée

7r,(^;.)->7r,(J^;cp(1))

est un isomorphisme pour tout j>o, et que ^(^"g; ^)=7^o(J^+; (p^)::̂ .
Or on a le diagramme commutatif :

^t^e) —> 7r,(^;(p)

®i i
^(J^;^) —> ^(J^;^)

©i^ (Di^
^(SO(i)xSO(TZ-î)) -^ 7T,(SO+(î,7Z-î)).

L'application (i) est un isomorphisme pour tout j>o d'après les propositions 3 (fibration)
et 4 (acyclicité) de l'Appendice. D'après la même proposition 3, les applications ( 2 ) et Q
sont des isomorphismes pour tout j^o. Enfin l'application (s) est également un isomor-
phisme pour tout j>o, car SO4'^', n—i)l{SO(i)xSO{n—i)) s'identifie à l'espace des
i-plans de B^ sur lesquels la restriction de la forme quadratique h est définie négative.
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b) L'application ^+ ->SS est une fibration localement triviale d'après le corollaire i
de la proposition 2 de l'Appendice; on note ̂  la fibre située au-dessus de v. On procède
comme au a) ci-dessus, à ceci près qu'on considère la fibration ^+ ->S8 au lieu de la
fibration S^4")-^^. On est donc ramené à montrer que l'application composée :

^ ; <p) -> ̂ + ; ?) -> -^y ; p^)
est un isomorphisme pour tout j>o, et que ^o{^)==7i:o{J^)==o. Or d'après le
théorème d'acyclicité (cf. Appendice, § 4, proposition 4), et le théorème de fibration
sur les jets, on a pour tout j^Q un isomorphisme

^(^+;9)^^(J^+;<P(1)).

L'espace J^" s'identifie (au produit près par ]o, oo[) au sous-groupe de SO '̂, n—î)
formé des éléments qui laissent stables les variétés r^==o et ^==0 (c'est-à-dire
{^==^==. . .==^=0} et {^.^==^2=. . .==^=0}); on sait que de tels éléments
laissent nécessairement ^ et ^ fixes, de sorte que le sous-groupe considéré est isomorphe
à SO(z)xSO(^—î). L'isomorphisme Q du a) achève la démonstration.

§ 3. CHEMINS DE MULTICROISEMENT

3.1. Définitions et résultats; plan de la démonstration.

Soit fe^ une fonction de Morse (1) ; soit CQ un point critique de/tel que la valeur
critique correspondante o^ soit simple; soient a^, . . ., oCy les p valeurs critiques de /
immédiatement inférieures à o^ Q^i). On note ^^ l'espace des chemins d'origine/
de 3F qui réalisent, toutes les valeurs critiques égales le restant, le croisement successif
de (XQ avec o^, . . ., a,,. On note ^p;/- la réunion des images de tous les éléments de ^,.p
^p^ est réunion de cocellules de e ,̂ et la stratification naturelle de ^p^ est de
codimension i d'après I, 3. Les éléments de ^p^ sont de bons chemins à p croisements
relativement à la stratification de ^'p;p on note %p le saturé de V . pour la relation
de connexion par arcs dans l'espace de ces bons chemins (de sorte que ^ ^ est la partie
de %p obtenue en fixant l'origine en /). Les éléments de %p sont appelés chemins de
p-croisement relatifs aux données/, CQ.

On note êlp la partie de ,̂ formée des chemins qui sont élémentaires descendants
par rapport à leur origine, et dont le support rencontre {p +1 ) niveaux critiques de
cette origine; on note ët^ la partie de êty obtenue en fixant l'origine en/. Les éléments
de et'y sont appelés chemins élémentaires descendants de p-croisement relatifs aux données/, CQ.

Soit ^g la composante connexe de l'élément neutre dans le groupe DiffWxDiffI;
^ opère dans y^ en respectant la stratification; ^ opère dans %p en laissant

(1) Voir au début du chapitre la définition de l'espace ^ ' .
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stable êi^. On note êiy le sous-complexe du complexe singulier de ël'y défini par ces
opérations (un simplexe singulier de <?/p est un élément de <^p s'il existe une projec-
tion ^e-><^p du type g^->g'^ pour laquelle il se relève en un simplexe singulier de ^g).
Le complexe <?/p est un complexe de Kan; pour tout sous-espace <^p.j' de <f/p (obtenu

/^w/ r^/

en fixant l'origine en un pointa') le complexe <^,;^ induit par ëi^ sur<^,^ est identique
à l'image canonique du complexe singulier de l'espace de tous les plongements adaptés
autels que le chemin élémentaire correspondant soit un élément de <^p;^ ; il résulte en
effet du théorème de fibration des espaces de plongements (cf. [3], théorème i, p. 114)
que tout simplexe singulier de êt^ qui se relève dans l'espace des plongements adaptés
se relève dans ^g. Le même résultat a lieu pour les sous-espaces de ëty définis par la
condition de passer par un point donné pour une valeur donnée du paramètre.

Proposition 2. — Soit fe^ une fonction de Morse, soit CQ un point critique de f tel que la
valeur critique ^o^f^Co) soit simple ; soit p^r, soit ^ë^ (resp. <^p;^) l'espace des chemins
de p-croisement (resp. des chemins élémentaires descendants de p-croisement) d'origine f relatif à
ces données. D injection de Si ^ dans ^p.f détermine des isomorphismes

^(^)^o(^;f),

et ^(^îp P) ^^(^îpP) pour tout [3e<^^ et tout j>i.

Corollaire. — Soit Q V espace des nappes descendantes de CQ qui rencontrent (tous à leur
intérieur) exactement p niveaux critiques inférieurs à oco; soit-^V application êty.^ ->Q définie au § 2.
On a pour tout (Be<?/p^ et pour tout j^o un isomorphisme canonique :

^p;p P) ̂ (^; xW).
[Le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition 2 et des complé-

ments i et 2 de la proposition i.]

Plan de la démonstration de la proposition 2. — On raisonne par récurrence sur p\
le cas p= i est étudié en 3.2 ; en 3.3 on démontre (à l'aide de deux lemmes préliminaires)
le lemme i, qui est utilisé en 3.4, pour la démonstration de récurrence.

3.2. Le cas d'un seul croisement {p== i).

On applique le corollaire de la proposition i de I, 2 .2 dans les conditions suivantes.
Le rôle de E est joué par ^p;^ muni des opérations du groupe ^g (composante connexe
de e dans DiffWxDiffI), lesquelles vérifient les conditions (^o) et (^). Pour (êf on
prend l'espace %p des chemins de i-croisement, et pour ^" l'espace êi^ des chemins
élémentaires descendants de i-croisement, muni du complexe êlp défini ci-dessus.

Soit /'Ge^p soit y^/ la partie de %p formée des chemins qui ont/' pour point
de traversée. Pour tout y6^;/'? u existe un point critique unique de/' qui, le long
de YÎ effectue en // un croisement descendant; on désigne ce point critique par c\
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D'après le lemme 2 de II, i .2, il existe un plongement <p : M^->W, adapté à h^n et à y
en c ' ; le chemin élémentaire descendant défini par cp traverse J^. y en /' dans le même
sens que y- Le corollaire de la proposition i de I, 2 .2 donne donc les isomorphismes :

7ro(^,<^)=o,

Tr.^p^; (3) ^7c,_i(^p; p) pour tout PG<^ et tout j>i.

Soit Xi le paramètre de traversée de (î, et soit <^p;p;Xi ^a pâî^ie de <^p;p définie par la
valeur \ du paramètre de traversée; <^p;p;Xi est ^a fibre située au-dessus de 04 pour
l'application composée :

(I) ^3->Plgt([-I,+l],I)^I

où l'application de gauche est définie à l'aide du lemme i de II, 2.2, et celle de droite est
<p'h>y'(—\o) ; il résulte du lemme 3 de II, i . 2 que l'application (i) détermine une fibration
de Kan : êt^. p -> S(I) ; on a donc pour tout j^î un isomorphisme canonique :

7r,_,(^p;P)^^_,(^3^^P).

D'après la proposition i de 2.3 (appliquée avec (3(Xi), X^, o, o, 1 dans les rôles respectifs
de/, [L,?,?', H), il y a pour tout j> i un isomorphisme canonique :

^•-Ap;xpp)^^-i(^;x(p));
SS désigne un espace de binappes qui, dans le cas présent, est acyclique d'après la
proposition 4 de l'Appendice; ceci achève la démonstration.

3.3. Démonstration cTun lemme.

Lemme préliminaire 1. — Soit h la forme quadratique —x[.. .—^+^î+i+- • • +^5
et soit M^ le modèle de Morse correspondant ; pour tout (Jiel, on note comme d ̂ habitude h—spics = h^
(cf. II, i. i) et on note S^ ^espace des plongements [—i, +i]-^R qui coïncident avec l'identité
au voisinage de —(JL£. Soit k la fonction définie en II, 1 . 1 , et soit ̂  le groupe des difféomor-
phismes de M^ qui laissent k invariant. Il existe une application continue :

^'^^
telle que : ^(Jlo^=^ / o^{A•

Démonstration. — On rappelle qu'on a choisi a de façon que ses dérivées première
et seconde soient nulles à l'origine, et que e peut être choisi arbitrairement petit. Si s
est assez petit, le produit scalaire (grad A, grad AJ est différent de o sur le complémentaire
de l'origine. On pose alors ^(o)==o, et pour tout xeM^—{o}, on définit ̂  {x) comme étant
le point unique où la ligne de gradient de h passant par x coupe la variété de
niveau ^oh^x) de h^.

Lemme préliminaire 2 [les notations sont celles du lemme préliminaire i], — Tout
difféomorphisme de M^ qui laisse invariantes les fonctions h^ et k laisse aussi h invariant.
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Démonstration. — Soient x et y deux points de M, en lesquels h^ et k prennent
respectivement la même valeur. Ceci s'écrit :

A(^)-£(Jiùï(A(^))co(Â;(j/))=AM-£(Jico(A(^)(o(A(^));
k^)=k{x).

La première ligne s'écrit compte tenu de la seconde :
H(y) ̂ h[x) = ̂ (k{x)) (œ(AM) -<o(A(jO)) ;

dcù
ceci entraîne : \h{y)—h{x) \^\h[y}—h[x) |sup — ,

dt
et ceci (pourvu qu'on ait choisi e assez petit) entraîne h{y)=h{x).

Lemme 1. — Soit fe^ une fonction de Morse', soient
a-p'5 a_^_^, . . ., a_i, ocç, ai, .. ., oCp

rf^ valeurs critiques consécutives de f, ordonnées de façon décroissante ; on suppose que a^ est simple
et on note CQ le point critique correspondant. Soient \, \ et [L tels que O<\<[L<\<I. On
note ̂  {resp. ̂  l'espace des plongements 9 : (M,, o) -> (W, c^) adaptés à h et à f, tels que
l'image du plongement associé 9' contienne à l'exclusion de toutes autres (et toutes à son intérieur)
les valeurs critiques a_p,, . . ., »o (resp. a_p,, . . ., ap), et qu'on ait en plus, pour çe^i :
(2) ?'(o)>a_^
(3) ^(-^i^a^

et pour <pe^25 ^ relations (2) et (3) ci-dessus et, en plus :
(3') 9'(-À2e)=ai.

OTÎ note ̂  l'espace des arcs ([o, [x], \L)->[^,f) dont l'opposé réalise, toutes les valeurs critiques
égales le restant, le croisement successif de ocç avec a_i, . . ., a_p,; pour i=ï, 2, on note êl\ l'image
canonique de ̂  dans ̂ , et êt^ le complexe image du complexe singulier de ̂ . Enfin on note ^
l'espace des nappes ascendantes de f issues de CQ.

Il existe alors sur ̂  une déformation de êi^ dans ëî^, qui définit un morphisme êi^->êt^,
et qui est compatible avec les applications canoniques €i^—^^ et <?^->ĵ .

Démonstration. — Soit ^' un difféomorphisme de [—1,4-1] qui vérifie les deux
conditions suivantes :
(4) ^f coïncide avec l'identité au voisinage de [—pis, i];
(5) <j/(-i)>-X,£.

On pose, pour tout tel : ( ( i — t)x identité) 4-^'==^.

Le lemme préliminaire i associe à ̂  un difféomorphisme ^ de M^, dépendant continû-
ment de t, et vérifiant quel que soit t :
(6) ko^=k

(7) ^=^.
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Considérons l'application qui à tout <pe^ associe <po^. Soient 9 et 9 deux éléments
de ^2 ayant même image dans <^$ il résulte du i<> du lemme 2 de II, 2 .2 que cp-^cxp
laisse invariants h et k, et par conséquent h^ On a alors compte tenu de (6) et (7) :

ko^^•lo^~lo^o^^x==ko^~lo^o^^x=ko^^x==k-x,

^o+^109-1090^•^= :^~ lo^oy- lo9o^.A:=^ /- lo^o^•A:=^.A:,

pour tout xeM,', ainsi (po^-^Çyo^) laisse invariants /; et h^ donc d'après le lemme
préliminaire 2, il laisse aussi h invariant; donc, pour tout tel, 90^ et 90^ définissent
le même chemin élémentaire. D'après (5), yo^ est un élément de ̂ . On obtient donc
par passage au quotient une déformation de ̂  sur ̂  qui aboutit dans ̂  et définit
un morphisme §^->ê^\ la compatibilité avec les applications canoniques êi^->^
et êt^^ résulte de (4).

3.4. Démonstration de la proposition 2 pour j^2.

On suppose la propriété démontrée lorsqu'il y a au plus p— i croisements.
D'après la propriété (**) de I, 2.2, il suffit de montrer que l'inclusion de êi^ dans ̂
induit un isomorphisme de tous les groupes d'homotopie de êi dans ceux de ^ . Pour
tous les Xi, Xg, {i tels que \<[L<\, et pour tout /'e^p0^, notons ÎÇ (au lieu de ̂  5^ ̂ ^)
la partie de %p formée des chemins dont les deux premiers paramètres de traversée sont
Ai et Xg, et qui passent par/' pour la valeur (A; et notons êt'y l'espace de chemins
élémentaires descendants correspondant. D'après la propriété (**), il suffit de montrer
que pour tous les \, Àg, (A,/', l'inclusion de ët'^ dans ̂  induit un isomorphisme de tous
les groupes d'homotopie.

Soit %^ (resp. ^3) l'espace des restrictions à [o, (i] (resp. [pi, i]) des éléments
de ^p; on a un homéomorphisme canonique ^p^^iX^a; pour tout y6^ on
note YI et ^ les images respectives de y dans <^ et <^. On note ëi^ (resp. ^Çg)
l'image de ̂ ; dans ^;;, (resp. ï^ 3). On note S8' (resp. ̂ ', resp. ̂ /) l'espace des binappes
(resp. des nappes ascendantes, resp. des nappes descendantes) de /' définies par les
éléments de <^; on a un diagramme commutatif :

y -^y^v.i^^v^,1 p,2 ^'xQ'

Soit^\ la partie de ̂ i formée des arcs élémentaires dont l'image (par/') du support
contient à l'exclusion de toute autre (et toutes deux à son intérieur) les deux valeurs
critiques ao et 04 de/' qui correspondent à o^ et 04. D'après le lemme i, il existe sur T .^
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une déformation de êi'^ dans <?Çi, qui définit un morphisme <%p;i^?Ç;i et qui est
compatible avec les applications ët'^->^' et <2?Çi->^'. D'où, pour tout j>o et pour
tout pe<5?/p (pour j==o, on prend des ensembles sans point de base), le diagramme
commutatif :

;̂;i; Pi) ^p;i;Pi) 7T,(̂ )

W,p ^<^ • ft"'\
^î»,!? Pi) ^•TCi;^)

dans lequel ^ est l'isomorphisme défini par le chemin décrit par ^ au cours de la défor-
mation, et Pi' l'extrémité de ce chemin; v^ est l'image de (3 dans ^ ' . On définit de façon
analogue <?Ç;a, et on lui applique de même le lemme i. D'où pour tout j>o (pour j=o,
on prend des ensembles sans point de base) le diagramme commutatif :

' S
;̂; P) ^ ^ r;v)

^(^;iX^;2;([3i,P2)) 7r,(^,X^2;(Pi,P2)) 7r,(^'X^(v,,V2))

^(^,1X^,2; (^ P2')) <7- ^(^ÇlX<?Ç2; (^ P2'))

Dans ce diagramme, 8 est l'isomorphisme défini par l'homéomorphisme
^p^^iX^^ Ç est l'isomorphisme défini par ^ et ^2; Ç et 6 sont des isomorphismes
d'après la proposition i et ses compléments i et 2; 73 est un isomorphisme d'après la
remarque du § 2 de l'Appendice; enfin, p est un isomorphisme d'après l'hypothèse de
récurrence. Les morphismes ^(^-^^(^p) et 7r,(<^;; p)->^(^;; p) (j>i) sont donc
tous des isomorphismes, ce qui achève la preuve de la proposition 2.

§ 4. LEMMES DE CLASSIFICATION DE NAPPES

4.1. Résultats.

Dans tout ce paragraphe, on considère une fonction de Morse /e^", un point
critique c^ d'indice i, de/tel que la valeur critique o^ correspondante soit simple, et
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les q valeurs critiques immédiatement inférieures à <XQ, notées o^, o^, . . . 5 0 dans l'ordre
décroissant. On choisit, pour Â:==O, i, ..., q une variété de niveau V^ de/située immé-
diatement en dessous de/'^o^). On désigne par W^ (pour k<£) la partie de W comprise
entre V^ et V^. On note Q l'espace des nappes descendantes de ^jusqu'à V^; on suppose
(ce sera le cas dans toutes les hypothèses considérées) que Q n'est pas vide; on choisit
De^ et on note DnVo=X. On note ^ l'espace des systèmes disjoints de nappes
ascendantes des points critiques dey|Wog, limitées à VQ; on suppose (ce sera le cas dans
toutes les hypothèses considérées) que ^ n'est pas vide; on choisit Aej^, et on note
AnVo==Y.

Vo

^ x
/ <3i

w,

T

oFS^TQ
^1

Oq\ C2

1
On désigne par ^ l'espace des chemins d'origine f réalisant (toutes les valeurs

critiques égales par ailleurs le restant) le croisement successif de (XQ avec o^, . . . ,ag.
On rappelle que la dimension de W est notée n\ celle de Vç est donc n—i.

Proposition 3 (Unicité des croisements de mise en ordre). — Si les indices des points critiques
de f\ Wçç sont tous strictement plus petits que l'indicé i de CQ^ alors ^o(^f)=== °-

Proposition 4 (Classification des croisements à indices égaux). — Si tous les points critiques
def\'Woq sont d'indice égal à l'indice i de CQ, si n^6, 7r0(Vo)==7Ci(Vo)==o, et si l'une des trois
conditions suivantes est remplie :

(èi) 3^^-3;

(ég) i=2, et ^(Vo—Y)==o ou Y borde un disque de Vo;

(èg) i==n—2, et TCI (VQ—X)=o ou X borde un disque de Vç; —

alors le choix d'une orientation de D détermine une bijection :

S: 7To(^)^H.(Wo,,V,)

telle que la classe du chemin élémentaire défini par D ait pour image o. Si on remplace D par un
élément D' de Q, muni d'une orientation cohérente avec celle de D, la bijection 8' obtenue est
composée de S et d'une translation de H^(Wog, Vç).
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Proposition 5 (Unicité du double croisement). — Si l'ensemble critique de f sur Wçç se
compose de deux points critiques q [d'indice J'+i) et c^ {d'indice j ) en position de destruction
mutuelle^ et si l'une des trois conditions suivantes est remplie :

(1) i+j^n—2',

(2) i<j;

(3) ^y; 3^^3; ^(Vo)^71!^)^0;—

alors ^ est connexe.

Principe de la démonstration. — Le corollaire de la proposition 2 de II, 3. i ramène
la démonstration de chacune de ces propositions à la détermination de l'espace TCo(^)
correspondant. D'une façon précise, les résultats qu'on va démontrer dans chaque cas
sont les suivants :

Proposition 3'. — Sous les hypothèses de la proposition 3, 7i;o(^)== °*
Proposition 4'. — Sous les hypothèses de la proposition 4, le choix d'une orientation de D

détermine une bijection
^: 7To(^)->H,(Wo,,V,)

telle que Ço(D)==o• ^ on remplace D par D'e^, muni d'une orientation cohérente avec celle
de D, la bijection ̂  obtenue est composée de Ço et d'une translation de H,(Wog, V^).

Proposition 5\ — Sous les hypothèses de la proposition 5, ^(S) == o.

4.2. Le morphisme ^-.

Les notations étant celles du début de II, 4. i, on choisit un élément D de Q et on
oriente D; on note QQ le sous-espace de Q formé des nappes qui coïncident avec D
au-dessus de Vo; il résulte des propositions 3 et 4 de l'Appendice que l'injection QQ->Q
est une équivalence d'homotopie faible. Il est commode, au lieu d'étudier directement 2^
d'étudier un espace de plongements qui lui est homotopiquement équivalent.

Définition 1. — Un plongement 9 : S*"1 X (I, o, i) -> (Wog, Vç, V^) est dit linéairement
adapté à f s'il y a commutativité du diagramme :

S^xl ̂  Wo,

1 —'—> R

où 9' désigne l'application linéaire affine décroissante de 1 sur l'intervalle/(Wog).

On notera que cette définition implique que l'image de 9 ne contient aucun point
critique de f.
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On note SC^ et, quand il n'y a pas de confusion possible, simplement SK^ l'espace
des plongements linéairement adaptés S^^x^, o, i) -> (W^, Vç, V^) dont l'image
orientée se raccorde le long de Vo avec D orientée.

On a une application naturelle SK-^2^ c'est une équivalence d'homotopie faible;
on choisit dans SK un point de base ^ au-dessus de D.

Définition 2. — On dit qu'un plongement de S1'"1 dans W est horizontal si son image
est contenue dans une variété de niveau de f et ne contient aucun point critique
de/.

On note <9^, et, quand il n'y a pas de confusion possible, simplement y^ l'espace
des plongements horizontaux de S^1 dans W^. On note VQ (resp. ^9^) l'espace des
plongements horizontaux de S^1 dans Vç (resp. Vg). On note Çç (resp. Ç^) l'élément
de y^ (resp. eS^g) défini par Ç.

Soit ii(^, y^\ Ço) l'espace des chemins dans <97, d'origine Çç, d'extrémité dans ^g;
on a une application canonique :

âr->^,^;Ço),
et par conséquent, pour tout j^o, un morphisme canonique :

(1) 7r^;Ç)-^7r^,(^,^;y.

Soit j^en^^y, e$^; Çg) ; soit % un représentant de ^ '' c'est une application de (D-^, S^)
dans (^,^); x définit canoniquement une application de (D^4'1, S^xS1"1 dans
(Wo.Vg); l'image de la classe fondamentale de D^'^xS*'"1 par cette dernière
application est un élément de H^-(Woç, Vç) qui ne dépend que de ^; ceci définit
l'application :

(2) ^+i(^^;^)^H^,(Wo,,V,).

Par composition de ( i ) et (2)5 on obtient une application :

?,: 7r,(^;Ç)^H^(Wo,,V,)

dont l'étude constitue l'essentiel de ce paragraphe.

Premières propriétés de l'application Çj. — i. Si on remplace D par une nappe D'
coïncidant avec D au-dessus de Vo et orientée de façon cohérente avec l'orientation de D,
l'application Çç obtenue est la composée de Çç et d'une translation de H^W^, Vç).

2. Soient k, ̂  m des entiers tels que o^k<Km^q', on définit comme en II, 4. i
les variétés de niveau V^, V^, V^ et les triades W^, etc.; on définit comme ci-dessus les
espaces de plongements linéairement adaptés ̂ , etc.; on note ^ l'élément de SK^
canoniquement défini par Ç; on note Ç^ l'application analogue à ^, relative à W^.
L'application canonique ^km^^k/ est une fibration localement triviale d'après le
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théorème de fibration des espaces de plongements (cf. [3], théorème i, p. 114); la fibre
située au-dessus de Ç^ est S£^. Il y a commutativité dans le diagramme :

^•(^n; ̂ J -> ̂ (^; U --> ̂ (^; ̂ ) -> 7T,_,(^; Ç,J -> . . . -^ U^; ̂ )

^; ̂

Y Y Y

Hi+,(W/,, VJ -> H.+,(W,,, VJ -^ H^(W^, V/) ̂  H.^._,(W^, VJ -> ... ̂  H,(W,/, V/)

dans lequel la suite du haut est la suite exacte d'homotopie de la fibration qu'on
vient de considérer; la suite du bas se déduit de la suite exacte d'homologie du
triple (W^, W^, V^) en remplaçant l'opérateur bord par son opposé, et en remplaçant
ÎIi+j(y^km^ w^) P^ le groupe isomorphe H^.(W^ V^).

4.3. Cas où il y a une métrique riemannienne adaptée : les applications 0,3 ^j, y
et le lemme de commutativité.

Le principe de l'étude de î^ consiste à définir trois autres applications Op p^ et Yj
telles que ^P^Yj0'^? et à étudier séparément Op ^ et Yj- Ls- définition de ces appli-
cations utilise une « métrique riemannienne adaptée ».

Définitions. — Soit 9JI une métrique riemannienne sur W^ç; on dit qu'un plonge-
ment linéairement adapté 9 : S1"^^, o, i) -> (Wçç, Vp, Vg) est de gradient si ^{[x}xl)
est une ligne de gradient de 90Î pour tout ^eS1"1. On dit que 9ÎI est adaptée à y et à Ç
si les nappes descendantes de gradient des points critiques de f sur Wog peuvent toutes
être prolongées jusqu'à V^, et si en plus Ç est de gradient.

On rappelle que les conditions ci-dessus entraînent que toutes ces nappes de gradient
et l'image de Ç sont deux à deux disjointes; en plus les nappes ascendantes de gradient
des points critiques de y sur Wçç peuvent alors être prolongées jusqu'à Vo, et sont toutes
disjointes deux à deux, ainsi que de l'image de Ç et de toutes les nappes de gradient
descendantes.

On rappelle d'autre part le résultat suivant (utilisé en théorie de Smale) : si fous les
points critiques de f sur Wog ont même indice f, et si i ̂  i ' y alors Vespace Q et par conséquent V espace °K
sont non vides \ et pour tout ^e3Ç, il existe sur WQ^ une métrique riemannienne SOI adaptée àf et à Ç.

Notations. — On note A la réunion des nappes de gradient ascendantes de tous les
points critiques de f sur Wg,, ; on note Y l'intersection de A avec Vç. On note e9^ le
sous-espace de y^ (espace des plongements S^1—'-^) formé des plongements dont
l'image ne rencontre pas A.

On choisit une variété de niveau Vo. située un peu au-dessous de Vo; ?Sl définit
un difféomorphisme : VoX(I, o, i) ->- (Woo'î Vç, Vo.). On note 9f le sous-espace de °K
formé des plongements qui sont de gradient en dessous de Vo».

227
8



58 J E A N C E R F

Définition de o^. — C'est l'application naturelle (cf. I, 4.2) :
^•-n(^ ̂ ; So) -> IWVo, Vo-Y).

Définition de ^. — L'espace .%"* a même type d'homotopie que l'espace 9E^ :
espace des plongements linéairement adaptés S^1 X (I, o, i ) -^ (Woo', Vç, Vo') dont l'image
ne rencontre pas AnVo.. La projection de Woo' sur Vç définit une application de SE^y
sur l'espace t2(^o5 ^S? So) : espace des chemins dans ^5 d'origine Ço, d'extrémité
dans e^; cette application est une équivalence d'homotopie; on a donc une bijection/•</
(canoniquement définie par 9ÎI) : 7r^i(^o, e9^; Ço) -^ 7Tj(^ilt; Ç). L'application ^ est
l'application : 7^+1(^0» ^S? ^o) -^ ̂ (•^î S) obtenue en composant la bijection ci-dessus
avec l'application ^[3£*\ Ç) -> ̂ {3E\ Ç) définie par l'inclusion.

Définition de Yj. — Considérons les deux applications naturelles :

H^(Vo, Vo-Y) 1 H^,(Wo,, Wo^A) ̂  H^,(Wo,, V,).

L'application ^ • ' est bijective pour tout j^o, car Woç—A peut se rétracter sur Vg
le long des lignes de gradient de SOI; on pose :

ïr^ï-ï,-
Lemme 1. — Le diagramme :

7^4 l ( ^ 0 3 ^ O 5 ^o)

ey

H.+,(VO, VO-Y)

^•(^•; S) -^ H,^,(Wo,,V,)

est commutatif pour tout j^o.
Démonstration. — Soit y l'espace des plongements horizontaux de S*~1

dans Wg—A. On complète le diagramme ci-dessus en le diagramme :

H.+,(Vo,Vo-Y)^.i+i^o» ^S; ^o)

^(^*; ̂ •^^4l(^^;^) H,+,(Wo,,Wo,-A)

^•(^; y ^•+l(^^;^)

où toutes les commutativités se vérifient sans difficulté.
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4.4. Etude de l'application ûCy dans quelques cas particuliers»

1er cas particulier. — Tous les points critiques de f sur Wo. sont d'indice strictement
plus grand que i'y alors chaque composante connexe de Y est de dimension strictement
plus petite que n—i—i; donc, d'après le théorème de séparation de Whitney,
^(^o? ^^o)^0^ l'application ao est nulle dans ce cas.

2e cas particulier.

Lemme 2. — On suppose que les points critiques de f sur W^ sont tous d''indice i et que Vo
est connexe. Alors l'application a^ est surjective si l'une des trois conditions suivantes est remplie :

(J-l) 2^^72—2;

(^) i==i et Vo—X est connexe9,

(jg) i==n—i et VQ—Y est connexe.

L'application a^ est bijective si ^o(Vo)==^i(Vo)=o et si l'une des trois conditions (éj,
(^1)5 (^2) ^ ̂  proposition 4 est remplie.

Démonstration. — Cf. la proposition 2 de I, 4.2.

3e cas particulier,

Lemme 3. — On suppose que y=i, quefa un seul point critique sur W^, et que l'indice
de ce point critique est i+i. Si, en plus, ï^i^n—2, alors l'application o^ est surjective.

Démonstration. — Le fibre normal à X dans Vg ayant une section, il existe un
plongement ^ : S'^xI-^Vo dont la restriction à S'^x-j^o} s'identifie à î^. On note Z
l'image de ^ et SE^ l'espace des plongements S'^xI-^Vo qui coïncident avec 7^0
sur S""1 X ^1; soit 3£^ la partie de S^ formée des plongements dont l'image ne rencontre
pas Y. On a un morphisme naturel :

7^0,̂ 0°; )̂) -> ̂ (̂ 0^0° ; So)

qui, composé avec oco, donne un morphisme :

^ : ^(^o, ô°; ^o) -> H^(Vo, Vo-Y).

D'après la condition (^) de la proposition 2 de I, 4.2, ^o est surjectif pour 2^+K^—2,
i.e. i^i^n—3; et d'après la condition (^3) de la même proposition, o^ est surjectif
pour i==n—2 (car Vo—Z est connexe). Ceci achève la preuve du lemme, car la
surjectivité de S?o entraîne celle de ao.

4.5. Etude de Inapplication py.

Lemme 4. — i° L'application (̂  est bijective quel que soit j>o lorsque q==î et que fa un
seul point critique sur Wgç.

2° L'application ̂  est surjective si {i' désignant le plus petit des indices des points critiques
de f sur W^ç) on a i^i^i'^n—2.
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Corollaire. — Soit fe^ une fonction de Morse', soient ^, ^, c^ trois points critiques consé-
cutifs def, de même indice i, tels que /(q) >/(^) >/(^). 5o^ ¥3 une variété de niveau de f située
immédiatement en dessous de c^. Soit D^ (resp. Dg) une nappe descendante de q (resp. ^) limitée
à ¥3. &' i^i^n—2, alors D^ /^ ^r<? déformée {dans l'espace des nappes descendantes de ^
limitées à ¥3) en une nappe D{ disjointe de Dg.

Démonstration du corollaire. — On choisit une variété de niveau V^ de/située entre q
et ^, et une métrique riemannienne 9JÎ pour laquelle Dg soit de gradient. D'après le 2°
du lemme 4, D^ peut être déformée en une nappe D[ qui soit de gradient pour 9JI
en dessous de V^ ; D[ ne rencontre pas Dg.

Démonstration du lemme 4. — i° Soit q l'unique point critique de/sur Woi. Pour
tout compact JT de .̂ p i! existe une variété de niveau Vo,. située au-dessus de q, telle
que pour tout point x situé sur l'intersection avec W^i de l'image d'un élément quel-
conque de JT, la ligne de gradient descendante de x ne rencontre pas ^. II existe donc
une sous-variété à bord V^,, de Vo,,, de codimension zéro, telle que le cylindre Wo,^
engendré par les lignes de gradient descendantes issues de Vg,, et limitées à V^, contienne
à son intérieur les intersections avec W^i des images de tous les éléments de jf. Il existe
donc une déformation de jT sur le sous-espace ̂  de 3: formé des plongements qui
sont de gradient en dessous de VQ. ; 3^* peut être déformé dans ^ au moyen d'une
isotopie adaptée à / définie par les lignes de gradient de 9JÎ, amenant Vo./ sur Vor et
induisant l'identité sur un voisinage arbitrairement petit de Wo^,. $ par composition,
on obtient une déformation de Jf dans 9T\ ceci prouve le i°.

2° La démonstration se fait par récurrence sur q; le cas q=i a été traité au i°.
Soit q>i ; soit Vç_i une variété de niveau non critique telle qu'il y ait exactement une
valeur critique de/entre Vç_i et Vg ; soit V(ç_iy une variété de niveau située immédiate-
ment en dessous de Vç_i. Soit Ç'e^; d'après la surjectivité de ^ dans le cas q==i,
et l'hypothèse de récurrence, on peut supposer que Ç' est de gradient sur WQ, _^ et
sur W(g_i)^. D'après le lemme i de I, 4. i, on peut supposer que la projection (le long
des lignes de gradient) de Çç-i^-i)' sur V^_i a son image contenue dans un voisinage
arbitrairement petit de la réunion de Çç_i et d'un nombre fini de sous-variétés de dimen-
sion i de V^_i ; d'après la condition de l'énoncé, le théorème de séparation de Whitney
permet de séparer toutes ces sous-variétés de toutes les nappes de gradient descendantes
des points critiques de/sur Wo^_i; Ç' peut alors être déformé en un élément de 9£\
ce qui achève la preuve du 2°.

4.6. Etude de yy

Lemme 5. — Le morphisme ̂  est sur jectif quel que soit j ^o ; il est bijectif si i+j +TZ—I.

Démonstration. — L'application yj' étant bijective pour tout j^o, l'étude de y.
est ramenée à celle du morphisme yj ''

H^,(Vo, Vo-Y) -> H^,(Wo,, Wo,-A).
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Soient q, ^, . . ., ^ les points critiques de / sur Wog et soient ^,4, . . ., ^ leurs indices
respectifs; soient Y,^, ..., Y,^ les nappes de gradient ascendantes de ces points, limitées
à Vo $ soit (pour tout h = i, 2, . . . , / ;) T,̂  un voisinage tubulaire de Y^ $ on suppose que
ces tubes sont deux à deux disjoints, et on note T leur réunion. On rappelle que Y^
est difîeomorphe à D"-171, de sorte que T^ est difféomorphe à D^^xD^. On a donc
le diagramme commutatif suivant :

H^-(VO, Vo-Y) -> H^.(TnVo, â(TnVo)) -^ ... -> ^© H^S-^xDS S^^xS^-1)

HZ+,(WO,, Wo,-A) -> H^.(T, âT-(TnVo)) -^ . . . ̂  ^© H^D^xDS D-^xS^-1)

Toutes les flèches horizontales de ce diagramme sont des bijections (celles de gauche
par excision); d'où le lemme.

4.7. Démonstration des propositions 3', 4' et 5'.

Démonstration de la proposition 3\ — On a vu en II, 4.4 (Ier cas particulier) que
lorsque tous les points critiques de/sur Woç sont d'indice supérieur à i, ^(^o, ff^\ Q
a un seul élément. D'après le 2° du lemme 4, l'application Pô est surjective sous les
mêmes hypothèses; donc SC est connexe, donc 2 est connexe.

Démonstration de la proposition 4\ — Sous les hypothèses de cette proposition, oco est
bijectif d'après le lemme 2, YO est bijectif d'après le lemme 5, et Pô est bijectif d'après
le 2° du lemme 4. Gomme, d'après le lemme i, on a : ^E^ïo00^ ceci entraîne la
bijectivité de Ço; d'où la proposition.

Démonstration de la proposition 5'. — Dans le cas (2), il s'agit d'un simple cas
particulier de la proposition 3' (le fait que q et ^ se tuent est superflu dans ce
cas).

Cas (i). — Soit Do une nappe descendante de CQ, limitée à Vg, et soit D une nappe
descendante saturée de q (cf. ci-dessous, III, 2.1) limitée à Vg ; DQ et D sont de dimension
respective i et j+i ; la condition (i) permet donc de séparer D^ de D par une petite
isotopie. Soit V^ une variété de niveau séparant q et ^; soit D la partie de D située
au-dessus de V^; si le niveau de V^ est assez proche de celui de ^, il existe une nappe
ascendante A de ^, en bonne position par rapport à D, telle que A n D() =0. On choisit
alors une métrique riemannienne 9K, adaptée à D, A et Dç ; on construit à l'aide de 9ÎI
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un saturé A de A qui est disjoint de D(). Il existe alors d'après III, 2.1, propriété 3, un
voisinage double saturé U de {q, ^}, disjoint de Do. On sait qu'on peut modifier/sur Û
de façon que la fonction/' obtenue n'y ait aucun point critique; U est un cylindre de
gradient pour/'; il suffit donc de montrer que l'espace des nappes descendantes de ^

pour/', limitées à Vg, et évitant une ligne de gradient, est connexe. Il suffit pour cela
que i^n—2, ce qui découle de (i).

Cas (3). — On choisit les variétés de niveau Vo, V^, Vg, on note S£^ l'espace
précédemment noté ^, Çog le plongement Ç, et on introduit de même S£^ SE^ Ççi, Ç^.
La fibration localement triviale SK^ -^^oi? de fibre ^3, donne lieu à la suite exacte :

^(^oi '9 Soi) -> ̂ [^12 5 ^12) —>' ̂ ('^'^ î ^02) "̂  ̂ o^oi 5 Soi)*

.Co( / )
Vo

w,01 . ci(/+i)

w '̂02 Vi

w 12 . c^/')

V2

D'après le Ier cas particulier de 4.4, TTo^oi; Çoi)==o. Tout revient donc à montrer
que la flèche de gauche est surjective. D'après la propriété 2 de II, 4.2, il y a commu-
tativité dans le diagramme :

^n'^oi î Soi) ^0 (^12 î ^12)

^1;01 Çû;12

H.+i(Woi,Vi) H.(W,,, V,)

^4^
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La flèche du bas est surjective, car elle est la composée des flèches :

H.4-i(Woi, V,) ̂  H^(Wo2, WiJ -> H,(W ,̂ V,)

(la flèche de gauche est bijective par excision; celle de droite est surjective d'après la
suite exacte du triple (Wçg, W^, Vg), puisque H^Wog, Vg) est nul d'après l'hypothèse
de destructibilité de ^ par Cg). L'application Ço^g est bijective d'après le lemme 2 (la
condition (èç) est remplie). L'application Çi.^ vérifie d'après le lemme i :

Si; 01° Pi; 01 ̂ ïl; 01° a!; 01 î

or a^.o! est surjectif d'après le lemme 3, et Yi;oi est surjectif d'après le lemme 5; donc
î^.oi est surjective. Donc l'application 7ri(^*oi5 Soi) -^^(^î ^12) est surjective, ce qu'il
fallait démontrer.
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CHAPITRE III

ÉTUDE SEMI-LOCALE DE LA STRATIFICATION DE y

II. UNICITÉ DES NAISSANCES ET DES MORTS

y étant l'espace des fonctions de classe G00 : (W, V, V) -> (I, o, i) sans point
critique sur le bord muni de sa stratification naturelle (cf. I, 3), on se donne pour but
dans ce chapitre de classifier à homotopie près les chemins d'origine fixe /e^°, traversant
une fois la partie y\ de ̂ 1 qui est relative (suivant le sens de traversée) à la naissance
ou à la suppression d'un couple de points critiques. Au § i, on classifie ceux de ces
chemins qui sont relatifs aux composantes de 3F\ qui tournent vers / leur côté « naissance » ;
le résultat est le « lemme d'unicité des naissances » (1.3, corollaire 2) dont la démons-
tration est une application facile du lemme des chemins élémentaires. Au § 2, on étudie
le problème de la classification des « chemins de mort » ; en 2. i et 2 .2 on rappelle la
définition des « voisinages doubles » des couples de points critiques en position de
destruction mutuelle, on en profite pour donner une démonstration rapide du « cancella-
tion lemma » de Smale et de sa réciproque (2.3, proposition 3). Le lemme des chemins
élémentaires ramène alors la question à un problème géométrique non trivial qui a
été traité en I, 5, ce qui conduit au « lemme d'unicité des morts » (2.4, proposition 4)
qui est le principal résultat du chapitre.

§ i. UNICITÉ DES NAISSANCES

i . i . La naissance standard dans R".

Soit i un entier tel que o^i^n—i; soit Xel et soit s>o. On pose, pour xeV :

W=-^ . .-^+^+l+. . .+^-l+^-(2X-l)£^.

Il est immédiat que la fonction /\ possède :

zéro point critique pour X<-$

1 point critique (l'origine) pour À==- ;

2 points critiques pour À>^ : les points (o, . . . ,o ,± / v ~ / g ) .
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/ /e\En particulier, les points critiques de ^ sont les points ( o, . . ., o, ± /-). Pour
\ _ _ 'V 3/

tout Xe -, i , les points critiques de /\ sont sur l'intervalle — /£ , + /8- du n1^ axe
/ 1~T\——V~\ L 'V 3 ^ 3J

de coordonnées. Le point ( o, . . . , o , — J - ^ — — — L j est un point critique de Morse

d'indice î+i de ^; le point symétrique est de Morse d'indice i. Le chemin (^) est
« un chemin de naissance d'indice i »; on va maintenant le modifier afin d'obtenir un
chemin à support compact.

Soit es une fonction en cloche (de classe G°°) I^—^I, c'est-à-dire une fonction à
support compact égale à i au voisinage de o, dont on suppose en plus quelle ne dépend
que de la distance (euclidienne) à Forigine. On pose :

^;xW :=-^•••-^+^+l+^-l+^-(2Xc5(^)-I)£^.

Sur supp co, les fonctions f^ et ̂ ; ^ coïncident pour tout Àel. Sur le compact îo^Qo, i [),
/Q n'a aucun point critique; il suffit donc de choisir s assez petit pour que f^.\ n'ait, quel
que soit Àel, aucun point critique sur ce compact. Sur c5~' l(I), /\ et ^.^ coïncident;
si s est assez petit, cet ensemble contient tous les points critiques de tous les /\. En résumé :
si e est asse^ petite i^. ̂  et i^ ont les mêmes points critiques et coïncident au voisinage de ces points
critiques^ ^5.0 et f^ coïncident sur R71.

Soit ^ le difféomorphisme de K1 défini par :

^W=(^l, ...^n-l^oW)-

On a :
w=v

On pose pour tout Xel :
^x0^1-^.

Le chemin (&^) ainsi défini s'appelle le chemin standard de naissance d'indice i dans 1̂ .

Puisque ^.^ est à support compact, il en est de même de é^. Soit BxJ un
cylindre de la forme (jjy^XpiD1; on choisit [L assez grand pour que BxJ contienne
à son intérieur le support de [b^) ', ce cylindre B xj est appelé modèle de naissance â^ indice i.

Propriétés du chemin standard de naissance.

1. Pour tout ^elf, b^x)==x^\
pour tout xef^—Ç'KxJ), ^(A:)=:=^o(A:)=^n P0^ tout xe!-

2. b^ a zéro point critique pour Xe o, - ;

1 point critique (l'origine) pour X==-;

] -» ~1

2 points critiques pour Àe -, i .
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( j / g \3 /2 \
Les points critiques de b^ sont les points o, ..., o, ±^ ( - ( ( ; la forme quadra-

j \ j / /
tique bitangente à b^ en l'un et l'autre de ces points est respectivement :

(1) -^...-^+^+...+^-1±^3S-1^.

3. On suppose î*4=o et i^n—i; on pose :

a[X)==[—X^ X^, . . ., X^ —A^i, ^+25 • • - 5 -^n)*

Alors on a :

(2) b^o(j==b^ pour tout Àel.

[En effet, on a d'une part : ^~'ioG=(5o^~ly d'autre part l'hypothèse faite sur © entraîne
5)o(T=C5, et par conséquent : ^3; ^°CT==^c5; x-]

1.2. Chemins élémentaires de naissance»

Soit fe^. Un plongement 9 : BxJ-^W est dit adapté àf^i\ existe un plongement
croissant 9' de J->I—(ensemble des valeurs critiques def), tel que le diagramme :

BxJ -^ W

J -p- 1
soit commutatif.

Un chemin (jf^) d'origine y dans y est appelé chemin élémentaire de naissance d^ indice i
s'il existe un plongement y : BxJ->W, adapté à y, tel que pour tout Xel :

a) J^==y sur le complémentaire de l'image de 9;
b) il y ait commutativité du diagramme :

BxJ -^ W

4 [AY Y

J -^ I

1.3. Unicité des naissances.

On considère l'espace <^'°Ue^ (cf. I, 3.1) muni de sa stratification naturelle
et des opérations du groupe DiffWxDiffI, lesquelles vérifient les conditions (ûç) et (a^)
de I, 2.2. Chaque composante connexe de 3^\ a deux côtés distincts; un chemin de
traversée de y\ s'appelle chemin de naissance ou chemin de mort suivant que le nombre de
points critiques augmente ou diminue le long de ce chemin.
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A tout f'e^^ on peut attacher deux entiers :

— Yindice i : c'est l'entier tel que, lorsqu'on traverse S^\ en f, il apparaît (ou
disparaît) un couple de points critiques d'indices i et î+i .

— la hauteur k : c'est la hauteur de la variété de niveau de y qui contient le point
critique de codimension i de f [autrement dit, k est le nombre de points critiques de
Morse qui sont au-dessous de cette variété de niveau],

II est clair que i et k ne dépendent que de la composante connexe par arcs de/'
dans y\.

Désignons par V l'espace des chemins de naissance; V est réunion de composantes
connexes par arcs de l'espace des chemins de traversée. Il résulte du lemme de forme
canonique des points critiques de naissance (cf. [3], II, proposition 5) que par toui
point de y\ passe un chemin élémentaire de naissance. Il résulte donc du lemme des
chemins élémentaires (cf. I, 2.2) la

Proposition 1. — Soit fe^. Toute composante connexe par arcs de V espace des chemins
de naissance d'origine f contient au moins un chemin élémentaire de naissance.

Corollaire 1. — Soit fe^'°. Tout chemin de naissance d'origine fest homotope (avec origine
fixe) à un chemin de support arbitrairement petit.

Démonstration. — D'après la proposition i, on peut se borner au cas d'un chemin
élémentaire P. Soit 9 un plongement adapté définissant (3; y est isotope (dans l'espace
des plongements adaptés) à un plongement dont l'image est arbitrairement petite; on
prend l'image de cette isotopie dans l'espace des chemins élémentaires.

Corollaire 2 (Lemme d'unicité des naissances). — Soit fe^0; soit q le nombre de points
critiques de f\ soit k un entier tel que o^k^q. On suppose que les variétés de niveau de hauteur k
de f sont connexes. Alors l'espace des chemins de naissance d''origine f, de hauteur k et d'indice i,
est connexe quel que soit i tel que o^z'^dim W.

Démonstration. — II suffit, d'après la proposition i, de montrer que l'espace des
chemins élémentaires d'origine /, de hauteur k et d'indice i, est connexe. Soit V^ une
variété de niveau de hauteur k\ la réunion W^ de ces variétés est difféomorphe à un
cylindre de base V^;. L'espace des plongements BxJ->W^ adaptés à^a donc même type
d'homotopie que l'espace 3^ des plongements de B dans V^. On sait (cf. [2], II, propo-
sition 7) que cet espace est connexe si V ;̂ est non orientable. Si V^ est orientée, la
partie ^+ de ^, définie par la condition de respecter l'orientation, est connexe; soit p
la symétrie de B par rapport à son équateur; pour tout plongement adapté <p, 9 et
9 o (px identité) définissent le même chemin élémentaire; donc ffi et ^+ ont même image
dans l'espace de ces chemins : ceci achève la démonstration.
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§ 2. CHEMINS ET CHEMINS ÉLÉMENTAIRES DE MORT
CRITÈRE DE SMALE; UNICITÉ DES MORTS

2.1. Couples de nappes en bonne position; voisinages doubles et voisinages
doubles saturés (cf. [5], III, § 4).

Soit/: W-^R une fonction de Morse; soit (^, ^) un couple de points critiques
consécutifs de/, d'indices respectifs i+i et i, tels que /(q)>/(^). Soit D une nappe
descendante de ^ et soit A une nappe ascendante de ^. On dit que D et A sont en bonne
position si (voir fig. i) :

i° elles sont limitées à une même variété de niveau (notée V^);
2° 8D et ôA se coupent transversalement et en un seul point.

Soit (D, A) un couple de nappes en bonne position; il existe toujours une métrique
riemannienne sur W, admettant D et A pour nappes de gradient. Soit 931 une telle
métrique; soit Vo (resp. Vg) une variété de niveau située immédiatement au-dessus de ^
(resp. immédiatement en dessous de ^). Soit A l'adhérence de la réunion des lignes de
gradient ascendantes de c^ limitées à Vo; A est appelée nappe ascendante saturée de ^
(définie par9K etVo) ; elle est difféomorphe au demi-disque D^-1-1; l'une des faces de âS
est la nappe de gradient ascendante de ^ limitée à Vo (cf. fig. i). On définit de même D,
nappe descendante saturée de ^ définie par 931 et V^ ; on dit que (D, X) est un couple de
nappes saturées en bonne position^ elles se coupent transversalement suivant une ligne
joignant ^ à Cg, dont l'intérieur est une ligne de gradient.

Soient (D, A) et 93Î comme ci-dessus, et soit I\ (resp. Tg) un voisinage tubulaire
de 8D (resp. BA) dans V^ ; on suppose que T^ et Tg sont « en bonne position », c'est-à-dire
(cf. fig. 2) que T^nTg est saturé pour la fibration de T^ et pour celle de T^, et qu'il
existe un difféomorphisme : D'xD"-'-1 -> T^nTa définissant une carte de chacune de
ces fibrations. Soit M^ (resp. Mg) l'adhérence de la réunion des lignes de gradient
ascendantes issues de T^ (resp. descendantes issues de Tg) limitées à Vo (resp. Vg);
soit U la réunion M^u Mg ; U est appelé voisinage double de {q, c^} défini par 931, T\, Tg,
Vo, Va. On appelle voisinage double saturé défini par les mêmes données l'adhérence Û
de la réunion des lignes de gradient rencontrant T^uTg, limitées à Vo et Vg; Û est la
réunion de M^, Mg et de deux cylindres H^ et Hg; par exemple, H^ est la réunion des
lignes de gradient descendantes issues de T^—(T^nT^), limitées à Vg (cf. fig. 3).

Propriétés. — i) Le bord supérieur d'un voisinage double saturé (c'est-à-dire son
intersection avec la surface de niveau Vo) est difféomorphe à la variété à arêtes rentrantes
obtenue en recollant D^-^xD1 à S^-^xD14-1 le long de Sn~i~2xDi et
gn-i-2^y^ ^ l'arrondie de cette variété est difféomorphe à D^^
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2) Soit U un voisinage double de {q, ^} et soit Û un saturé de U. £)a^ toute classe d'homo-
topie de l'espace des bons chemins d'origine/, de support contenu dans l'intérieur de Û, il existe un
élément dont le support soit contenu dans un voisinage arbitrairement petit de U.

Fig. i Fig. 2

^g- 3- — Voisinage double et son saturé (traits fins)

[Démonstration. — Soit 9ÎI une métrique riemannienne adaptée à U et Û; soient M.,
Mg, HI, Hg comme ci-dessus. On note Ji l'image de /|Mi et L^ un voisinage tubulaire
de la surface latérale de M^ dans M^, engendré par des lignes de gradient de 9ÎÎ; ces
lignes de gradient permettent d'identifier HgULi à ((HgULi) nVo)xJr

Soit Y un bon chemin d'origine/, de support contenu dans l'intérieur de Û;
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soit (^) une isotopie de R à support dans l'intérieur de Ji, et soit (^) une isotopie
de M^uH^, à support dans l'intérieur de cette variété, telle que, pour tout Xel, on ait :

(i) g^t)={x,g^t)) pour tout (^)e((H2uLi)nVo)xJr

Posons :
^À0/0^1^^

ceci définit dans l'espace des fonctions excellentes sur M^uH^ un chemin p d'origine
f\ (M^u Hg), de support contenu dans l'intérieur de M^. La restriction de y à M^u Hg
est homotope au composé y' de p et du chemin g[°^°g~[1 dont le support est ^i(supp y).
Il résulte donc de (i) qu'il suffit de choisir Çg{) convenablement pour que le support
de y' rencontre Hg dans un voisinage arbitrairement petit de H^n Mg. Une modification
analogue des restrictions à Mg u H^ achève la démonstration.]

3) Soient W,/, q, ^, M^, Mg, U, U, . . . comme ci-dessus, et soient de même W,
/', c[ et 4 tels que c[ et ^ aient respectivement même indice que q et Cg. On désigne par S^
l'espace des plongements 9 : (U, ^, ^) -> (W, ^, 4) adaptés bfetf\

a) Pour tout <pe^, <p(D, A) est un couple de nappes en bonne position, ç(D, A) est
un couple de nappes saturées en bonne position, <p(U) est un voisinage double adapté
à ç(D, A) et <p(U) est un saturé de <p(U).

b) Pour tout voisinage double U' de {q, 4} et tout saturé U' de U', il existe <pe^
tel que y(Û, U)=(Û', U').

c) Pour que ^ soit non vide, il suffit (et d'après a), il faut) que le couple (q, c^)
possède un couple de nappes en bonne position. Pour tout tel couple (D', A') la partie 8^'
de SP définie par la condition y(D, A)==(D', A') est connexe. En plus, pour tout
couple (D', A') de nappes saturées en bonne position contenant (D', A'), il existe cpe^'
tel que <p(U) soit contenu dans un voisinage arbitrairement petit de D'uA', et <p(U)
dans un voisinage arbitrairement petit de D'uA'.

2.2. Le voisinage double standard et son saturé.

Lemme 1. — Désignons par (^, ̂ ) le couple de points critiques de la fonction b^ extrémité
du chemin standard de naissance (cf. III, 1 . 1 ) . Le couple (^, c^) possède des voisinages doubles
saturés arbitrairement grands.

Démonstration. — Considérons d'abord la fonction /^.i définie (cf. III, 1.1) par :
^ r o - i W ^ — - ^ — • • • — ^ + ^ - n - • •+^-i+^—(2C5(^)—i)s.^; soient c[ et ^ ses points cri-
tiques; c[ a une nappe descendante D' (de gradient pour la métrique euclidienne) située
dans la variété linéaire d'équation {x^ i== . . . ==^_i==o} ; de même 4 a une nappe de gra-
dient ascendante A' située dans la variété {^== . . . =^=o}. Ces deux nappes, limitées
à la variété de niveau zéro de ^.i, sont en bonne position. On rappelle qu'il existe un
difféomorphisme ^ de R" tel que b^^^o^-1; on note ^(D')=D, ^(A')=A. Soit Wî
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une métrique riemannienne sur K1 qui coïncide avec l'image par ^ de la métrique
euclidienne au voisinage de Du A, et avec la métrique euclidienne sur le complé-
mentaire d'un compact. Soit U un voisinage saturé de {^, c^ défini par SOI et limité
aux surfaces de niveau VQ et Va, d'équations respectives ^==-|-Ç et ^===—Ç, où Ç est
très grand. Soit T un voisinage tubulaire de ^(UnVo) dans Vo; il existe un difféo-
morphisme ^ de V^, à support dans un voisinage arbitrairement petit de T, tel que
x(UnVo)=(UnVo)uT. La réunion des lignes de gradient descendantes issues de
(UnVo)uT et limitées à Vg est donc un voisinage double saturé U' de (q, ^). D'après
la propriété i de III, 2. i, T peut être choisi de façon que (UnVo)uT soit arbitraire-
ment grand dans V^; U' est alors arbitrairement grand dans la partie { l ^ n l ^ S } de R^

Choix d^un modèle. — Le lemme i montre en particulier qu'il existe des voisinages
doubles saturés de {^, ^} pour la fonction é^, assez grands pour contenir le support du
chemin standard (6J. On en choisit un une fois pour toutes, qu'on appelle le voisinage
double saturé standard, et qu'on note Ug ; on modifie au besoin le choix du modèle de
naissance BxJ (cf. III, 1.1) de façon que U^cBxJ on note U^ le voisinage double
dont Ug est le saturé.

2.3. Chemins élémentaires de mort»

Définition 1. — On appelle chemin élémentaire de mort d^indice i tout chemin dans y
dont l'opposé est un chemin élémentaire de naissance d'indice i.

Il résulte du choix particulier fait en III, 2.2 du voisinage double saturé standard
et du modèle de naissance que la définition qui précède est équivalente à la

Définition F. — Soit fe^0; un chemin Çf^) d'origine/est appelé chemin élémentaire
de mort d'indice i s'il existe un plongement 9 : U^->W, adapté à b^ et à/, tel que, pour
tout Xel, f^ soit égal à/sur le complémentaire de l'image de 9, et qu'il y ait commutativité
du diagramme :

Û, -^ W

&I-À \f\
Y Y

J -^ R

En procédant comme en III, 1.3, on déduit du corollaire du lemme des chemins
élémentaires la

Proposition 2. — Soit fe^'°. Toute composante connexe par arcs de l9 espace des chemins
de mort d9 origine f contient au moins un chemin élémentaire.
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Corollaire. — Soit fe^. Soit (f^) un chemin de mort d9 origine f relatif à un couple (c^ c^)
de points critiques.

a) // existe un couple (D, A) de nappes en bonne position relatives à (q, c^) tel que [f-^
soit homotope avec origine fixe à un chemin dont le support est contenu dans un voisinage arbitrairement
petit de Du A.

b) II existe une nappe descendante prolongée issue de q, notée Do (de bord situé dans la variété
de niveau de c^) telle que Çf^) soit homotope avec origine fixe à un chemin de support contenu dans un

voisinage arbitrairement petit de D^. De même, il existe une nappe ascendante prolongée issue de c^
ayant cette propriété.

Démonstration. — D'après la proposition 2, on peut supposer que {f^) est élémentaire,
défini par un plongement adapté 9 du modèle double saturé standard. Soit (D, A)
l'image par <p du couple standard de nappes en bonne position. D'après la propriété 2
de III, 2.1, (f^) est homotope à un chemin dont le support est contenu dans un voisinage
arbitrairement petit de cp(Ug) ; et d'après le c ) de la propriété 3 de III, 2. i, on peut supposer
que <p(Ug) est contenu dans un voisinage arbitrairement petit de D u A$ ceci prouve le a).

Pour prouver le b ) , on considère une métrique riemannienne adaptée à (D, A)
et on prend pour Dç l'adhérence de la réunion des lignes de gradient descendantes de ^,
limitées au niveau de c^. Soit V^ une variété de niveau séparant q et ^ ; soit D' (resp. A')
la partie de D (resp. A) limitée à \[ ; (D', A') est un couple de nappes en bonne position,
isotope à (D, A) par une isotopie adaptée à /; (D', A') a donc la propriété du a) ; il
suffit de choisir V^ assez proche du niveau de ^ pour que D' u A' soit dans un voisinage
arbitrairement petit de D().

Proposition 3 (Critère de Smale). — Soit fe^'0; soif [c^ c^ un couple de points critiques
consécutifs def. Pour qu^il existe un chemin de mort issu def, relatif au couple (^3 ^), il faut et il
suffit qu^il existe un couple de nappes en bonne position issues de ces points.

Démonstration. — a) Condition nécessaire. — D'après la proposition 2, s'il existe un
chemin de mort de (q, ^) issu de y, il en existe un qui soit élémentaire; il existe donc un
plongement y du modèle double standard adapté hfen (^, c^) ; l'image du couple standard
par 9 est un couple de nappes en bonne position.

b) Condition suffisante. — S'il existe un couple de nappes en bonne position relatif
à (^1,^2)3 ^ existe, d'après le c ) de la propriété 3 de 2.1, un plongement du modèle
double saturé standard adapté à y en (^, ^); il existe donc un chemin élémentaire de
mort de (^, c^).

2.4. Le lemme d'unicité des morts.

Lemme 2. — Soit fe^. Soit (^, ̂ ) un couple de points critiques consécutifs de f possédant
un couple (D, A) de nappes en bonne position^ on pose 3D==X, âA=Y; on note V^ la variété
de niveau qui contient X et Y. Soit ̂  l9 espace des couples de nappes en bonne position issues de (^, ̂ ) ;
soit S£ V espace des plongements X-^-V^ ; soit S£^ le sous-espace de 2£ formé des plongements dont
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l'image rencontre Y transversalement et en un seul point, soit î, l'injection de X dans V^ ; soient
de même ̂ , ̂ , 73, obtenus en échangeant les rôles de X et Y. Pour tout j^o, on a des isomorphismes :

TT^T; (D, A))^.^, ̂ ; ç)^^,(^, ̂ ; 73).
Démonstration. — Lorsqu'on remplace/ par —/ les rôles de (.T, ̂ ) et de (^, ̂ )

s'échangent, alors qae l'espace ^ correspond à lui-même; il suffit donc d'établir le
premier isomorphisme. Soit ^ l'espace des nappes ascendantes de ^ ; ̂ T est fibre sur ^,
de fibre l'espace, noté Qy, formé des nappes descendantes de q limitées à V^ dont
l'intersection avec Vi coupe Y transversalement et en un seul point; d'après la propo-
sition 4 de l'Appendice, ̂  est acyclique; donc ̂  a même type d'homotopie faible que 2 .
Soit Vi une surface de niveau de/située entre q et V^. Soit Qy la partie de Qy formée
des nappes qui coïncident avec D^ au-dessus de V[ ; il résulte du corollaire 2 de la propo-
sition 2 de l'Appendice, et de la proposition 4 de l'Appendice, que Qy a même type
d'homotopie faible que Qy. Soit SU une métrique riemannienne sur W pour laquelle D
et A soient de gradient; 9ÎI définit un difféomorphisme de V^xl sur la partie W^ de W
comprise entre V[ et V^, ainsi qu'un prolongement noté A' de A jusqu'à V^; on note :
DnVi^X7 , âA^Y'. L'espace Qy a même type d'homotopie que l'espace oSf des
plongements 9 : X'x(I, i) -> (W^, Vi) qui vérifient 9^, o)==x pour tout ^eX', et qui
sont « linéairement adaptés à/», ce qui signifie qu'il y a commutativité du diagramme :

X'xl -^ Wipr2! !'Y Y

1 -"-> R

dans lequel 9' est l'application linéaire affine décroissante de 1 sur/(\\\). La projection
de Wi sur V^ définit un homéomorphisme de 3? sur l'espace des chemins dans 9C
d'origine Ç, d'extrémité dans ̂  ; l'isomorphisme annoncé en résulte.

Lemme 3 [Notations du lemme 2]. — Soit i l'indice du point critique Cg; soit Vg une
variété de niveau de f située immédiatement en dessous de ^. Si i==o ou i==n—i, ou si n^6
ï^i^n—2 et 7Ti(V2)=o, alors TT^^, ̂ ; Ç)==o.

Démonstration. — Lorsque i<n—^ c'est le résultat de la proposition 3 de I, 5;
les autres cas s'en déduisent par changement de/en —/, compte tenu de l'isomorphisme
du lemme 2.

Proposition 4 (Lemme d'unicité des morts). — Soit fe^ une fonction excellente. Soit (q, ̂ )
un couple de points critiques consécutifs de f en position de destruction mutuelle, tels que /(^i)>/(^).
Si dimW^6, et si les surfaces de niveau de f situées immédiatement au-dessus de c^ [pu encore,
ce qui revient au même, celles situées immédiatement au-dessous de c^] sont simplement connexes,
alors l'espace des chemins de mort de (^, ̂ ), d'origine f, est connexe.
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Démonstration. — D'après la proposition 2 (cf. III, 2.3)3 il suffit de montrer que
l'espace et des chemins élémentaires de mort de (^, Cg), d'origine jf, est connexe. Or
soit 8^ l'espace des plongements du modèle double saturé standard dans W, adaptés
à f en (q, ^) ; et soit^ l'espace des couples de nappes en bonne position issues de (^, c^).
L'application naturelle ^->^r est une fibration localement triviale, dont la fibre est
connexe (cf. III, 2.1, propriété 3, c}) ; d'après les lemmes 2 et 3, ̂  est connexe; donc 8^
est connexe; d'après la définition i' des chemins élémentaires de mort (cf. III, 2.3), il
existe une surjection ^->^Ï; donc êi est connexe.

Corollaire. — Soit (W, V, V) un h-cobordisme compacta on suppose dimW^6 et
T^(V)==O. Soit fe(P° {espace des fonctions ordonnées excellentes (W, V, V) -> (I, o, i);
cf. V, 1 . 1 ) ; soit (^, c^) un couple de points critiques consécutifs de f, d9 indices respectifs z+i
et i, en position de destruction mutuelle. Si i est différent de i et de n—2, ou si i==i et c^ est
l'unique point critique d9 indice i def, ou si i==n—2 et c^ est l'unique point critique d'indice n—i
de f, alors l'espace des chemins de mort de (^, ̂ ), d'origine f, est connexe.

[La condition de simple connexité de la proposition 4 est en effet remplie dans
chacun de ces cas.]
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CHAPITRE IV

ÉTUDE SEMI-LOCALE DE LA STRATIFICATION DE y

III. TRAVERSÉE DES SINGULARITÉS DE GODIMENSION 2

Dans tout ce chapitre, (W, V, V) désigne une triade compacte et 3^ l'espace des
fonctions G00 : (W, V, V) -> (I, o, i) sans point critique sur le bord, muni de sa
stratification naturelle. Les résultats sont le lemme des singularités indépendantes
(§ i, proposition i), le lemme du triangle (2.2, proposition 2)3 les lemmes d'apparition
et de suppression des becs (3.2, proposition 3 et 3.3, proposition 4) et le lemme de
la queue d'aronde (4.3, proposition 5). Tous concernent la possibilité de déformer
certains chemins de manière à leur faire traverser une composante de ^2.

§ i. LEMME DES SINGULARITÉS INDÉPENDANTES

Définition 1. — Soit fe^. On dit que deux singularités de f sont indépendantes
si elles sont à des niveaux différents.

On s'intéresse au cas où ces deux singularités sont de codimension i $ trois cas
sont alors possibles (cf. I, 3) : deux points critiques de naissance; un point critique de
naissance et une valeur critique double (les deux points critiques correspondants étant
de Morse) ; deux valeurs critiques doubles (les quatre points critiques correspondants
étant de Morse).

Définition 2. — Soit fe^" une fonction excellente. Deux chemins de traversée
de c '̂1, d'origine y, sont dits indépendants si leurs supports sont disjoints, et si les images
par f de ces supports sont disjointes.

Remarque. — Deux chemins de naissance d'origine f peuvent être indépendants
tout en étant relatifs à la même cocellule de e '̂1.

Lemme -7. — Soit f^^0, et soient yi ^ Ï2 deux chemins de traversée de ^1 d'origine f',
on suppose que le paramètre de traversée est dans chaque cas i/'2. Si y^ et ^ sont indépendants,
il existe f'e^2 (ayant deux singularités de codimension i indépendantes), et une
application ^:IxI->^ telle que :

Y(^o)==Yiœ ^ ï(o^)==Ï2W
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pour tout tel, et que, si 1 X 1 est muni de la stratification produit par elle-même de la stratification de

codimension i définie par I1^-^, y soit une carte transverse de y enf.

Démonstration. — II suffit de poser, pour Çt, u)elxl :

y(^)=
Yi(^) sur le support de yiî

\^(u) sur le support de y2 5
f partout ailleurs.

Application. — II résulte du lemme i que, dans tous les cas où l'application du
lemme des chemins élémentaires permet de montrer qu'un bon chemin ayant deux
points de traversée est homotope (dans l'espace des bons chemins) au composé de deux
chemins de traversée dont les supports d'une part, et les images des supports d'autre
part, sont disjoints, on obtient un lemme de traversée de e^2. Ces différents cas sont
rassemblés dans la proposition suivante (ou s'y ramènent en changeant f en —/, ou
en inversant le sens des chemins) :

Proposition 1 (Lemme des singularités indépendantes). — Tout chemin dans 3^ ayant un
graphique du type i (resp. 2, 3, 4, i', 2', 3', 4') ci-contre, peut être déformé avec extrémités
fixes en un chemin ayant un graphique du type i' (resp. 2', 3', 4', i, 2, 3, 4). Dans tous les cas,
le nombre k de valeurs critiques séparant les singularités indépendantes est arbitraire', dans
le cas du type 4, lorsque le nombre k est nul, on peut obtenir indifféremment le graphique 4^ ou le
graphique 4^.

[En plus, dans tous les cas, la déformation peut se faire de façon que tous les
chemins intermédiaires soient bons, à l'exception d'un seul, dont l'unique accident est
le passage par un point de ̂  ayant deux singularités de codimension i indépendantes.]

§ 2. TRAVERSÉE D'UN POINT TRIPLE
LEMME DU TRIANGLE

2.1. La singularité point triple»

Définition. — On dit qu'une fonction de Morse f^^y est un point triple de y si
toutes ses valeurs critiques sont simples, à l'exception d'une seule, a, qui est triple,
c'est-à-dire telle qu'il existe exactement trois points critiques deydans/-l(a).

L'ensemble des points triples de 3^ est une partie ouverte et fermée de ^2, strate
de codimension 2 de la stratification naturelle de 3^. En un point triple y, cette strati-
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^

4(À==o) 4&
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fication admet pour modèle transverse l'étoile ouverte du centre 0. dans la première
subdivision barycentrique du 2-simplexe standard (cf. fig. i).

Fig. i

2.2. Le lemme du triangle.

Définition. — Soit fe^ une fonction excellente. Soient ^, Cg, ^3 trois points critiques
consécutifs de f tels que f[c^'>f{c^)>f{c^). On dit qu'un bon chemin d'origine y a pour
graphique un triangle de première (resp. deuxième) espèce relatif à q, ^, ^3, s'il a exactement
trois points exceptionnels qui sont, dans cet ordre, des croisements (^, c^), (^3, c^) et (^, ^)
(resp. (^1^2)5 (^i) ^ (^^))-

Dans le premier cas, le « triangle » a sa pointe vers le haut (fig. 2), dans le second,
il l'a vers le bas (fig. 2').

Fig. 2 Fig. 2'

Proposition 2 (Lemme du triangle). — Soit fe^ une fonction excellente^ soient ^, ̂ , ^3
trois points critiques consécutifs def, d^indices respectifs î\, î , i^y tels que f(c^)>f{c^)'>f{c^).

1° Soit y un chemin d'origine f, dont le graphique soit un triangle de première espèce relatif
à c^ c^ ^3; si Vune au moins des conditions suivantes est remplie :

(1) i^+i^n—i,

(2) inf(^,î3)<4—i,

(3) ^=4=î3^—2,
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alors y p^ut être déformé avec origine et extrémité fixe, en un chemin dont le graphique est un
triangle de deuxième espèce relatif aux mêmes points critiques. [En plus, la déformation peut se
faire de façon que tous les chemins intermédiaires aient des graphiques en triangle, à l'exception
d'un seul, dont l'unique accident est le passage par un point tripler

2° Si y û pour graphique un triangle de seconde espèce, on a des conclusions analogues sous
l'une quelconque des hypothèses :

(i') i^+i^n+i;

(2') sup (^3)^2+1;

(3') ^==^==^2.

Démonstration. — On se borne au i°, le 2° s'en déduisant par passage de f
à-/.

Soit fel une valeur du paramètre t de y intermédiaire entre le premier et le
second croisement; on pose Y(^)==/'. On note YI 1e chemin opposé de celui défini
par la restriction de y à [o, t ' ' \ , et y2 celui défini par la restriction de y à \t', i]. La
démonstration se fait en deux temps :

a) Sous les hypothèses de renoncé, yi (resp. ̂ ) est homotope dans l'espace des bons chemins
d'origine f à un chemin élémentaire ^ (resp. (îg), les supports de (3i et pg pouvant en plus être
supposés disjoints.

Soient en effet c[, c^, c^ les points critiques dey qui correspondent respectivement
à c!) ^25 ̂  on a : f (^i) ̂ f (4) ̂ f (4) • On note Vg une surface de niveau de f située
immédiatement en dessous de c^. D'après la proposition 2 de II, 3.15 y^ est homotope
à un chemin (B^, élémentaire descendant relativement à ^3, dont le support est contenu
dans un voisinage arbitrairement petit d'une nappe descendante Dg de c^, limitée à Vg.
De même, y2 est homotope à un chemin pg, chemin élémentaire descendant de 2-croisement
relatif à c[, dont le support est contenu dans un voisinage arbitrairement petit d'une
nappe descendante D[ de c[, limitée à Vg. Si la condition (i) est satisfaite, le théorème
de séparation de Whitney permet de supposer que D^ et Dg, et par conséquent les
supports de j3i et (îg sont disjoints. Si c'est la condition (3) qui est satisfaite, c'est le
corollaire du lemme 4 de II, 4.5 qui permet de séparer D[ de Dg, et par conséquent
les supports.

Cas de la condition^). — Toujours d'après la proposition 2 de II, 3. i, on peut aussi
déformer yi en un chemin élémentaire ascendant relatif à c^, dont le support est contenu
dans un voisinage arbitrairement petit d'une nappe ascendante Ag de 4 ; la dimension
de Ag est n—4; le théorème de Whitney donne donc, pour la séparation de Ag et D^,
la condition {n—i^+i^n—i, c'est-à-dire i^i^—ï; cette condition étant suffi-
sante, la condition « symétrique » i^h—i l'est aussi, ce qui achève l'examen du
cas (2).
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b) Fin de la démonstration. — Le chemin y est homotope dans l'espace des
bons chemins à Pf1*^- Posons, pour (t,u)eïxl :

Pi(<) sur le support de pi;
(3(^)==< ^(u) sur le support de (îg;

y ailleurs.

Soit ^(t) (resp. (i^)) la valeur de (3 )̂ (resp. ^(w)) au point critique qui correspond
à c^ (resp. ^); les fonctions ^ et (J^ sont linéaires affines; soient ^ et UQ les valeurs des
paramètres respectivement définies : par ^{Q=f\Q, et (J^o)^'^)- La restriction
de (3 à l'intérieur de 1x1, stratifié par l'intersection avec les droites :

^o; ^=^0; ^iW=^{u)

est une carte transverse du point triple (3(^, v-o). Posons :

(3(^l)=[îlW; P(I^)=P2M;

PF1* ?2 est homotope à pa* Pi"^ et l'homotopie peut être choisie de façon à rencontrer
une seule fois le point triple; ceci termine la démonstration.

§ 3. LES LEMMES DU BEC

3.1. La singularité bec; étude locale dans l'espace fonctionnel.

Définition. — On dit qu'une fonction fe^ est un point bec de S^ si tous les points
critiques de/sont du type de Morse, à l'exception d'un seul, CQ, qui est un point de
naissance (cf. I, 3. i) ; et si toutes les valeurs critiques sont simples, à l'exception de/(^),
qui est double [c'est-à-dire qu'il existe exactement un point critique de Morse q tel
que f(c^==f{co); en d'autres termes, / présente une naissance à un niveau critique].

Lemme 1. — U ensemble des points becs de ^ forme une partie ouverte et fermée de la
strate e^2 de la stratification naturelle de £F. En un point bec f, cette stratification admet pour
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modèle transverse le cône ouvert, de sommet le centre o de D2, de la stratification de S1 définie par
quatre points ^1,^3,^3, a^ [ces points constituant la i-strate de S1, et le complémentaire
la o-strate],

Remarque. — Si l'on tient compte de la structure différentiable de 3^', on doit en
plus supposer que a^ et a^ sont diamétralement opposés/et a^ et ^3 d'un même côté de
ce diamètre.

Démonstration. — Soient f un point bec, CQ et q, comme ci-dessus, ses points
critiques de même niveau. L'étude locale des points critiques de naissance (cf. [3],
pp. 32-34) montre qu'il existe une fonction ©o, dont le support est un voisinage
arbitrairement petit de CQ, une sous-variété i^ de codimension i de ê^ passant par y,
et un intervalle Jo de centre o tels que l'application (y, X) h-^/'+Xcôo définisse un homéo-
morphisme de ^xjo sur un voisinage de/dans^, de façon que (/', X) ait, au voisinage
de CQ, zéro point critique si X<o, un point critique de naissance si X==o, et deux points
critiques de Morse si X>o; les valeurs critiques correspondantes définissent pour /'e^
et X^o, deux fonctions continues a(/', X) et (3(/', X) telles que :

a(/',X)>(3(/',X) pour X>0

ocC/'^^CAo).

Soit ©^ une fonction en cloche à support disjoint de celui de c5o ? égale à i au voisinage
de c^. Pour tout f'ei^, suffisamment voisin de y, il existe un nombre (JE. et un seul, proche
de zéro, tel que y+t155! solt un point bec. Il existe donc un voisinage % de y dans
l'ensemble des points becs, et un intervalle J^ de centre o, tels que l'application :
C/'5 lJl)f~>//+ ̂ i définisse un homéomorphisme de ^Xji sur un voisinage dey dans '̂.
L'application 0 :

{f^^^^f+^Q+^l

définit donc un homéomorphisme de ^XJoXji sur un voisinage H^ de f dans .̂
Si ^ est assez petit, le point critique c[ de/7 qui correspond à ^ est tel que 55i(^i)==i;
le point c[ est donc critique aussi pour la fonction O^', X, (A), et la valeur correspondante
est /'(^O+^î o1'? puisque/' est un point bec, on a //(^l)==a(//, o). Les éléments de i^
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ayant une valeur critique double sont donc caractérisés (dans les coordonnées (f\ X, (JE.))
par l'une ou l'autre des équations :

^aC/^-aCAo)

^=(3(/',X)-P(/',o).

Il suffit donc de composer 0 avec un homéomorphisme convenable de ^XJoXji
(conservant f et X), pour obtenir une carte locale de la stratification au voisinage de ^
dont la restriction à {f}xJoXj^ soit une carte transverse du modèle désiré.

3.2. Le lemme d'apparition d'un bec.

Définition. — On dit qu'un bon chemin y dans y a un graphique en bec si y (ou y~1)
a pour accidents une naissance suivie du double croisement, avec les deux valeurs
critiques nouvellement apparues, de la valeur critique située immédiatement au-dessus
(ou au-dessous).

Il y a donc les quatre types suivants de chemins à graphique en bec :

">»
type 1 type II type Y

(naissance-descente) (naissance-montée) (montée-mort)
type II'

(descente- mort )

On passe du type 1 au type I' et du type II au type II' par changement de sens; on
passe du type 1 au type II par « dualité » (c'est-à-dire remplacement de f par —f).

Lemme 2. — Soit f^^ une fonction excellente à ceci près quelle a un point de naissance CQ
(autrement dit, fe^^). Si le point critique c^ de f situé immédiatement au-dessous (resp. au-dessus)
de CQ est d) indice différent de o (resp. différent de n), alors la composante connexe par arcs de f
dans y\ contient dans son adhérence des points becs relatifs à Inégalité des valeurs critiques
correspondant à CQ et q.

Démonstration. — Supposons par exemple ^ situé immédiatement au-dessous de CQ
et d'indice 4=0$ soit VQ une surface de niveau séparant CQ de q. Il existe un voisinage
cylindrique CQ de CQ, dont le bord inférieur est un disque de Vç. Puisque l'indice de ^
n'est pas zéro, il existe une nappe ascendante A^ de q limitée à VQ, qui ne rencontre
pas C^nVo ; Ai peut donc être prolongée jusqu'au-dessus du niveau de CQ ; il existe donc
un chemin élémentaire ascendant relatif à ^, réalisant l'égalité des valeurs correspondant
à CQ et c^.
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Proposition 3 (Lemme d'apparition d'un bec). — Soit y un chemin de naissance-, soit /' le
point où y traverse y\ ; si le point critique de /' situé immédiatement au-dessous du niveau de
naissance est d'indice =|=o, ^ peut être déformé, avec origine et extrémité fixes, en un chemin à graphique
en bec du type naissance-descente (cf. fig. i). Si le point critique situé immédiatement en dessus du
niveau de naissance est d'indice 4= n, y peut de même être déformé en un chemin à graphique en bec

\\-
Fig. i Fig. 2

du type naissance-montée (cf. fig. 2). [En plus, la déformation peut se faire de façon que
les chemins intermédiaires soient bons à l'exception d'un seul, dont l'unique accident
est le passage par un point bec.]

Démonstration. — Soient/ et/ l'origine et l'extrémité de y; soit /o un point de
l'image de y situé un peu avant le point de traversée/'; soit de même//, situé un peu

après/'. Soient y^, yg, ys ^s arcs/o/o./o/i,/'/ de y. D'après le lemme 2, il existe un

chemin (3 joignant/' à un point bec/", et dont l'image (à l'exception de son extrémité) est
dans y\ ; donc d'après le lemme i, yg est homotope avec extrémités fixes à un chemin y^,
à graphique en bec, tournant autour de/"; y est homotope à yi*y2*y3, qui a les
propriétés voulues.

3.3. Lemme de suppression d'un bec.

On se borne à étudier les chemins avec bec de naissance (cas 1 et II de IV, 2.2);
les cas I' et II' se déduisant respectivement des cas 1 et II par changement de sens
du chemin, les conditions de suppression du bec seront respectivement les mêmes.
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Proposition 4. — Soit y un chemin en bec du type naissance; soitf le point où y traverse ^r^,
et soit VQ la variété de niveau du point critique de naissance de f \ soit j V indice de la naissance
(ce qui signifie qu'il apparaît un couple de points critiques d'indices j et j+i ) ; soit i
V indice du point critique qui effectue le double croisement.

i° On suppose que y est du type I (naissance-descente). Si P une des conditions suivantes
est remplie :

(i) i+j^n—2,

W i<J\

(3) • z=^ 3^ i^n-3, ^i(Vo)==o,

(4) ^ ==/+i, 3<^^—3. ^(Vo)^0.

alors y peut être déformé avec extrémités fixes en un chemin de naissance. [En plus, la déformation
peut se faire de façon que les chemins intermédiaires soient bons à l'exception d'un seul,
dont l'unique accident est le passage par un point bec.]

2° On suppose que y est du type II (naissance-montée). Alors les mêmes conclusions subsistent
pourvu que soit vérifiée la condition (3) ou la condition (4) du i°, ou encore l'une des deux conditions
suivantes :

(!')

(2')

i+J^n+i;

i>j+i.

Démonstration. — Le 2° se déduit du i° par passage de la fonction y à la fonction —/;
aux conditions (i), (2), (3), (4) correspondent ainsi respectivement les conditions (i'),
(2'), (4), (3); on se borne donc au i°.

Cas (i), (2) et (3). — Soit/o l'origine de y, soit/ son extrémité, et soit/ un point

situé entre la naissance et le premier croisement; on note y^ l'arc // de y et y^ l'arc //.
Chacune des conditions (i), (2), (3) entraîne en particulier i-^n\ il résulte donc de la

proposition 3 que y^ est homotope à un chemin y' à graphique en bec, du type naissance-
montée ; soit /' un point situé entre la naissance et le premier croisement de y' ; on
décompose y' comme ci-dessus y, en y^ (d'extrémité//) et yg (d'origine//). D'après le
lemme d'unicité du double croisement (cf. II, 4.1, proposition 5), y^"1 et yg sont
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homotopes en tant que chemins de double croisement d'originel; donc y ^t homotope
(en tant que bon chemin d'originel) à Yi^"1? lequel est homotope à yr

Cas (4). — Soient ^/o,/i,/2, Yi? Ï2 comme ci-dessus; soient ^ (d'indice i) et ^3
(d'indice i—i) les points critiques de^ apparus en y, et soit q (d'indice i) le point
critique situé immédiatement au-dessus de c^\ soient c^ ^3, c[ les points critiques corres-
pondants de^/2 (de sorte que ^(4)^>^(^3)^>^(<;l))• Supposons démontré que 4 et ^3 sont

en position de destruction mutuelle; il existe alors un chemin de mort YS d'originel
relatif à ^ et ^3; on note^o' l'extrémité de ys. Le chemin y^Y^1 est à graphique en forme
de bec, du type naissance-montée; par « dualité » (passage de/à —/) il lui correspond
un chemin du type naissance-descente vérifiant la condition (3) ; il est donc homotope
avec extrémités fixes à un chemin de naissance Yr D'après le lemme d'unicité des
morts, Yi~1 et ïF1 sont homotopes; donc YI est homotope au composé Yo**ïi5 ou Yo
est un chemin joignant Yo ày^ dans l'espace des fonctions excellentes. Donc y est homotope
à Yo*ïi*Ï23 P^ à ïo*Ï3^1» V11 est ^u type v011!11-

Il reste à prouver que ^ et ^3 sont en position de destruction mutuelle. Soient Vg,
¥3, Vi des surfaces de niveau de f^ situées immédiatement en dessous de 4, c^, c[ respec-

• c^ ( / )
'03;

• V 6

. V 2

Wm< W^ -^(/- l )^l' ^3

^31 • ^ C / )

Vî

tivement, et soit Vo située immédiatement au-dessus de 4- On note W^ la partie de W
comprise entre V^ et V^ (si V^ est au-dessus de V^). D'après le « cancellation lemma »
de Smale (cf. [10], théorème (6.4), p. 69), il suffit de montrer que H^(Wo3, V3)==o;
vu les indices de ^ et ^3, il suffit pour cela de montrer que les groupes H,_i(Wo3, ¥3) et
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H,(Wo3, ¥3) sont nuls. Or on a par excision : H,_,(Wo3, V^H.^Wo,, W^);
le triple (W^, Wgi, V[) donne la suite exacte :

H,-t(Wo,, V,) -> H^(Wo,, W^) -> H,_,(W3,, VD ;

le terme de gauche est nul puisque ^ tue ^3 ; le terme de droite est nul vu l'indice de c[ ;
on a donc H^_i(Wo3, V3)==o. La suite exacte du triple (W^, W^, ¥3) donne alors :

o^H,(Wo3,V3)-^Z-^Z-^o.

Donc H^(Wo3, V3)===o, ce qui achève la démonstration.

§ 4. LE LEMME DE LA QUEUE D'ARONDE

4.1. La queue d^aronde standard et l'existence de lacets en queue d'aronde.

Soit W une variété de dimension n. Un point critique du type queue d'aronde d'une
fonction jf:W->R est un point critique c au voisinage duquel f s'écrit, dans des coor-
données locales convenables, sous la forme :

—X-^— . . . —X^ +^1+1 4" - • • +-^n-l—^n 5

i s'appelle l'indice du point critique c.
D'autre part, un chemin y dans l'espace des fonctions W->R, tel que y(0 soit

une fonction excellente, sauf pour trois valeurs ^, ^, ^3 du paramètre (o<^<^<^<i),
est appelé chemin en queue faronde (d'indice i) si :

1) y(^i) ^t un point de naissance d'indice i;
2) v(^) est un pomt de croisement du point critique ^ d'indice f î + i ) apparu

en ^ avec le point critique q situé immédiatement au-dessus;
3) ï(^) est un P01^ de mort, où c^ se détruit avec le point critique ^ d'indice i

apparu en ^ (ce qui suppose : indice q==z+i ) .

Le graphique d'un chemin en queue d'aronde est du type de la figure i.

Fig. i
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Lemme 1. — Soit i tel que o^i^n—i. Soit /^ la fonction standard d'indice î+i
dans Rn et soit M^^ le modèle de Morse correspondant. Il existe dans l'espace des fonctions
M,_^->• [—i, +i] coïncidant avec h^^ au voisinage du bord, un lacet en queue d'aronde,
d'origine ^+1, d'indice i.

Démonstration. — Posons :

q{x^ .. ., ̂ _^)=~^-. . .-^4-^4-. . . +^_i.

Soient Ç et Y] deux paramètres réels; posons :

^^J^+^+^n

et : /ç, 73 (^ • • •. ̂ )=?(^ . . ., ̂ -i)-r^(^).

Les points critiques de /ç ^ sont les points (o, . . ., o, ^) tels que ^ soit un zéro de la
dérivée de r^^, c'est-à-dire tels que :

(1) 4^+2Ç^+ïî=o.

Les valeurs de (Ç, T)) pour lesquelles l'équation (i) a une racine double sont données
par :

(2) 8Î3+2^2=0.

Fig. 2

La courbe (2) partage le plan des (Ç, T]) en deux parties (cf. fig. 2) ; dans celle de droite,
(i) a une seule racine réelle; dans celle de gauche (i) a trois racines réelles; pour Ç<o
et T] == o (et seulement dans ce cas) f^ ^ a deux extrema distincts situés au même niveau.
Il résulte de ceci que, pour tout e>o, le lacet d'origine /g o décrit par/ç ^ lorsque À
décrit [o, i] et qu'on pose :

Ç == £ COS 2À7T

Y] = £ Sîn 2À7T,
(3)

est un lacet en queue d'aronde.
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Soit © une fonction en cloche R'-^o, i], égale à i sur le disque D, de centre o
et de rayon i, de support contenu dans le disque Dg de centre o et de rayon 2. On choisit e
assez petit pour que, pour tout (Ç, 73) tel que y+r^W, les racines de l'équation (i)
soient toutes contenues dans l'intérieur de D^. On pose :

^(^ •••^n)==<+^+^W((Ç-^+^)

et : Â^ •••^J-^l, ...,^-i)-7^).

La fonction .4, coïncide sur IT-D, avec/^; elle n'a donc aucun point critique dans
cette région. Sur le compact Dg-D^, dès que e est assez petit et que ^+^==e\
^ est voisin de q{x^ ...,^_i)-^, et par conséquent n'a aucun point critique.
Enfin, sur D,,/^ coïncide avec/ç^. Donc le lacet décrit par/^ lorsque (Ç, T}) décrit
le lacet défini par (3) a même graphique que celui décrit par/^; c'est donc un lacet
en queue d'aronde.

Soit ^ le difféomorphisme de If* défini par :

^1, ...,^)=(^, ...,^_,,^+V^+£).

On a : /e,o=M

avec ^•••^n)-^...,^)--^2.

Donc l'origine, unique point critique de/,^, a des voisinages de Morse arbitrai-
rement grands. On en choisit un, noté M^;o, qui contienne Dg à son intérieur. On
choisit un difféomorphisme 9 de M^, sur M,+^, adapté à h^, et à/^o ; on note comme
d'habitude <p' le plongement : [-I+IJ-.R associé à 9 ; le lacet décrit par (p'-'o^ocp,
lorsque (Ç, T)) décrit le lacet défini par (3), a les propriétés voulues.

Corollaire. — Soif W une variété différentiable, soitf une fonction excellente : W -> R ; soit ^
^o^ cn^é? d'indice i+i def. Il existe un lacet en queue d'aronde, d'origine f, d'indice i, relatif
à ^ [c'est-à-dire dont le niveau de naissance soit situé immédiatement en dessous de ^].

Démonstration. — II suffit de transporter le lacet donné par le lemme i, au moyen
d'un plongement 9 : M^->W, adapté à/en ^.

Remarque 1. — Le lacet donné par le corollaire a la propriété supplémentaire d'être
homotope à zéro par une homotopie au cours de laquelle la strate de codimension 2
de l'espace des fonctions réelles est rencontrée en un seul point [fonction ayant un point
critique du type queue d'aronde].

Remarque 2. — Dans le cas particulier où i==o, et où les nappes descendantes
de ^ rencontrent deux composantes connexes distinctes d'une variété de niveau V
située immédiatement en dessous de ^, il existe pour chacune de ces composantes un
lacet en queue d'aronde dont la naissance a lieu dans cette composante : il suffit de
transporter le lacet du lemme i par un plongement adapté <pi d'une part, et, d'autre part,
par le composé (pg de ̂  avec la symétrie (^, .... ̂ _,, x^) ̂  {x^ . . ., x^, -^) de R^
Les deux lacets obtenus ne sont pas homotopes en tant que bons chemins d'origine /.
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4.2. Etude des chemins en queue d'aronde d'origine donnée.

Lemme 2. — Soit fe^ une/onction excellente', soit c^ un point critique d'indice î+i def.
On note V^ (resp. V^) une surface de niveau de f située immédiatement au-dessus (resp. au-dessous)
de c^. On suppose n^6.

Si o^i^n—4. et 7Ti(Vi)=o,

ou si i==n—s et ^iCVoî^o,

alors l^ espace Q^ des chemins en queue d'aronde d''origine f relatifs à c^ a au plus deux composantes
connexes. En plus :

a) Si i==o et si les nappes descendantes de c^ rencontrent deux composantes connexes
distinctes de V^, alors I9 espace Q^ a exactement deux composantes connexes.

b) Sinon, pour tout ^eQ^, ^ sous-espace Q^ de Q^ (formé des chemins qui ont
avec y un arc de naissance en commun) a exactement deux composantes connexes, et tout
élément de CL est homotope à un élément de Q^.

Démonstration. — Elle se partage en trois parties :

I. Classification des naissances admissibles :

Les seules naissances qui peuvent conduire à un chemin en queue d'aronde sont
celles qui ont lieu dans une composante connexe de V^ qui est effectivement rencontrée
par les nappes descendantes de q. Donc d'après le lemme d'unicité des naissances
(cf. III, 1.3, proposition i) il y a, a priori, dans le cas a) deux chemins de naissance
admissibles (à homotopie près) et dans le cas b), un seul.

II. Classification des croisements admissibles d''origine fixée :

Plaçons-nous maintenant en l'extrémité^ d'un tel chemin de naissance; appelons
encore ^ le point qui correspond à q; soient ^ (d'indice î+ i ) et ^3 (d'indice ï) les
points critiques nouveau-nés. On choisit comme d'habitude des surfaces de niveau
qu'on note Vo, V^, Vg, Vg, et on note W^ la partie de W située entre V, et Vj (cf. fig. 3).

Vo

Vi

Wi2

V2

W23

Va
Fig. 3
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Soit 2 l'espace des nappes descendantes de ^ limitées à V3, et soit De^. Soit Ç
l'application TCo(^) -> H^^Wig, Vg) définie par une orientation de D (cf. II, 4.2;
on identifie ici 7To(^) avec T:^)). Il s'agit de déterminer les éléments D' de Q tels que
le chemin élémentaire correspondant aboutisse à une fonction j^, telle que les points c[
et c^ (qui correspondent à ^ et ^3) soient en position de destruction mutuelle. Il résulte
du « cancellation lemma » de Smale (sous la forme forte qu'on trouvera par exemple
en [io], p. 70, remarque 2) qu'il est nécessaire et suffisant, pour qu'il en soit ainsi,
que Ç(D') soit un générateur de H^i(Wi2, Vg).

Soit Ag une nappe ascendante de ^, limitée à V^ $ par construction de f^, on sait
que la composante connexe de V^ qui rencontre Ag rencontre également D; on peut
supposer que V^n DnA^=0. Il faut maintenant envisager les différents cas possibles :

i° î'4=o. — Alors, dans toutes les hypothèses faites ci-dessus, Ç est bijectif (de sorte
qu'il y a exactement deux éléments de 71:0 [Q) qui conviennent) ; en effet :

— pour ï^i^n—4, l'hypothèse (b^) de la proposition 4 de II, 4.1, est satisfaite;
— pour z==i , c'est l'hypothèse (^) de la même proposition qui est satisfaite,

car A^nV^ borde un disque de V^ (parce que ^ et ^3 se tuent);
— pour i==n—3, c'est l'hypothèse (63) qui est vérifiée, car V^—(DnV) est

difféomorphe à Vo privé d'une i-sphère plongée; cette variété est simplement connexe
puisque par hypothèse 7^(Vo)=o et dimVo^4.

2° i== o. — Reprenons dans ce cas le diagramme commutatifdu lemme i de II, 4.3,
qui s'écrit ici :

^i(^^;Çi) -^ ïWV,,V,-(A,nV,))

7To(^; D) H^(W,,,V,)

Les flèches verticales sont des bijections d'après les lemmes 4 et 5 de II, 4; on est donc
ramené à l'étude de a. Or A^nV^ sépare V^ en deux composantes connexes, dont l'une
est l'intersection avec V^ d'une nappe ascendante saturée de ^3 ; on peut supposer que D
ne rencontre pas cette composante. Il y a deux possibilités :

— ou bien DnV^ se compose d'un seul point x (c'est le cas a ) ) ; alors
n! ( ̂ i ? y^\ Si)w n! (Vi, Vi — (Ag n Vi) ; x) ; cet ensemble a deux éléments, dont des
représentants respectifs sont :

Agnvi Agnvi

Vi
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Le premier a pour image o, le second un générateur de H,^(Vi, Vi—^AgnVi)).
On trouve donc un seul croisement admissible.

— ou bien D n V^ se compose de deux points distincts x etj, l'un affecté du signe + 5
l'autre du signe — $ on a dans ce cas :

^1(^1, ̂ ;y^(\^-A; (^))

où V=(ViXVi)-diagonale, et X=(({A^n^)x^)u (V^A^nVi))) nV.
De sorte que, dès que 72^4, 7ri(e9^, e^; Ci) a quatre éléments, dont des repré-

sentants respectifs sont :

Les deux premiers ont pour image o, les deux derniers ont pour image respective chacun
des deux générateurs de H^i(Vi,Vi—(ViïïA^)). On trouve donc deux croisements
admissibles.

III. Classification des morts :

Dans tous les cas considérés, le lemme d'unicité des morts s'applique au couple (q, 4)
(qui correspond à (^i,^)). Ceci termine la démonstration du lemme 2.

4.3. Le lemme de la queue d'aronde.

Lemme 3. — Soit i un entier tel que ï^i^n—2. Soit (é^) le chemin standard de naissance
d'indice isur le modèle cylindrique C=BxJ de K1 (cf. III, i. i ). On note Vg la sous-variété [b^ == 0}
de G; on note G"1" et C~ les parties fermées en lesquelles Vg découpe G. Il existe une isotopie (^)
de G telle que :

1) le support de (^) soit contenu dans P intérieur de G;
2) bQog^==bQ pour tout teï'y
3) b^g^b-^ pour tout Xel;
4) gi renverse I9 orientation des nappes descendantes de chacun des points critiques de b^;

même propriété pour les nappes ascendantes.
5) L'application g^,: H^^C4', Vg) -> H^^G"1', Vy induite par g^ est la multiplication

par —i. Même résultat pour H^_i(G~', Vg).
Démonstration. — On suppose (en modifiant au besoin le choix de BxJ) qu'il

existe une fonction en cloche a : I^—^I, telle que :
a) a(^) ne dépend que de la distance de x à l'origine;
b) supp aeC;
c ) a est égal à i sur le support de (6^).
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Soit g^ l'application I -̂̂ I^ définie pour tel par les équations :

X^ ==x^ cos{tnoL{x))—A^i sm{t'n:c(.{x))

X^^i==A*i sin(<7roc(A;))+^4.i cos(^7ra(A:))
X^ ==^ pourj+i, i+i.

En premier lieu, ̂  est un difféomorphisme pour tout tel (on le vérifie pour la restriction
de gt à chaque plan obtenu en fixant les coordonnées autres que x^ et ^4.1). Les condi-
tions i) et 2) se vérifient immédiatement (on notera que les conditions i^=o et i^=n
interviennent pour la définition même de (^); la condition i^n—i intervient pour la
vérification de 2)).

Vérification de 3). — Sur a"^!), g^ coïncide avec l'application a définie en III, i. i,
propriété 3; donc d'après la formule (2) de III, i . i, on a : b^og^==b^ dans cette région.
Sur le complémentaire de a"'1^), on a : ^==^0 d'après la propriété c ) ci-dessus; il suffit
donc d'appliquer la propriété 2).

Vérification de 4). — Considérons par exemple le point critique ( o, . . ., — ( ~ ( )
\ 0 \ 0 / /

de b^ ; d'après la propriété 2 de III, i. i, la direction {^+1 = = . . . = x^_ ̂  == 0} est tangente
à une nappe descendante de ce point; or, au voisinage de ce point, g-^ coïncide avec cr.

La propriété 5) est une conséquence immédiate de 4).
Corollaire, — Soit W une variété différentiable^ soit f une fonction excellente : W-^R,

et soient c^ et c^ deux points critiques consécutifs de f, d''indices respectifs i 4-1 et z, en position
de se tuer l'un l'autre. Soit V^ (resp. Va) une variété de niveau située immédiatement au-dessus
(resp. au-dessous) de ^. Soit W^ la partie de W comprise entre V^ et Va. Soit G un voisinage
cylindrique de c^ et c^.

Si i^z^dimW—2, il existe une isotopie (^) de W telle que :

1) le support de (^) soit contenu dans V intérieur de G;

2) / î-/;
3) gi renverse l'orientation des nappes descendantes de c^ et c^ ; même propriété pour les nappes

ascendantes ;
4) g^ : H^i(Wi2, Vg) -> H î(Wi2, Vg) est la multiplication par —i.

Démonstration. — On remplace au besoin G par un voisinage cylindrique G' contenu
dans CnWi2; on transporte l'isotopie (^) du lemme 3 par un plongement adapté :
Bxj-^G'^ et on prolonge par l'identité. On a i), 2) et 3); 4) résulte du fait que le
morphisme naturel : H,(G', G'nVg) -> H^W^, Vg) est un isomorphisme.

Remarque. — II résulte de 4) que le lacet Çfogt) n'est pas homotope à zéro dans la
cocellule de/. Par contre, soit/' l'extrémité d'un chemin d'origine/réalisant la destruc-
tion de ^ et ^3 î 1e ^acet considéré est le bord d'un « cône » engendré par des chemins
de naissance d'origine/'.
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Proposition 5 (Lemme de la queue d'aronde). — Soit fe^ une fonction excellente. Soit c
un point critique d'indice i+i def'y soit VQ (resp. V^) une variété de niveau située immédiatement
au-dessus (resp. au-dessous) de c-^. On suppose n'^6.

Si o^i^n—4. et 7^(Vi)==o,

ou si i==n—^ et 7Ti(Vo)==o,

alors tout chemin en queue d'aronde y, d'origine f, relatif à c^ est homotope (en tant que bon chemin
d'origine f) à un lacet \ autrement dit f et l'extrémité f de y sont dans la même composante connexe
de J'espace des fonctions excellentes.

[En plus, y Pe}lt etre déformé avec extrémités fixes en un chemin dans l'espace
des fonctions excellentes par une homotopie au cours de laquelle la seule fonction de
codimension 2 rencontrée est une fonction ayant un point critique du type queue
d'aronde.]

Démonstration. — Dans le cas a) du lemme 2, la remarque 2 de IV, 4. i montre que
chacune des deux classes d'homotopie de chemins en queue d'aronde d'origine f relatifs
à q a un représentant qui soit un lacet ; ceci prouve la proposition dans ce cas.

Dans le cas b) du lemme 2, il suffit de construire deux lacets en queue d'aronde

relatifs à q ayant un arc de naissance^ en commun, et deux arcs de croisement/i/g et/i/g
non-homotopes (en tant que chemins de croisement d'origine f^.

Cas où i==o. — On utilise un procédé analogue à celui du a). Soient 9^ et 93
comme dans la remarque 2 de IV, 4.1; déformons le lacet standard fourni par le lemme i
en un lacet, noté ^, dont la naissance soit élémentaire, donc définie par un plongement
adapté ^ : BxJ-^M^i (dont l'image se trouve nécessairement dans la partie {x^ 0}
de M^ i) $ et soient 7i et^g les lacets transportés de ̂  par <pi et (pg respectivement. Il existe une

Fig. 4
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isotopie {gt) de W, laissant fixe un voisinage de q, telle que ^o(p^o^=(pgo^o(px identité),
où p est la symétrie de B par rapport à son équateur, de sorte que 5i°(pio^ et ?2°^
définissent le même chemin de naissance. Donc gi^i et ̂  coïncident jusqu'à un certain
pointa, situé entre la naissance et le croisement. Les croisements de ^i0^ et ^ ne sont
pas homotopes en tant que chemins d'originel, car les nappes descendantes de ^ qui
leur correspondent ont des invariants opposés [ce sont les deux branches opposées qui,
suivant le cas, descendent jusqu'à ^3; cf. fig. 4].

Cas où i=t=o. — Soit y un lacet en queue d'aronde d'origine y, donné par le lemme i.
On décompose y en Yo*ïi*Ï2 ^e façon que l'extrémité^ de yo soit après la naissance,

et celle j^ de yi après le croisement (cf. fig. 5). On utilise pour^ toutes les notations q,
c^, (-3, VQ, . . ., ,̂ D, . . . du II de la démonstration du lemme 2; on choisit un voisinage
cylindrique G de ^ et c^ limité à V^ et V3, de façon que G ne rencontre pas D. On note v
l'élément Ï) de 7To(^) et v^ celui qui est associé à yr On sait que Ç(^) est un générateur
de H^i(Wi2, Vg); on le note ^. Soit (^) l'isotopie de support G fournie par le corollaire
du lemme 3 ; on note YI le transformé de yi par g^ ; l'extrémité jÇ de YI est jointe à j^
par l'arc (fz°gt) 3 soit v[ l'élément de ^o{^) associé à yl ? tout revient à montrer qu'on a :
Ç(v^) ==—^. Soit 6 l'application ^[2) -^H^^Wog, Vg) obtenue en choisissant sur chaque
élément de Q l'orientation cohérente avec celle de D; et soit T] le morphisme d'inclusion :
H^(W^,V,)^H^(Wo,,V,). On a :

^-i(e(^)-6(v))=^

Puisque g^ induit l'identité au voisinage de q, g i ' ^ i est un élément de TTo(^), et on a :

î;(v,)=^-l(6(^.v,)-6(v))=7î-l(e(^.v,)-6(^.v))

-êA^\W-QW)-gM^e,.
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CHAPITRE V

ÉTUDE GLOBALE DE L'ESPACE y

I. CONNEXITÉ DE L'ESPACE DES FONCTIONS ORDONNÉES
ET DE L'ESPACE ^

Dans ce chapitre, (W, V, V) désigne une triade compacte et ê^ l'espace des
fonctions G00 : (W, V, V) -> (I, o, i). Les principaux résultats sont le théorème i
(cf. 1.1) et le théorème 2 (cf. 2.1) qui constituent les deux premières étapes de la
démonstration du théorème de pseudo-isotopie (cf. Introduction) ; tous deux concernent
la connexité de certains sous-espaces de y qui s'introduisent naturellement dans la
théorie de Smale; le premier est valable sans aucune hypothèse sur W; le second est
relatif au cas où W est un cylindre.

§ i. CONNEXITÉ DE L'ESPACE DES FONCTIONS ORDONNÉES

i l . Résultat.

Définition 1. — Soit /<=^"; soient ^ et ^ deux points critiques de Morse de /;
on dit que l'ensemble {q, c^} constitue une inversion de y si :

(/(q) —/(cg) ) (indice ^ — indice )̂ < o.

Définition 2. — Soit f une fonction excellente (/e^°) ; on dit que f est ordonnée
si son nombre d'inversions est zéro. Soit plus généralement /e< '̂, on dit que f est
ordonnée si toute fonction excellente suffisamment voisine est ordonnée.

On note (9 la partie de ^ formée des fonctions ordonnées; c'est un ouvert de y . On
note 6?0, 01, (P2, (9\, (9^ les intersections respectives de 0 avec e^0, ^rl, ^2, <^, ̂
(cf. I, 3.1). Il est facile de caractériser explicitement ces ensembles, par exemple :

— f^®\ si y est ordonnée excellente à ceci près qu'il y a un point critique de
naissance c et que (si i désigne l'indice de c) la variété de niveau de c sépare les points
critiques d'indice ^i de ceux d'indice > î+ i ;

— f^(9\ si y est ordonnée excellente à ceci près qu'il y a exactement deux points
critiques (nécessairement de même indice) situés au même niveau ;

— si/est de Morse,/est ordonnée si son nombre d'inversions est zéro, et s'il n'y
a aucun couple de points critiques d'indices différents situés au même niveau.
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Théorème 1. — Quelle que soit la triade compacte (W, V, V), le sous-espace (9 de y formé
des fonctions ordonnées est connexe par arcs.

Cet énoncé est visiblement équivalent au suivant :
Théorème 1'. — Quelle que soit la triade compacte (W, V, V), tout couple d'éléments de (P°

(fonctions ordonnées excellentes) peut être joint par un bon chemin à valeurs dans 0^ \J G)1.

1.2. Principe de la démonstration.

On démontre le théorème i'; on utilise pour cela la filtration de ^ro définie par le
nombre d'inversions : pour tout v^o, on note ^^ l'espace des fonctions excellentes
dont le nombre d'inversions est au plus égal à v, et on démontre le

Lemme 0. — Quel que soit v^o, tout bon lacet relatif de (^ î), ̂ ^ est homotope
sur y^ avec extrémités fixes, à un bon chemin de ^r0^.

Démonstration du théorème 1' à partir du lemme 0. — Soient f et f deux points de (P°;
puisque y est connexe, f etf peuvent être joints par un bon chemin y de ^°u J '̂1;
il existe un entier v tel que l'image de y ^it contenue dans un certain <^/^i\ ; y es^ 3-lors
composé d'un nombre fini de chemins de e^"^ et de lacets relatifs de (^^i), ^r^));
on applique le lemme o à chacun de ces derniers; on a ainsi déformé y en un bon chemin
de (̂°,), et on continue ainsi de proche en proche jusqu'à obtenir un bon chemin de ̂ ^
c'est-à-dire un bon chemin de 0°uC?1.

1.3. Un système de générateurs pour ^1(^(^+1)5 <^^))»

Définition. — Soit y un chemin de traversée de ^1 [on rappelle que cela signifie
qu'il y a un seul point de traversée ; cf. I, 2.1, définition 2] ; soient f^ et f^ l'origine et
l'extrémité de y. On dit que y est croissant (resp. décroissant, resp. stationnaire) si le nombre
d'inversions de f^ est supérieur (resp. inférieur, resp. égal) à celui de^/o.

On va utiliser dans la suite le résultat suivant, utilisé en théorie de Smale (et qui
est d'ailleurs impliqué par la proposition 3 de II, 4.1) ;

(*) Soit fo^^'0 ; si le nombre d^inversions de f^ est positif, alors f^ est origine d'un chemin
de croisement décroissant.

Lemme 1. — Les lacets relatifs des trois types suivants constituent un système de générateurs

^"l(^+l),^(°v)) :

1er type. — y est de la forme yi*y2, où y^ est un chemin de croisement croissant,
et Vg un chemin de croisement décroissant.

_^____\_— 7 \ K
Croisements
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2e type. — y ou y"1 est de la forme YI * Ï2? où Yi est un chemin de naissance croissant
et Y2 un chemin de croisement décroissant.

—7^——————\—A K
Naissance Croisement

3e type. — y est de la forme Yi * Ï2 * ïs? °ù ïi et ïs ̂ ^ des chemins de croisement,
et où Y2 est stationnai re.

Naissance ou

Croisements

Démonstration. — On sait que les bons lacets relatifs constituent un système de
générateurs; soit y l'un d'eux; soit q le nombre de points de traversée de yî o11

décompose y par le choix de q— i points intermédiaires f^ . . . ,^_ i en Yi * Ï2 * • • • * Y ?
de sorte que chaque y^ soit un chemin de traversée (cf. fig. i). D'après la propriété (*),
chaque f^ (^==1, . . ., q—î) est origine d'un chemin de croisement décroissant 8^,
dont l'extrémité est nécessairement dans ^^ ; y est homotope au composé :

(ïi 81)* (8^282)* . • . * (8,--12ï,-l8,-l)* (8,-_\y,),

dont chacun des éléments appartient à l'un des trois types considérés.

i . 4. Démonstration du lemme o.

Le lemme i ramène à montrer successivement que chaque générateur des Ier, 2e,
3e types est homotope à un chemin de ̂ ty

i. Générateurs du 1er type. — Soit Y=Yi*Ï2 un tel générateur; on note^ l'origine
de y, f^ l'extrémité de y^ (i=i, 2). On distingue trois cas :

1er cas. — YI et yg sont relatifs au croisement du même couple de points critiques de f^ :
il résulte alors de la proposition 3 de II, 4. i, que yf1 et y^ sont homotopes en tant que
bons chemins d'originel; d'où le résultat (cf. fig. 2).

2e cas. — YI et yg sont relatifs au croisement de deux couples de points critiques de f^ ayant
un élément commun. Supposons par exemple qu'il existe trois points critiques consécutifs q,
^25 ^3 de/o tels que f{c^>f{c^>f(c^) et que y^ soit relatif au croisement de ^ et 6-3,
et Va au croisement des points critiques dej^ qui correspondent à q et c^ ; on a nécessaire-
ment : indice ̂  < indice ^3 < indice ̂ . Il existe donc un chemin ̂  d'origine f^ réalisant
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le croisement des points critiques de/a qui correspondent à q et ^. Le chemin Yi*Y2*Ï3
a pour graphique un triangle de première espèce auquel s'applique le i° du lemme du
triangle (cf. IV, 2 .2; c'est la condition (2) qui est satisfaite); le chemin Yi*Ï2*Ï3 est

donc homotope à un chemin y^Y^Ti (c^- ^S' 3) dont le graphique est un triangle
de seconde espèce; le nombre d'inversions à l'extrémité de yi (resp. y^ resp. ys) est v — i
(resp. v — 2 , resp. v — i ) , de sorte que l'image de Y3*Ï2*ïi est contenue dans ^^(0,)•

3e cas. — Yi ^ Ï2 •s>(?^ relatifs au croisement de deux couples disjoints de points critiques def.
Il suffit alors d'appliquer le lemme des singularités indépendantes (IV, i, proposition i),
cas i.

2. Générateurs du 2e type. — On conserve les notations y^, ^29 fo 9 / 1 ^ / 2 ' 9 ïi est cette fois
un chemin de naissance; on note ^ et ^ les points critiques nouveau-nés de/, z+ i et i
leurs indices respectifs; Y2 ne P^ être relatif au croisement de q et ^, car d'après le
critère de Smale (cf. III, 2.3, proposition 3), il n'existe aucune nappe de q descendant
jusqu'en dessous de c^. Deux cas sont donc possibles :

1er cas. — Y2 es^ relatif au croisement d'un couple de points critiques disjoint de (q, c^).
Il suffit d'appliquer la proposition i de IV, i, cas 2.

2e cas. — Y2 es^ relatif au croisement d'un couple de points critiques ayant avec (c^ c^) un
élément commun. Supposons par exemple que y2 solt relatif au croisement avec q du point
critique CQ de f^ situé immédiatement au-dessus de q; on note j l'indice de CQ;
nécessairement j^i. D'après le lemme d'apparition des becs (cf. IV, 3.2, proposition 3),
Yi est homotope à un chemin Yi*Ï2*Ï35 à graphique en bec (cf. fig. 4). A l'extrémité
de Y2? ^e nombre d'inversions est v; y est homotope au composé (ïi*Y2)* (ï3*Ï2) 5
Ï3*Ï2 est du Ier type; l'image de Yi*Ï2 est dans '̂(G,), car le nombre d'inversions à
l'extrémité de yi est v ou v — i suivant que j=i ou j<z.

3. Générateurs du 3e type. — Soit Y==Yi*Y2*Ï3 un te^ générateur; on note ̂ l'origine
de y? et/i,^/2,/3 les extrémités respectives de YI? Ï25 Ï3- O11 note/le point de traversée
de Y2 • Je dis que / a au moins un couple de points critiques (de Morse) consécutifs en
inversion; c'est clair si fe^^. Si la singularité de codimension i de/est une naissance,
cela résulte du fait que, y^ étant stationnaire, le niveau de cette naissance ne peut être
compris entre ceux de deux points critiques de Morse en inversion. II y a donc deux cas
à considérer :

-?e^ cas. —fa une inversion {^, ^3} telle que c^ et c^ soient consécutifs et les valeurs critiques f^
etf(c^) simples. On peut supposer yg élémentaire. Il existe alors un chemin élémentaire (3,
d'origine /, de support disjoint de celui de y^, réalisant le croisement de ^ et C29

On en déduit (voir fig. 5) que y2 est homotope à un chemin Yi*Ï2*Ï35 te^ q^ 1e

nombre d'inversions aux extrémités de y^ s01^ v! Y es^ donc homotope au composé
(Yi * ïi) * Ï2 * (ï3 * Ï3) 5 ïi * ïi et Ï3 * Ï3 sont du ier type, et l'image de ysS est contenue
dans y^y
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2e cas. — f est un point de croisement^ et les deux points critiques c et c ' de f qui sont au
même niveau sont en inversion avec le point critique situé immédiatement au-dessus (ou au-dessous).
Supposons par exemple que le point critique CQ de / situé immédiatement au-dessus de c
et c' soit en inversion avec eux; soitj l'indice de ̂ , soit i celui de c et c ' , on a j< i. Il existe
un chemin y[ issu def^ réalisant le croisement de CQ et c, et un chemin yg issu dej^ réalisant
le croisement de CQ et c ' . D'après le i° du lemme du triangle (cf. IV, 2.2, proposition 2;
c'est la condition (2) qui est réalisée), le chemin f^1*^*^ est homotope à un

Fig. i Fig. 2

Fig- 3 Fig. 4

Fig. 6
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chemin Yi^Ts^ïs7 (voir ̂  6), tel que le nombre d'inversions aux extrémités de y^
soit v-i; yesthomotope à (yi* Yi)* W* ï^* Y^)* (ïr1* Ta) ; ïi*ïi et Ys-^ïs sont
du i®1' type, l'image de ïi^Y^ïs7 est contenue dans e^; la démonstration est donc
achevée.

§ 2. CONNEXITÉ DE L'ESPACE y,

On suppose dans tout ce paragraphe que (W, V, V) est le cylindre Vx(I, o, i)
dans lequel on a identifié Vx{o} à V. De sorte que ^ est l'espace des fonctions
G - : V x ( I ,o , i ) - ^ ( I ,o , i ) .

2.i. Résultat»

Définition des espaces e^ ^et ̂ r . — Pour tout i tel que o^ i^ n— i, et pour tout q^ o,
on note ̂  q le sous-espace de ̂  formé des fonctions de Morse ordonnées qui ont en tout
2q points critiques, dont q sont d'indice i et q d'indice î'+i. [On notera que, d'après la
définition 2 de V, i . i, si /e^ g, il peut y avoir égalité entre valeurs critiques d'indice i,
égalité entre valeurs critiques d'indice i +1 ; mais toute valeur critique d'indice i est
strictement plus petite que toute valeur critique d'indice î+i.]

On note ^g;oc le sous-espace de codimension i de y séparant ̂  ç de ̂  ^ ;
les éléments de ^ç;a sont les fonctions ordonnées dont l'ensemble critique se compose
d'un point de naissance c, d'indice î, et de 2q points critiques du type de Morse, parmi
lesquels q sont d'indice i et sont situés en dessous du niveau de c, et q d'indice i +1 et
situés au-dessus du niveau de c.

on P0^ : y^^^r,^-^

II est clair que ̂  est un ouvert non vide de l'espace (9 des fonctions ordonnées (lui-même
ouvert dans y, et connexe d'après le théorème i).

Théorème 2. — Sait V une variété différentiable compacte connexe, de dimension n—ï,
et soit W==VxI. Soit y, défini ci-dessus. Si n^6, 71:1 (V)=o, et si 2^72—3, alors ̂
est connexe par arcs.

Cet énoncé est visiblement équivalent au suivant :
Théorème 2 ' . — Sous les hypothèses du théorème 2, tout couple d'éléments de ̂  (c'est-à-dire

de ^n^"0) peut être joint par un bon chemin à valeurs dans <^'?u^1.

2.2. Principe de la démonstration.

On démontre le théorème 2'. On utilise pour cela la filtration de l'espace des
fonctions ordonnées définie par 1' « intervalle des indices ». Pour o^i<j^n, on note ̂  n
l'espace des fonctions ordonnées excellentes dont les indices des points critiques sont tous
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compris entre i etj; et pour toiit entier A;^o, on note ^j];^; la partie de ^[^^ formée
des fonctions dont le nombre de points critiques d'indice i est inférieur ou égal à k.

Lemme 0.—Si n^6 et 7ri(V)==o, si en plus ^72—4, j>i+2 et k^i, alors tout
bon lacet relatif de G^j];fc5 ^^j^k-i) es^ homotope sur e ,̂ avec extrémités fixes, à un bon chemin

,̂̂ -r

Démonstration du théorème 2' à partir du lemme 0. — On a la filtration :

<y0 _ û?-0 f- ^•0 f. f- tjzrQ ,- ûgro - — az-Q
^[t+l^—^^hO^^j];!^- • • ̂ ^[ij^k-l^^lij^k^ • • • ^^ [ i j ] 9

Tout bon lacet de (^[jjî ^i+ij]) a son image contenue dans un certain ^[^j];/^
de sorte que, par application répétée du lemme o, on obtient le résultat suivant :

(i) Si i^n—4. et j^i+2, alors tout bon lacet de (^,j]3 ̂ +1,^) peut être déformé
avec extrémités fixes en un bon chemin de ti^+l,j]•

On en déduit par dualité :

(i') Si j>4 et j^i+2, alors tout bon lacet de (^;j], ̂ ,j-i]) P6^ ^tre déformé avec
extrémités fixes en un bon chemin de <^j_i].

Soient alorsyet/' deux points de ̂ °; d'après le théorème i (cf. V, i. i ) fetf peuvent
être joints par un bon chemin y de ^^n\ î sl ^^n—3î l'application répétée de (i) permet
de déformer y? avec extrémités fixes, en un bon chemin y' de ^[n]- Si en plus î^2,
l'application répétée de ( i /) permet de déformer y7? avec extrémités fixes, en un bon chemin
de ^,,+1], c'est-à-dire de J^P.

2.3 Un système de générateurs pour ^iG^j];^ ^ij];k-i)9

Définition. — Soit /e^ ̂  ; on appelle chemin de Smale d'origine/tout bon chemin 8
dont le graphique est du type ci-dessous.

>//'+2

-̂ ,
/ + 1 {—^=

Autrement dit, les accidents successifs de 8 sont : une naissance d'indice î+ i
à un niveau intermédiaire entre les points critiques d'indice î+i et ceux d'indice i-\-2
de /; le croisement successif du point d'indice i +1 nouveau-né avec tous les points
critiques d'indice i +1 de /, et enfin la destruction de ce point critique avec le point
critique d'indice i le plus élevé de /.
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Si y6^^];^ l'extrémité de tout chemin de Smale d'origine 8 est dans ^ij]-,k-i9

On démontre en théorie de Smale la propriété suivante :
(**) Sons les hypothèses du lemme 0, tout point de ^ i j ] . j c es^ origine d'un chemin de

Smale.

Lemme 1. — Sous les hypothèses du lemme 0, les lacets relatifs dont les graphiques appartiennent
à l'un des cinq types suivants constituent un système de générateurs de îG ĵ];^ ^[tjlîfc-i) :

Ier type 2e type 3e type (k ^ 2)

4e type 5e type

Démonstration. — Gomme pour le lemme i de V, i .3, on se ramène à considérer un
bon lacet relatif y? à ç croisements; il est commode de supposer y « irréductible »
(c'est-à-dire tel que, sauf aux extrémités, il ne soitjamais dans ̂ ^^-i)9 Comme en V, i . 3,
on obtient une homotopie entre y et un composé (y^ * §1) * (Si"1 * Ï2 * ̂ 2) * • • • * (Sg"-1! * ïç)?
où §1, . . . , 8ç_ i sont cette fois des chemins de Smale donnés par la propriété (**).
Les lacets relatifs tels que YI * Si sont du 5e type. Pour un lacet relatif tel que Sf1 * Ï2* ^2
les diverses possibilités sont les suivantes :

i) Y2 es^ un chemin de croisement :

a) le croisement se fait entre points critiques d'indice ^i-{-2, ou entre points
critiques d'indice i autres que les deux plus élevés : le lemme des singularités indé-
pendantes (cf. IV, i, proposition i) ramène immédiatement à un lacet du Ier type;

b) le croisement se fait entre points critiques d'indice i +1 ; on obtient un lacet
du 2e type;

c) le croisement se fait entre les deux points critiques d'indice i les plus élevés :
on obtient un lacet du 3e type.
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2) Y2 es^ un chemin de naissance (ou de mort). — Le cas où cette naissance est d'indice i
est écarté puisqu'on a supposé y irréductible :

a) l'indice de la naissance est î+ i ; on obtient un lacet du 4e type;
b) pour toutes les autres valeurs de l'indice de naissance, le lemme des singularités

indépendantes ramène au Ier type.

2.4. Démonstration du lemme o; i^ étape : réduction à la queue d'aronde.

On va montrer que sous les hypothèses du lemme o, tout lacet relatif appartenant
à l'un quelconque des 5 types ci-dessus est homotope sur y à un composé de lacets
relatifs en queue d'aronde (cf. IV, 4.1) et de lacets dont l'image est dans ^[^J];A;-I-

Pour les lacets du 5e type, c'est une conséquence immédiate du lemme des singu-
larités indépendantes.

Cas des lacets du 1er type. — Voici traduites sur les graphiques les déformations
successives qu'on fait subir au lacet :

1+2 /+2
/+2___ " ^ — — — — — ^\- -^- _7xx- ^_s:

/

(i) (2)

/"+2

(3)

/+2

^>./ v •" ^
/+2 -^"/+2

^y /+i
^<+î / \̂ '+i

(4) (5) (6)

Passages de i à 2, de 3 à 4 et de 5 à 6 par le lemme des singularités indépendantes.
Passage de 2 à 3 par une apparition de bec (IV, 3.2, proposition 3).
Passage de 4 à 5 par le lemme dj triangle (IV, 2.2, proposition 2 : c'est la condi-

tion (3) de cette proposition qui est réalisée, puisque i^n—4).

Cas des lacets du 2e type. — Le lemme du triangle (utilisé dans le même cas que précé-
demment) permet de se ramener à un lacet du Ier type.

Cas des lacets du 3e type. — De tels lacets n'existent que lorsque k^2. Soit y un tel
lacet, d'origine notée f\ soit 8 un chemin de Smale d'origine f (son extrémité est
dans y^ , j . fe_2) . On déforme le lacet relatif S"1* y (avec extrémités fixes) de façon que
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son graphique, initialement de la forme i ci-dessous, prenne successivement les formes
suivantes :

Passage de i à 2 par le lemme d'unicité des naissances (III, 1.3, corollaire 2);
la surface de niveau séparant les points critiques d'indice î'+i de ceux d'indice i est
en effet connexe dès que o^i^n—3.

Passage de 2 à 3 par le lemme des singularités indépendantes et le lemme d'appa-
rition d'un bec.

Passage de 3 à 4 par le lemme du triangle, cas (3), utilisé deux fois.
Passage de 4 à 5 par suppression d'un bec du type naissance-descente (cf. IV, 3.2,

proposition 4, i°); pour ^^i^n—3, on peut en effet appliquer le cas (3) de cette
proposition, car la surface de niveau séparant les points critiques d'indice i de ceux
d'indice î+ i est simplement connexe pourvu que 2^.i^n—3; et pour î==o, 1,2,
c'est le cas (i) de cette proposition qui s'applique puisque n'^6.

Cas des lacets du 4e type. — Par une apparition de bec, et par le lemme des singularités
indépendantes, on se ramène à un lacet relatif ayant le graphique ci-dessous.

On est donc ramené à un lacet du Ier type par une suppression de bec (et le lemme
des singularités indépendantes) ; c'est le cas (3) du lemme de suppression des becs qui
s'applique pour 2^'^n—4, et le cas (i) pour i==o et î==i .
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2.5. Démonstration du lemme o; 2e étape : réduction de la queue cTaronde.

Soit y un générateur en queue d'aronde, d'origine /, d'extrémité /'. Si y est
homotope en tant que bon chemin à un lacet absolu, il est homotope sur y à un chemin
de ^'[L-hfe-i (P^q^ S^ est acyclique). Or le lemme de la queue d'aronde (IV, 4.3,
proposition 5) montre qu'il en est ainsi (puisqu'on a supposé i^n—4.) dès que la surface
de niveau de/séparant les points critiques d'indice i de ceux d'indice i +1 est simplement
connexe. Ceci se produit dans deux circonstances : a) si k==i; b) si 2^^77—3. Il ne
reste donc à examiner que le cas où i==o ou z= i , avec k ̂ 2. Soit alors 8 un chemin

/ +2 -T——

-e
/'+1

• { :
W (2)

de Smale d'origine/'; le graphique de y-8 est du type (i) ci-dessus; on le déforme, avec
extrémités fixes, jusqu'à ce que son graphique soit du type (2) ; on utilise pour cela, outre
le lemme des singularités indépendantes, une apparition de bec, un triangle (dont les
trois « côtés » ont l'indice î+ i ) et une suppression de bec du type naissance
d'indice i— descente d'indice i+i; le cas ( i) du lemme de suppression des becs est
applicable, puisque, pour i==o et î=i , on a : 2i+i^n— 2.
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CHAPITRE VI

PRÉLIMINAIRES ALGÉBRIQUES
A LA DÉTERMINATION DU NERF DE ^

Ce chapitre, entièrement indépendant de ce qui précède, fournit les modèles
algébriques qui seront utilisés au chapitre suivant. Au § i, on rappelle la définition
(classique) du complexe ©ç associée au groupe symétrique Sg; puis on définit le
complexe (£g; on en donne quelques propriétés dont la principale est la proposition 2.
Le § 2 est une description détaillée du 2-squelette de Œg ; les points les plus importants
pour la suite sont la proposition 2', où l'on montre que les arêtes issues d'un sommet
de (S^ sont en correspondance bijective (et canonique à isomorphisme affine près) avec
les entiers; et le n° 2 .4 .2 où l'on associe à tout sommet de CLx(L un invariant entier
noté |^ g|. Le § 3 est entièrement consacré au lemme fondamental; celui-ci est énoncé
à la fin de 3. i et démontré en 3.2 et 3.3; la démonstration se fait par récurrence sur q;
elle utilise une filtration assez compliquée, définie par l'invariant | a \ et d'autres
invariants ; le lemme 7 de 3.3 constitue la clef de cette démonstration.

§ i. LE COMPLEXE ALGÉBRIQUE Œç

1.1. Préliminaires : propriétés élémentaires de quelques sous-groupes de
GL(y, Z).

Notations. — Soit q un entier positif. On désigne par Gq le groupe GL(y,Z) des
matrices inversibles d'ordre q sur Z. On note Tq le sous-groupe de Gg formé des matrices
triangulaires inférieures.

Pour tout J c { i , 2 , . . . , y — i } , on note Tj le sous-groupe de Tç formé par les
matrices (o,^) telles que les a^ non diagonaux soient nuls pour (j—i,/;)ejxj. Pour
tout J'cJ, on a Tj,DTj; en particulier, Tg=Tç, et T^^ ...,ç-i} est le sous-groupe
de Gy formé des matrices diagonales; on le note Diag . Pour tout J c { i , 2 , . . . , (7—1},
on note Tj le sous-groupe de Tç formé des matrices (^) telles que les a^ non diagonaux
soient nuls pour ( j—i , A) çÉjxJ. Pour tout J'cJ, on a Tj.cTj. En particulier,
T^=Diagç, et T^ ^_^==Tç. On note :

T^nT^T^.
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On note Tç le noyau du projecteur canonique : Tç->Diagç; notations analogues :
T^ ^T^/ T^
1 J î - ' -J î -'-J'.J-

Pour tout je{i , 2, . . . , y—i) , on note ^ la transposition de matrice :

/ • - . 0 \
1

j . . . . . . . . . o i
I 0

\ ° ' • • - , /\ ° • • • , /

Pour tout Jc{ i , 2, . . ., q—i}, on note Sj le sous-groupe de Gy engendré par les ^.,
pour jej. En particulier, 80 =={<?} et S^^ ....3-1} est le groupe symétrique Sç.

Lemme 1. — i) PoMr ̂  co^fe CLJ') de parties de {i, 2, . . ., q—i} telles que J'cJ,
^TZ a une décomposition avec unicité :

rTJ'==!T3',3tT3'Di^gq'

2) La composée des applications canoniques Tj^ j -> Tj, -> Tj,/Tj ^ M^ bijection.
Démonstration. — i) Le morphisme Tç->Tj obtenu en remplaçant par zéro les a^

non diagonaux tels que ( j — i , Â;)^JxJ est un projecteur; par restriction, on obtient un
projecteur Tj,—T^j, dont le noyau est Tj (puisque J'cJ); d'où la décomposition
en produit semi-direct :

Tj,=T^.Tj.

D'autre part, le projecteur naturel Tj,—^Diagç définit une décomposition en produit
semi-direct :

Tj,=Tj,.Diagç,

d'où la décomposition annoncée, et son unicité.
2) Du i) on déduit aussitôt une décomposition en produit semi-direct :

Tj.=¥^.Tj;

la bijection annoncée en résulte.

Lemme 2. — i) Pour tout Jc{i, 2, . . ., q—i}, Tj est stable pour les automorphismes
intérieurs de Gq définis par les éléments de Sj.

2) Pour tout J'cJ, on a :

Tj. Sj. = Sj,. Tj == sous-groupe de Gq engendré par Tj et Sj,.

3) Soient g et g' deux éléments de Gç ; pour que gSj et g'Sj aient même image dans Gç/Tç,
il faut et il suffit que ^"^eTj.Sj.

Démonstration. — Le i) résulte du fait que pour tout jej, Tj est stable pour l'auto-
morphisme intérieur défini par ^.. Le 2) est une conséquence immédiate du i).
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Preuve du 3). — [Pour toute partie A de Gg, on note À l'image canonique de A

dans G^/Tç.] Il résulte du i) que pour teTj et .yeSj, on a <ïSj=tôj=Sj. Récipro-

quement, supposons que ^Sj=Sj; cela entraîne en particulier ^"^Sj, autrement dit,

il existe seSj et teTq tels que g==ts, on doit alors avoir tôj==Sj; et ceci entraîne
teTj. [On montre en effet sans difficulté que si une matrice triangulaire t n'est pas un
élément de Tj, alors tSj n'est pas contenu dans Sj.T .]

Lemme 3. — L'application naturelle :

S^T.WT,

est injective. [Tg\Gç/Tç désigne l'espace des doubles classes de Gç à droite et à gauche
modulo Tg.]

Démonstration. — Soit TÇq, R) le sous-groupe de GL(y, R) formé des matrices
triangulaires inférieures. Il résulte d'un théorème de Bruhat (cf. [i], p. 187) que
l'application naturelle :

S^T(<7,R)\GL(^,R)/TQ7,R)

est bijective; le lemme en résulte aussitôt.
(Le lemme 3 peut également se démontrer sans difficulté par un calcul direct.)

i . 2. Représentation géométrique du groupe symétrique Sg ; le complexe Q .

On désigne par Sg le groupe symétrique de q variables (groupe des permutations
de l'ensemble { i , 2, . . ., q}.

On désigne par Aç_i ou simplement A le simplexe-type de dimension q—ï défini
dans l'espace euclidien R^ par les conditions :

x^0 U==1^ 2, ...,?)
< Q.

^=--
On fait opérer le groupe S^ à gauche dans R5 en posant, pour tout se S :

(ï) S . [X^y X^y . . ., Xq) == [Xg-l^y •^-1(2)? • • • 5 •^S-1^))-

L'élément s de GL(y, R) défini par ( i) laisse A stable; on note encore s sa restriction à A.
On désigne par û le barycentre de A, et par <â?(A) la première subdivision bary-

centrique de A; c'est la subdivision de A déterminée par la famille d'hyperplans de R9

d'équations :
^==Xy (l<;<;'^).

On appelle simplexe fondamental de ^?(A) celui qui est défini par les inégalités :

(2) A^X^...^.
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Soit ^(A) la seconde subdivision barycentrique de A. On note |K| l'étoile de û
dans ^(A); on note K le complexe simplicial abstrait ordonné sous-jacent à |K| :
les éléments de K sont les sommets de |K|, c'est-à-dire les barycentres des simplexes
de ^?(A) qui contiennent i2; la relation d'ordre sur K (notée b ' ^ b " ) est : « le simplexe
correspondant à V 9 est une face de celui qui correspond à V ». On désigne par [K]
la structure naturelle de CW-complexe de ] K [ , dont les cellules sont les étoiles descen-
dantes des sommets de | K | ; cf. pour tout ceci, au chap. VII, n° 1.2, l'étude du nerf
de la stratification naturelle d'une variété combinatoirement triangulée.

Pour tout Jc{i , 2, . . ., q—ï} on note Fj la face du simplexe fondamental de <^(A)
qui est définie par le système d'équations :

(3) ^^j+i P0111' tout J^J-

On note bj le barycentre de Fj (le barycentre ^ du simplexe fondamental est noté
simplement b) ; on note F^j l'étoile descendante de bj dans K, et [F^j] la cellule
correspondante de [K].

On a immédiatement le
Lemme 4. — Inapplication Jt-^Fj (resp. Jh->[F^j]) est une bijection de V ensemble des

parties de {i, 2, . . ., q—1} sur celui des faces du simplexe fondamental qui contiennent Î2
(resp. celui des cellules de [K] qui contiennent b).

Pour tout J c{ i ,2 , . . . , < 7 — i } , on rappelle qu'on a noté Sj le sous-groupe
de Sq engendré par les transpositions ^ pour jej.

Proposition 1. — Soit (3 l'application S^->A définie par

^{s)==s{b) pour tout seSq.

1) (3 est une bijection de Sç sur le o-squelette [K]o de [K].
2) Pour tout J c { i , 2 , . . . , < 7 — i } et tout seSq, P(^.Sj) est le Q-squelette de la

cellule s. [F^j] de [K]. En particulier^ on a

(4) (î(Sj)=[F,j]n[K]<,.

Ceci définit une bijection entre V ensemble des classes s.Sj et celui des cellules de [K] (lui-même
isomorphe à celui des sommets de K) ; en particulier l'ensemble des sous-groupes Sj correspond
par cette bijection à celui des cellules de [K] qui contiennent b (lui-même isomorphe à celui
des faces du simplexe fondamental qui contiennent tî).

Démonstration. — i) Tout simplexe de dimension q—i de A est caractérisé par
des inégalités du type :

xs{l)^'xs{2]^• • • • ^8(5)3

et ces inégalités sont strictes au barycentre. Ceci définit une application [K]o->S
réciproque de p.
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2) Les sommets de F^j qui sont barycentres de faces de dimension q—i de ^?(A)
sont les symétriques itérés de b par rapport aux hyperplans (3) ; ceci traduit exactement (4).
On en déduit :

P(..Sj)=.(p(Sj))=[.(FJ]n[KL.

Gomme chaque cellule de [K] est bien déterminée par son o-squelette (cf. chap. VII,
n° 1.2, propriété 3), ceci définit une application de l'ensemble des classes s.Sj dans celui
des cellules de [K] ; cette application est injective puisque (B est injective; elle est surjective
d'après le lemme 4 et la surjectivité de p.

Application : définition du complexe (5^. — Soit J une partie de { i , 2, . . ., q—i}',
on dit qu'une partie de S^ est une partie distinguée de type J si elle est de la forme j.Sj,
avec seSq. On note Gq l'ensemble des parties distinguées de Sç, muni de la structure
de complexe simplicial ordonné définie par l'inclusion; en particulier, l'ensemble des
parties distinguées de type 0 s'identifie canoniquement à S .

Le complexe Gq a les propriétés suivantes :
1) Pour tout J c { i, 2, . . ., q—i}, la famille des parties distinguées de type J

est stable par toute translation à gauche de Sg. Il en résulte que pour tout seSq, la trans-
lation à gauche de S^ définie par s se prolonge de façon naturelle en un isomorphisme de G (respectant
le type de chaque élément) qu'on appelle translation à gauche de S définie par s.

2) II résulte de la proposition i) ci-dessus, et de la propriété 3 du chap. VII,
n° 1.2, que l'application (3 : S^->[K]o se prolonge de façon naturelle en un isomorphisme
(encore noté (3) de ©^ sur K, muni de sa structure de complexe simplicial ordonné;
pour tout Jc{ i , 2, . . ., q—i}, on a :

(3(Sj)=F^.

3) La réalisation géométrique [ (5J de Gq a une structure de CW-complexe,
notée [Oj dont les cellules sont les étoiles descendantes des sommets de [ S | ; en
particulier, le o-squelette [SJo de [Gq] s'identifie à Sç; (3 définit un isomorphisme
de [SJ sur [K].

1.3. Le complexe £ç.

On désigne par G^ le groupe GL(y, Z) et par Tç le sous-groupe de Gq formé par
les matrices triangulaires inférieures. Dans ce numéro, on construit un complexe [(S]
dont le o-squelette s'identifie à l'espace homogène G /T .

Pour tout geGq, on note ^ l'application s\->^s de Sç dans G^/Tç.

Lemme 5. — Quel que soit geGq, l'application ^ est injective.
Démonstration. — Soient seSq, s'eSq et ^eTç; l'égalité gs==gs't s'écrit s'-^^t-,

ceci entraîne s ^ s ' , puisque S^nT —{^}.
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Lemme 6. — Soient g^ et g^Gq. Inapplication %g,10^ coïncide sur son ensemble de
définition avec une translation à gauche de Sg.

Démonstration. — L'énoncé étant trivial lorsque l'ensemble de définition de X^10^
est vide, on suppose qu'il existe ^eSg, s^eS^ et teTq tels que :

(5) gi^t^g^

Comparons d'abord ^^ et x^s^ l'égalité

x^C^x, '̂)
équivaut à : il existe t'eTq tel que

êl^==g2^'

Cette dernière égalité s'écrit d'après (5)
st' == ts'

ce qui entraîne, d'après le théorème de Bruhat (cf. VI, i . i,lemme3), s==s\ Donc Xgas^X^si
est l'application identique de son ensemble de définition, et celui-ci coïncide avec l'ensemble
de définition de X^s^X^sa- Or on a, en désignant par T^ la translation à gauche de S g
définie par s, X^s-^X^V (j^i? 2). Donc X^^X^i coïncide sur tout son ensemble
de définition avec T, „ .Si 82

Corollaire. — Soit A une partie de Gg/Tg; s'il existe Jc{i, 2, . . ., q—î}, et geGq
tels que A soit l'image par ^ d'une partie distinguée de type J de Sg, alors, pour tout g'eG tel
que l'image de ̂  contienne A, A est l'image par ̂  d'une partie de type J de Sg.

(C'est une conséquence immédiate du lemme 6 et de l'invariance par translation
à gauche du type des sous-ensembles s.Sj de Sg.)

Définitions. — Une partie de Gg/Tg qui a la propriété de l'énoncé du corollaire
ci-dessus est dite partie distinguée de type J de Gg/Tg.

On note CL l'ensemble des parties distinguées de Gg/Tg, muni de la structure de
complexe simplicial ordonné définie par l'inclusion; en particulier, l'ensemble des parties
distinguées de type 0 s'identifie canoniquement à Gg/Tg.

Propriétés du complexe (£g. — i) Pour tout Jc{i , 2, . . . , ^ — i } l'ensemble des
parties distinguées de type J de Gg/Tg est stable par toute translation à gauche de Gg/Tg.
Il en résulte que pour tout ^eGg, la translation à gauche de Gg/Tg définie par g se
prolonge de façon naturelle en un isomorphisme de (£g (respectant le type de chaque
élément), qu'on appelle translation à gauche de Cg définie par g.

2) Chaque %^ se prolonge de façon naturelle en une application (encore notée ^)
de (5g dans (£g, qui détermine un isomorphisme entre ©g et son image, munie de la structure
de complexe simplicial ordonné induite par celle de (£g.

3) L'étoile descendante de tout élément de £g est définie par une partie distinguée
de Gg/T et tous ses sous-ensembles distingués; elle est donc contenue dans l'image d'un
certain ^; elle est donc (d'après la propriété 2) isomorphe à son image réciproque par ^.
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Donc l'étoile descendante de tout sommet de type J de la réalisation géométrique | (L |
de (£g est isomorphe au cône d'une sphère combinatoirement triangulée, laquelle est
de dimension j— i si cardj ==j. Ceci détermine sur [ Œg | une structure de GW-complexe,
notée [CJ ; la cellule de [(£J définie par une partie distinguée A de Gg/Tg est notée [A] ;
l'ensemble des cellules de [(ÎJ est en correspondance bijective avec (îg; cette correspondance est un
isomorphisme pour les structures d'ordre respectivement définies par l'inclusion des cellules et celle
des parties de Gg/Tg. En particulier, le o-squelette [CJo de [(£g] s'identifie à Gg/Tg.
Chaque ^ détermine un isomorphisme entre [Sg] et son image dans [SJ. Chaque cellule
de [£g] est déterminée par l'ensemble des o-cellules qu'elle contient; a fortiori, chaque cellule est
déterminée par son bord.

4) Soient S = [gSj] et 8' = [g'Sj] deux cellules de type J de [Kg] ; pour que 8 = 8',
il faut et il suffit que ^'"^eTj.Sj.

(C'est dans un langage différent le résultat du 3) du lemme 2, n° 1.1.)

5) Etude de l'ensemble des cellules de [Cg] qui contiennent une cellule donnée. — Les
notations Tj, Tp j, etc., sont celles de VI, i. i.

Proposition 2. — Soit 8 une cellule de [(£J; soit J' le type de 8$ soit J une partie de
{ 1 , 2 , ...,y-i}.

1) Pour qu'il existe une cellule de type J contenant 8, il faut et il suffit que JDJ'; pour
toute telle cellule y? il existe geGq tel que

ï=ÊSj] et 8=[^].

2) On suppose que JDJ'. Pour tout g^Gq tel que 8==[^Sj.], l'application [Lg :

Tr,j3^[?Sj]

est une bijection de Tj,^ j sur l'ensemble des cellules de type] de [Cg] contenant 8.
3) Soient y et y' deux cellules de type J de [Kg] contenant 8; on note (JÇ'l(y)==^ et

(JÇ"1(Y/)==M'. L'orbite de u'~1 .u pour les opérations de Sj..Diagg (opérant dans Tj, j par les
automorphismes intérieurs) est un invariant du triple (y, y'? ^)- ̂  invariant est conservé par toute
translation à gauche de [CJ.

Démonstration. — i) Si JDJ', et si 8==[^Sj.], alors [gSj] contient 8. Réciproque-
ment, supposons qu'il existe y de type J contenant 8; soit "g un élément de Gg tel que

y==[^Sj], D'après le corollaire du lemme 6, il existe seSq tel que 8=[^Sj/]. D'après
le lemme 5, l'inclusion 8cy entraîne jSj^cSj; ceci entraîne seSj et J'cJ; on pose
"gs==g; g a la propriété voulue.

2) D'après le i) et la propriété 4 ci-dessus, toute cellule de type J contenant 8

est du type k'Sj], avec g'egTj..Sj.. L'application

Tj^->ktôj]
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est donc une surjection de Tj, sur l'ensemble des cellules de type J contenant S. Soient t

et t ' deux éléments de Tp ; d'après la propriété 4 ci-dessus, pour que [,^'Sj]==[^Sj],
il faut et il suffit que ^'"^eTj; on en déduit, par passage au quotient, une bijection
de Tj,/Tj sur l'ensemble des cellules de typej passant par 8; on obtient [Lg en composant
cette bijection avec la bijection Tj^j-^Tp/Tj donnée par le 2) du lemme i (cf. 1.1).

3) L'élément g (astreint à la condition [gSj,] = 8) est bien défini à multiplication
près, à droite, par un élément arbitraire de Sj,. Tj,. Or il est clair qu'on a, pour tout
seSj, et tout teTj, j :

(6) ^{t)==^{sts).

Soit d'autre part ^eTj,; et soit t'=t[t^d' la décomposition de t1 dans le produit
Tj.Tj.Diagg (cf. VI, 1.1, lemme i). La décomposition de t ' t dans le produit Tj.Tj
est

^=(^^/-l)(rf'rlrf/-l^).

II en résulte qu'on a (pour tout t ' e T y et tout teTj, j)

(7) M^^Wtd'-1).

Des formules (6) et (7) on déduit

(6/) ^M^-îV^ï)^ pour tout J-eSj,;

(7') ^(ï)-^^-1.^1^).^ pour tout teT,..

De laformule (6') résulte que si on remplace g par gs, u'~^u est remplacé par s (u '~ ' l u) s \ de
la formule (7') résulte que si on remplace g par gt\ U'~^VL est remplacé par df~l{ut~lu)df ;
d'où le résultat annoncé, puisque d'après le 2) du lemme 2 de VI, 1.1, appliqué avec
J = = { i , 2, . . ., ^—i}, le sous-groupe de Gç engendré par Sj. et Diagç est Sj^.Diagg.
L'invariance par translation à gauche est immédiate.

6) Le complexe (£^ est connexe : c'est une conséquence immédiate du fait que le
groupe Gq est engendré par ses sous-groupes S et T .

1.4. Les complexes SB^, [25 J et ÎIç.

Notations. — On désigne par ®ç le produit CçXŒg, muni de sa structure naturelle
de complexe simplicial ordonné. La réalisation géométrique de 9îç est munie de la
structure de CW-complexe [Cjx[CJ (cf. VI, 1.3, propriété 3))$ ce GW-complexe est
noté [93J.

Opérations de Gq dans 3}q. — Elles sont définies par la formule :

(8) g ' { ^ ^ = { g ' x , g ' y ) , pour tout (^)e93g
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dans laquelle g . x désigne l'effet sur x de la translation à gauche de (£g définie par g
(cf. VI, 1.3, propriété i)) ; et g désigne la matrice tg~l.

Le quotient 3îg/Gg est muni naturellement d'une structure de complexe simplicial
ordonné; ce complexe sera noté ÎI .

Remarque. — Les opérations de Gg respectent la structure de CW-complexe [93 ] ;
néanmoins il n'existe pas de structure naturelle de GW-complexe sur le quotient.

Filtration de (îg, Sq et 5Iç. — On définit un morphisme injectif a^ : G^_i->Gg en
posant, pour tout g e G ^ :

t °\

..(.)= te) 0

\ o . . . o i /

Lemme 7. — i) L'injection Oç définit naturellement un morphisme injectif G : (£ g_i-^ (î ;
Gq envoie la classe neutre ê de (£^_i sur celle de (£g, et transforme tout élément en un élément de même
type; Gq est compatible avec les structures de GW'-complexe [(L_i] et [(£].

2) ^q^^q est un morphisme injectif 93g _i-^ 23g, compatible avec les structures de
CW-complexe [93g _J et [93g].

3) <JgX<7g définit naturellement un morphisme injectif 'à : ÎL_i—^ÎI .

Démonstration. — i) Le morphisme d'espaces homogènes a : G /T -> G /T défini
par <5^ est injectif, puisque

^(T,_,)=T,n(T,(G,_J;

il définit un morphisme C^_i->(!^, car l'image de toute partie distinguée de type J
de Gg_i/Tç_i est une partie distinguée de type J de Gg/Tg.

Le 2) est immédiat.
Preuve du 3). — Les opérations respectives de Gg_i et Gç dans Ï L i et 23 donnent

lieu au diagramme
G,_,x<B,_i -^ <B,_i

Oq X (aq X aq) aq X Oq

G.xSB, ———> S,

dont la commutativité permet de définir le morphisme ' à .
Soient (x^, x[) (pour i==o, i) deux éléments de 93g_r On introduit (pour la suite

de cette démonstration) les notations Sj^g, Sj^_i, Tj;g, etc., qui précisent celles définies
en VI, 1.1.

Il existe, par définition de 93g _i, des parties J^ et ][ de { i , . . ., q—2} et des
éléments g^ g^ de Gg_i tels que

(9) (^ ̂ 0-(&S^,, ̂ S î) (i=o, i).
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Supposons qu'il existe geGq tel que les images de {XQ, x'o) et (^ x[) dans 93^ soient
équivalentes par l'action de g. II en résulte en premier lieu (puisque les translations de Œ^
conservent le type des éléments), que Jo==Ji et Jo==Ji 5 on les notera désormais J etj'.
Il résulte alors du 3) du lemme 2 de VI, i . i qu'il existe des éléments s et s ' de Sj^g ,
et des éléments t et t' de Tj^g tels que

^•^(â))^^)-^;
[ î / ^.^o)-^).^.
Il résulte de (10) que

^(G,_,).f^(G,_,),

et par conséquent (puisque teTj.^q), t est de la forme s Oç (7) avec 7eTj;ç_i et e=4-i
ou e = — i. On en déduit d'après (10) que g est de la forme £0^(^)5 et t ' de la forme e(Tg(7')
avec 7'eTj.^.i. Comme s et s ' sont respectivement de la forme 0^(7) et Og(y') avec
jeSj.^_i et ^Sj^g..!, il résulte de (10) qu'on a

g'go==gi77.
/^/ / t^'i'^f'i
g'go==gi^ t .

ce qui entraîne d'après (9) :
5.(^,^)===(^15<).

Application. — Les injections ' à ^ y a^y . .., a^ définissent une filtration de %^; on en
déduit par image réciproque une filtration de 3}q ; ces filtrations jouent un rôle essentiel
dans la suite de ce chapitre.

§ 2. ÉTUDE PARTICULIÈRE DU a-SQUELETTE
DES COMPLEXES [ŒJ ET [»J

2.1. Le 2-squelette du complexe [SJ.

Le complexe Sç et le CW-complexe [SJ ont été définis en 1.2; en particulier,
le o-squelette [Gqlo s'identifie au groupe symétrique Sg. Le i-squelette peut être décrit
comme suit. Pour tout entier i tel que i^i^q—i, on rappelle qu'on désigne par j, la
transposition

/ • • - 0 \0
1

. . . . . . . 0. .1
I 0

i\ ° •• , /
Soient s et s ' deux éléments de S^ ; on les joint par une arête (unique) si et seulement

si il existe ie{i , .. .5 q—1} tel que s'==ss^
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Description du 2-squelette. — Les faces de dimension 2 (on dira désormais simplement
« faces ») correspondent aux parties sSj de Sq pour lesquelles J est une partie de
{ i , . . ., q—i} ayant deux éléments; les groupes Sj correspondants sont de deux espèces :

1) J est de la forme {i,j} avec \i—j\^2. On a alors la relation :

(V,)2-^

de sorte que S j =={<?, s,, ̂ ., .̂}; c'est un groupe à 4 éléments. La face correspondant
à sSj a pour sommets s, ss,, ss,s^ ^.; on peut la définir par l'attachement d'un disque le
Ion? du i-cycle r ^0 7 [^ ^i-> SS,S^ SS^, S].

Les faces de cette espèce seront appelées les quadrilatères.
2) J est de la forme {i, i+i} avec i^i^q—2. On a alors la relation

G^+i)3^

de sorte que Sj={^ s,, s,s^^ ^4.1^, ^+1^, J,+i}; c'est un groupe à 6 éléments. La face
correspondant à sSj a pour sommets s, ss,, ss,s^^ ss,s^^ ss^^s,, ss^^, on peut la définir
par l'attachement d'un disque le long du i-cycle

[S, SS,, ̂ +1, ̂ +1^ «^4-1^ ^+15 ̂ '

Les faces de cette espèce seront appelées les hexagones.

2.2. Le 2-squelette du complexe [CL].

Le complexe Kg et le GW-complexe [6;J ont été définis en VI, 1.3; en particulier,
le o-squelette [(îjo s'identifie à l'espace homogène G^/Tç.

Description du i-squelette. — Les couples de points de G^/T qui sont joints par une
arête de [£J sont ceux qui sont l'image des extrémités d'une arête de [S ] par une
application ^ : s\->gs, ce sont donc les couples de la forme {g, ̂ .} (pour tout
z e { i , . . . , q — i } et tout geGq).

Description du 2-squelette. — Les i-cycles auxquels est attachée une face sont de deux
espèces :

1) les cycles

[g^i^ê^j^i^g] pour tout (ij) tel que \i—j\^2 et tout geGq;
2) les cycles :

[<?? i^ W^L? iWhT^ î TT^ i^+iî g] pour tout z e { i , . . ., q—2} et tout geGq.

Les propriétés suivantes (aisées à vérifier directement) sont des cas particuliers
de celles établies en VI, 1.3 :

i) Chaque arête a un type qui est un entier i tel que i^i^q—i. De même chaque
face a un type qui est une partie {i, j} de { i , . . ., q—î} ayant deux éléments.
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2) Tout couple de sommets auquel est attachée une arête est formé de points
distincts. De même les faces de première espèce définies ci-dessus ont 4 sommets distincts;
on les appelle des quadrilatères. Les faces de deuxième espèce ont 6 sommets distincts;
on les appelle des hexagones. Une face est un hexagone ou un quadrilatère suivant que son
type est ou n'est pas formé de deux entiers consécutifs.

3) Chaque arête de [(£J est bien déterminée par ses deux extrémités. De même,
chaque face est bien déterminée par son intersection avec le o-squelette.

4) Chaque translation à gauche de Gq/Tq se prolonge naturellement en un isomor-
phisme de [£J laissant invariant le type des arêtes et des faces.

5) Etude de l'ensemble des arêtes issues d'un sommet donné.

Notation. — Soit i e{ i , . . ., q—i}. On note ^ la « matrice élémentaire » classique-
ment notée ^+1^, c'est-à-dire la somme de la matrice unité et de la matrice (a. ^) définie
par :

a^=o pour 0',A:)+(î+i,Q,
ai+l,^=î'

Proposition 2'. — Soit ceGq/Tq ; soit g un représentant de c dans G ; soit ie{ i, . . ., q— i}.
1) L'application [L :

Z3X^[î?,^]

est une bijection de Z sur l'ensemble des arêtes de type i de [CL] issues de c.
2) La seule donnée de c détermine [L à composition près avec un isomorphisme arbitraire de

la structure affine de Z.
3) Soient a et a' deux arêtes de type i de [£J issues de c'y on pose ^(a) ==X et ^(a') ̂ ^

L'entier \ À—X' | est un invariant de l'ensemble {a, a'}. Cet invariant est conservé par toute translation
à gauche de [(£J.

Démonstration. — Le i) de la proposition 2' traduit le 2) de la proposition 2 de
VI, 1.3 dans le cas particulier où J=={i] et J'=0. Le 2) résulte immédiatement de la
formule (7) établie au cours de la démonstration du 3) de la proposition 2 de VI, i .3.
Le 3) de la proposition 2' est la traduction, dans le cas particulier considéré, du 3) de la
proposition 2; c'est par ailleurs un corollaire immédiat du 2) de la proposition 2'.

Voici trois applications importantes de la proposition 2' :

Corollaire 1 (Lemme du quadrilatère). — Soient c, c', c" trois sommets de [(£]. On suppose
que c et c' sont joints par une arête de type i, et que c' et c" sont joints par une arête de typej.
Si \i—j\^2, il existe un sommet 7' et un seul de [CJ tel que

c et 7' soient joints par une arête de type j \
7' et c" soient joints par une arête de type i\
le i -cycle [c, c\ c " , ?'', c] borde un quadrilatère de [£].
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Démonstration. — On se ramène par translation au cas où c=è. D'après le i) de

la proposition 2', il existe des entiers À et \' tels que ^=^ et c" ^H^Î^Sy. On pose
^'==êï on a

^=^'
^.=^^,

de sorte qu'on peut prendre T=='gs..
L'unicité résulte du fait suivant : tout teT qui vérifie

^eTç et s^ts^eTq

vérifie aussi (lorsque l ^ — j l ^ s )
w^-

Corollaire 2 (Lemme de l'hexagone). — Soient c, c\ c " , c ' " , quatre sommets de [(£J.
On suppose que c et c' (resp. c' et c ' " , resp. c" et c ' " ) sont joints par une arête de type i (resp. i+ï,
resp. i). Il existe alors deux sommets bien déterminés 7' et 7" de [Œ] tels que :

c et 7 ' (resp. 7' et 7", resp. 7" et c ' " ) soient joints par une arête de type i+i (resp. i,
resp. i+i);

le i-cycle [c, c ' , ^', c"\ 7" , ï\c] borde un hexagone de [Sj.

Démonstration. — On se ramène par translation au cas où c==é. Il existe des entiers À,

À', X" tels que c'==t^, c" =^+1^+1, et ^"==^^+1^4.1^^. On pose :

^+i^+i^+i^=--^
^^q^ : ^i^T, et ^^+i^'^+i^6Tç,
on a aussi : geT .

On vérifie que [g, g?,, g^^\, g^i^+^i] == [c, c ' , c", c'"], de sorte qu'on peut prendre
^'=^+1 et ?"==^.^.

L'unicité résulte du fait suivant : tout teT qui vérifie

^eTg,

si+l¥Vi+le^^
et ^i+l^Vi+l^Tq,

vérifie aussi ^i^i61^
et ^i+i^+i^6^-

Corollaire 3 (Lemme des trois arêtes). —Soient c, c\ c" trois sommets de [CL]. On suppose
que c et c', ainsi que c' et c " , sont joints par une arête de type i et que ces deux arêtes sont « consé-
cutives », c'est-à-dire que l'invariant défini au 3) de la proposition 2' est égal à i. Alors c et c" sont
joints par une arête de type i, consécutive à [c, c'] ainsi qu'à [c', c"].
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Remarque. — On notera que contrairement aux cas du quadrilatère et de l'hexagone,
le i-cycle dont on établit ici l'existence (c'est-à-dire [c, c ' , c" ̂  c]) ne borde aucune face
de [£J.

Démonstration du. corollaire 3. — D'après le 2) de la proposition 2', il existe g^G

tel que [c, c ' , ̂ '^[i^, g, ̂ ]. On se ramène par translation au cas où g==e. On a

^WW^\,
et on vérifie que le terme de droite est un élément de Tg ; donc

W^^ (modTç)

de sorte que {c, ̂ ')==(^ç-\ W^\) $

donc c et c" sont joints par une arête de type i. Calculons par exemple l'invariant | À'—À" |
du couple ([^, <;'], [ c ' y c"]), en prenant t^ comme représentant de c; puisque

tiS,Si=e (modT^),
cet invariant est égal à i.

2.3. Le 2 -squelette du complexe [33J.

On rappelle (cf. VI, i .4) que [23 Jw [^Jx[^J^ un certain nombre de propriétés
de [23 J découlent immédiatement de cette définition et des propriétés de [SJ :

1) Le o-squelette de [23 J s'identifie à (G,/T,)x(Gg/T,).
2) Une arête de [23g] est dite de première ou de seconde espèce suivant que sa seconde

ou sa première projection sur [CL] est ponctuelle.
3) Toute arête de [23 J a un type (qui est un entier i tel que i^i^q—i); c'est

le type de sa projection non ponctuelle sur [CJ.
4) A tout couple d'arêtes de même espèce et de même type ayant une extrémité

commune est associé un invariant | X — À' |.
5) Lemme des trois arêtes. — Même énoncé que le corollaire 3 de VI, 2.2, à ceci près

qu'il faut préciser que toutes les arêtes considérées sont de même espèce.
6) Les faces de [23 J sont d'une part les produits face X point (ou point X face) qui

se répartissent en quadrilatères et hexagones; et d'autre part les produits arête X arête,
qui sont une nouvelle sorte de quadrilatères.

7) Lemme du quadrilatère. — Soient b, b\ V trois sommets de [23 J. On suppose que b et V
sont joints par une arête de type i, et que b' et b" sont joints par une arête de typej. Si ces deux arêtes
sont d'espèces différentes^ ou si \ i—j \ ̂  2, il existe un sommet b' et un seul de [23 J tel que :

b et b' soient joints par une arête de même espèce et même type que [&', é"] ;
b ' et V soient joints par une arête de même espèce et même type que [é, b'] $
le i-çycle [b, b\ é", î\ b] borde un quadrilatère de [23 J.
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8) Lemme de l'hexagone. — Même énoncé que le corollaire 2 de VI, 2.2, à ceci
près que toutes les arêtes considérées doivent être de même espèce.

9) [®J est connexe : cela résulte de la connexité de (£ç (cf. VI, i .3, proposition 6).

2.4. Opérations de Gç dans le i-squelette de [33 J et filtration de ce i-squelette.

2.4.1. Opérations de Gg dans [®Jo*

La formule (8) de VI, i .4 définissant les opérations de G dans 33. donne dans le
cas particulier de [33 Jo :

(i) ^(^JO-C?.^.!) pour tout (AJ)e(G/r,)x(G/T,).

Ces opérations ont les propriétés suivantes :
•s^

i) On désigne par T^ le sous-groupe de Gq formé des matrices triangulaires
supérieures et par Tç\Gç/Tç l'ensemble des doubles classes de Gç à gauche module T
et à droite modulo Tg.

Soit le diagramme
G,xG, ——————. G,

(2)

(G,/T,)x(G,/T,) -^ T,\G,/T,

où les applications verticales sont les applications canoniques, et où a et à sont respective-
ment définis par

a(^)==^.j

a(A;,j5)=^.j5 pour tout {x,jy)eGqXGq.

Ce diagramme est commutatif, et l'application à définit dans (Gç/Tç)x(Gç/T^) la même
relation d'équivalence que les opérations de Gg. Comme à est surjective, il en résulte que [SB ]o/G
est naturellement isomorphe à l'ensemble T \G /T .

2) Le sous-groupe de Gq formé des éléments qui laissent fixe (<?, é) est Diag^. (En effet,
le fait pour g de laisser fixe {é, ê) équivaut à :

geT, et ieT,,

ce qui s'écrit encore ^eT^nT^; or on a TçnTç=Diagç.)

22.4.2. L'invariant [^J et la filtration de [SÎJ.

Le terme a^q de la matrice g=(a^j) est invariant en valeur absolue si on
multiplie g à droite par un élément arbitraire de Tç et à gauche par un élément arbitraire
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de Tg. Ceci permet d'associer à tout élément de [23 Jo un entier positif ou nul qu'on
appelle son invariant |^J, et qui ne dépend que de son image dans [23Jo/G^; d'après
la commutativité du diagramme (2), l'invariant |^J de l'élément { x , y ) de [23Jo est
égal à la valeur absolue du terme de la dernière ligne et de la dernière colonne de ^.y.

Lemme 1. — Pour qu'un élément de [23Jo/G^ soit dans l'image de 'àq (cf. VI, 1.4) il faut
et il suffit que son invariant \ â^J soit égal à i. {Autrement dit, pour qu'un élément [x, y ) de [®Jo
soit équivalent module les opérations de G^ à un élément qui soit dans l'image de à x à , il faut
et il suffit que son invariant |^J soit égal a i . )

Démonstration. — II est immédiat que la condition est nécessaire. Réciproquement,
soit g une matrice telle que |aç J==i ; on peut alors choisir tëTg et t'eTq de façon
que t/gt^q{Gq_^). (II est possible de choisir t (resp. t ' ) de façon que tous les termes
non diagonaux soient nuls à l'exception de ceux de la première ligne (resp. colonne).)

Lemme 2. — i) L'invariant | ̂  J prend la même valeur aux extrémités de toute arête de [23 ]
dont le type est différent de q—i.

2) Pour qu'une arête de [23J soit dans l'image de ^x<7g([23ç_J), il faut et il suffit que
l'invariant [ a^ J prenne la valeur i en l'une de ses extrémités, et que son type soit différent de q— i.

Démonstration. — Le i) est immédiat, ainsi que la nécessité de la condition du 2).
Preuve de la suffisance de cette condition : soit (A:,^)e[23Jo, tel que l'invariant \a \
de ^y soit i; il existe alors d'après le lemme i, des représentants respectifs x ' et y ' de x
et} tels que ^ye^(G^_i); soit alors Ç une arête de [23J d'origine {x . y} ' , supposons
par exemple Ç de seconde espèce (cf. VI, 2.3, propriété 2) ; alors l'arête x ' ~ 1 .Ç a pour
seconde projection sur [KJ une arête T) d'origine ^y; d'après le i) de la proposition 2',

l'arête Y] est du type C</,^y^); si le type i est différent de q—i, ^ ' y ' t } est dans
^(G^_i), donc Y] est dans l'image de <7ç([(^_J).

Corollaire. — Tout point de [23 Jo qui est dans l'image de cr^x c-ç peut être joint à un point
de l'orbite de (<?', é) par un chemin dont toutes les arêtes soient de première espèce et de type différent
de Çq-ï).

(Même résultat en remplaçant « première espèce » par « seconde espèce ».)
Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du 2) du lemme 2 et de la

connexité de [(£g_i].

§ 3. LE LEMME FONDAMENTAL

3.1. Arêtes de [23 J issues de { é , é ) $ énoncé du lemme fondamental.

Soit î'e{i, 2, .. ., q—î}. D'après le i) de la proposition 2' (cf. VI, 2.2), les arêtes

de première espèce de type i de [23 J issues de (<?, é) sont les arêtes [e,^]xé, où À
décrit Z. On rappelle d'autre part que le sous-groupe de Gq laissant fixe {é, é) est Diag
(cf. VI, 2.4.1).
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Lemme 1. — Pour que les arêtes [ê, p^xé et [<?, ^s^xè de [93 J soient équivalentes
par une opération de Diag,, il faut et il suffit que | X | = = = [ Â ' | . Si |X |+ |X ' | , les extrémités des
arêtes correspondantes ne sont pas équivalentes par les opérations de G .

Démonstration. — Pour que (^, ê) et (<f^, é) soient équivalentes par âne opération
de Gy, il faut et il suffit qu'il existe teT tel que

(^)-W^)eT,;
•s^

ceci entraîne teT^. Ceci prouve la seconde assertion, laquelle entraîne une partie de
la première : la nécessité de la condition |x|=|À'| . Réciproquement, posons

/ • • . 0 \

î;

1

i . . . . . . . . . . . . . — i
i

\ °
on a ^^'^
et ^^^t+i;
on en déduit ^s^t^s,^^

et ceci prouve que les arêtes [ê, t^s^xè et [ê, t^s^xé sont équivalentes par l'opération
de T},.

Lemme 2. — Pour que le point (^, é) de [93 Jo soit équivalent à {é, é ) par une opération
de Gç, il faut et il suffit que | X | == i.

Démonstration. — Un calcul immédiat montre que
t^% (modT,);

donc ^•(^^==(S,fî)=(îî^•).

Ceci prouve que la valeur | X | = = i convient; c'est la seule d'après le lemme i.

Lemme 3. — Pour tout XeZ, l'extrémité (^, j,) de F arête de seconde espèce ^x[<?, s,]
est équivalente à {é, é) par une opération de G .

Démonstration. — La matrice ̂  est symétrique; il en résulte que

f^ç _ / * X \ - 1 _ ( . / - x -
h^i—^i^i) —W 5

• • ,

et par conséquent ^. (^ <?)=(?^ ̂ À)=(^, ̂ ).

Notations. — On désigne désormais par (^ l'orbite de ( < ? , < ? ) pour les opérations
de Gq. Les lemmes qui précèdent mettent en évidence certains lacets relatifs de [93 ]
module (S :
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— d'après le lemme 3, le chemin composé de l'arête de première espèce

[e ? ̂ ] X é et de l'arête de seconde espèce t^s, x [ê, s,] est un lacet relatif de [33 J module (S^ ;
on le note y^; on note ^^g (pour tout geGq) le transformé de y, ^ par l'opération
de g;

— d'après le lemme 2, l'arête [<?, t^Xé est un lacet relatif de [23ç] module (g $
on le note 8, ; on note 8^ le transformé de 8^ par l'opération de geG ;

— d'après le lemme des trois arêtes (cf. VI, 2.3, propriété 5) les points (^, é) et
(^5 é ) , extrémités de deux arêtes « consécutives » issues de {é, é ) , sont joints par une

arête de première espèce, de type i. Le chemin [ e , ̂ , Ç^]x^ est un lacet relatif de [33 J
modulo ®ç; on le note Ç,; on note î^ son transformé par l'opération de geG .

On note y^, ^ 5 ^ 5 ^'5 etc., les lacets relatifs transformés des précédents par la symétrie
naturelle de [23 J; par exemple

Yi,^=[^^), (^^), (^^)L
^=èx[ê^.

On vérifie qu'on a les relations suivantes :

(1 ) ï^;^,=(Yz.x)~1;

(2) ^.^(Y^)-1^.

Lemme fondamental.—Les lacets relatifs ̂  ̂ g, 8,̂  et ̂ g (pour tout ze{i,2, . . . , y—i)
tout XeZ et tout geGq) constituent un système de générateurs de ^(pBJ, (S).

(Autrement dit, tout lacet relatif de [33 J modulo (£ç est homotope avec extrémités
fixes à un composé des précédents et de leurs opposés.)

3.2» Trois lemmes de déformation.

Définition. — On appelle chemin de première (resp. seconde) espèce tout chemin composé
d'arêtes de première (resp. seconde) espèce.

Lemme 4. — Tout chemin (3 de [93 J, d'origine dans (£ç, est homotope à un composé y*??

où y est composé de chemins de type Yi ,x ;y (resp. y^î;^) et ou ? est de seconde (resp. première)
espèce.

Démonstration. — Démontrons par exemple l'énoncé dans lequel ^ est de seconde
espèce. Il résulte du lemme du quadrilatère que tout chemin de [33J est homotope au
composé d'un chemin de première et d'un chemin de seconde espèce. On est donc ramené
au cas où (3 est de première espèce, c'est-à-dire du type

P-Pi*^*...*^,
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°ù Pi ? ^23 • • "> Pr sont définis par des arêtes de première espèce. D'après le lemme 3,
il existe un chemin (3i défini par une arête de seconde espèce d'origine l'extrémité de (3i,
tel que Pi* Pi, soit un Yi,À;r Le chemin (3 est homotope à

(Pi^iMPi-1*^*...*^);
il résulte du lemme du quadrilatère (appliqué r—i fois) que le chemin Pi"1*^* • • -*Pr
est homotope à un chemin du type (37 * pi', où y est défini par r—i arêtes de première
espèce, et où Pi' est de seconde espèce; ceci, par récurrence, achève la démonstration.

(Pour l'énoncé dans lequel [3 est de première espèce, la démonstration est analogue
à ceci près qu'on utilise la formule (i) de VI, 3.1.)

Lemme 5. — Soit [3 = [é, è', é", b] un lacet de [33 J défini par trois arêtes orientées de
même type qui sont deux à deux consécutives. Soit a un chemin d'origine dans (£ç, d^ extrémité en b.
Le lacet a * (3 * a~1 est homotope à un composé des lacets relatifs y^ ^ g, 8^ ^ g, ̂ . g, et de leurs opposés.

Démonstration, — On suppose par exemple que ? est de première espèce. D'après
le lemme 4, a est homotope à un chemin de type y * ̂ ? où y est composé de chemins
du type Yz, x ; ^5 et ou ̂  est de seconde espèce; on est donc ramené au cas où a est de seconde
espèce. Dans ce cas l'application répétée du lemme du quadrilatère montre que a*(3* a"1

est homotope à un lacet (3 du même type que (3, dont l'origine b est dans (Êg. Puisque la
famille des lacets relatifs Y»,À;^? etc-? est stable par les opérations de Gg, on peut se ramener
au moyen d'une telle opération au cas où b =(^, è}.

0>\ , é} yr—————————————————————————-A( t, s, , Ç^,)

C^e)_______________/ \<^ ,
————————————————————/———^ ( t / 5/ ' r/ ̂

( é / é ) C^r/5,)

II existe alors d'après la proposition 2' (cf. VI, 2.2) un entier À tel que

^==\e^tp^^é}xè.

On pose [é, ̂ , ̂ "T ,̂ <?]x^=(3\

Le lacet (3' est homotope à 8̂ ' * (3' * 8^~1; donc d'après la formule (2) de VI, 3. i, il est
équivalent de montrer le résultat cherché pour (3 ou pour [3'. Or le transformé de [3' par
l'opération de ^ est ^_-L^ ^—^

[^^^.^^.^X.

(car ^ == ̂ ) ; c'est un lacet du même type que (3, mais dans lequel l'entier X est remplacé
par À +1. On peut donc, de proche en proche, se ramener au cas où (3 correspond à la
valeur À==o; dans ce cas, ? n'est autre que le composé ^îiî^-l.
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Lemme 6. — Soit a un chemin de [35 J défini par une arête orientée dont les deux extrémités b
et b' soient dans l'image de a^x Oq, et qui ne soit pas elle-même contenue dans cette image', alors a
est homotope à un composé (B*Sg_i ;^*? où ? et (3 sont composés d'arêtes de a^x À g ([S _i]).

Démonstration. — D'après le 2) du lemme 2 de VI, 2.4.2, Rareté considérée est de
type y — i ; supposons-la de première espèce. D'après la connexité de [(£g_i], il existe
un chemin de seconde espèce (3, d'origine b, tel que l'extrémité de (3 soit un point (noté è")
de (gg, et que toutes les arêtes de (3 soient dans l'image de à y x o-g ; toutes les arêtes de [3 sont
donc de type =t=^—i. Soit (3' le chemin « translaté de (3 par a» (c'est-à-dire le chemin
d'origine è' obtenu à partir de (3 par l'application répétée du lemme du quadrilatère) ;
soit 6'" l'extrémité de j3'. Toutes les arêtes de (3' sont de seconde espèce et de type =h<7—i ;
elles sont donc toutes dans l'image de cr^ x (^ (cf. 2) du lemme 2 de VI, 2 .4 .2) . D'après le i )
du même lemme, l'invariant [^ J prend en 6"' la même valeur qu'en V, c'est-à-dire i;
de ceci et du lemme 2 de VI, 3. i résulte que l'arête a' qui joint V à V " est du type 8 _i. ;
le composé (3*a'*(3'~1 convient donc.

3.3. Démonstration du lemme fondamental.

Le principe de la démonstration est le suivant : les lemmes 8, 9 et 10 ci-dessous
montrent que tout lacet relatif (3 de [$BJ modulo (gg est homotope au composé d'un
certain nombre de Yi,x;<p \g et ^g, et d'un lacet relatif qui se trouve dans l'image
de a^ x 6-g $ ceci, par récurrence, démontre le théorème. Le lemme 7 sert à démontrer
le lemme 8.

Définition. — On dit qu'une arête orientée [b, b'] de [93J est constante (resp. décrois-
sante, etc.) suivant que la valeur en &' de l'invariant |û^J est égale (resp. strictement
inférieure, etc.) à la valeur de cet invariant en b.

Lemme 7. — Soit b un sommet de pBJ en lequel on ait \ a \ > 2 :

1) II existe une arête de première espèce décroissante d'origine b', toute telle arête est de
type q—i.

2) Tout couple d'arêtes de première espèce de type q— i issues de b, dont l'une est décroissante,
l'autre non croissante, est consécutif.

Démonstration. — Soient x etjy deux éléments de Gg tels que b=={x,}); les arêtes

de première espèce issues de b sont les [x, xt^]x}. On sait (cf. VI, 2.4.2, lemme 2)
que toute arête de type différent de q—ï est constante; si i==q—i, la valeur en &'
de l'invariant \a^ \ est | T , . , ,

1 î—l, î T î, ç I?

(où l'on a noté (&^) la matrice ̂ ). Il y a deux cas à distinguer :
a) ^-i,î est un multiple de b^q.
Soit ÀO l'entier défini par :

^_^+Ào^=o.
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L'arête correspondant à X==Xo est décroissante; celles qui correspondent à X==À()+I
et X = = À O — I sont constantes; toutes les autres sont croissantes.

b) ^-1,3 n'est pas un multiple de b^q.
Dans ce cas le réseau {^-i,g+^,J ne contient pas le point zéro, de sorte qu'il

existe deux valeurs consécutives de X donnant chacune une arête décroissante ; toutes les
autres valeurs de X donnent lieu à des arêtes croissantes.

Lemme 8. — Tout lacet relatif (3 de [93 J modulo (g^ est homotope à un composé de lacets
du type Yt ,x;<p etc"> et de lacets en tous les sommets desquels l'invariant \a^q\ ne prend que les
valeurs o et i.

Démonstration. — D'après le lemme 4, on peut se borner au cas où (3 est de première
espèce.

Soit Ç le maximum des valeurs prises par l'invariant [ a^ \ aux différents sommets
de p. On va montrer que si Ç^2, ? est homotope à un composé de lacets du type Yz \-g,
8 ,̂ etc., et d'un lacet de première espèce en tous les sommets duquel l'invariant \a \
est ^ Ç— i ; ce qui démontrera le lemme par récurrence sur Ç.

^re étape. — Suppression des arêtes de (3 aux deux extrémités desquelles \ a \ == Ç.
Soit [é, 6'] une telle arête; il faut distinguer trois cas suivant le type i de cette

arête.

Premier cas. — i<q—2. D'après le i) du lemme 7, il existe une arête de première
espèce [&', 6"] qui soit décroissante; son type est q—i. L'application du lemme du
quadrilatère à [b, V, 6"] fournit un point ?'; le chemin \b, b'] est homotope à [é, b'r, b", é'],
donc à [b, b ' , é", b'}. En &', la valeur de l'invariant |â^J est la même qu'en 6", elle est
donc ^ Ç— i ; on a donc remplacé [é, b'} par un chemin homotope qui ne contient aucune
arête du type considéré.

Deuxième cas. — i = q—2. On prend deux arêtes de premières espèce décroissantes,
issues l'une de b, l'autre de b\ et on applique le lemme de l'hexagone.

Troisième cas. — i==q—i. Soit é" comme pour le premier cas ci-dessus; d'après
le 2) du lemme 7, les arêtes [b, b'] et [6', é"] sont consécutives. On décompose (3 comme
suit :

P=P,*[6,è']*^.

Le chemin (3 est homotope au composé des deux chemins suivants :
(3i* [é, é', &", è]*[3j~1 qui, d'après le lemme 5, est homotope à un composé des

lacets Y,^^, 8^ et î:,^;

Pi* [é, é", 6']*Pa, dont le nombre d'arêtes du type considéré est inférieur d'une
unité à celui de p.
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Lemme 8
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3e cas

Od

b'

CXn

2e étape

^ ^2

Lemme g

2) 3 a et ^
OC

6'
o'

ex

3 ^

Pi 02

A'
P'I P2

Lemme 10

«1^

<X2

^

i^ étape, a)

^

"l
.,

J^

^1

jre

*'i
^^

J^
As

étape, î
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2e étape. — Suppression des sommets « isolés » où \ a \ == Ç.
Soit V un tel sommet; (S admet une décomposition :

(î-pi^^n*^
où les valeurs de | â^J en b et V sont ^ Ç — i . D'après le 2) du lemme 7, les arêtes [è', b]
et [b\ è"] sont consécutives; & et é" sont donc joints par une arête, et (3 est homotope
au composé des deux chemins suivants :

Pi* [^5 ̂  ^"5 ^] * P"1? auquel s'applique le lemme 5;
Pi* [b, b"} * (3g, dont le nombre de sommets du type considéré est inférieur d'une

unité à celui de (3.

Définition : l'invariant \ a^_^ J. — Soit g = (â^) un élément de Gç tel que ] ̂  J = o.
Un calcul immédiat montre que |^_i J reste invariant quand on multiplie g à droite
par un élément arbitraire de Tç et à gauche par un élément arbitraire de Ïç. Il résulte
de ceci que pour tout élément b == {x, y ) de [33Jo en lequel [ ̂  J = o, l'entier | ûç-i, J
correspondant à ̂  est indépendant du choix des représentants x et y\ on l'appelle
V invariant |â^_^J de è; il est invariant par les opérations de Gg dans [33].

Remarque. — Dans les mêmes conditions, on peut aussi définir l'invariant |û J.

Lemme 9. — Soit [33Jo ̂  partie de [33 Jo formée des éléments qui vérifient soit \ a \ = i,
soît \aq.q\==o et 1 ̂  -1, J == I • Tout lacet relatif (3 de [33 J modulo Qq sur les sommets duquel \a \
ne prend que les valeurs o et i est homotope à un lacet relatif dont tous les sommets sont dans [8 jç.

Démonstration,—Le lemme est trivial si q ==2; on suppose ^3. Soit b un sommet
de [SBJ en lequel | a^ J soit égal à o ou i ; on utilisera les deux définitions suivantes :

Chemin standard de première espèce issu de b. — Chemin de première espèce, dont les
types des arêtes sont tous différents de q—i, et qui aboutit à un point de [2L]o-

Chemin standard de seconde espèce issu de b. — Chemin de seconde espèce, dont les
types des arêtes sont différents de q— i sauf éventuellement celui de la dernière arête,
et qui aboutit à un point où | ̂  ^ | == i.

(On notera que le nombre d'arêtes composant un chemin standard peut éventuelle-
ment être nul.)

Ceci posé, on montre successivement les trois résultats suivants, d'où le lemme
découle immédiatement :

i) Tout point b du type ci-dessus est origine d'un chemin standard de première espèce et d'un
chemin standard de seconde espèce.

Preuve. — On choisit dans la double classe définie par b une matrice qu'on note (b- ^ ;
(autrement dit, (é^) est la matrice ̂  relative à un couple [ x , y ) tel que b=={x,y)).

a) Chemin standard de première espèce. — Soit &' l'extrémité d'une arête de type i,
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de première espèce, issue de é; il existe dans la double classe de b' une matrice (é^)
dont les éléments de la dernière colonne soient :

^(p • • - 5 ^-l,^ ^+1.<P ^î+^t+l,^ ^+2,(p • • • ? bq,q (avec ^ez)-

On peut, par une suite de telles opérations correspondant toutes à des types différents
de q—i, remplacer bq-^q soit par o, soit par i.

b) Chemin standard de seconde espèce. — Les éléments de la dernière ligne de (^) :

bq^ ^,25 • • • ? bq,q

sont premiers entre eux dans leur ensemble; par une suite d'arêtes de type i choisie de
manière à appliquer à bq ̂  et éç 3 l'algorithme d'Euclide, on remplace bq ̂  et b 3 par V^ ^
et Vy g tels que bq ^ soit un multiple de Vy g ; il existe alors des entiers Xg, . . ., \y tels que :

^1+^,2+^,3+——+V^=I;

il existe donc une suite d'arêtes de types successifs i, 2, . . ., q—i, telle qu'à l'extrémité
de la dernière arête, la valeur de l'invariant | a. y \ soit i.

2) Soient (3' et (3" deux chemins standard issus d^un même point b; le chemin p'""1* (3"
est homotope (avec extrémités fixes) à un chemin dont tous les sommets sont dans [25 Jo*

Preuve. — On note b' et b" les extrémités respectives de (3' et (3". D'après le i),
on peut se borner au cas où (3' et (3" sont respectivement de première et de seconde
espèce. L'application répétée du lemme du quadrilatère fournit deux chemins (37 et (3",
respectivement « translatés » de (3' par |3" et de (3" par (3'. Les chemins p'""1*^" et
P^"*^'"1 sont homotopes. Or l'invariant |û^J est égal à i en tous les sommets de [3'
(car les arêtes de P' sont de même type que les arêtes correspondantes de p'; elles sont
donc de type =|=<7—i, donc l'invariant |^J a même valeur en chacun des sommets

f>-> /^>/
de [37; or cette valeur est i à l'origine de (3' puisque celle-ci coïncide avec l'extrémité du
chemin standard de seconde espèce (3"). De même l'origine de [3" est dans [2îg]o; et les
arêtes de (3", autres que la dernière, étant de types différents de q—i, ne font pas sortir
de [®,]o.

3) Soit a un chemin défini par une arête de [33 J aux deux extrémités b et b' de laquelle la
valeur de l ) invariant \ a J soit o ou i. Il existe deux chemins standard (3 et ^\ respectivement issus
de b et b\ tels que le chemin (3~1* a* (3' soit homotope à un chemin dont tous les sommets soient

dans [»Jo-
Preuve. — On examine les différents cas.
a) a est de type 4= q—i. — Supposons par exemple a de première espèce; on choisit

alors pour (3 un chemin de seconde espèce, et on prend pour (3' le chemin d'origine b'
déduit de (3 par application répétée du lemme du quadrilatère. L'extrémité de [3 et
celle de P' sont jointes par une arête '0', homotope à (3~1 * a * (3' ; l'invariant [ a q \ prend
la valeur i aux deux extrémités de î. Démonstration analogue si a est de seconde espèce.
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b) a est de première espèce et de type q — i. — Si | a^ J == i à l'une des extrémités de a,
l'autre extrémité est dans [23 Jo? ^e sorte que l'on peut prendre (3 et (3' constants. Le
seul cas non trivial est donc celui où | a^ J = o aux deux extrémités de a.

On peut supposer (en transformant au besoin a par une opération de G ) que b est

de la forme (<?', y ) $ b' est alors de la forme (^-i^_i, y ) ; il en résulte que la valeur de | a^ J
en b' est égale à celle de |^-i,J en é; donc | ^_^J=o aux deux extrémités de a.
On va montrer qu'il existe un chemin standard de seconde espèce issu de b dont le
« translaté par a » soit encore un chemin standard ; on va pour cela prouver qu'il existe
un élément y=:(èj^) de Gg de la forme

(J) x1^2^—^
(avec ii, i^ . . ., ^ _ i + ? — i ) tel que l'invariant |^J de { ê , j y ' ) et celui de (^-i^_i,j^)
aient tous deux la valeur i ; ceci s'écrit

U^
(2)

^-l^+^J-I-

Ces conditions sont réalisées en particulier si on a

(3) .̂̂
^-^=i-X.

Pour réaliser (3), on détermine d'abord une matrice y de la forme (i) dont les deux
dernières lignes soient

o .. . o i o o

o . . . o o i o,

puis on pose y-y'^-^^-^-i.

c) a est de seconde espèce et de type q—i. — Si l'invariant |ag J prend la valeur i
en l'une des extrémités de a, par exemple b, le cas est trivial (on prend (3 constant et
P'-oc-1).

Si l'invariant |^J est nul aux deux extrémités de a, il en est de même pour
l'invariant |^-i,J (c'est le résultat dual de celui établi au début du b}). Il en résulte
qu'il existe un chemin standard de seconde espèce issu de é, noté (3, ayant les propriétés
suivantes : toutes ses arêtes sont de type ^ q— 3, sauf l'avant-dernière qui est de type q— 2,
et la dernière, qui est de type q—î. Soient pi, pg, . . ., ^ les arêtes qui composent (3;
l'application répétée du lemme du quadrilatère donne a7, pi, (3g, . . ., [3;_2 tels que les
composés

a-1*^*^*...*^

et P i *P2* . . . *P; -2*a- 1
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soient homotopes. Puis l'application du lemme de l'hexagone donne les arêtes (3y_i, (3^, a",
de types respectifs q—2, q—î, q—2 telles que les chemins a'"1* (3,._i* (3, et
P^-i*^*^'"1 soient homotopes. Puisque a" est de type q—2, la valeur de l'inva-
riant |^J à l'extrémité de oc^ est la même qu'à celle de (3,., c'est-à-dire i.

Lemme 10. — Tout lacet relatif de [93Jo inodulo Sç dont tous les sommets sont dans [SJo
est homotope à un composé des lacets relatifs Yi, x;<p ^;<p ^i,g et de leurs opposés, et de lacets relatifs
dont toutes les arêtes sont dans V image de a^Xdq.

Démonstration. — D'après le lemme 6, il suffit de montrer que tout lacet relatif (3
du type considéré dans l'énoncé est homotope à un composé des lacets relatifs y, ̂ , etc.,
et de lacets relatifs dont tous les sommets sont dans l'image de ô- x à . La démonstration
se fait en deux étapes; elle utilise la propriété suivante (de vérification immédiate) :

(*) Soit b un sommet de [S8J en lequel \a^ , J=o et [ f l ç_ i ,q\==î' Toute arête
de première espèce de type q—i issue de b est telle qu'en son extrémité l'invariant | a^
soit égal à i.

Première étape. — Déformation de (3 en un lacet relatif ne contenant aucune arête aux deux
extrémités de laquelle \ a^q \ == o.

Soit a une telle arête; soient b^ et 63 les extrémités de a; soient 04 et ocg deux arêtes
de première espèce de type q—i issues respectivement de b^ et èg; il suffit d'après la
propriété (*) de montrer que, pour un choix convenable de 04 et ocg, 04" ̂ oc*^ est
homotope à un chemin en tous les sommets duquel | a^ ̂  \ == i. On examine les différents
cas possibles; celui où a est de première espèce et de type q—i est exclu (cf. 3), b)
de la démonstration du lemme 9). On note b[ l'extrémité de 04, b^ celle de ocg.

a) a est soit de seconde espèce, soit de première espèce et de type <q—2. On
choisit alors 04 arbitrairement, et on prend pour ocg la translatée de 04 par a.

b) a est de première espèce et de type q—2. On choisit alors 04 et ocg arbitraire-
ment. D'après le lemme de l'hexagone, b[ et ég sont joints par un chemin ^-l*'a*Ï2,
homotope à oci'^oc^ocg, où '04, % et ^ sont des arêtes de première espèce et de types
respectifs q—2, q—i et q—2. L'invariant | ^g | ayant la même valeur aux deux
extrémités de toute arête de type q—2, le chemin ^-1*S*S2 a les propriétés voulues.

Seconde étape. — Suppression des sommets « isolés » de (3 où \ a^ ç | == o.
Soit b un tel sommet; soit a'"1 (resp. a") le chemin défini par l'arête de (3 qui a

son extrémité (resp. son origine) en è; on décompose (3 comme suit :

^p^a'-^a"*^.

Il y a deux cas à distinguer :

a) a' et a" sont de même espèce. — S'il existe une arête de seconde espèce issue de b
en l'extrémité de laquelle l'invariant |ûgJ est égal à i, alors la valeur en b de
l'invariant \a^ , ç _ i | est i; il en résulte que le cas où a' et a" sont de seconde espèce est
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dual de celui où elles sont de première espèce; on peut donc se borner à ce dernier
cas.

Soit alors p l'invariant du couple (a', a") ; il existe des arêtes de première espèce, de
type y — i , qu'on note 04, . . ., oCp_i, telles que les couples (a', 04), (04, ocg), . . ., (oCp_i, a")
soient consécutifs. On note &', b^ . . . , ^,_i, b" les extrémités respectives des arêtes
a', 04, . . ., ay_i, a"; il résulte de la propriété (*) que l'invariant jû^J de chacun de
ces points est égal à i, et il résulte du lemme des trois arêtes que chacun des couples
(é7, &i), (&i, ég), . . ., (^,-1, b") est joint par une arête. Le lacet relatif p est homotope au
composé des deux lacets relatifs suivants :

P^a'"1*^'* \b", ̂ ,_i, . . ., &i, è']*(3f1, lui-même homotope au composé de p
lacets relatifs du type considéré au lemme 5;

Pi* [^'5 ^iî • • • ? ^p-i? ^ / /] * P2? dont le nombre de sommets en lesquels | a \ == o
est inférieur d'une unité à celui de p.

b) a est de première et a' de seconde espèce. — Toute matrice g représentant la double
classe définie par b vérifie dans ce cas (d'après la remarque du début du a)) \ a \ ==o,
\aq-l,q\==\a(l,q-l\==I' Un calcul immédiat montre alors qu'il existe teT^ (resp. t'eT )
qu'on peut en plus choisir de façon que tous les termes non diagonaux des q— 2 premières
lignes (resp. colonnes) soient nuls, de façon que t'gt soit du type :

( i ~ \ ° °\[ g ) •• • • }\ i o o

0 . . . 0 0 I

\ 0 . . . 0 I 0/

II existe donc un chemin de première espèce Pc issu de b dont toutes les arêtes sont de
type ^?—3, et dont l'extrémité h soit telle que la double classe qu'elle définit soit
celle de ^_r Soient Ro et Pc' les translatés respectifs de Ro par v! et a"; soient V et h"
leurs extrémités respectives; on note [è, é']::̂ ' et [é, ^"j^î". Le lacet relatif (î est
homotope au composé :

(Pi*^)*^'-1*^')^^--1*^).

Le nombre de sommets de (3i * % en lesquels l'invariant \a^q\ prend la valeur o est
strictement inférieur à celui de p; de même en ce qui concerne Pd7"1*^* Tout revient
donc à montrer que 'S'"1*??" est homotope à un composé de Yi,x;^ etc- O11 peut,
par l'opération d'un élément convenable de Gqy se ramener au cas où è'^^*, ê ) ; alors
b^=[s,,è}\ soit y l'arête de seconde espèce s\x[é,s^; î'"1*^" est homotope au
composé de 'o?'"1*^'" et de î'"""1* Ï"; le premier de ces lacets relatifs n'est autre
que Yç-1,05 et 1e second est du type considéré au a) ci-dessus.
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3.4. Un complément au lemme fondamental»

Toute homotopie entre chemins composés d'arêtes de [33 J est composée d'un
nombre fini d'opérations appartenant à l'un des types suivants :

a) insertion d'un lacet composé d'une arête et de son opposée;
b) suppression d'un lacet composé d'une arête et de son opposée;
c ) insertion d'un lacet défini par le bord d'une face.

Toute opération du type c ) peut être décomposée en un nombre fini d'opérations
du type a) et en une opération appartenant à l'un des deux types suivants :

c[) remplacement du chemin défini par deux arêtes orientées adjacentes d'un
quadrilatère par le chemin de même origine et extrémité défini par les deux autres
arêtes ;

c^) remplacement du chemin défini par trois arêtes orientées deux à deux adja-
centes d'un hexagone par le chemin de même origine et extrémité défini par les trois
autres arêtes.

Il résulte donc du lemme fondamental que tout lacet relatif de [93 J modulo (S
peut être déformé en un composé des lacets relatifs y^x ;^? etc-? P211' une sulte fi11^
d'opérations des types a), b)^ c[) et c'^). Ce résultat peut être précisé comme suit :

Complément au lemme fondamental. — Tout lacet relatif de [93 J modulo ^peut être déformé
en un composé des lacets relatifs y^ ̂ g, S^g et ̂ g et de leurs opposés par une suite finie d'opérations
appartenant à Vun des types suivants : a), c[), c^} et :

b^) suppression d'un lacet composé d'une arête de seconde espèce et de son opposée.

Démonstration. — Soit (3 un lacet relatif de [93J modulo (£^ qui admette une
décomposition de la forme (3==(3i*a* a~1* jîg, où a est une arête de première espèce.
On peut transformer (î par une suite d'opérations du type a) en le chemin
(Pi * a * a~1 * Ri"1) * (pi * pg). Le chemin ^ * ̂  est celui qu'on obtient à partir de (3 en
supprimant le lacet a*a~1; on pourra donc réaliser toute telle opération à l'aide des
opérations permises, pourvu que la propriété de l'énoncé soit vraie dans le cas particulier
des lacets du type (3i* a* a""1 * (3i~1. Toutes les déformations utilisées au cours de la
démonstration du lemme 4 sont du type a) ou du type c[) ; on peut donc se borner au
cas où pi est de seconde espèce. Par des opérations du type c[) et b^), on se ramène au
cas de ^*%~'1, où ï est une arête de première espèce d'origine dans (£ , c'est-à-dire

du type [é, t^-s^ xê. En procédant comme dans la démonstration du lemme 5, on montre
qu'il est équivalent de démontrer le résultat cherché pour la valeur X ou pour la
valeur À 4-1. On peut donc se ramener au cas où X = i ; dans ce cas S*??"1 =8,* S,"1.
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CHAPITRE VII

ÉTUDE GLOBALE DE L'ESPACE ^

II. STRUCTURE DU NERF DE L'ESPACE ^

Le § i est de caractère général : on définit le nerf d'une stratification et on donne
quelques propriétés simples de cette notion. Au § 2, ces propriétés sont appliquées au
cas particulier des nerfs O^ et O^ des espaces e^ g et ̂  définis au chapitre V, ainsi
qu'à celui du nerf Oj^ de l'espace ̂  obtenu à partir de ^g en fixant une variété
intermédiaire. Au § 3, on définit une flèche : ^•sa.-^^qXdq (où 6^ est le complexe défini
au chapitre VI), et on montre en utilisant essentiellement le lemme des croisements à
indices égaux que, sous certaines conditions, c'est un revêtement. Au § 4, on démontre
sous les hypothèses %^6, 7Ti(V)==o, le théorème de connexité de l'espace des fonctions
sans point critique (théorème 3) ; la démonstration utilise la plupart des résultats semi-
locaux des chapitres II, III, IV, la connexité de ̂  (chap. V) et le lemme algébrique
fondamental (chap. VI). Au § 5, on en déduit (à l'aide d'un lemme sur la « presque
isotopie ») que la flèche ^^.-^^qXViq est un isomorphisme, ce qui donne également
la structure de 0^ g et celle de 0^ (théorème 4; l'hypothèse de dimension est ici ^7).

§ i. NERF D^UNE STRATIFICATION

i. i . Définition et propriétés du nerf.

Soit E un espace stratifié (cf. I, 1.1); pour tout i^o, on note E^ l'ensemble
(classiquement noté ^(E1)) des composantes connexes par arcs de E\ On note

É^uE^u ... UÈ^U ... =E.

Soient A et B deux éléments de E; la relation A DE est une relation de préordre sur E
(en général, elle n'est pas antisymétrique), on la note A^B.

D'une façon générale, soit E un ensemble muni d'une relation de préordre >^,
on appelle complexe simplicial préordonné {ordonné si >• est une relation d'ordre) défini
par la relation >^, l'ensemble É muni simultanément de la structure de préordre >- et
de la structure simpliciale qu'elle définit naturellement (un ^-simplexe est une partie
de E formée de q éléments qu'on peut ranger en une suite A^, . . . , A ^ telle que
A,>A^>...>A,).
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Définition 1. — On appelle nerf de l'espace stratifié E et on note 9Î(E) le complexe
simplicial préordonné défini par la relation > sur l'ensemble È.

Propriétés du nerf. — i. Soit E un espace stratifié dont toutes les strates sont
localement connexes par arcs; soient A et B deux éléments distincts de É; si AeÉ.
et BeE^, la relation A>B entraîne j<k. Il en résulte que la relation >- est une
relation d'ordre. Donc d'après la remarque 2 de I, i. 2 : Si E est un espace stratifié localement
trivial et localement connexe par arcs, la relation >- est une relation d'ordre.

2. Soit E' un espace stratifié localement trivial; soient A et B deux éléments de É';
s'il existe un point x de B qui soit adhérent à A, alors A>B. De ceci résulte que si E
est un espace stratifié arbitraire, et/ : E->E' un morphisme, alors l'application /: È-^É'
définie de façon naturelle par/est un morphisme : 9l(E)—^R(E'). En particulier :
Le nerf définit un fondeur covariant de la catégorie des espaces stratifiés localement triviaux dans
celle des complexes simpliciaux préordonnés.

3. Soient E et E' deux espaces stratifiés ; îl(E x E') est naturellement isomorphe au complexe
défini sur ÈXÊ' par la relation de préordre produit de celles définissant respectivement ^(E)
^(E').

(En effet les deux relations AxA'DBxB' et (ADB et A'DB') se correspondent

par l'isomorphisme naturel ExE'^ÈxÉ'.)

4. Soit E un espace stratifié localement trivial; toute famille (A.) de cartes
transverses de E définit une structure simpliciale sur È, celle dont les simplexes sont
les parties de E qui sont images d'un simplexe pour l'une au moins des applications
^ :9Î(X,) ->E; c'est la structure simpliciale la moins fine qui rende simpliciales toutes
les applications ^ (on a noté Xj la source de ^.).

Soit E un espace stratifié localement trivial et localement connexe par arcs. Soit (^.) une
famille de cartes transverses de E; si pour tout AeE il existe un indice j tel que l^ origine de li-
sait dans A, alors la structure simpliciale définie sur É par la famille {^.) est celle de ^(E).

(En effet, toute application .̂ est un morphisme d'après la propriété 2 ci-dessus;
il reste donc à montrer que pour tout simplexe cr de9î(E), il existe un indicée tel que a
soit l'image par .̂ d'un simplexe de 9l(X,). Soient A^, . . ., Aq les sommets de a rangés
dans l'ordre décroissant (i.e. Aq>A^> . . . >A^). Il existe un indicée tel que l'origine .̂
de (pj soit dans A^; soit 9^: X^xY->E une carte locale correspondant à (L; soit U
l'image de ^. D'après la remarque 2 de I, 1.2, A^, . . .,Aç sont localement connexes
par arcs; donc A^nU, . . ., A^nU le sont aussi; il existe donc une composante connexe
par arcs bien déterminée de A^nU à laquelle ^ soit adhérent, notons-la A^; soient
de même Ag, . . . , A^; pour la stratification induite par E sur U, A^, Ag, . . . , Aç sont
des éléments de Ù, et l'on a Aq>A^^> .. . >A[, de sorte que o- est dans l'image du
morphisme îl(U) —?l(E). Or d'après la remarque i de I, i .2, on peut choisir Y connexe
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par arcs; dans ce cas, .̂ induit (d'après la propriété 3 ci-dessus) un isomorphisme
9Î(X,) ->9l(U); ceci achève la démonstration.)

5. Si E est localement connexe par arcs et muni d'une stratification conique
(cf. I, 1.3, définition 4), le nerf d'un modèle conique (ouvert) transverse en un point x
est un invariant de la cocellule de Xy d'une façon précise :

Soit E un espace localement connexe par arcs muni d^une stratification conique. Soient x et x'
deux points situés dans la même composante connexe d^une strate de E; soient ^ et ^' deux cartes
transverses de E respectivement en x et x\ dont les modèles respectifs X et X' sont des cônes ouverts.

a) 77 existe un isomorphisme ^ :9Î(X) —^(X') tel que ^==(J/o^. (^ désigne le
morphisme : ?l(X)->îî(E) défini par ^.)

b) Si X = X', si x === x\ et si ^ et ^' sont deux sections d^une même projection locale sur
un modèle transverse, alors ^==4»'.

Démonstration. — a) On peut se borner au cas où x=x\ Soit, pour Àe]o, i], ̂
la carte transverse composée de ^ et de l'homothétie de rapport À de X; on a visiblement
^ == ^. D'autre part, E étant localement connexe par arcs, on peut choisir pour tout X
une carte locale <p^ associée à 4^5 de façon que les images U^ des 9^ forment un système
fondamental de voisinages connexes de x. On définit de même une famille de cartes <p^,
d'images U^. Il est clair que si U\cU^, le morphisme naturel 9Î(U^) —^(U^) est
un isomorphisme, et que les U^ ont la même propriété. On en déduit (à l'aide d'une
suite d'ensembles emboîtés appartenant alternativement à l'une et l'autre famille) que
si U\cU^, le morphisme naturel 9l(U\) -> 9l(U^) est un isomorphisme; on prend
pour ^ le composé des isomorphismes :

^(X) ̂ (u,) ̂ (u,,) ̂ (x-).
b) Dans ce cas particulier, le ^ obtenu au a) est associé à l'homothétie de rapport À/À'

de X; c'est donc l'identité.

1.2. Le nerf de la stratification naturelle d'une variété combinatoirement
triangulée.

Soit V une variété combinatoirement triangulée de dimension n\ on a défini
en I, 1.1 la stratification naturelle de V; c'est une stratification combinatoire dont le
nerf 91 (V) a les propriétés particulières suivantes :

1 . La réalisation géométrique &?l(V) est naturellement isomorphe à ̂ ?(V), première subdivision
barycentrique de V.

(L'application qui à tout élément de V associe son barycentre définit en effet un
isomorphisme de 9l(V) sur le complexe simplicial abstrait sous-jacent à <^(V).)

2. Soit BeV^; soit b le barycentre de B; l'ensemble des éléments A de V tels
que A>^B s'appelle étoile descendante de B ûfûTZjîl(V); le sous-complexe correspondant
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de ^(V) s'appelle étoile descendante de b dans ^?(V); il est isomorphe au cône d'une
(i—i)-sphère combinatoirement triangulée.

On note [^(V)], (pour o^i^n) la réunion de toutes les étoiles descendantes
de dimension ^ i. Les étoiles descendantes de dimension i +1 ont leurs intérieurs deux
à deux disjoints; le bord de chacune d'entre elles est un sous-complexe de [^(V)],
isomorphe à une î-sphère combinatoirement triangulée. Ceci définit sur ^(V) une
structure naturelle de CW-complexe; ce complexe est classiquement appelé complexe dual
de la triangulation de V; on le notera [^(V)]; il a d'après ce qui précède la propriété
suivante :

' L'application qui à tout élément B de V associe l'étoile descendante dans <â?(V) du bary centre
de B est une bijection de V sur l'ensemble des cellules de [^(V)] ; si BeV,, la cellule correspondante
est de dimension i.

3. Considérons l'application v : V ->• (ensemble des parties de Vç), qui à tout
élément B de V associe l'intersection de V^ avec l'étoile descendante de B; soit ^
l'image de V, par v (en particulier, Y^ s'identifie à V^) ; on pose Y^uY^u . . . u Y^ =.= Y^.

L'application ^ définit un isomorphisme de ÎIÇV) sur le complexe simplicial ordonné défini
sur ^ par la relation d'inclusion.

On notera que ̂  s'identifie à l'ensemble des intersections du o-squelette [<^(V)]o
avec les î-cellules de [^(V)], donc chaque cellule de [^(V)] est bien déterminée par l'ensemble
des Q-cellules qu'elle contient') a fortiori, chaque cellule est bien déterminée par son bord.

1.3. Nerf d'un espace stratifié muni d'une fibration compatible avec la
stratification.

Définition 2. — Soit E un espace topologique stratifié; soit B un espace topologique;
soit^:E-^B une fibration localement triviale ; pour tout ^eB, l'image réciproque p~l{x)^
munie de la stratification induite par E, est notée F^. On dit que p est compatible avec
la stratification de E si pour tout xeîi il existe un voisinage ouvert U de x dans B et une
trivialisation T : U X F, -> p-^U)

qui soit un isomorphisme (pour la stratification produit sur U X Fp et la stratification
induite par E sur p~l{'U)).

On peut choisir alors T de façon que ^{x^y)=y pour tout j^eF^.

Proposition 1. — Soit E un espace topologique stratifiée soit B un espace topologique,
soit p : E->B une fibration localement triviale compatible avec la stratification de E; soit xeTS.

Le groupe 7q(B; x) opère à droite de façon naturelle rfûn.îîî(FJ, et on a un morphisme injectif
naturel :

(i) SR(F,)/7r,(B;^9î(E).
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Le morphisme (i) est surjectif si B est connexe', c'est un isomorphisme si les conditions suivantes
sont en plus satisfaites :

(i) B est localement connexe par arcs;
(ii) la stratification de F^ est localement triviale,
(iii) tout point de F^ n'est adhérent qu^à un nombre fini de cocellules de F^.

Démonstration. — Soit y un chemin dans B, d'extrémités x et x1'. Si y est contenu
dans un ouvert U au-dessus duquel E est trivial, le choix d'une trivialisation (compatible
avec la stratification) de E au-dessus de U définit un isomorphisme F^F^. Cet isomor-
phisme ne dépend en fait ni du choix de U, ni de celui de la trivialisation au-dessus
de U, car il peut être défini à l'aide des relèvements de y dans les strates de E. On note
cet isomorphisme h^'y il a visiblement les deux propriétés suivantes :

a) Si y==yi*y2 est une décomposition arbitraire de y? alors
h^==h^oh^;

b) Si y et y' ont mêmes extrémités et si leurs images sont contenues dans un
ouvert U de B au-dessus duquel E est trivial, alors h^=h^.

Soit maintenant y un chemin arbitraire dans B; toute subdivision de [o, i] en un
nombre fini q d'intervalles consécutifs I^, . . ., Ig définit une décomposition y==yi *. . . * Vg
de y. Si la subdivision est assez fine, h^ , . . ., h^ existent; le composé h^ o . . . o h^ est
(d'après a) ci-dessus) invariant par raffinement de la subdivision, il est donc indépendant
du choix de la subdivision, pourvu qu'elle soit assez fine; on note ce composé Ày. Il est
clair que la propriété a) est encore satisfaite; et, d'après la propriété b ) , h^ ne dépend
que de la classe d'homotopie (avec extrémités fixes) de y. Ceci définit les opérations
de 7Ti(B; x) dans 9Ï(FJ.

On a d'autre part (sans hypothèse supplémentaire sur la stratification de E) un
morphisme naturel ^(F^) ->9Î(E), lequel définit dans îl(F^) la même relation d'équi-
valence que les opérations de 7T:i(B; x). D'où le morphisme injectif (i), qui est visiblement
surjectif lorsque B est connexe. C'est un isomorphisme si, en plus, la stçucture de
préordre sur îl(E) est l'image de celle de 9l(FJ/7Ti(B; x). Or soit (A, A') un couple
d'éléments de 9l(E) tels que AD A'; soit jyeA'nF^; la condition (i) entraîne que y
est adhérent à AnFp; ceci, compte tenu de la condition (iii), entraîne qu'il existe au
moins une composante connexe par arcs de AnF^, notée Ay, à laquelle y soit adhérent;
soit Ay la composante connexe par arcs de y dans A'nF^; la condition (ii) entraîne
AyDAy, et ceci achève la démonstration.

§ 2. LES ESPACES STRATIFIÉS ,̂ ,̂ ^+, ^-, ^5
RELATIONS ENTRE LES NERFS DE CES ESPACES

Dans toute la suite, W est le cylindre Vxl dans lequel on identifie Vx{o} à V;
on désigne par n la dimension de W.

y est l'espace des fonctions de classe G00 : Vx(I, o, i) -> (I, o, i), sans point
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critique sur le bord. Les espaces ̂  ^ et ̂  (o^^yz—i, q^o) sont les sous-espaces
de y définis en V, 2.1. Ces espaces et les autres sous-espaces de y qu'on introduira
sont munis de la stratification induite par la stratification naturelle de y (cf. I, 3).

2.1. Décomposition de Fespace ^ç et de son nerf.

Notation. — Pour tout fe^, et pour toute variété de niveau M de/, on note W^
(resp. W^") l'adhérence de la partie de W comprise entre V x {1} (resp. V X {o}) et M.

Définition 1. — Soit /e^g; soit M une variété de niveau de/. On dit que M
est une variété intermédiaire pour / si tous les points critiques d'indice i +1 de / sont à
l'intérieur de W^, et tous ceux d'indice i à l'intérieur de W^.

^ / , \
Lemme 1. — Soit ̂  ç le sous-espace de ̂  ç formé des fonctions f pour lesquelles f~l[-)

est une variété intermédiaire. Il existe un isomorphisme ^g->^ q homotope à l'injection naturelle
(tout ceci dans la catégorie des espaces stratifiés).

Démonstration. — Soit A la partie de 1x1 formée des couples [y, y ' ) tels que
o<y<jKi. Le groupe DiffI opère dans A de façon que pour tout (j/,y)eA l'appli-
cation g\->g.{y,y) admette une section au-dessus de A. Le groupe DiffI opère aussi
dans y,^ par la formule habituelle : {g,f)^gof; les opérations de DiffI dans ̂  g
et dans A sont compatibles avec l'application a : ̂ g-^A, qui à tout / associe le
couple [y, y) oùjy est la plus petite valeur critique d'indice î+ i de/, et y la plus grande
valeur critique d'indice i. Il en résulte (en raisonnant comme dans la démonstration
du lemme i de I, 3.2) que a est une fibration qui admet une trivialisation compatible
avec la stratification de ̂  g. Or ̂  ^ n'est autre que a'^À), où X est la partie de A

définie par o<y<-<^<i; A et A sont contractiles et homéomorphes.

Définition F. — On dit qu'une sous-variété M de W est (z, q) -intermédiaire (ou
simplement intermédiaire} s'il existe ff=^q telle que M soit intermédiaire pour/.

On désigne par Jt l'espace des sous-variétés intermédiaires de W, muni de la
topologie habituelle des espaces de sous-variétés (c'est-à-dire la topologie quotient de
la topologie G°° des espaces de plongements).

Lemme 2. — i) L'application ^g->^ définie en associant à tout f^^q la variété

de niveau f~1^ -j est une fibration localement triviale compatible avec la stratification de ̂  .

2) Soit Me^f et soit ̂  la fibre de ̂  ^ située au-dessus de M. Soit ̂  (resp. ^~)
l'espace des fonctions de Morse :

(V\Ï,M,Vx{i})^([^i],^i) (resp. (W -̂, Vx{o}, M) -. ( [o,^], o,^))
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ayant en tout q points critiques^ tous f indice i +1 (resp. i). Soit f^^^ ^ •s'̂ ^ respectivement y^ ,
^M^ ^ ^MJ ^es sous-espaces de e^, 3^^ et J "̂ formés des fonctions qui sont tangentes d'ordre
infini àf le long de M. Dan^ le diagramme commutatif :

<SZ' f-_________,. (jy
^M, f ————————" ^ M

^M, / ̂  ^M, / c——> ^M ^ ^ M

oà toutes les flèches sont les morphismes naturels, la flèche verticale de gauche est un isomorphisme ;
[̂ (resp. e '̂î resp. ĵ") est isomorphe au produit de <^M,f (resp. <^M^P resp. ^i^f) ^ ̂ %

espace stratifié trivial.
Démonstration. — i ) Le groupe Diff W opère à gauche dans ̂  g et dans ^ de

façon compatible avec la stratification de <^g et avec l'application ^ ç->^. D'autre
part il résulte de [3], Appendice, théorème 3, p. 114, que pour tout Me^ l'appli-
cation g\->g.M. de DiffW dans ̂  admet des sections locales. On en déduit le résultat
en raisonnant comme dans la démonstration du lemme i de I, 3.2.

2) L'isomorphisme <^M, / ̂  ^M,J x ̂ MJ est ^lr- On définit une fibration de J^
en associant à tout f'^y^ son jet d'ordre infini le long de M; la base est un espace
topologique contractile; on montre que la fibration est triviale et compatible avec la
stratification par le même procédé que ci-dessus, le groupe à considérer étant ici le
sous-groupe de DiffW formé des difféomorphismes qui laissent M stable; il est clair
que y^ f est ^a fibre de e^ située au-dessus du jet de f. Même démonstration pour la
décomposition de ^^ et celle de ^j".

Corollaire. — La stratification naturelle des espaces <^M^P ^ïp ^M^ ^M"? ^M^ ^^q.
est comminatoire.

Démonstration. — Dans le cas de «^g? ^Ï? ^iiT? cela résulte du corollaire du
lemme i de I, 3.2; dans le cas de ^MJ et ^M^p çfç^ résulte de la remarque finale
de I, 3.2. On passe de là à ^M,/-? P1118 a ^M? PB1' ^e lemme ci-dessus.

Application aux nerfs.

Notations. — Soit Mee^; on conserve les notations <^, ^M^, ^M"? ^-3 introduites
dans l'énoncé du lemme 2; on note 0^ g, 0^, $^, O^ les nerfs respectifs des espaces
stratifiés ^,, ̂  ^ M . ^ M -

On note ̂  le sous-groupe de DiffW formé des difféomorphismes qui sont dans
la composante connexe de l'identité et qui laissent stable M; on pose 7To(^)=II.

Proposition 2. — i) Le morphisme ^"^M ><^)M défini par le morphisme naturel

^M -> ̂ î x ̂ ï €s^ un isomorphisme.
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2) Le groupe n opère à gauche de façon naturelle dans 0^ $ de même le groupe TCo(DiffW^)
(resp. TTo(DiffWM)) opère à gauche dans O^ (resp. 0^)^ ces opérations sont compatibles avec
les morphismes naturels OM-^M X<I>M et n^^^ff^MÎX^DiffWM).

3) Soit^Q la composante connexe de M dans ̂ ; soit ^,g;o la partie de ^formée des
fonctions dont les variétés intermédiaires appartiennent à ̂ ; OM/IÎ est naturellement isomorphe
au nerf^^o de ^;o.

Démonstration. — i) C'est une conséquence immédiate du 2) du lemme 2 et du
fait que le foncteur nerf est compatible avec les produits (cf. VII, 1.1, propriété 3).

2) Les groupes ̂  OiffW^, DiffWM opèrent à gauche (de la façon habituelle)
respectivement dans ̂ , ^^, ̂ f de façon compatible avec les morphismes naturels
^M-^M'X^M' et ^M-^DifFWMXDiffWM. D'où, par passage au quotient, les
opérations et la propriété de compatibilité annoncées.

3) L'espacer est localement connexe par arcs, et, d'après le corollaire du lemme 2,
la stratification de ̂  est combinatoire; il résulte donc de la proposition i de VII, i .3
que 7Ti(^$ M) opère à droite dans 0^ et qu'on a un isomorphisme naturel :

OM/^(^;M)^(D,^O.

Soit ^g la composante connexe de e dans DiffW; soit /e^M \ l'application g[->g{M)
est une fibration localement triviale de ̂  sur^; la fibre située au-dessus de M est ̂ .
Cette fibration peut se factoriser par l'application g^fog~1 de ^ dans ̂  o, et la
fibration de <^\ç;o sur M (on a posé J^ ̂ ^n^ç=^^o)- II en résulte que les
opérations de ^(Jt\ M) dans Oj^ sont composées de l'antimorphisme -K^M\ M) ->îl
défini par la fibration ^->e^, et des opérations à gauche de II dans O^. On a donc
le diagramme commutatif

OM/^I^; M) ^ î î O

<ï>M/n ^gîO

La flèche verticale de gauche est un isomorphisme, car la suite exacte d'homotopie

. . . -^(^; M)^7ro(^)^o(^)-^.. •

de la fibration ^->e^ montre que l'antimorphisme n^{^; M)->II est surjectif. La
flèche verticale de droite est un isomorphisme d'après le lemme i. Ceci achève la
démonstration.

Corollaire. —Pour que le morphisme naturel ^M/IÏ-^,^ solt bijectif, il faut et il suffit
que F'espace ̂  des variétés intermédiaires soit connexe.
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Démonstration. — D'après le 3) de la proposition 2, la bijectivité du morphisme
naturel 0^/11->0,^ équivaut à 0 ,^^==^^ ; ceci équivaut à ^^^==e^ç, c'est-à-dire
à la connexité de ^.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que ̂  soit connexe,
et par conséquent pour que O^/II»^ ç. Elle est utilisée pour la démonstration du
théorème 4 du § 4 (structure de <I\ g) mais non pour celle du théorème 3 (connexité
de l'espace des fonctions sans point critique).

Proposition 3. — Si 7Ci(V)==o, n^6 et 2^i^n—3, l'espace ^ des variétés
(z, (^-intermédiaires est connexe pour tout q^o. [On rappelle que 7z=dim W.]

Démonstration. — Soit f^^^q', toutes les variétés intermédiaires de y sont isotopes,
et il résulte du lemme des chemins élémentaires de croisement (cf. II, 3.1, proposition 2)
que l'élément de TCo(^) 31msl déterminé ne dépend que de la classe d'homotopie de f
dans y^q' Ceci définit une application 7^o(t^,ç)~^7^o(e^) ci111 est visiblement surjective;
il suffit donc de montrer que deux éléments quelconques de 7ro(^ g) ont même image
dans 7i:o(^) ; on procède par récurrence sur q :

a) q === o. Les variétés « intermédiaires » d'une fonction ayant zéro point critique
sont les variétés de niveau autres que Vx{o} et Vx{i} . Soient y et y deux telles
fonctions; on peut déformer y par isotopie pour qu'elle coïncide avec y au voisinage
de Vx{o} (cf. VII, 5.2, démonstration de la proposition 8); donc f et f ont même
image dans -K^^}.

b) Soit y > i ; supposons la propriété démontrée pour l'entier q—i. Soient a et CT'
deux éléments de ^(e^g). D'après le lemme de la base (cf. [10], théorème (7.6), p. 92)
et le « cancellation lemma » (cf. [10], théorème (6.4), p. 69), les conditions de l'énoncé
permettent de choisir dans a (resp. a ' ) un représentanty(resp.y) qui appartienne à ^^q
et qui soit origine d'un chemin de mort a, d'extrémité notée f (resp. a', d'extrémité
notée y). Soit M (resp. M') une variété intermédiaire dey (resp. y). Par l'hypothèse
de récurrence, M et M' sont isotopes; on peut donc supposer, en modifiant au besoin y
par une isotopie, que M'= M, et que y et y coïncident sur un voisinage ouvert U de M.
Soit (3 un chemin élémentaire de naissance d'origine y à support contenu dans U;
P définit de façon naturelle un chemin (î' d'origine y; on note y (resp. y) l'extrémité
de P (resp. P'). Les fonctions y et y ont une variété intermédiaire commune; or d'après
le lemme d'unicité des naissances, y est isotope à y, et y est isotope ày; donc y et y ont
même image dans 7To(^).

2.2 Le nerf de l'espace ̂  comme « limite » des nerfs des espaces ^ ^ .

On rappelle que l'espace ^y a été défini en V, 2.1 comme réunion des ̂  q et
des ^,ç;aî °ù ^,î;a est ^ sous-variété de codimension i de ^r qui sépare ^ç
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de ^^41. La codimension d'un élément / de ^ est définie par la formule (5)
de I, 3.1 :

codimension /== ̂ (/) + Vg(/) ;
lci ^iCO est ̂ 1 à i ou o suivant que/a ou non un point de naissance, et v^/) est égal
au nombre de points critiques de Morse de/, diminué du nombre correspondant de valeurs
critiques. La stratification de ̂  est définie de la manière habituelle : / appartient à la
strate e^7 sl et seulement si ^(/) 4-vg (/)==;.

Définition 2. — On désigne par Y le complexe simplicial ordonné défini sur
l'ensemble { — 1 , 0 , 1} par la relation { — i > ^ o , i>o}.

Soit ^ : 0->0' un morphisme de complexes simpliciaux ordonnés; on appelle
mapping cylinder de ^ le quotient de la réunion disjointe de 0 X Y et de O' par la relation
d'équivalence : {x, i)^^) P0111' tout xe<S>.

Soit
(i) (D^(D^..._O^^^_...

une suite de morphismes de complexes simpliciaux ordonnés; on note Tg le mapping
cylinder de /g. On appelle limite télescopique de la suite ( i ) le quotient de la réunion disjointe
des Yç par la relation d'équivalence suivante :

x ^ ( x , — i ) pour tout ^eOg+iCY^ et tout q^o.

Proposition 4. — Soit, pour tout q^o, O^ le nerf de ̂  ç et soit 0, le nerf de e^.
Si 7Ti(V)==o, si n^6, et si i^i^n—i, il existe une suite d'injections naturelles

(2) ^,0 ̂  ̂ ,1 ̂  . . • ̂  ̂ , ç ̂  ̂ , ç+i ̂  . . .

et 0, est naturellement isomorphe à la limite télescopique de la suite (2).

Démonstration. — Pour tout q^o, on note ^ç+i;o la partie de ^,ç+i formée
des fonctions qui sont extrémité d'un chemin de naissance issu de ̂  . Soit A une
cocellule de la stratification définie sur ^ çU ̂  ç ;^ u ̂  ̂  ̂  par la fonction à valeurs
entières Vg. Il résulte du lemme des chemins élémentaires de croisement que A
rencontre e^g;a transversalement, de sorte que An^ç^ est de codimension i dans A.
Il en résulte que le lemme des chemins élémentaires de naissance s'applique dans A
aux chemins de traversée de An^ç^ dont l'origine est dans ̂  ç. Le lemme d'unicité
des naissances s'applique donc dans toute Vg-strate A, ce qui permet de définir un
morphisme

(3) O^ g X Y-^ nerf de la stratification naturelle de (^,çU ̂ ç^uj^ ç+i.J

prolongeant l'isomorphisme naturel ^ , çX{—i}->0 ,ç . De même, sous les conditions
de l'énoncé, le lemme d'unicité des morts s'applique dans toute Vg-strate A, ce qui permet
de définir un morphisme réciproque de (3), de sorte que (3) est un isomorphisme et
définit, par restriction à ^,çX{i}, un isomorphisme ^ de 0, ç sur le nerf0,^i.^
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de ̂  , î + i ; o - Gomme ^ç+i;o est réunion de cocellules de ^,^, le morphisme naturel [L
de °t,g+i;o dans O^+i est injectif, et le nerf de la stratification naturelle de
^ri,qu'^'i,q•,oiu<^ri,q+l es^ naturellement isomorphe au mapping cylinder de l'injection
X^^0^ de O, ^ dans ^ç+r Ceci définit la suite (2), et montre que pour tout q,
le nerf de ^, o u ̂ r, o; a u • • • u ̂ i, q est isomorphe à la limite télescopique de la suite (2)
limitée à O^; d'où le résultat.

2.3. Compléments sur la « structure locale » du nerf O^ de ^.

Conformément aux notations de VI, 1.2, on appelle A le (^—i)-simplexe type
de R3; on appelle 0. le centre de A et ^(A) la première subdivision barycentrique de A.
La stratification symétrique de R^ est canoniquement isomorphe au produit de R
(trivialement stratifié) et de la stratification induite sur A—BA par la stratification
naturelle de <^(A). Il résulte donc de VII, 1.2, propriété i, que le nerf de la stratification
symétrique de R^ est canoniquement isomorphe au complexe simplicial ordonné K, sous-jacent à
F'étoile de 0, dans la seconde subdivision barycentrique de A.

On va appliquer la description de K faite en VI, i .2, à l'étude « locale » du nerf
de ^ï$ le résultat obtenu sera utilisé au paragraphe suivant (démonstration du
lemme i de VII, 3.1).

Définition 3. — Soit fe^; on dit qu'un ordre (JL de l'ensemble critique de/est
décroissant si /•/ ^. r, \. . r, \

/(^/(^•••^/(^).

Soit creO^ \ soit/un représentant de CT et soit (JL un ordre décroissant de l'ensemble
critique de/. Soit J la partie de { i , 2, . . ., q—î} définie par

^Jo/^-^+i).

L'ensemble J ne dépend ni du choix de/, ni de celui de (JL, ce qui justifie la :
Définition 3\ — L'ensemble J est appelé type de o".

Lemme 3. — Pour tout J c{ i , 2, .. ., y—i}, on note Fj la face correspondante du
simplexe fondamental de ^(A) (cf. VI, 1.2), bj le barycentre de Fj, et F^j rétoile descendante
de bj dans K.

1) Soit (reO^, de type J ; le choix d'un représentant f de a et d'un ordre décroissant (A de
V ensemble critique de f détermine un morphisme 4^ de F,j sur rétoile descendante de a dans 0^.

2) Toute famille ( ̂  ̂ ) obtenue par le procédé précédent, en faisant décrire à a tout
l'ensemble O^, définit la structure simpliciale de 0^.

3) L'élément G et son représentant f étant donnés, l'ordre décroissant [L est défini à composition
près avec un élément arbitraire du groupe Sj (sous-groupe de S^ engendré par les transpo-
sitions Sj, pour jej); les opérations de Sj dans R3 laissent stables Fj et F^j, et on a :

(4) ^uio^^pi0'5' P°ur tout jeSj.
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Démonstration. — i) Choisissons un cône ouvert Xj, normal à Fj dans A, de
sommet bj (de dimension cardj). Les points bj et T^(/) appartiennent à la même cocellule
de la stratification symétrique de R3. Soit T une carte transverse en Y^(/), de source Xj,
définie par composition d'une homothétie de rapport assez petit de Xj par rapport à
son centre, et de la translation de R^ qui transporte bj en T]^(/). D'après le lemme i
de I, 3.2, l'application T]^ admet une section p au-dessus d'un voisinage de •y^(/) ; et
d'après le b) de la propriété 5 de VII, i. i, le morphisme ?l(Xj) ->OM défini par por est
indépendant du choix de p; d'autre part il est visiblement indépendant du choix de T;
on prend pour ̂  ^ le composé de ce morphisme et du morphisme canonique F,j->îl(Xj).

2) C'est une conséquence immédiate de la propriété 4 de VII, 1.1.
3) II est clair que si \L est un ordre décroissant, tous les autres sont les éléments

de [AoSj. Il résulte de la définition des opérations de Sç dans W (cf. VI, i . 2, formule ( i ) ) ,
qu'on a pour tout seSj 1

^0.=^ °^;

la formule (4) ci-dessus en découle immédiatement.

§ 3. REVÊTEMENT DE ŒgX(£, PAR OM;
INVARIANT ALGÉBRIQUE D'UN ÉLÉMENT DE 0^

3.1. Le morphisme cs .̂

Les notations de ce numéro sont celles de VII, 2. i ci-dessus et du § i du chapitre VI.
Soit M une variété intermédiaire de W; soit, conformément aux notations de

VII, 2.1, WM l'adhérence de la partie de W comprise entre Vx{i} et M. On
sait que H^i(W^, M) est isomorphe à V\ une base de H^i(W^, M) (on dira
simplement : une base) est un isomorphisme <p de V sur H^i(W^, M).

Définition 1. — Soit fe^y[ (cf. VII, 2.1, lemme 2). Une base 9 est dite adaptée
à/s'il existe un ordre décroissant c^, Cg, . . ., ^ de l'ensemble critique de/ (cf. VII, 2.3,
définition 3) et un système de nappes descendantes orientées D^, Dg, . . . , D^ de/, issues
respectivement de q, ^, . . ., Cq tels que (en désignant par (s^, £3, . . ., £ç) la base cano-
nique deZ3), <p(sj) soit, pour tout je{i , ..., q}, l'image dans H^i(W^, M) de la classe
fondamentale de D^.

On notera qu'à toute base (p adaptée à/est associé un ordre bien déterminé de
l'ensemble critique de/; on note cet ordre (x(9). Si on fait opérer le groupe symétrique S
dans V de la manière habituelle (cf. VI, 1.2, formule (i)), on a
(i) (Ji(<poj)== ^(^oj pour tout seSq.

Lemme 1. — Soit /e^'; si <p est une base adaptée àf, alors y est aussi adaptée à tout
élément f de ^^ suffisamment voisin de /, et situé dans la strate de f (pour la stratification
naturelle de ^h).
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Démonstration. — Si y est assez voisin de /, alors d'après la propriété 2 de I, 3.2,
il existe (g, ̂ eDiffWxDiffI, proche de l'élément neutre, tel que /=?'o/o?~1. On
pose ^(^Q^îp il résulte du i) du lemme i de I, 3.2 que le point (/(?Ï), . . -5/(^))
est dans la même strate de la stratification symétrique de R3 que le point (/(^i), . . . ->f[Cq)).
En particulier on a

7(^7( .̂..̂ );
autrement dit, l'ordre (?Ï, . . . , ?g ) de l'ensemble critique de/est décroissant. D'autre
part, ^(D^) est une nappe descendante orientée de/issue de ?p puisque "g est proche de
l'élément neutre, l'image dans H,_^(W^,M) de la classe fondamentale de ^(Dj) est
la même que celle de Dp c'est-à-dire 9 (s,).

Le lemme i justifie la
Définition Ï . — Soit a un élément de O^ (nerf de e^). On dit qu'une base 9 est

adaptée à o- s'il existe un représentant/de CT auquel 9 soit adaptée (9 est alors adaptée à
tout représentant de (T).

Lemme 2. — Soit oeO^ ; soit] le type de a (cf. VII, 2 .3, définition 3'). Soit 9 une base
adaptée à (T.

1) U ensemble de toutes les bases adaptées à a est contenu dans l9 ensemble 9o(Tj.Sj);
ces deux ensembles coïncident si i^i^n—3. (Pour la définition de Tj, cf. VI, 1.1.)

2) 9 définit un morphisme 9» : F^—^O^, dont l'image est P étoile descendante de cr; pour
tout seSj, on a
(2) {^os)^==^os.

3) Soit ÇeF^j; si Ç est un point du simplexe fondamentale alors 9 est adaptée à 9*(Ç).

Démonstration. — i) Soit/un représentant de (T; soient c^c^ . . . ,^ les points
critiques de/rangés dans un ordre décroissant; soit D^, Dg, . . ., D^ un système de nappes
descendantes orientées issues respectivement de c^c^, . . . ,^ , représentant 9. Soit M'
une variété de niveau non critique située immédiatement en dessous de ^ (c'est-à-dire
de façon qu'il n'y ait aucun point critique entre M' et la variété de niveau de .̂) ;
soit W la partie de W^ située entre M et M' ; on note H' l'image du morphisme :

H^(W',M)^H^(WM,M).

Soit D .̂ une nappe descendante arbitraire issue de ^, orientée de façon cohérente avec
l'orientation de D .̂ en c^\ soient a et % les éléments de H^^W^, M) respectivement
représentés par D, et D .̂ ; la classe oc—% est dans H'. Il en résulte que toute base adaptée
à/ (et par conséquent toute base adaptée à <r) est de la forme 90^, où g appartient au
sous-groupe de GL(y, Z) engendré par Sj et Tj $ or ce sous-groupe est identique à Tj.Sj
(ainsi d'ailleurs qu'à Sj.Tj; cf. VI, 1.1, 2) du lemme 2).

Si la condition 1^2^72—3 est réalisée, on sait d'après le lemme de la base
(cf. [10], p. 92) que l'on peut choisir D .̂ de façon que a—'£ soit un élément arbitraire
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de H'; on peut donc choisir D^, Dg, . . ., D^ de façon à représenter un élément arbitraire
de cpo(Tj.Sj).

2) On a vu que, pour tout représentant y de a, <p définit un ordre décroissant [ji(cp)
de l'ensemble critique de y; le morphisme ^f,^) défini par le i) du lemme 3 de VII, 2.3,
est indépendant du choix de f (puisqu'il garde la même valeur si on remplace f par J
suffisamment voisin def). On pose :

^(ç)^?*-

On a d'après (i) ci-dessus et d'après le 3) du lemme 3 de VII, 2.3 :

^ix(yos) = ̂ (A(<V)oS = ̂ P)0-^

ceci prouve (2).
3) Soit y un représentant de or. Soient q, ^, . . ., ^ les points critiques de y dans

l'ordre défini par y. Soit ÇeF^j; si Ç appartient au simplexe fondamental, ses coordonnées
vérifient y r yÇ^Ç^...^;

soit J' la partie de J définie par
jeToÇ,=^.

Par une petite modification de f au voisinage des points critiques c, (pour je]—J'),
on peut obtenir une fonction f, ayant même ensemble critique que f, telle que

/(^^/te)^...^/^),

et que jej' ̂ /(^ =/(^+i).

Une telle fonction f'est un représentant de 9* (S), et admet 9 comme base adaptée.

Choix (Tune base. — On choisit une fois pour toutes une base 90 \V -> H^^(W^, M).
A toute base 9 on associe la matrice Ço^oy.

Soit oeO^; on dit qu'un élément ^eGL^.Z) est adapté à or s'il est de la
forme Ço"1^, où <p est une base adaptée à o-,

On utilise la notation Gq pour GL(^, Z) ainsi que les notations Tg, Tj, Sj, définies
en VI, 1.1. ^

Proposition 5. — i) Soit creO^, de type J; soit g une matrice adaptée à G; la partie gSj
de Gç/Tg est indépendante du choix particulier de g.

2) ^application co4' qui à tout creO^ associe Vêlement de (£ç ainsi défini est un
morphisme O^ -> (£ç.

3) La réalisation géométrique \ 0^ | de 0^ a une structure naturelle de C\N-complexe,
notée [OMÏ? aon^ ^es cellules sont les étoiles descendantes de | OM 1 5 û)+ définit un mor-
phisme [^MÎ'^C^J bijectif sur chaque cellule. ([£J est la structure naturelle de
GW-complexe de (£^ (cf. VI, 1 .3 , propriété 3)).

4) Le morphisme ^+ est surjectif si i^i^n—3.
5) Si 2^^72—4 et si 7Ti(V)=o, le morphisme ̂  fait de [O^] un revêtement de [(£J.
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Démonstration. — i) II résulte du i) du lemme 2 que l'ensemble des matrices adaptées
à a est contenu dans ^.Tj.Sj; la propriété annoncée résulte donc du 3) du lemme 2
de VI, 1.1.

2) Pour montrer que co4" est un morphisme, il suffit d'après la propriété 4
de VII, 1.1, de montrer que toutes les applications composées

F,̂ ,̂
sont des morphismes. Soit p l'isomorphisme de Qq sur K défini en VI, 1.2; on sait
(loc. cit.., propriété 2) que p((5j)=F^j; il suffit donc, pour montrer que c^o^ est
un morphisme, de montrer que pour tout a de type J et toute base 9 adaptée à cr,
il y a commutativité dans le diagramme suivant (dans lequel ^^(po"10?? et /^ désigne
le morphisme défini au début de VI, 1.3) :

P-1!^
^j ————^ ®j

(3) ^ x^|Sj

OM -^ ^
Or tout sommet de F^j est de la forme j.Ç, où ^eSj et où Ç est un sommet de F^j appar-
tenant au simplexe fondamental. SoitJ' le type de Ç; on a

^oi3-^.Ç)==^,.

D'autre part, d'après le 2) du lemme 2, on a
y.(^)=(yo,).(y;

donc, d'après le 3) du même lemme, cpoj est adaptée à 9*(^). Il résulte donc du i)
du même lemme et de la définition de ̂  que

œ+o9,(j.Ç)==^Sj,;

ceci prouve la commutativité du diagramme (3).
3). C'est une conséquence immédiate de la commutativité du diagramme (3) :

l'application % étant injective (cf. VI, 1.3, propriété 2)3 chaque 9 .̂ est injectif, et la
restriction de o4' à l'étoile descendante de o- est une bijection sur l'étoile descendante
de ^(o).

La démonstration des propriétés 4) et 5) utilise le lemme suivant :
Lemme 3. — i) Pour tout couple (y, 8) de cellules de [CJ telles que Scy? ^ tout relèvement T

de 8 dans [O^L ^ existe un relèvement G de y tel que TC cr.
2) Si 7Ti(V)=o et 2^i^n—4, le relèvement donné par le i) est unique (lorsque y? 8 et T

sont donnés).
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Démonstration du lemme 3. — i) Soient J etj' les types respectifs de y et 8. D'après
le i) de la proposition 2 de VI, 1.3, il existe geGq tel que :

T-kSj] et S=[iSj,].

Soit y un représentant de T; g est adapté à T, donc il existe une base y adaptée à y telle
que ^o'lo^=g- Soit f une fonction de type J obtenue à partir de f par une déformation
qui conserve un système de nappes descendantes donné, représentant 9; soit cr la cellule
de [OM] définie par f\ cr contient T, et g est adapté à cr; l'ensemble des matrices adaptées

à cr est donc ^Sj; donc ^(cr^y
2) On va donner la démonstration de ce résultat dans le cas particulier suivant

(le seul qui sera utilisé dans la suite) : J' ==J—{^i}, oùji est le plus petit élément de J.
Soit { i , . . . , / '} la plus grande suite d'entiers consécutifs tels que Ji+i? • • • î j i + ^
appartiennent tous à J. Soient g, f, 9 comme ci-dessus; soient q, c^, . . ., Cq les points
critiques de f dans l'ordre défini par 9. Soient M' et M" les variétés de niveau de /
relatives aux valeurs f(c^^)—Y) et y^+i)^-7]? où 1e nombre positif T] est choisi assez
petit pour que c. _^, . . ., c. ̂  soient les seuls points critiques de f situés dans la partie X
de W^ délimitée par M' et M". Considérons le diagramme suivant :

H^(X,M') (ensemble des J-cellules de [OM] contenant r)

(4)

Tj.,j (ensemble des J-cellules de [Cy contenant 8)

où Tj, j est défini en VI, 1.1, et où les morphismes considérés sont les suivants :
— la flèche verticale de gauche est la composée de l'isomorphisme H^_n(X, M') w Z/

défini par cp et de l'isomorphisme (X^, Xg, ..., X/)l->^, où :

/i
/ • • 0

\ ' •

(5) ^=
0 •

— la flèche horizontale du bas est définie par t\-> [^tôj] ; c'est une bijection d'après
le 2) de la proposition 2 de VI, 1.3;
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— la flèche horizontale du haut est définie comme suit. Soit ̂  l'espace des chemins
issus de/, réalisant le croisement de c^ avec l'ensemble de points critiques {^+15 . .., c. _^}
(toutes les valeurs critiques égalent par ailleurs le restant). Puisque 7Ti(V)==o et
3^î+i^-—4, le lemme des croisements à indices égaux (cf. II, 4.1, proposition 4)
donne un isomorphisme : H,+i(X, M')^^^). D'autre part il est clair qu'on a
une surjection naturelle :

TTo^) -> (ensemble des J-cellules de [<3>^] contenant r).

D'où par composition la flèche du diagramme; c'est une surjection.
Pour achever de prouver le 2) du lemme 5, il reste à montrer la commutativité du

diagramme (4). Or l'élément de H^+i(X, M') dont les coordonnées dans la base définie
par cp sont (X^, \, . . ., À^) donne un élément de ̂  dont le point de croisement admet 90^
pour base adaptée, et par conséquent gt^ pour matrice adaptée (^ étant définie par (5)).

Démonstration du 4) de la proposition 5. — Dans l'hypothèse faite sur z, le théorème
de la base est applicable à Wj^ ; l'image de eu4' contient donc le o-squelette de [(£ ] ;
il résulte donc du i) du lemme 3 que o4' est surjectif.

Démonstration du 5) de la proposition 5. — Elle se fait en grimpant sur le squelette
de [£J, en commençant au i-squelette.

Soit y une i-cellule de [ŒJ, soient 8 et 8' ses extrémités. D'après le i) et le 2)
du lemme 3, la relation « être joints par une arête de [OMJ y> définit une bijection entre
les images réciproques de 8 et 8' par co4'; la restriction de co4' au i-squelette de [0^]
est donc un revêtement.

Supposons démontré que la restriction de (^+ au j-squelette (j^-1) soit un revête-
ment; soit y une (^+i)-cellule de [£J, soitj le type de y? soitj' l'ensemble obtenu en
privant J de son premier élément; on choisit une cellule 8, de typej', contenue dans y;
d'après le i) et le 2) du lemme 3, a)4" est un revêtement (produit) au-dessus de y; donc co4"
est un revêtement au-dessus du (j+i)-squelette de [O^lî cecl achève la démonstration
par récurrence.

3.2. Le morphisme © et Pinvariant algébrique d'une fonction de ^°g.

On conserve les notations du numéro précédent; on rappelle qu'on a posé :
dim W=72.

3.2.1. On a vu ci-dessus en VII, 3. i que pour tout Mee^, le choix d'une base 9^
de H^iÇW^, M) détermine un morphisme œ4' : OM"^- De même, le choix d'une
base <po de H^_^(W^, M) détermine un morphisme ©"" : ̂ "^^î d'après le 4) de la
proposition 5 de VII, 3.1, œ~ est surjectif si

I^TZ—Î—1^72—3,
c'est-à-dire si

(6) 2^i^n—2.
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De même, d'après le 5) de la même proposition, o5~ est un revêtement si 7Ti(V)==o et si

(7) 3^^-3-
Donc, compte tenu de la décomposition 0^ w <&$ x OM (c^- VII, 2. i, i ) de la proposition 2)
le choix d'un couple (90, ?o) ^ bases respectives de H^+^WM, M) et de H^_,(WM~, M) détermine
un morphisme (3 A 0^ dans (£gX(£ç; c3 ^ surjectif si la condition 2^i^—3 ^ vérifiée',
c'est un revêtement si la condition ^i^n—4 est vérifiée et si 7T:i(V)==o.

Définition 2. — Soit (90, <po) un couple de bases respectives de Ht+^W^, M) et
de H^_I(WM', M). On dit que <po est ^ ^^ ^ua^ de 90 sîi! Y a compatibilité dans le
diagramme suivant : ..

V -^ H^(WM,M)

V ^> H,_,(WM-, M)

la dualité de V avec lui-même étant celle définie par le produit scalaire usuel, et la
dualité entre H^+^W^, M) et H^_,(WM, M) étant la dualité de Poincaré.

Le couple formé par une base de H^i(W^, M) et la base duale de H^_^(W^, M)
sera appelé simplement « couple de bases duales ». Les propriétés suivantes sont
immédiates :

1) Si (<po, 90) est un couple de bases duales relatives à M, alors l'ensemble de
tous les autres couples de bases duales relatives à la même variété M est celui des
couples (<po°^<Pd°]^ où 5 décrit Gç, et g=(tg)-l.

2) Considérons les opérations de Gq dans 3}q définies par la formule

(8) g'^y)=={g.x,g.y).

Soit es le morphisme ^M"^ défini par le couple (90? ?o) de bases duales; le morphisme
défini par le couple (90°^? 9o°^) est ^ors ^r"1-05-

Lemme 4. — Soit Me^; soit 90 une base de H^i(Wj", M), et soit 90 la base duale
de H^_^(W^', M); soit œ le morphisme OM-^Ç défini par (90, 9o). Il y a commutativité dans
le diagramme : îlx^—> ̂

P* X C5 •C3

G,x», —> »,

où les opérations de II == TTo(^) sont celles définies en VII, 2.1, proposition 2, où ̂  est le composé
du morphisme naturel II —> ^(DiffW^) et du morphisme :

7T;o(DiffWM)3^ Po"10^0^6^,

et où les opérations de Gq dans 33, sont définies par la formule (8).
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Remarque. — Les opérations de II dans Oj^ sont compatibles avec la structure de
complexe simplicial ordonné de O^, elles définissent donc de façon naturelle des opérations
dans la réalisation géométrique [^1 de O^, et dans le GW-complexe associé [O^]-
De même les opérations de Gq dans 93ç s'étendent de façon naturelle à [SJ et [®J.
Le lemme de commutativité ci-dessus est évidemment encore valable pour ces opérations.

Démonstration du lemme 4. — On a vu (cf. VII, 2. i, 2) de la proposition 2) que les
opérations de II dans 0^ se font par l'intermédiaire du morphisme :

n^ ̂  (^+, g-) e7To(DiffWM ) X ^(DiffW^),

et des opérations respectives de ^(DifTW^) dans O^ et de TTo(DiffW^) dans O^. Or
le diagramme

IIX<DM ^M

P4' X G3+

G,x(£, e.

est commutatif; cela traduit le fait que, pour tout fe^"^ et tout ^eDiffWj^, si <p est
une base adaptée à y, alors ^,09 est adaptée à f°g~1. La même propriété a lieu relati-
vement à <I>^, p~ et co ~. Il suffit donc, pour achever la démonstration, de montrer que

P"^)^?4"^) P0111' tout ^t1-

Or cela résulte de la compatibilité du diagramme suivant :

V ^ H,^(WM,M) -^ H,^(W^,M) ^- Z"

v <p» fi <PoH«_.(W^M) —> H^(WM-,M) V

(La compatibilité du carré central exprime que gî et g^, provenant d'un même
difféomorphisme de W, sont compatibles avec la dualité de Poincaré; la compatibilité
des carrés latéraux traduit l'hypothèse : <po est duale de 90*)

3.2.2. Application : invariant d'une fonction de ^°ç.

Le lemme 4 montre que le morphisme © définit par passage au quotient un
morphisme

(D^n^SB,/G,=^,
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et la propriété 2 des couples de bases duales (cf. VII, 3.2.1) montre que ce dernier
morphisme est indépendant du couple de bases duales choisi. Soit e^o la composante
connexe de M dans^; d'après VII, 2. i, 3) de la proposition 2, On/11 est canoniquement
isomorphe au nerf <D^o de la partie de ̂  ^ formée des fonctions dont les variétés
intermédiaires appartiennent à ^o. Le morphisme

^o-^,

obtenu par composition ne dépend que de e^o (on le voit en remplaçant M par une
variété voisine). En procédant de même pour chaque composante connexe de ̂ , on
obtient un morphisme canonique :

O -^ÎI-»,? ^î*

L'invariant ainsi attaché (par l'intermédiaire de son image dans 0, ) à un élément
de ^°g (c'est-à-dire à une fonction dont toutes les valeurs critiques sont distinctes)
appartient à ((Gç/T^)x(G^/Tç))/G^ c'est-à-dire, compte tenu de VI, 2.4. i, propriété i),
à T,WT,.

Définition 3. — Soit /<=^° q ; on dit que y est homologiquement primitive si son invariant
dans Tq\Gq/Tq est l'image e de l'élément neutre e de Gy.

Voici quelques propriétés immédiates des fonctions homologiquement primitives :

i. Soit /e^°^, soit o- son image dans O^; pour que/soit homologiquement
primitive, il suffit qu'il existe une variété intermédiaire M de/et un couple (<po, <po)
de bases duales relatives à M, telles que (o désignant le morphisme ^->^qX^ défini
par le couple (<po, 9o) et é l'image dans Gç/T^ de l'élément neutre de Gç), ©(a) soit de
la forme g . {é, é ) , avec geGq. Ceci est alors vrai pour n'importe quel choix de M et du
couple ((po? 9o) 5 P^ un choix convenable de ((po, <po) on peut obtenir pour 55 (<?) n'importe
quelle valeur de la former, {é, é) ; en particulier {é, é ) . Donc, pour que f soit homologiquement
primitive, il faut et il suffit que pour toute variété intermédiaire M de f, il existe un couple de bases
duales relatives à M qui soient adaptées à f.

Si (90, cpo) est un tel couple, tous les autres sont les (ço0^? 9o°i) te^ q^
g . ( é , é)=={é, é ) , c'est-à-dire tels que ^eDiagç (cf. VI, 2.4.1, propriété 2).

2. Rappelons qu'une fonction fe^q est dite primitive si elle est l'origine d'un
chemin dans l'espace des fonctions de Morse, ayant comme seuls points exceptionnels
q points de mort, et aboutissant par conséquent à une fonction sans aucun point
critique. (En d'autres termes, tous les points critiques de / peuvent se détruire successi-
vement par couples.) On montre en théorie de Smale :

a) Toute fonction primitive est homologiquement primitive.
b) Si 7Ti(V)==o, 72^6, et 2^i^n— 3, alors toute fonction homologiquement primitive

est primitive (cf. par exemple [10], théorème (6.1) et corollaire (6.5), p. 69-70).

333
20



i54 J E A N C E R F

§ 4. LA CONNEXITÉ DE L'ESPACE DES FONCTIONS
SANS POINT CRITIQUE

4.1. Le relèvement des générateurs de 7^(93^ C£y.

On rappelle qu'on a défini des opérations de Gg dans 93g par la formule :
g^x,jy)=={g.x,g.y);

Qq est la classe de (<?', é) pour ces opérations. On a pour tout Me^ un diagramme
. • r»commutatif ^M/n0.

». ^-SW
Proposition 6. — On suppose 7Ti(V)=o, 72^6 et 2^^72—3. ^forj- ̂  relèvement

dans <DM ûi'^z quelconque des générateurs ̂  5^, 8,; ^ et ̂  & ̂ (Sg, (gg) a ses extrémités équivalentes
par une opération de II.

Démonstration. — D'après le 3) de la proposition 2 de VII, 2. i, il suffit de montrer que
les extrémités de tout relèvement dans 0^ d'un quelconque des générateurs ont la même
image dans 0, ^ autrement dit, peuvent être représentés par deux fonctions qui sont
dans la même composante de ̂ ° q. On se borne à faire les vérifications dans le cas j == q— i ;
les autres cas s'y ramènent sans difficulté par le « cancellation lemma » et le lemme
d'unicité des naissances.

a) Relèvement de Yg_i, ̂ g . — Le graphique d'un bon chemin a qui est un relèvement
de ïç-i ,x;<7 dans ̂  est du type i ci-dessous. On déforme a avec extrémités fixes de
façon que son graphique prenne successivement les formes 2, 3, 4, 5, 6 ci-dessous :

(i)

/+1

" T f o --s^—-^^

(2)

/+1

^ /+1

1:
/

(3)
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Passage de i à 2 par le lemme des singularités indépendantes (IV, i, propo-
sition i).

Passage de 2 à 3 : soit a' le chemin correspondant au graphique 2, et soity un point
de l'image de a' qui soit situé entre les deux points de croisement; il existe un couple de
bases duales relatives à/' (cf. VII, 3 .2 .2) dont la matrice d'intersections est jg_i; soient Cq_^
et Cq (dans l'ordre décroissant) les deux points critiques d'indice z+i les plus bas de/',
et soit Cq le plus élevé des points critiques d'indice i def; il existe des nappes descendantes
disjointes Dg_^ et Dg relatives à Cq_^ et ^, et une nappe ascendante Ag relative à ̂  (toutes
trois limitées à la variété intermédiaire M) telles que le nombre d'intersection de MnA
avec MnDç_i (resp. MnD^) soit ±i (resp. zéro). Le procédé de Whitney (cf. [10],
théorème (6.6), p. 71) permet donc de déformer A^ de façon que MnAç rencontre
MnD^_i transversalement et en un seul point, et ne rencontre pas MnDç; on peut
alors prolonger A^ jusqu'au-dessus du niveau de ̂ , et par conséquent définir un chemin a"
d'origine y réalisant le croisement de ^ et c^ de façon qu'en l'extrémité de a", les points
critiques qui correspondent à Cq_^ et Cq soient en position de destruction mutuelle; le
chemin correspondant au graphique 3 est o^* a" * a""1*^ (où a^Og désigne la
décomposition de a' définie par y7).

Passage de 3 à 4 : par le cancellation lemma.
Passage de 4 à 5 : le bec de droite peut être supprimé d'après le lemme de

suppression des becs (IV, 3.3, proposition 4; le bec est du type II et c'est la condition (4)
qui est vérifiée). Le bec de gauche est dual du précédent.

Passage de 5 à 6 : par le lemme d'unicité des naissances (cf. III, 1.3).

b) Relèvement de 8 ^ . — Le graphique d'un bon relèvement est ici du type i
ci-dessous ; on le déforme en un chemin à graphique du type 2 par le cancellation lemma ;
puis en un chemin à graphique du type 3 par le lemme de la queue d'aronde (IV, 4.3,
proposition 5).

(I) (2) (3)

On termine comme au a) par le lemme d'unicité des naissances.

c) Relèvement de Çg_i ;^ . — Le graphique d'un bon relèvement est du type i.
On le déforme successivement en chemins dont le graphique est du type 2, 3, 4.
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~r
0'!

(i)

^^\ ————^ ^

(2) (3) (4)

Le passage de i à 2 est analogue au passage de 2 à 3 dans le cas a) ; le passage de 2 à 3
se fait par le cancellation lemma; le passage de 3 à 4 se fait par le lemme de suppression
des becs (appliqué dans les mêmes conditions qu'au a}).

On termine comme précédemment par le lemme d'unicité des naissances.

Corollaire. — On suppose dimV^5 (i.e. ^6), 7T:i(V)==o, et ^i^n—3. Alors
tout relèvement dans 0^ d^un quelconque lacet relatif de 3}q modulo C£^ a ses extrémités équivalentes
par n.

Démonstration. — D'après le lemme fondamental du chapitre VI (cf. VI, 3.1) tout
lacet relatif (i de ©^ modulo ®g est homotope à un composé des générateurs Yi.x;^ etc-
II suffit donc, d'après la proposition 6, de montrer que pour tout relèvement 9 de (3
dans 0^3 l'homotopie de (3 donnée par le lemme algébrique fondamental peut se relever
en une homotopie de 9. Gela est clair lorsque ^i^n—4, car alors Oj^ est un revête-
ment surjectif de ®^ (cf. VII, 3.2.1). Lorsque ^^i^n— 3 (donc en particulier dans le
cas 7z==6, î==3) , le morphisme es est surjectif, et le morphisme C3~ : ̂ M"^? es^ un

morphisme de revêtement (surjectif). D'après le complément au lemme algébrique
fondamental (cf. VI, 3.4)3 l'homotopie de ? peut être décomposée en homotopies
élémentaires des types (a), (è^), {c[) et (4). Les opérations du type Ça) se relèvent d'après
le i) du lemme 3 de VII, 3.1; celles du type (^) se relèvent puisque G)"~ est un revêtement;
celles des types {c[) et (4) se relèvent d'après le lemme des singularités indépen-
dantes (IV, i) et le lemme du triangle (IV, 2.2).

4.2. Le théorème de connexité.

Théorème 3. — On suppose 7Ti(V)==o et dimV^5. Alors l9 espace des fonctions
G°° : Vx(I, o, i) —^ (I, o, i) ayant ^éro point critique est connexe.

(On sait (cf. Introduction) que ceci entraîne que dans le groupe DiffV, les relations
d'isotopie et de pseudo-isotopie sont les mêmes.)
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Démonstration. — Soient f et f deux fonctions ayant zéro point critique. On sait
(cf. V, 2.15 théorème 2) que l'espace <^ est connexe; il existe donc dans <^ un bon
chemin (3 joignant f à y; le chemin (3 ne rencontre y1 qu'en un nombre fini de points,
donc en particulier il n'a qu'un nombre fini de points de naissance; il existe donc un
entier q tel que l'image de j3 soit contenue dans :

^.O^^Oîa^^U^11-^^?-!0^'^-!;^^^.,-

Soient a et a' deux chemins de <^, d'origine respective y et y, composés l'un et l'autre
de q chemins de naissance, de sorte que f et f\ extrémités respectives de a et a',
appartiennent à y^ g. Je dis que le chemin a~1 * [3 * a' peut être déformé (avec extrémités fixes)
en un chemin (3 de <^ç. (Soient en effet^/p,^,.^, .. ̂ fp^y-i^fp+r des points exceptionnels
consécutifs de a"1*?*^, tels que fp soit une mort, fy^ y une naissance, ̂ 4.1, .. .,fp^.r-i
des croisements; le lemme des singularités indépendantes permet de faire passer fp^. y
successivement avant ^p+r-iî • • '^fp+D on peut alors appliquer le lemme d'unicité des
naissances, ce qui permet de supprimera etjÇ^y ; on continue ainsi de proche en proche
tant qu'il existe au moins un point du chemin en lequel le nombre de points critiques
est strictement plus petit que 2 y.)

Soit alors M une variété intermédiaire de f; tout chemin de croisement de deux
points critiques d'indice i (ou de deux points critiques d'indice z+1) issu de y est homotope
à un chemin élémentaire dont le support ne rencontre pas M. Il en résulte que, de proche
en proche, (3 peut être déformé avec origine fixe en un bon chemin (3' contenu dans e^,
de telle façon que le chemin a" décrit par l'extrémité de (3 au cours de la déformation
reste dans ̂ %. Le chemin (3' définit un chemin 9' composé d'arêtes de 0^ ; les extrémités
de (3' sont des fonctions primitives, elles sont donc homologiquement primitives
(cf. VII, 3.2.2), leur invariant dans 51̂  est donc é\ Donc d'après la commutativité du
diagramme :

^M —> ^g

». —— ^

l'image de 9' dans 25^ est un lacet relatif de 3}q modulo CÊç. Il résulte donc du corollaire
de la proposition 6 que l'image de <p' dans O^ est un lacet; autrement dit, les deux
extrémités de (3' sont dans la même composante connexe de J^\° g ; donc f et f sont dans
la même composante connexe de ^°g. On en déduit, par q applications successives du
lemme d'unicité des morts, quefetf sont dans la même composante connexe de l'espace
des fonctions ayant zéro point critique.

Remarque. — On peut donner à cette démonstration une forme différente, dans
laquelle les lemmes d'unicité des naissances et des morts interviennent par l'intermédiaire
de la proposition 4 de VII, 2.2. Soit (3 comme ci-dessus, et soit <p le chemin composé
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d'arêtes de O^ qui lui correspond; étant donné que 0^ est isomorphe à la « limite
télescopique » des 0^, il est équivalent de montrer que 9 est un lacet, ou de montrer
que sa projection 9' sur O^ 5 définie pour q assez grand, est un lacet.

§ 5. STRUCTURE DU NERF DES ESPACES ^,ç ET ^

5.1. Surjectivité du morphisme p4'.

Proposition 7. — On suppose n^6, 7Ti(V)==o et 2^i^n—3. Soit Me^ et soit <po
une base de Hf+^W^, M); le morphisme p4' : Tl—^Gq défini par ces données (cf. VII, 3.2,
lemme 4) est surjectif.

Démonstration. — Le groupe Gq est engendré par la réunion de Diagg, des
transpositions ^ et des matrices élémentaires ^ (j==i, 2, . . . , q—i).

a) Tout élément de Diag^ se relève dans II. — Le groupe Diag^ est engendré par les
matrices •/]• (j==i, 2, ..., q) où T], est la matrice diagonale définie par

^-(-i)8^;

il suffit donc de montrer que chaque matrice .̂ se relève.
Soit co le morphisme OM"""®^ défini par 90 et la base duale 90. Soit G-eco"1^, é )

et soit f^-y^ un représentant de (T. Soient q, ̂ , . . ., c^ les points critiques d'indice z+1

de y, mis dans l'ordre décroissant; soient q, 4 5 • • • 3 ^ 1e5 points critiques d'indice z
mis dans l'ordre croissant. La fonction f est homologiquement primitive; elle est donc
primitive (cf. VII, 3.2.2, propriété 2^). Il existe donc une famille C^, Gg, . . . , C ç
de « cylindres » (i.e. de sous-variétés de W difféomorphes à Dn~lxI), deux à deux
disjoints, situés dans l'intérieur de W, tels que, pour tout^', G, contienne ^ et c^ et qu'il
existe un chemin de mort d'origine / dont le support soit contenu dans Gj. On note,
pour toutj, MnGj==M^, et on désigne par C^ et G^~ les adhérences des deux parties
en lesquelles Mj coupe C^. Soit 90 une base de H^^(W^, M) dont le j161116 élément soit
l'image d'un générateur de H,+i(G^, M .̂) ; soit ^po I3- base duale. Le couple (905 ?o) est un

couple de bases duales adaptées ày; donc, d'après VII, 3.2.2, propriété i, (po^t^oeDiag^;
on peut même supposer, par un choix convenable du signe de chaque générateur de
Hz+i^^ M^ q^ ?o=?o-

Or l'un des résultats que l'on démontre en même temps que le lemme de la queue
d'aronde (cf. IV, 4.3, lemme 3) est le suivant : il existe dans le groupe des difféomor-
phismes de G- tangents d'ordre infini à l'identité le long du bord, un élément g.^ situé
dans la composante connexe de l'élément neutre, laissant f (et par conséquent M-)
stables, et tel que l'automorphisme g^ de H^^G^, M^) défini par ̂  soit la multiplication
par —i . Notons ~g. le difféomorphisme de W obtenu en prolongeant g. par l'identité,
et g^ son effet sur H^i(W^, M). Il est clair que :

9o-10^09o=7îj•

338



STRATIFICATION NATURELLE ET THÉORÈME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 159

^ b) Tout s^ (j==i, ..., q—i) se relève. — Les extrémités du chemin ̂  Q sont (<?, é)
et (^); on a

^•(^)=(^).

La proposition 6 montre qu'il existe &eII tel qu'on ait :

P^).^')^^)-

Il en résulte que s^. (p"^.)) laisse fixe (^ é), et par conséquent appartient à Diagç; donc
compte tenu du a), Sj se relève dans II.

^c) Tout ^ O'=i, . . ., q—i) se relève. — Les extrémités du chemins S, sont {é, é)
et (Ç^ ^) ; on a . .

^.(^.)=(^fî)=(^,,).

On termine comme au b) ci-dessus.

5.2. Presque isotopie.

On démontre dans ce numéro un résultat indépendant de ce qui précède, relatif
aux triades compactes sur lesquelles il existe une fonction ayant q points critiques tous
de même indice.

Proposition 8. — Soit (W, V, V') une triade compacte de dimension n. On suppose (sans
quoi l'énoncé qui suit est vide) qu'il existe deux entiers i et q tels que H^W, V)=o pour j^i
et H,(W, V^Z^. On note JT,̂  l'espace des fonctions de Morse (W, V, V) -> (I, o, i) ayant
exactement q points critiques^ tous d'indice i. On suppose :

(1) ^i(V)=o;

(2) 2^72—3.

Alors pour tout couple (/,/') de points de ̂ ^ tels qu'il existe une base de H,(W, V) adaptée
à la fois àf et àf, et pour tout voisinage U de V dans W, il existe un chemin (//) d'origine f
dans e^<p tel que // coïncide avec f sur W—U. [On dit que/et/' sont presque isotopes
dans e .̂]

Remarque. — II résulte du théorème 3 que si 7Ci(V)==o et n^6, alors la presque
isotopie de deux éléments de J^° entraîne leur isotopie.

Démonstration. — On démontre, par récurrence sur q, que la propriété est vraie
pour l'entier q et pour toute triade compacte.

a) Cas q==o. — Le seul cas où l'énoncé n'est pas vide est celui où W est difféomorphe
au cylindre Vxl. Soit ^ le groupe des difféomorphismes de W induisant l'identité
sur V; on sait (cf. Introduction) que pour tout couple (//') de fonctions sans point
critique, il existe ge^ tel que f==fog. Le procédé de la « rétraction d'Alexander »
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fournit, pour tout voisinage U de V dans W, un chemin (^) dans ^, d'origine g, tel
que g^ induise l'identité sur le complémentaire de U; on pose /o^-^/'.

b) Cas q^î. — Supposons la propriété démontrée pour l'entier q—î. Soient/
et/' comme dans l'énoncé; soit c (resp. c ' ) le point critique de niveau le plus bas de/
(resp./7). On modifie/' par l'effet d'une isotopie du but [o, i] de façon que f(c) ̂ f^c') ?
soit À cette valeur commune. Soit ^ un plongement : (D\ S1"1) -^ (W, V), tel que si
on désigne par p la fonction distance euclidienne au centre dans D1, il y ait commutativité
du diagramme

D1——Î—^W

^I-P')^ /f
\ /

[0,1]

L'image de ^ est alors une nappe descendante de/relative à c; nécessairement, ^(o)==c,
+(S1-1) cV. On définit de même le plongement ^', relatif à/7 et c ' . D'après l'hypothèse
faite sur le couple (//'), l'image de la classe fondamentale de (D1, S1-1) par le morphisme
^ : H,(D1, S'"1) ->H,(W, V) est au signe près la même que par le morphisme ^;
on modifie au besoin ^ par une symétrie de façon que ces deux images soient les mêmes.
Les conditions (i) et (2) de l'énoncé entraînent 7Ti(W)==o; il résulte donc du théorème
de Hurewicz relatif que ^ et y sont homotopes. La condition (2) et le théorème d'isotopie
de Hudson (énoncé en [7], théorème (10.2), p. 199, dans la catégorie PL, mais valable
également dans la catégorie DIFF) entraînent que ^ et ^' sont isotopes, II existe alors
une isotopie (y^) de W telle que YI°^'=^, de sorte que f'o^1 et/coïncident sur ^(D1) ;
on est donc ramené au cas où/et/' ont en commun une nappe descendante N de leur
point critique de plus bas niveau, et coïncident sur cette nappe, et où on a choisi ^/

égal à ̂ . II existe alors une isotopie (y^) de W telle que /oyi"1 coïncide avec/ au voisinage
de N. (En effet, ^ peut se prolonger en un plongement <p : M,->W du modèle standard
de Morse, adapté à/et à la fonction quadratique standard h sur M,, ce qui signifie qu'il
existe un plongement 9 : [—i, +i]-^[o, i] rendant commutatifle diagramme

M, ——"-^ W

h f

[-I,+I] -^ [0,1]

De même ^ peut se prolonger en y', adaptée à/' et à A; le plongement y' correspondant
à 9' coïncide avec y sur [—1,0], et d'après le lemme 3 de II, i .2, on peut modifier <p'
de façon que 9' coïncide avec ç au voisinage de [—1,0]. Il résulte du théorème d'unicité

340



STRATIFICATION NATURELLE ET THÉORÈME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE 161

des voisinages tubulaires, appliqué à un voisinage tubulaire de D^ dans M^, qu'il existe
une isotopie (yj) de W telle que Yi0^'0^"1) induise l'identité au voisinage de N. La
comparaison du diagramme ci-dessus et du diagramme

M, ^' > W

[-I,+I] -̂  [0 ,1]

montre que f'°^[~1 coïncide avec y au voisinage de N.)
On se trouve donc ramené au cas oùfetf coïncident sur un voisinage U de N;

soit T un voisinage de Morse de c, contenu dans U, définissant la nappe descendante N$
soit a la borne supérieure de f sur T. Le complémentaire de T dans f~1^— i, a\) est
difféomorphe à un cylindre; par la méthode du a) ci-dessus, on déforme y de façon que
sa restriction à T reste invariable, et que sa restriction à W—T coïncide avec y, sauf
sur un petit voisinage dey"1^). On a ainsi déforméy en une fonction qui coïncide avec y
entre V et une variété de niveau V^, située au-dessus du niveau de c\ on est donc ramené
au même problème pour le cas q—i, ce qui achève la démonstration de récurrence.

Corollaire. — Soit W la triade compacte Vx(I, o, i), de dimension n. Soit Me^ et
soit y^. ̂  sous-espace correspondant de J^ g (cf. 2 . 1 ) . On suppose :

(i') ^(V)=o;

(2') 3 ^ z ^ 7 z — 4 {ce qui entraîne ^7).

Alors pour tout couple (/,/') de points de e^ tel qu^il existe une base de H^^(W^, M) et une
base de H^_,(WM, M) qui soient adaptées à la fois àf et àf\ il existe un chemin (//) d'origine/'
dans y^ tel quef[ coïncide avec f sauf sur un voisinage arbitrairement petit de <?W. [On dit que/
et/' sont presque isotopes dans e^-]

Démonstration. — On applique le lemme i successivement à W^ et W^ ; on trouve
les conditions i^i^n—4 et ^^i^n—2.

5.3. Structure du nerf de ^,q et de ^.

Théorème 4. — Soit V une variété compacte sans bord et soit W le cylindre V X 1 ; on désigne
par n la dimension de W. Les espaces fonctionnels ^^g, ̂  et ^^ sont ceux définis en V, 2 . 1
et en VII, 2 . 1 ; on désigne par O^ç, <3^ et Oĵ  leurs nerfs respectifs. Les complexes 23g et SIg sont
définis en VI, 1.4. On suppose 7Ti(V)==o, 72^7, ^i^n— 4. Alors

i° Le morphisme es : OM~^®Î défini en VII, 3.2 est un isomorphisme pour tout Me^ et
pour tout choix de la base d^homologie (pç définissant Q.
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2° Le morphisme ^n-^îlg défini par passage au quotient de © est un isomorphisme.
3° <t>, est isomorphe à la limite télescopique de la suite

îlo^îli^-.^^^^+i^--

(définie en VI, 1.4, lemme 7).

Démonstration. — i° II résulte de la proposition 5 de VII, 3. i que, sous les hypothèses
du théorème 4, œ est un morphisme de revêtement (surjectif). Soient a et o' deux éléments
de OM situés au-dessus de {è, ê) ; soient/et/' des représentants respectifs de a et a dans J^.
D'après le corollaire ci-dessus,/et/' sont presque isotopes dans ̂ - D'après le théorème 3,
la presque isotopie dans ̂  entraîne l'isotopie dans le même espace, autrement dit,
/et/' sont dans la même composante connexe de ^î donc cr==(T'. Donc 0^ est le
revêtement identique de 33^.

2° On a le diagramme commutatif

nx^ —> <DM —^ ^M/n
p+ X 03 C3

G,xS, —> 8, —^ %,

D'après la proposition 3 de VII, 2.1 (et le corollaire de la proposition 2 de VII, 2.1)
OM/IÏ est naturellement isomorphe à O^. Or d'après le i° ci-dessus et la surjectivité
de p"4' (cf. proposition 7), le morphisme naturel OM/II-^ est un isomorphisme.

3° Notons eu le morphisme désigné ci-dessus par © ; on a le diagramme commutatif :

^ °̂  ^ ̂ i ̂

^î ^î+l

. . . -> ^ -> ̂ , ^ ...

où toutes les flèches verticales sont des isomorphismes d'après le 2° ci-dessus; il suffit donc
d'appliquer la proposition 4 de VII, 2.4, d'après laquelle O, est isomorphe à la limite
télescopique des 0^.

Corollaire. — Sous les hypothèses du théorème 4, les éléments de ^q [fonctions « de
type (i, q) » ayant toutes leurs valeurs critiques distinctes] sont classifiés à isotopie près par leur

invariant dans T^\Gç/T^.
Démonstration. — La restriction de l'isomorphisme O^g-^Slg, donné par le 2)

du théorème 4, au o-squelette de [O ]̂, est un isomorphisme : ^(^i0?) ~>Tq\Gq/Tq-

Remarques. — i. Il résulte de sa définition même (cf. VII, 3.2) que F « invariant »
d'un élément de ̂  g est invariant par tout difféomorphisme de V x (I, o, i ). Le corollaire
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ci-dessus a donc la conséquence suivante : si deux éléments de <^° g sont transformés F un de
U autre par difféomorphisme, alors ils sont isotopes. Ceci est la généralisation à ̂ ° q du résultat
du théorème 3, concernant les fonctions sans point critique.

2. On peut donner d'autres applications du théorème 4 du même type que le
corollaire précédent, par exemple la classification des fonctions de type {i, q) ayant
toutes leurs valeurs critiques d'indice i et toutes leurs valeurs critiques d'indice i-\-i
respectivement égales.

3. Il est possible de démontrer directement le théorème 4, et d'en déduire ensuite
le théorème 3 comme cas particulier (y==o). Mais la démonstration est rendue difficile
par le fait que rien ne permet d'affirmer a priori que 0^ ç est un revêtement de ÎIç.
D'autre part la démonstration directe du théorème 3 est la seule applicable au cas n == 6.
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APPENDICE

LEMMES DE FIBRATION ET D'AGYCLICITÉ

On a rassemblé ici, avec des indications sur leur démonstration, divers énoncés
de « topologie différentielle élémentaire »; il s'agit essentiellement de généraliser les
théorèmes classiques de fibration et d'acyclicité des espaces de plongements (cf. par
exemple [2] ou l'appendice de [3]) aux espaces de plongements qui sont adaptés à une
fonction de Morse, ou qui la laissent invariante.

§ i. COMPLÉMENTS AU THÉORÈME
DE FIBRATION DE MATHER

Proposition 1. — Soit W une variété à bord compacte. Soit f une fonction de Morse W->R
(ce qui implique en particulier que y n'a pas de point critique sur ^W).

i° Soit ê V espace des fonctions de Morse W->R qui ont mêmes points et valeurs critiques
que f et qui sont tangentes d'ordre infini àf le long de <?W. Soit ^ le groupe des difféomorphismes
de W qui laissent fixes tous les points critiques de f et qui sont tangents d''ordre infini à l'identité
le long de <?W. Les opérations naturelles de ^ dans ë admettent des sections locales continues.

2° Soit X une sous-variété fermée de W; on suppose que pour tout ceX. qui est un point
critique de f, l'espace tangent à X en c ne rencontre pas (en dehors de l'origine) le cône f^^o
[f^ est ^a forme quadratique bitangente à y en c]. Soit ê^ (resp. ^x) ^ sous-espace de S
(resp. ^) défini par la condition de coïncider avec f (resp. avec l'identité) sur X. Les opérations
de ^x ^ans ^x admettent des sections locales continues.

Démonstration. — i° Elle se fait par recollement à l'aide du lemme local suivant :
Soit ûeW; il existe un voisinage V de a dans W, un voisinage ^tl de f dans y et une application
continue f'\->^, de ̂  dans l'espace des plongements de U dans W, tels que f'o^' coïncide avec f
sur U, et que <py soit l'injection de U dans W.

Le lemme local se démontre comme suit : si a est non critique, on choisit au voisi-
nage de a des coordonnées locales (^, .. ., x^) dans lesquelles f{x)=x^. On pose pour/'
voisin de f :

^{X)==(X^ ...^n-i,/'^!, ...,^));

le théorème des fonctions implicites uniforme montre qu'on peut inverser ^ sur un
voisinage U de a, valable pour tous les y assez voisins àef, on pose ^^IV^cp^. Si a
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est un point critique de Morse, on choisit des coordonnées locales dans lesquelles on a
f{x)=u{x), où u est une forme quadratique; on applique alors à tout/' assez voisin de/
le procédé standard de mise sous forme canonique au voisinage de a (utilisant la formule
de Taylor avec reste sous forme d'intégrale); on met ainsi f\x) sous la forme Ur.o^(x),
où Uf. est une forme quadratique et ^, un difféomorphisme local, dépendant l'un et
l'autre continûment de /', tels que u^=u et ^= identité; donc f\x) est de la
forme uoff.o^,, où ^ est un élément de SL{n) dépendant continûment de/'; on pose
ff'°tf'=^f' et on termine comme dans le cas non critique.

2° II suffit d'apporter au lemme local le complément suivant : si X est une sous-
variété passant par a et satisfaisant à la condition de l'énoncé, on peut imposer à cp/,
d'être l'identité sur X lorsque/' coïncide avec/sur X. Il n'y a aucune difficulté lorsque a
est non critique. Lorsque a est un point critique de Morse, on choisit une décomposition
locale x = {y, ^) telle que l'équation locale de X soit y = o, et que / soit de la
forme v {x) -}-w{y), où v et w sont deux formes quadratiques. Le lemme local du i°
montre alors que toute fonction/' assez voisine de/est localement de la forme y(Ç) -\-w{r\),
où T] s'annule avecjy, et où ^=x lorsque/' et/coïncident pour j/==o.

Proposition F. — Soit W une variété à bord compacter soit A un fermé de W—^W.
Soit f une fonction de Morse W->R; soit J un ouvert de R tel que, pour tout t e ] , f"1^) soit
transversal à ^W. Alors à tout ^'eDiffpjR (groupe des difféomorphismes de R induisant
l'identité sur le complémentaire de J), proche de l'élément neutre, on peut continûment associer
^eDifî^W tel que, sur tout un voisinage de ^W, on ait :

^0/==/0<?•

La démonstration de la proposition i ' est immédiate ; voici quelques conséquences
des propositions i et i' :

Corollaire 1. — Soit W une variété à bord compacter soit] un ouvert de R; soit f une fonction
de Morse W->R telle que :

a) les valeurs critiques de f appartiennent à J;
b) les variétés de niveau critiques de f coupent transversalement ôW.

r^i

Soit S V espace les fonctions de Morse : W->R qui vérifient a) et b) et qui sont tangentes

d'ordre infini àf le long de ^Wn/'^J), II existe alors, au-dessus d'un voisinage de f dans S,
une section pour V application {g, g') ~^g'ofog~1 de DiffWxDiffpjR dans V espace des fonctions
de Morse : W—»-R.

Corollaire 2. — Soit M^ le modèle de Morse d'indice i de R71 et soit h la forme quadratique
correspondante (cf. II, i. i). A toute fonction h' suffisamment voisine de h et tangente d'ordre infini
àhlelongde 8\N\ on peut associer de façon continue un élément (^, ̂ ') de DiffM^xDiff[—i, 4-1]
tel que :

y-^ho^^h'.
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Corollaire 3. — Soient M^ le modèle de Morse d'indice i de R^ h la forme quadratique
correspondante, et {h-^ le chemin descendant standard (cf. II, 1 . 1 ) . Soit W une variété compacte
de dimension n, soit fune fonction : W->R, et soit c un point critique de Morse def. Pour tout Xel,
on note ^\ l^ espace des plongements M^->W adaptés à h-^ et f en c, et on note ffi la réunion
{pour Àel) de tous les ̂ . Les applications naturelles :

(1) Sft ->\ (dont les fibres sont les ^);

(2) ^->Plgt([-I,+l],I);

(3) ^ ^Plgt([-i,+i],I);

sont des fibrations triviales.

Démonstrations. — Celle du corollaire i est immédiate, et le corollaire 2 en est un
cas particulier. Voici la démonstration du corollaire 3.

Cas de (i). — Soit <pe^; l'adaptation de 9 à h^ et f signifie qu'il existe
q/ePlgt([—i,+i] î l ) tel que ^^h^^fo^; en particulier (puisque A^(o)==—Xe) on a :

<P'(-^)=/(.)

ce qui montre la continuité de (i). D'autre part le corollaire 2 donne un chemin
continu (^, 4'x) dans DiffM^xDiff[—i, +1] tel que pour tout Xel

^oAo^^.

L'application (X, 9) -> (<po^, 9'°^x) de Ix^o dans 3^ est une trivialisation de 8^
au-dessus de I.

Cas de (2). — La trivialité de la fibration (2) est une conséquence immédiate de
celle de la fibration

(2') DifF^M,->Diff[~i,+i],

où Diff^M^ est le groupe des difféomorphismes de M^ adaptés à h. Pour montrer la
trivialité de (2'), il suffit de montrer l'existence de sections au voisinage de e. Soit T
un voisinage tubulaire du bord de M; à tout ^'GDiflF[—i, +I]? proche de e, la propo-
sition i' permet d'associer ^eDiffM», laissant fixe un voisinage de o, tel que y oh
et ho^ coïncident sur T; on termine en appliquant la proposition i à ^oho^~1, qui a
même point et valeur critique que h et qui coïncide avec h au voisinage de 8M.^

Cas de (3). — La trivialité est une conséquence immédiate de celles de ( i ) et (2).

§ 2. FIBRATION DES ESPACES DE PLONGEMENTS ADAPTÉS
SUR LES ESPACES DE NAPPES

Soit W une variété compacte; soit f : W->R une fonction de Morse, et soit c
un point critique de f. On note ^ (resp. ̂  resp. Se} l'espace des nappes ascendantes
(resp. des nappes descendantes, resp. des binappes) de f issues de c. On rappelle la
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définition de la topologie de ces espaces : ̂  et Q sont munis de la topologie habituelle
des espaces de sous-variétés, c'est-à-dire la topologie quotient de la topologie G00 des
espaces de plongements correspondants; SS s'identifie au sous-espace de j^x^ défini
par la condition de conjugaison des variétés tangentes en c.

Remarque. — II résulte immédiatement de la contractilité de l'espace des sous-
variétés tangentes en c aux nappes ascendantes (ou descendantes) que SS a même type
d'homotopie que ja^x^.

Proposition 2. — Soient W, f, c, ^\ Q, S8 comme ci-dessus. Soit ̂  le groupe des difféo-
morphismes de W qui laissent/invariante. Les opérations à gauche de ̂  dans s/., 2 et S9 admettent
des sections locales continues.

Démonstration. — Démontrons-le par exemple pour ^. Soit AGJ^, et soit A'
voisine de A. D'après le théorème de fibration des espaces de plongements sur les espaces
de sous-variétés (cf. [3], p. 114, théorème 3)5 il existe dans le groupe DiffW un élément g^
dépendant continûment de A', tel que ^(A)=A'; les restrictions à A des fonctions/
et fog^ ont chacune le point c pour unique point critique, et coïncident sur le bord;
il existe donc d'après le i° de la proposition i, un difféomorphisme g^ de A, laissant
fixe c, dépendant continûment de g^ tel que f^g^g^ coïncide avec f sur A; on peut
prolonger g^ en un difféomorphisme ~g^ de W dépendant continûment de g^. D'après
le 2° de la proposition i, il existe un difféomorphisme g^ de W laissant fixe A, dépendant
continûment de g^~g^ te! çi^ foglo1S20S3==f'9 cecl achève la démonstration, puisque
^lo^20<?3(A)==^(A)=A/.

Corollaire 1 [Notations de la proposition 2]. — Soit 8^ l) espace des plongements de M^
(modèle de Morse d'indice i) dans W qui sont adaptés àf et à la forme quadratique standard h.
Les applications naturelles : ^->j^, ^->Q^ Sft—>SS sont des fibrations localement triviales.

Corollaire 2. — Soient Vo et Vo deux variétés de niveau de f situées au-dessus de c^ Vo étant
au-dessus de Vç ; soit ̂  (resp. ja^ç) la partie de <sé formée des nappes dont le bord est dans Vo
(resp. Vo). Inapplication naturelle : ^/Q->S/Q est une fibration localement triviale. [Résultat
analogue pour les nappes descendantes et les binappes.]

Les deux corollaires sont des conséquences immédiates de la proposition 2.

§ 3. FIBRATION DES ESPACES DE PLONGEMENTS ADAPTÉS
SUR LEURS ESPACES DE JETS

Lemme. — Soient W une variété de dimension n^f: W->R une fonction de Morse, et c
un point critique d^ indice i de f. Si un plongement <p : M^R^1 est adapté à h et f en c, alors
Inapplication R^^^^W) tangente à <p en o est adaptée à h et à la forme quadratique bitangente
à f en c.
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Démonstration. — On rappelle que « 9 adapté à h et f » signifie qu'il existe un
plongement 9' : [—i, +1]-^!^ iel que (p'oA=/oçp. On se ramène, en choisissant des
coordonnées locales définies par un prolongement de cp à R" entier, au cas où ^V^R^1

et f==h. Alors Aoç^—q/^oA est le terme du second ordre dans le développement
Aocp—cp'oÂ, c'est donc zéro.

Proposition 3. — Soient W, f, Cy n, i comme dans le lemme ci-dessus. Soit 8^ l'espace
des plongements du modèle de Morse M^ dans W qui sont adaptés à f en c et dont l9 orientation
en o est donnée. D application naturelle ^->J^ de S^ sur l'espace des î-jets en o de ses éléments
est une fibration localement triviale.

Même résultat pour les espaces suivants : ̂  (sous-espace de 8^ formé des plongements pour
lesquels l'application 9': [-—i, +i]->R correspondante est donnée)^ ^ (groupe des difféo-
morphismes de M^ qui laissent le bord fixe et h invariant) ; ̂ 3 (groupe des difféomorphismes de M,
qui laissent invariantes les fonctions x^ + • • • + ̂  et XÏ+1 + • • • + ̂ n) • En plus on a des
isomorphismes canoniques :

J^ »SO(z, n—i)x]o, oo [;

J;̂  ^JoTO^SO(z,7z-i);
J^1,2^0(Z)XO(7Z-Z).

Démonstration. — Démontrons par exemple les résultats qui concernent ^. Soit c2^
le sous-groupe de SL(^) formé des applications qui sont adaptées à la forme quadra-
tique A; le groupe oSf^ est canoniquement isomorphe à S0(z, n—i)x'Rf. D'après le
lemme ci-dessus, il existe une application naturelle ^->oS^, qui se factorise par
l'intermédiaire dej^^; il suffit donc de montrer l'existence de sections locales JSf^-^^
au voisinage de tout point de oSf^. Le théorème classique de fibration des espaces de
plongements sur les espaces de jets (cf. [3], théorème 2, p. 114) donne des relèvements
locaux à valeurs dans le groupe de tous les difféomorphismes de M, qui laissent fixe le
bord; on modifie ce relèvement de façon qu'il prenne ses valeurs dans ^ (c'est le
procédé déjà utilisé ci-dessus au § 2, à ceci près qu'on doit ici utiliser la proposition i
complétée par la remarque suivante : soit ^c^ (resp. ^c^) défini par la condition
qu'en tous les points critiques de/le i-jet est celui de l'identité (resp. le 2-jet est celui
de f) ; ̂  opère dans ê^ et ces opérations admettent des sections locales continues).

Le cas de ^ 3 est plus simple, car 0{i)x0{n—i) s'identifie à un sous-groupe
de ^12. Le cas des espaces de plongements adaptés se ramène à celui des groupes de
difféomorphismes adaptés par le procédé habituel (cf. [3], p. 115, lemme i).

§ 4. ACYCLICITÉ DE CERTAINS ESPACES
DE PLONGEMENTS ADAPTÉS OU DE NAPPES

Proposition 4. — Soit W une variété de dimension n'y soitf : W->R une fonction de Morse;
soit c un point critique d'indice i def. Soient VQ et V^ deux variétés de niveau de f situées la première
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au-dessus, la seconde au-dessous de c, telles que c soit V unique point critique de la partie fermée W^i
de W délimitée par Vo et Vr

1° Soit M, le modèle de Morse d'indice i\ soit ̂ j l'espace des plongements de

(M,, bord supérieur de M,, bord inférieur de M,) dans (Woi, Vo, VJ

qui sont adaptés à f en c, et dont le i-jet en o est donné. L'espace ̂ j est acyclique. Même résultat
pour le sous-espace â^j^ de â^j formé des plongements pour lesquels l'image de la binappe standard
de M^ est donnée.

2° Soif ̂  (resp. Q, resp. S8} l'espace des nappes ascendantes (resp. des nappes descendantes,
resp. des binappes) de f issues de c, limitées à Vç et V^. Les espaces ĵ , Q, SS sont acycliques.
Même résultat pour les espaces j^j, ^j, Stj obtenus en fixant la variété tangente (ou le couple
de variétés tangentes) en o.

Démonstration. — L'acyclicité de ̂ j et celle de ^j entraînent celle de ̂ j ^ d'après
le corollaire i de la proposition 2 (cf. § 2). L'acyclicité de ^j entraîne celle de ^,
puisque l'espace des variétés linéaires tangentes en o aux éléments de s^ est acyclique;
de même l'acyclicité de 2j entraîne celle de Q, celle de 38^ entraîne celle de 3S, et on
sait que ^jW^/jXQj. On est donc ramené à démontrer l'acyclicité de ^j et celle
de ^j; les deux démonstrations sont analogues; voici la démonstration de l'acyclicité
de ^j. Soit ^j l'espace des plongements M,-^Woi qui sont adaptés à / en c et dont
le i-jet en o est donné; d'après le corollaire 3 du § i, l'acyclicité de <^j entraîne celle
de ^j. Soit U un voisinage de Morse de c dans l'intérieur de W^; soit jf un compact
de ̂ j ; par composition avec une rétraction de M^ laissant fixe un voisinage de l'origine,
on peut déformer JT jusque dans ^jnPlgt(M,, U), de façon que les éléments de
jfnPlgt(M,,U) restent dans Plgt(M,, U) au cours de la déformation. On est ainsi
ramené au cas où W^If, f==h et ^==0; d'après le corollaire 3 de la proposition 2,
il suffit de montrer l'acyclicité du sous-espace ^j^ de â^j formé des plongements qui
laissent h invariant. La méthode classique de rétraction par « transmutation par les
homothéties », utilisée pour démontrer Pacyclicité de l'espace des plongements avec i-jet
fixe en o de M, dans R^ donne également l'acyclicité de ^j^, car cet espace reste stable
au cours de la rétraction; en effet, si ho^==h, alors pour tout X>o, on a :

Â^9(ÀA;))=^Àocp^)==^^)-AM.
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Adapté (e) : voir base, matrice, métrique, plongement.
Ame (d'un chemin de Whitney), 35.
Arête constante, croissante, décroissante, 125.

Base, 145.
— adaptée, 13, 145.
— duale, 151.
Bec, 80.
Binappe, 41.
— standard, 41.
Bon (chemin), 10, 18.

Carte locale, transverse (d'une stratification), 16.
Chemin ascendant, descendant standard, 41.
— de multicroisement, de /^-croisement, 48.
— de naissance, 65, 66.
— de traversée, n, 18.
— de traversée croissant, décroissant, stationnaire, 96.
— de Whitney, 35.
— élémentaire, 20, 28.
— élémentaire ascendant, descendant, 42.
— élémentaire de mort, 71.
— élémentaire de naissance, 66.
— élémentaire descendant de ^-croisement, 48.
— en queue d'aronde, 86.
— standard de naissance, 65.
— standard de suppression, 34.
Cocellule, n, 15.
Codimension d'un point critique, 10, 23.
— d'une valeur critique, 10, 23.
— d'une fonction, 10, 24.
Complexe dual d'une triangulation, 137.
— simplicial ordonné, 134.
Cône ouvert, 16.
Consécutives (arêtes), 118.
Croissant (e), décroissant (e) : voir arête, chemin, ordre.

Distinguée (partie de Sn), no.
Dual(e) : voir base, complexe.

Espèce (d'une arête de 33g), 119.
— (d'un chemin), 123.
— (d'un chemin standard), 128.
Etoile descendante, 136-137.

Fibration compatible avec une stratification 137.
Filtration de Smale, 11.
Fonction de croisement, de naissance, 24.
— de Morse, 25.
— de type (î, q), 13, 162.
— excellente, 10, 24.
— ordonnée, i l , 95.
— primitive, homologiquement primitive, 153.

Graphique, 11.

Hauteur (d'une naissance), 67.
Hexagone, 117, 119.

Indépendant (e) s (chemins, singularités), 75.
Indicatrice, 33.
Indice d'un point critique, 23.
— d'un chemin de naissance, 67.
Intermédiaire (variété), 13, 139.
Invariant [ d n q \, 121.
— l^-i.çl/^S.
— d'un élément de e^ç, 153.
Isotope, isotopie, 7.
Isotopes (fonctions de Morse), 25.

Lemme d'acyclicité, 168.
— d'apparition d'un bec, 83.
— de fibration plongements adaptés-jets, 168.
— de fibration plongements adaptés-nappes, 167.
— de la queue d'aronde, 93.
— de l'hexagone, 118, 120.
— de suppression d'un bec, 84.
— des chemins élémentaires, 20.
— des singularités indépendantes, 76.
— des trois arêtes, 118, 119.
— d'unicité des morts, 73.
— d'unicité des naissances, 67.
— du quadrilatère, 117, 119.
— du triangle, 78.
— fondamental, 123.
Lemmes semi-locaux, 11.

Matrice adaptée, 147.
Métrique riemannienne adaptée, 57.
Modèle transverse d'une stratification, 16.
— de Morse, 40.

Nappe ascendante, descendante, 41.
— ascendante (descendante) saturée, 68.
— ascendante (descendante) standard, 41.
Nappes en bonne position, — saturées en|bonne posi-

tion, 68.
Nerf (d'une stratification), 13, 135.

Ordonné (e) : voir complexe, fonction.

Plongement adapté du modèle de Morse, 41.
— du modèle de naissance, 66.
— du modèle de Whitney, 28.
Plongement horizontal, 56.
— linéairement adapté, 55.
— linéairement adapté de gradient, 57.
Point critique de naissance, 10, 23.
— critique du type de Morse, 10, 23.
— critique du type queue d'aronde, 23, 86.
— triple (de l'espace fonctionnel), 76.
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Préordonné (complexe simplicial), 134.
Presque isotopie, 159.
Pseudo-isotope, pseudo-isotopie, 7, 8.

Quadrilatère, 117, 119.

Simplexe fondamental, 108.
Sommet de Morse, 33.
Strate, 10, 15.
Stratification, 10, 15.
— combinatoire, 17.
— conique, 17.
— de codimension i, 17.
— induite, 16.
— localement triviale, 16.
— naturelle (d'un espace fonctionnel), 10, 23.
— naturelle (d'une triangulation), 15.
— produit, 16.
— symétrique de Rî, 26.
— triviale, 16.

Télescopique (limite), 143.
Théorème de connexité de l'espace des fonctions

ordonnées, 96.
— de connexité de l'espace ^, 100.
— de connexité de l'espace des fonctions sans point

critique, 156.
— de fibration de Mather, 24, 164.
— de la pseudo-isotopie, 8.
— de structure du nerf de J^- g , 161.
Translaté (d'un chemin de première espèce), 129.
Type d'une arête de 33g, 119.
— d'une arête de (£g, 116.
— d'un élément de 0^, 144.
— d'une partie distinguée de Sç, 110.

Voisinage de Morse, 41.
— double, — double saturé, 68.
— double saturé standard, 71.
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INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS

Les espaces fonctionnels sont en général désignés
notations Plgt(V, W) (espace de plongements) et DiffV
munis de la topologie G00.

^', S (espace des fonctions sans point critique), 9.
j^0, '̂1, ^\, ̂ 1, SF\ 10.
Conditions (^o), (û^), 18.
(W, V, V7) (triade compacte de dimension n), 22.
M^ (modèle de Morse d'indice i), 40.
h(x), k(x), 40.
h^(x), 41.
co(A:), c?(;v), 43.
^, ^, ^t (chemins élémentaires), cf^ (arcs élémen-

taires), 43.
^W. ^W. 44-
S0(i,n—i), S0+(i,n—i), 46.
^/, j^7, ^/ (espaces de binappes, de nappes), 52.
C- (morphisme), 56.
9SJI (métrique riemannienne adaptée), 57.
a., P., Y7 (morphismes), 58.
W, 64.
^n;xW» 65-
BxJ (modèle de naissance), 65.
Us, Ug (voisinage double saturé standard), 71.
<î1 (espace des fonctions ordonnées), 95.
- ~ ~ , 100.^<,î. t, ç; a?

par une majuscule cursive. On utilise également les
(groupe de diffeomorphismes). Tous ces espaces sont

G?5 T^ ^J» TJ' ^^î» ^'.j? Io^-
Tç, Tj, T;, Tj,,j; ^, Sç, Sj, 107.
Tq\Gq/Tq (espace des doubles classes), 108.
A,^(A), 108.
K, |K|,[K], F,, ^, b, F,,, [FJ, 109.
Qq, 110.

^ç» ?3]» "^ 112.

^V [®îL ̂ , 1 1 3 , ii4.
g, 1 1 4 -
(TÇ (morphisme), 114.
Tg, 120.
(Êg, 122.
Yi,^ ^, ̂ ; Yi,X;^, ^;^, ^;y, 123.
È,, Ê, 134.
9l(E) (nerf), 135.
M (variété intermédiaire), W^, WM, ,̂ 139.
^i,q^ ^M» ^i» ^M (nerfs), 140.
^M. ^o(^M) = n, 140.
c^ (morphisme), 147.
en (morphisme), 151.
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