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LA GEOMETRIE DES SOUS-VARIETES D'UN
ESPACE EUCLIDIEN A PLUSIEURS DIMENSIONS!

PAR

Shiing-Shen Cuerx (Chicago).

La géométrie des sous-variétés d'un espace euclidien de
dimension queleonque contient naturellement comme cas parti-
culiers I'étude des courbes et des surfaces de 'espace euclidien
ordinaire. Cependant, malgré I'histoire tres ancienne du sujet,
nos renseignements dans le cas général sont assez maigres. Dans
cette conférence je me propose de parler de quelques progres
qui ont été accomplis récemment.

1. — Soient Et ~ Tespace euclidien a n -+ N dimensions
et M une variété différentiable a n dimensions réguliérement
plongée dans £7 . Cela signifie que tout point de M a un
voisinage dans lequel la variété peut étre définie en exprimant vV
coordonnées de E7" - comme des fonctions des n autres coor-
données ayant des dérivées partielles continues d’un ordre assez

1 Conférence faite 4 la séance de la Société malbémalique suaisse, lenue & Berne
le 7 juin 1953,
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élevé, Pour simplifier nous supposerons que M esl compacte,
bien que beaucoup de nos discussions solent valables sans cette
hypothése. Dang une formulation générale nous nous intéressons
& desg relations entre les courbures de la métrique riemannienne
induite de 1/, les courbures relatives de M dans [f7°V et les
propriétés topologiques de A7 elle-méme et de sa position dans
free

La premicre idée [éconde, remontant au moins a Gauss,
consiste & étudier une application qui généralise 'application
normale d'une surface dans 'espace euclidien ordinaire. Soit en
effet. G (n, N) (resp. G(n, N)) la variété grassmannienne des
variétés linéaires (resp. variétés linéaires orientées) & n dimen-
stons passant par un point fixe O de E™-V, Cette varété est de
dimension 7.V, Pourn = 1ou NV = 1, G(n, N) est homéomorphe
a lespace projectif réel et {E{n, N) a Ia sphere. Pour chaque
point x € . on méne }EHI'{_TEH{}HQ{_‘. Iinéaire T'(x) & n dimensions
parallele au plan tangent & A7 en «x. Cette construction conduit
a apphlication tangentielle 70 W — - G(n, V). D'une manicére
analogue on deéfinit lapplication tangentielle 7: M — G (n, V),
s1 M est orientée. Ces applications jouent un role fondamental
dans I'étude de la géométrie de 3/ dans Eoe,

Tout d’abord Iapplication 7" induit des homomorphismes sur
les groupes d’homologie. Plus précisément, soit J un groupe de
coeflicients el, X étant un ospace topologique, désignons par
Ho (X, J) (vesp. I (X, J)) le groupe d’homologie (resp. de
cohomologie) de dimension  de X avec le groupe de coeflicients J.
Lrapplication 7" induil les homomorphismes suivants:

Ty I (M, J) —— H (G (n, N}, J)
T 0" (G, NJ,Jj —= H" (M, J) . ‘

De plus, siJ est un anncau, la somme directe des groupes de
cohomologie de différentes dimensions peut éive munie d’une
structure d’anneau et 'homomorphisme 7% est un homomor-
phisme d’anneaux. Des considérations analogues sont valables
pour Fapplication 7.

De quelle manicre ces homomorphismes dépendent-ils de la
varicte M2 Pour étudicr cette question disons que deux varié-
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tés M, et M, sont régulierement homotopes sil existe une
famille M, (0 < ¢ < 1) de variétés plongées, dépendant conti-
nuement de ¢ et du point x € M, qui contient les variétés données
pourt = Oet{ = 1. 1l est clair que pour deux variétés réguliére-
ment homotopes les homomorphismes (1) sont les mémes.
D’autre part, M. Wuir~yey a démontré que si N > n + 1,
deux variétés de dimension n dans En*N sont toujours régu-
lierement homotopes '. Dans ce cas les homomorphismes (1)
dépendent de M comme variété différentiable abstraite et ne
dépendent pas de sa position dans F£7tN, En particulier,
T g’appellera '’homomorphisme caractéristique de M et un
élément de I'image de 7'* une classe caractéristique.

Il 'y a d’autres cas ol les homomorphismes (1) ne dépendent
que de M. Par exemple, si M est une hypersurface orientée
(N = 1), la variété G(n, 1) est homéomorphe & une sphére de
dimension 7 et les homomorphismes (1) sont essentiellement
déterminés par le degré de Papplication 7. Si, de plus, n est pair,
on peut démontrer que ce degré est égal a »(M)/2, ot (M)
est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M,

Dans le cas général il sera utile d’imposer des conditions
moins restrictives sur M, en admettant les cas ou M peut se
rencontrer elle-méme de telle sorte qu’en chaque point ou M
se coupe elle-méme 1l n’y a que deux branches de M et que les
plans tangents a celles-ci soient transversaux l'un a ['autre.
Ce sont les variétés immergées au sens de M. Wurrxey, L’appli-
cation tangentielle et la notion d’homotopie réguliére s’étendent
a ces variétés. Il est encore vrai que les homomorphismes (1)
sont les mémes pour deux variétés immergées régulicrement
homotopes.

On en sait plus dans le cas n = N = 1, ¢’est-a-dire le cas des
courbes fermées du plan avee un nombre fini de points doubles.
M. WaITNEY a démontré [19] qu'il est possible d’orienter une
telle courbe et de donner un signe 4 chaque point double tel que,
si v (resp. v—) désigne le nombre de points doubles positifs

I g théoréme a été démontré dans [20] pour N;n 4~ 2: mais la méthode de
démonstration et le theorédme que M peut &tre plongée topologiquement dans jo2n
entrainent qu’il est encore vrai pour N = n -+ 1.

Les nombres enlre crochels [1 se référent i la Bibliographie 4 la fin de cel article,
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(resp. négatifs), le degré de application tangentielle T est égal
a1l v — v . Cethéoréme contient comme cas particulier le
théoreme bien connu (« Umlaufssatz») qui aflirme que le degré
de 7 est égal & 1 pour une courbe fermée simple, convenablement
orientée. De plus, M. Wurryey a aussi démontré que, si les
degrés des applications tangentielles de deux courbes fermées
de ce genre sont les mémes, les courbes sont régulicrement
homotopes. IEn d’autres termes, les clasges des cournes fermées
régulicrenient homotopes sont en correspondance biunivoque
avee les entiers. Jlignore st un théoreme analogue est valable

pour le cas n — N = 1.
2. — Pour faire une étude plus approfondie des homomor-

phismes (1), le probleme préliminaire est la connaissance des
oroupes d’homologie et de cohomologie des variétés G (n, V)
of {;’(u, V). Ce probleme a été traité par M. Euresyaxy [H],
|8, [14], en utilisant les décompositions de ces variélés par les
varietés de Schubert. Nous nous intéressons surtout aunx cas
ot Joest solt le ecorps Z, des entiers modulo deux soit le corps R
des nombres réels. Faisons aussi Phypothese n - | < N, Alors
les éléments de dimension < 2 de Panneaun de cohomologie
(G (n, N), Z,) sont engendrés (au sens de la streeture d’anneau)
par des classes de cohomologie ' de dimension ¢, 1 < ¢ < n.
Les classes caractéristiques Wi = 7*wi dans I sont Eppglées
les classes de Stiefel-VWhitney. Dans les applications il sera
commode d'introduire, avee Uindéterminée ¢, le polvnome de
stiefel-Whitney

| S
il

n
Wy = N IEE, e = (:
=0
Avee Panncau de coellicients R les éléments de dimen-
sion = 2 de Panneau de eohomologie de G (n, N) sont engendrés
par des classes p** de dimension 4%, 4 < 4% < n. Leurs images
par 7%, les classes de cohomologic P = T%* p't dans M, sont
appelées les classes de Pontrjagin. De méme, nous introduisons
le polynome de Pontrjagin:
‘ . ] 'rl ’ ]
P “:] — \ {_ 1}.7.. [;u.l'. ":ilrl.,- | B

el
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Bien entendu, les classes de Stiefel-Whitney et de Pontrjagin
sont des invariants de M comme une variété différentiable
abstraite. La description de I’anneau de cohomologie de G (n, N)
dans le cas n = IV est beaucoup plus compliquée.

D’apres les théorémes célebres de M. e Ruam, il correspond,
a chaque classe de cohomologie de dimension r a coefficients
réels, une forme différentielle extérieure fermée de degré r,
définie modulo les dérivées des formes de degré r — 1. Pour
notre variété G(n, N), qui est transformée transitivement par le
groupe de transformations orthogonales autour du point O, il
suflit de nous limiter aux formes qui sont invariantes par rap-
port & ce groupe. Nous nous proposons de donner explicitement
une telle forme correspondant a la classe p**,

Pour cela, considérons la famille de tous les repéres rectan-
gulaires qui consistent en n -+ [V vecteurs unitaires e, ..., €, v,
deux a deux perpendiculaires. Supposons que 'élément de
G(n, N) est déterminé par les n premiers vecteurs ey, ..., €.
Pour éviter des répétitions, faisons les conventions suivantes
sur nos indices:

1=d05kl=n, ntt1l=rst=n+ N. (%)
Cela étant, définissons les formes de Pflaff

l'.l_‘li:3 = df,'l - E?E . {5}

ou les produits sont des produits scalaires. Comme ['espace
linéaire & n dimensions déterminé par les ¢; reste fixe quand on
fait sur les vecteurs e; et e, des transformations orthogonales
indépendantes, leg formes extérieures (ou ordinaires) engendrées
par les wj, peuvent étre considérées comme des formes dans
G (n, N) si elles sont invariantes par ces transformations. Un
exemple simple est fourni par la forme différentielle quadratique
ordinaire
D = Do (6)
1,8

Elle définit une métrique riemannienne dans G (nr, N). Pour
construire des formes différentielles extérieures dans G (n, V),
posons d’abord

Qi = — > o A o, (7)

L] Z
S




CEOMETRIE DES SOUS-VARIETES 31
et puis

{ =

s i1

1O

E 3 {.fll . . f-].“_.' I'-I jl f'\ P l,l'-"‘l_ fl!- (HJ

- T -
(2 =) ] mo m i

cmy J1 - Jm) D'est pas nul st et seulement
SIJqy ooy [ cONnstituent une permutation de i, ..., Ly, auquel cas
il est 6gal & 4 1 ou — 1 suivant que la permutation est paire
ou impaire. De plus, la sommation dans (8) est étendue & tous
im de La n. est facile de voir que les formes 0,,, restent
invariantes, si 'on applique des transformations orthogonales
imdépendantes aux vecteurs e; et e.. Elles sont donc des formes
différentielles extérieures de degré 2m dans G (n, V). Comme 2
est antisymétrique dans les indices ¢, 7, on déduit immédiatement
de la définition (8) que 0., = 0, s1 m est impair.

Le théoreme fondamental dans cet ordre dlidées est le fait

la forme 04, 4 < 4k < n, est fermée et que la classe de

ou le svimbole §(7; .

les 1q, ...,

que
cohomologie qu’elle détermine est précisément p** [5H], p. 82,

3. H faut appliquer ces considérations a la géométrie de
la variete 3 dans 7Y Pour cela on emploie la méthode du
repere mobile, On entend par repeére dans £7°N la figure formée

d’un point x et de n - N vecleurs unitaires ¢, ...,

deux perpendiculaires, d’origine .

Famille de tous les repéres
sont des veeteurs tangents

e, v, deux a
Nous nous lomitons 4 la
ol x est un point de M et ey, ..., e

a M en x. Alors les vecteurs e, sont

normaux & M oen . On aeg . de = 0, ot on posera o, = e;dr, ol
les produits sont des produits scalaires. La variété ayvant un plan
tangent en chaque point, les formes de Plall «; sont toujours
linéaireient indépendantes. On obtient application tangen-
tielle 77 en menant par O Pespace linéaire & n dimensions déter-
miné parv les veeteurs e,

Développons en détail les formules fondamentales de la
geometrie locale de M. On peut éerive, pour la famille de repores
considéree

o N :
(i : _I""‘J.'ri N
L
1)
i \\‘ 1 ' 1 ]- - . .
e S Mapfns Wap U Opg o= ) 1= 4, 0= u - A

i

rlnscisnemend malhdm,, T &0, 1051-14954.
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On en déduit

0 = e, -dldz) = ¢

&

D0 de N oy = Do Ao
.i

i
Les formes ; étant linéairement indépendantes, cela entraine

.&)1—3 ES Z‘qsij mj H {J]‘D.)
i

ol

Avee ces quantités, on construit les formes différentielles qua-

dratiques ordinaires

a !
T-ij

qui généralisent la seconde forme fondamentale d’une surface.
Si¢ = X - e est un vecteur unitaire normal, on a en effet
3

—dedr = .L:a"’s‘]'ﬂs . (13)
5

On obtient les courbures riemaniennes de la métrique rieman-
nienne induite de M par la considération des formes

Hi-j = E 0 N @y = — Eﬂsih "Isjz op A oy
8 ks (14)
= % I;g (Agin Agjp — Agu Agjp) 0 N o
Les expressions
Ry = > A Agy — Agig Agjp) (15)

=

sont essentiellement les composantes du tenseur de Riemann-
Christoffel. Plus précisément, si = est un élément plan passant
par x déterminé par les vecteurs linéairement indépendants
suivants:

5’—2 it s 7]=E|7]£'91': (16)

13 1
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la courbure riemannienne en w est donnée par la formule

NI .
gy gl = Ay 'jsﬂ.‘.j =i fy = N
= ] ‘I F'.'| i _—y
Rir, =) = 2 =i \: S 17
B By 9y B 2y Ly
INRIN,

D7apres la définition des classes de Pontrjagin et le théoréme
& la fin du dernier paragraphe, il s’ensuit que les formes @y,
obtenues & partir de 6, en substituant anx ;; les expressions (14)
sont des formes différentielles fermées dans 1/ et que 0y,
détermine ia classe P de Pontrjagin au sens du théoreme
de M. de Rham. Cette proposition est due essentiellement &
M. Poxrrracix [15], qui n'a du reste pas donné la correspon-
dance exacte. On a ict une relation entre les propriétés de
courbure de I/ et les invarants de sa structure différentiable.
A ma connaissance on ne sait pas si les elasses de Pontrjagin
de ¥/ sont des invariants topologiques, tandis que, d'apres un
theoreme de M. Tuox [18], les classes de Stiefel-Whitney le sont.

4. — Le résultat le plus important de ce genre est peut-étre
la formule de Gauss-Boxxer [2], [5], [10]. Elle n'est pas exacte-
ment contenue comme cas particulier dans les considérations
précédentes, mais peut-étre déduite dune maniére analogue.
Dans ce cas nous supposons que N/ est de dimension paire
el orientée, de sorte que I'application tangentielle soit
/e — G, N). Soient E7-N-1 un hyperplan passant par
O el G, NV— 1) la variété grassmannienne dans  fn-N-1
G, N — 1) osboune sous-varieté orientée  de  dimension
i (N 1) de G(n, V) et définit un evele 2. A ce evele eorres-
pond un cocyele v de dimension n, & coeflicients réels, qui est
délini par la condition que, pour tout eyele = de dimension i,
on a

v.z o= KI%, z), (18)

ot le symbole A, & droite, désigne le nombre d'intersection des
cyeles entre parenthéses. Comme dans le dernier paragraphe,
notre probléme est de trouver une forme différenticlle extérieure
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fermée qui est invariante par le groupe des rotations autour de O
transformant (H?(n, N) et qui détermine la classe de cohomo-
logie de v au sens du théoréme de M. de Rham. On trouve
qu’une telle forme est donnée par

Q= (-1 1 N a.A.AQ , (19)

n-1'n

ou e, est + 1 ou—1, suivant que iy, ..., i, est une permuta-
tion paire ou impaire de 1, ..., n, et est nul si deux i sont égaux.
Quand on substitue dans (19) les expressions (14), on obtient
une forme différentielle fermée qui détermine la classe de
cohomologie de 7% y. En d’autres termes, on a

S0 =@ M= M) = KIE, T
M
ou M désigne le cycle fondamental de la variété orientée M.

I1 est possible de déterminer plus explicitement cette derniére
expression. kn effet, soit ¢, le vecteur unitaire perpendiculaire
a En*N-1 Supposons que £ et 7 (M) n’ont qu'un nombre fini
de points communs, c¢’est-a-dire que M n’a qu'un nombre fini
de points on les plans tangents soient perpendiculaires a ¢,
En projetant ¢, orthogonalement sur le plan tangent a chaque
point x de M, on définit un champ continu de vecteurs sur M
avec un nombre fini de points ot les vecteurs sont nuls. On
vérifie alors que K/ (Z, 7, (M)) est égal a la somme des indices
des singularités de ce champ de vecteurs. Cette somme est, comme
il est bien connu, égale 4 la caractéristique d’Euler-Poincaré
v (M) de M. La formule ci-dessus peut done étre écrite

[0 =5 . (20}

M

(est la formule de Gauss-Bonnet.
La forme sous P'intégrale dans (20) peut étre écrite

Q= Koy A ... Ao, = K(z)dV | (21)
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o

b
al

o dT est Polement de volume de 3 et K (x) est un mvariant
scalaire qui ne dépend que de fa métrique riemannienne de /.
Cot invariant nlest autre que la courbure de Lipschitz-
Killing [L1], [13] et possede une interprétation géomeétrique

iple. 1‘nn1* cola rappelons qu'une hypersurface a une courbure
HL-:'-tlc'tllL‘ ¢est la courbure de Gauss- Iu::maciuﬂ i]ult*al le quotient
du déterminant de la seconde forme fond: o par le deter-
minant de la premiere forme fondamentale. (_.Dmme la seconde
o dépend do choix du vecteur normal, la

forme fondam:
conrbure de Gauss-Kronecker est un invariant de 'hypersurface
si noest paiv et est determinée au signe preés si n est nnpair.
Dans fous les cas elle est bien déterminée si 'on fixe un vecteur
normal. Maintenant soient J/ une sous-variété générale dans
fn N et ¢ = Xegeg un veeteur nnitaire normal anpoint o de .
Soient M (¢) la projection orthogonale de 3/ dans Pespace
linéaire 4 2 - 1 dimensions déterminé par ¢ et le plan tangent
A M oen oot Gie, o) la courbure de Gauss-Kronecker de 1F (¢}
au point r. Désignons par doy-y 'élement de volume de hyper-
sphore unitaire dans Pespace normat a 17 en . Sen volume total
cst une constante donnée par

1 -
B _._E "-‘ll'
LR T -.-.]’_ - I,.I'.)J]
g )
Cela ¢tant, on démontre que Mintégrale
c "
7 . X .
P / e forr, rfG_\-_ 1 '.,:33]
=S N-1,

atendue a Phypersphore unitaire dans Pespace normal est nulle
sionoest impair et égale & K (@) st n est pair. Clest ainst que
Minvariant A {x) a été mtroduit par Lapscurrz et KinLiNa,

0. — Les développements ci-dessus se rapportent @ 'étude
de Pappheation tangentietle, Nous allons terminer ces discussions
par des remarqgues sur une application analogue, Uapplication
normale N f — GV n). Elle est definie par la condition que,
pour i€ M, N () est Pespace linéatre & .V dimensions }mssant
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par O et parallele a Pespace normal a M en z. Cela conduit,
d’une maniére tout a fait analogue a I'application tangentielle,
aux classes caractéristiques de Stiefel-Whitney et de Pontrjagin,
dites normales. Nous désignons les polynomes correspondants par

N
Wiy = > wd, wr=1, (24)
i==0
Py = D) (—afpit P = 1 (25)
Di—. B AV
Posons
— 1 — [
Q, = — 5 > i Asy — Ay Asi) o N0 (26)
byl
et puis
= 1 - .
= === o 5 { 3
Ufﬂi ) {Eﬁ]fj{ (2 M ! 3 l:‘"h » Top s 91 ’ ""._’}tj 2r'ISi A AL "o, S2f 0
(27)

Alors la forme différenticlle @y, est fermée et détermine la classe
normale de Pontrjagin P, 11 est sous-entendu que la forme Oy
dépend de la position de M dans E7*V, et non seulement de sa
meétrique riemannienne, contrairement au cas des classes de
Pontrjagin tangentielles.

Il v a des relations entre les classes caractéristiques tangen-
tielles et normales qu’on peut déduire commodément par I'étude
de I'homéomorphisme involutil ¢: G(n, N) — G (N, n), défini
en prenant pour chaque espace linéaire a n dimensions passant
par O son espace linéaire perpendiculaire. Les homomorphismes
induits par & sur les groupes d’homologie et de cohomologie
ont été déterminés par Wu WEeN-Tsun, au moins dans les
dimensions qui nous intéressent [22]. Les relations entre les
classes caractéristiques, qui en résultent, peuvent étre écrites
sous la forme suivante:

W) Wi =1, (28]
Py Py =1, (29)

ot les polynomes seront multipliés formellement, la multiplica-
tion des coeflicients étant celle de I'anneau de cohomologie.
D’aprés WHITNEY, on appelle (28), (29) les théorémes de dualité.
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Pour justifier I'étude des classes caractéristiques, il serail
important de démontrer quelies ne sont pas triviales, On doit a
M. Wu Wen-Tsux plusieurs exemples o des classes caractéristi-
ques ne s'annulent pas [22]. Dautre part, on a des théoremes
sur la trivialité de certaines classes caractéristiques, En particu-
lier, d’apres MM, Servenr, Wirrsxey et Toow, la classe WY est
toujours nulle [16], [18], [21]. De plus. si M est orientable, la
classe BN qui peut otre définie avee les coeflicients entiers,
est nulle. Cela sionilic géométriquement qu'il est possible de
définie sur une variété orientable un champ continn de veeteurs

NOrmManx non nuis.

11

5. — Jal beaucoup nsisté sur les propriéles topologiques de
PFapplication tangenticlle. 11y a des questions plus géométriques
qui seraient aussi intéressantes, L'une des plus naturelles est la
condition sur Vapphication 770 W — G (n, N) pour qu'elle soib
ane application tangentielle.

On peut donner immédiatement une condition nécessaire.
Sotb en effet & un veeteur unitaire fixe. Le produit sealaire
f(x) = bhoeowe M, delintl une foncbion conbinue sar 47, 1 étant
compacie, cette fonetion possede un maximum et un minimun,
ofton a bde = 0, Colaoveut dive que les ¢léments 7 () corvespon-
dants sont situés dans 'hyperplan passant par O et perpendicu-
laire & b, Par conséquent, pour chaque & 1l v a au moins deux
pomts de 3 dont fes images par 7' sont dans 'hyperplan per-
pendiculaire &b, Pour = 1 celte condition est sullisante pour
que Papplication 77 soit Papplication tangentielle dune courbe
close. Jlignere si ce résultat s’étend pour n quelconque.

Neanmoins on dedutt de cette condition des conséquences
mtéressantes. Pour simplifier supposons que 3/ soil orientée,
de sorte que Papplication & considérer soit 77: 3/ — (‘.E(u7 N).
Fvaluons le volume de Pensemble des points de I"hypersnhere
de rayon unité de 0% chaque point étant compté un nombre
de Tois égal au nombre des 7'(x) contenu dans son hyperplan
perpendiculaire. Par faméthode de la géométrie intégrale ce
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volume peut étre exprimé par une formule du type de Crolton.
Avec les notations du paragraphe 4, on pose

['n

K*(z) = ﬁ /.! (lx, o) [doy_, >0, (30)
[ B SR

on la fonction sous I'intégrale cst la valeur absolue de G (z, ¢).
Alors on trouve que le volume considéré est égal a

Zﬁ_ W ?
_ri= / K*(2)dV .

Cn o
M

Parce que chaque hyperplan contient au moins deux 7' (z), x € M,

ce volume est = 2e¢,. vy, el on a I'inégalité

(31)

et n ?

[ K*(x)dV = ¢
M

ot I'on fait la convention que ¢, = 2. Pour une courbe fermée
dans I'espace cuclidien ordinaire 'intégrale du premier membre
de (31) est égale a 'intégrale de la valeur absolue de la courbure
de M, divisée par =, et la formule (31) se réduit au théoréme bien
connu de M. Fencuer, Il est clair que invariant K* (z) dépend
de la position de M dans E"*N et on a K*(x) > K(x), pour
tout x e M.

Dans le cas d’une courbe de I'espace ordinaire ces considéra-
tions conduisent au théoréme intéressant de MM. Fary et
Min~or [9], [12]. Ce théoréme se rapporte a une courbe satis-
faisant a l'inégalité
[ K*(2)dV < 2¢, . (32)

0

M

Sous I'hypothese (32) on voit qu'il y a un vecteur unitaire b
de sorte que la fonction [ (x) = bz, x e M, n’a qu'un maximum
et un minimum. On voit facilement qu’alors la courbe M est
isotope & un cercle et n’est pas un noeud.

Ce résultat peut étre étendu au cas général, de la maniére sui-
vante 1: Supposons que la condition (32) soit satisfaite. Alors
la variété M a ses nombres de Betti modulo 2 nuls pour les dimen-

v Pour les détails analvtiques voir UVappendice & 1a fin de cet article,
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sions 1, 2, ..., 0 — 1. Cela tient au fait que la fonction f (r) = b,
ez ML powr un certain b, n’a qulun maximum et un minimum
et ne se réduit pas & une constante. Alors ses nombres de type
Lol =k < n 1, au sens de M. Monrse sont tous nuls. L'énonce
esloainsi une conséguence immédiate des inégalités de M. Morse,
qui allivnient que le nombre de type & d'une fonetion continue
sur Hoest an moins égal au nombre de Bettt modulo deux pour
la dimension k. Cette généralisation est aussi connue & M. Mroyor.

Il est peut-étre justitié d’appeler courbure totale Pintégrale
du premier membre de (51), contraivement a Muisage qui semonte
a Gavss, Les résultats ei-dessus montrent que c¢'est une notion

feconde de laguelle on peut faire des apphleations simples.

7. — La question des implications globales de la métrique
ricmannionne dune surface dang Mespace ordinaire a été heau-
coup etudice; deux des problemes les plus importants sont ceux
de réalisation et de rigidité. Quand 2 = 3 la métrique rieman-
nienne a des conségquences trés fortes, méme localement. St
estode plus compacte, elle contient un point 1, a une distance
maximum d'an point fixe O de £ L'étude de la géomeétrie
locale en ce point conduil aux résullats dont je vais parler [6].

Appelons d’abord une divection tangentielle direction asymp-
totigue st elle annule toutes les formes Y1',:
= N

=

gij @i = 0 |53
L]

I est facile de voir qu’au point x, il n'y a pas de directions

asymptotiques réelles. M. T. Orsuki a démentré le lemme

'oSE e second membre de (17) est < 0 pour tous

les éléments plans déterminés par £, 7, le systéme d’équations (33)

stvant

i des solutions véelles non-triviales w;, st V < 1 — 1. Ce lemme
i ele conjecture par M. Koieer ot moi ot démontré dans des
cag simples. 1 a comme conséquence le théoréme ceométrique
stivant: Si Pespace tangent & chaque point de M contient un
espace inéaire &g dimensions tel que la courbure riemannienne
sotl == 0 pour tous ses éléments plans, alors WV = . T est elair

que ce théortme nest pas vrai localemont.

AL Unesmdre demonstrtion a ele donnee par M. T, Serivorn i Leiden, Tollande,
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Une autre question de ce genre concerne 'entier p(x) tel que
n — w(x) soit le nombre minimum de formes de Pfaff linéaire-
ment indépendantes au moyen desquelles les formes ;; dans (14)
peuvent étre exprimées. Soit n — v (x) le nombre minimum de
formes de Pfaff linéairement indépendantes au moyen desquelles
les formes différentielles ordinaires Wy peuvent étre exprimeées.
M. Kuiper et moi avons démontré les inégalités

viz) = pfe) = N L vix) . (34)

On en déduit la conséquence géométrique suivante: Si

e = inf p(z), alors N = u,. En particulier, si la métrique
x=M T

riemannienne induite de M est euclidienne, on a yu, = n et,
par suite, V> n. Ce résultat est di a M. Tompkins; il généralise
le fait bien connu qu'une surface développable dans ['espace
ordinaire n’est pas close.

8. — A coté des invariants arithmétiques introduits ci-dessus,
on en a d’autres qui jouent un role important dans la géométrie
de M dans E» N, Nous avons vu, dans la formule (13), qu’il y a
une forme différentielle quadratique ordinaire (la seconde forme
fondamentale) associée a4 chaque vecteur unitaire normal. Les
vecteurs normaux, dont la seconde forme fondamentale est nulle,
appartiennent & un sous-espace linéaire de ['espace normal.
Son espace perpendiculaire dans l'espace normal de M est
appelé le premier espace normal. Sa dimension p(z) est égale
au nombre des formes linéairement indépendantes parmi les
Y, dou p(x) < n(n + 1)/2.

Un autre invariant arithmétique de M peut étre introduit
comme il suit. Choisissons les vecteurs e; dans 'espace normal
tels que e,.q, ..., €up solent dans le premier espace normal.
Alors YWy, ..., ¥, p sont linéairement indépendantes et
Woipity s ooy en sont des combinaisons linéaires. On
considere les lignes de formes de Pfaff:

1=1=n. (39)

LY 1 m-j.’ n+p? —

i,n+l? *e

Le plus grand entier t (), tel qu'il existe © (z) lignes dont les
pz (x) formes sont linéairement indépendantes s’appelle le type
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de M au point z. On a évidemment =(z) < [n/p ()], le dernier
nombre étant le plus grand entier < n/p ().

Cela étant, on a le théoréme local suivant, qui est dii a
M. ALLENDOERFER [1], [4]: Deux variétés isométriques, dont les
premiers espaces normaux sont de méme dimension, ne différent
que par un mouvement (propre ou impropre), si 'une d’entre
elles est de type = 3.

Ce théoréme peut é&tre considéré comme un théoréme de
rigidité locale. Bien entendu, la condition sur le type est tres
forte.

11

9. — Pour mieux comprendre la géométrie des sous-variétés,
il serait utile d’étudier avec plus de détails le cas d'une surface
dans E*(n = N = 2). Nous faisons une autre hypothese sim-
plificatrice en supposant que M est orientée. Alors I’application
tangentielle est T: M — G(2,2). Dans ce cas on peut donner
de cette derniére variété une description simple. En effet, soient
Pag, 1 < a, p < &, les coordonnées pliickeriennes dans G (2, 2).
Ce sont les coordonnées homogénes assujetties aux conditions

Pug + Ppg = 05 PrzPes + PuaPaz + Prapes = 0. (36)

Nous les normalisons par la condition

B :
Spw =2 - (37)
a, B
Alors les coordonnées p.p satisfaisant aux conditions (36), (37)
peuvent étre considérées des coordonnées dans G (2, 2), de sorte
que les deux plans orientés qui donnent le méme plan non
orienté aient des coordonnées différant par le signe. Introduisons
des coordonnées nouvelles dans & (2, 2) en posant
Ty = Pra + Psay Tz = Pazs + Pras Tz = Pax T Pas » (38)
Yi=Pie— Psas Yo = Pas— Puas  Ya = Par— Pas -
Avec ces coordonnées z,, ¥, 1 < A < 3, les conditions (36) et
(37) sont équivalentes aux conditions

2 2 g % @ 2 '
z +z t+e =y +y +y =1. (39)
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Ceci démontre que la variéte &(2, 2) est homéomorphe au pro-
duit cartésien de deux spheres S, et S, ordinaires. Comme G (2, 2)
peut étre identifiée avee la variété des droites orientées de
'espace elliptique & trois dimensions, ce fait est a la base d’une
représentation de Fubini et Study.

Fixons une orientation de S, et 8, et désignons par M, Sy, Sy
les cyeles fondamentaux de ces variétés. Les invariants homo-
logiques qu'on peut déduire de I’houmumrphisnm f",i: sont les
entiers d,, d, définis par la condition T {1! ~ de Sy + dy Sy,
ol 1 désigne Phomomorphisme induit par r. On peut démon-
trer que [ 7], st les orientations de 8, et S, sont convenablement
choisies, on a d, = d, et que la valeur commune est la moitié
de la caractéristique d’Euler de 3. La démonstration s’appuie
sur I'étude de 'homéomorphisme o introduit dans le no b,
qui est dans notre cas un homéomorphisme de &{2, 2) en
elle-méme. Son homomorphisme induit sur les cyeles a effet de
fixer un des cyeles S, et S, et changer le signe de autre. Ce
fait et le résultat W2 = 0 (a coeflicients entiers) conduisent
facilement a 'égalité d, = d,.

Pour exprimer les relations de ces résultats avee les inva-
riants differentiels de M dans %, 11 faut déterminer dans G (2, 2)
des formes différentielles extérieures fermées @, ®, duales aux
eyeles Sy et Sy, ¢'est-d-dire telles que

ou d est le symbole de Kronecker. Ces formes @y, @, ne sont pas
umvoquement déterminées. Cependant on peut démontrer que
les ehoix

1
_— I
?; = “i"i'; {{’)13 N @gg gy N gy — 0 0y gy N\ '1’-"'2:} :

W

1 I
b, = {‘—’-‘1:: A @y 1 g N oy T 0y N\ 0y T+ @eg A mz;} ,

B
=
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satisfont aux conditions (40). On en déduit les formules intégrales
sutvantes

L[ war g (42)
- o .11'
[ (g ol — e Ay 0 sy Ayge — Agaa )17 =0

Ces formules ont ¢t¢ données pour la premiere fols  par
M. Brascuwe [3].

[L76tude de fa variete {:'(2, 2) conduwit ausst a un résultat, do a
M. Wu Wex-Tsux, qui a une conséquence géometrique intéres-
sante. Clest le probleme de considérer une courbe paramétrique
fermdée simple dans /(2 2) et de voir si elle est la projection
d'une telle courbe dans G(2, 2). Une telle courbe dans G(2, 2)
peut  fre donnée par (x (), y (1), O =t=1, on x(I)edy,
gy eSS, et w0y = = 2(1), y(0) = -+ y (1), en désignant par
— x {1), — » (1) respectivement les points antipodes de (1),
y (1) dans 8., 8, Mo Wu Wex-Tsux a démontré que si, pour
deux valeurs différentes quelconques t', 1" de £, (', ") == (0, 1),
les plans correspondants dans 6 (2, 2) n‘ont que le point O
en comimun, alors la courbe est la projection d’une courbe fermée
simple dans G (2. 2). Interprété dans la géométrie elliptique
réglée, cela veut dire quane surface reglée dans un espace
clliptique & lrois dimensions est toujours orientable. lle est done
homéomorphe & un tore 1,

10, — Je termine celte conférence par quelques questions
naturelles:

A} Trouvez des invariants des sous-variétés relatifs & 'homo-
topic réguliere définie dans le no 1. En particulier, v a-t-il des
paires de sous-varielés homéomorphes a deux dimensions dans
in espace cuclidien & quatre dimensions qui ne sont pas régu-
lerement homotopes ?

B) Y a-t-il dlautres condilions nécessaires que les condi-
Lions déja connues pour que lapphieation 70 M — G (n, N) soit
une application tangentielle ?

) Dans Pespace euchidien & quatre dimensions v a-t-il une
surlace compacte a courbure gaussienne toujours neégative ?

AL Hhowr anta Bl remarguer gue co théoreme e2L un corollaire d'an Cheoreme

Pl wendrals oo saveir quith w'esl pas possilde de ploneer topologiquement 1o bouteille
A Boledn dans Pespavce preojectild réed S0 rods dimensions,
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APPENDICE.

Nous nous proposons de donner ici les formules concernant
les courbures K (z) et K* (z) et une démonstration du théoreme
suivant, énoncé dans le n® 6: L’inégalité (32) entraine que la
variété compacte M- a ses nombres de Betti modulo 2 tous
nuls pour les dimensions 1, 2, ..., n — 1.

Nous utilisons les notations du texte. Désignons par
¢ = Xvge, un vecteur unitaire normal. Alors la forme (13) est

5

la seconde forme fondamentale de la projection orthogonale M (¢)
de M dans I'espace linéaire 4 n 4 1 dimensions déterminé par ¢
et par le plan tangent & M en 2. Par définition, la courbure
G (x, v) de Gauss-Kronecker de M (¢) est égale au déterminant:

(43)

Gz, o) = ]E 05 Asij
b

Pour calculer I'intégrale dans (23) il faut développer ce déter-

minant. Le développement sera un polynome homogéne de

degré n en v¢g, dont un terme général est de la forme

= ’*’31 e Vg ~"131113'1 ‘js,,i,, i = 1’::: V:i Iib‘;?—;j—l Jflsufn?'n )
ot les indices 2., ..., #; sont tous distincts. Pour qu'un terme
donne une valeur non nulle dans 'intégrale (23) 1l faut que les
exposants iq, ..., A sotent tous pairs. On est conduit ainsi a la
démonstration du résultat que I'intégrale (23) est nulle s1 n
est impair et égale & K (z) s1 n est pair.

Pour exprimer I'élément de volume sur 'hypersphére de
rayon unité autour de P'origine O, avec le point courant ¢, on
prend un repére @y, ..., an.n, dont le dernier vecteur a,. v est
identique a ¢. Alors I'élément de volume est donné par
I’expression

I qd) = I (ade,, 5,

1=t=ni N-1 1=i=n+N-1

otl le produit est au sens du produit extérieur. Il est sous-entendu
que ce produit est indépendant du choix des n + NV — 1 pre-
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miers vecteurs. Dans le cas présent ou ¢ est un vecteur normal
en x € M nous choisissons a; = e;(x) et posons

Gp = 2 Upg €5 () ,
s

de sorte que u,,y s = ¢s. On trouve alors

da,, y = dv = Zdos+ e, + Zpsdes \
8

&

d’ou on déduit

B o = Syo,0u = — S ey dg0;
5 5,7
3 L
do - a, = L doju Z g Upy Wy
8 g,t

Il s’en suit que

H (a,dv) = =+

1<t<mn+N-

ﬂTGIN_i dV .

Z Vs Asij
g

Il s’agit d’intégrer la valeur absolue de cette expression pour tous
les veeteurs normaux unitaires en tous les points z € M. Notre
discussion dans le n® 6 implique que cette intégrale est
> 2¢p+n- . Utilisant I'expression (30) pour la courbure totale
K*(x), on obtient I'inégalité (31).

Maintenant supposons que l'inégalité (32) soit valable. Cela
implique que les directions auxquelles la fonetion coordonnée
n’a qu’un maximum et un minimum ont une mesure positive.
Il s’ensuit qu’il y a une fonction coordonnée non constante qui
n'a quun maximum et un minimum. Des inégalités de Morse
résulte alors I’énoncé au début de cet appendice.
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