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ANALYSE SUR LES VARIETES. - La signification cohomologigue de Iindice trilatére
d'un iriplet lagrangien et de Iindice de Maslov. Note (*} de Albert Crumeyrolle, transmise
par M. Jean Leray.

On introduit "indice d’inertie trilatére qui s’identific & celui de Leray quand les lagrangicns
sont 2 & 2 transverses, Cet indice définit un cocycle. La décomposition de Pindice trilatére a Paide
de Pindice de Maslov traduit simplement la finesse d’un faiscean,

Let us consider three lagrangion spaces in a svmplectic space.  We define an index called “rrilateral
index™ which iy the Leray index when the lagrangians ave wansversal two and two.  Trilateral index
is a cocycle, Its decomposition by Maslov index, simply, is the classical property of a fine sheave
cohomology. _

1° E est un espace vectoriel réel de dimension 2 »#, muni d*une forme symplectique F.
4

LEMME 1. - Soient trois espaces lagrangiens L, L', L” tels que I. n L" = L ~ L, Alors
il existe o, en général non unique, appartenant au groupe symplectique Sp (2 n, R) qui laisse
fixe tous les éléments de L et appliqgue L' sur L.

Soit {e,,ep o, p=12,..,n une base symplectique de E dont les vecteurs (e,)
sont dans L. Il est immédiat de voir qu'un tel o s’exprime par

(1) G(QU) = eO! ¥
I | . B .o
G(ep) = ey +e,, AVEC Qg == Q.
Il est loisible de supposer que les e, ont été choisis de maniére que (e,, €5, ..., ¢
Pi « ) 1 2 > Ea

engendrent L n L', Alors e,.4, ..., €,, €14 ... &~ engendrent un lagrangien L, avec
Lin L= Ly nL"=0. Soit L, le lagrangien de base (¢,, e,, ..., ¢, Clptryhs ++ s Cpo)s
il est immédiat que

E=L;®L =L, &L =L, ®dL, e LAl =LAL'=LAL,

Or il existe une transformation symplectique & qui conserve L, point par point, les
vecteurs ey, ¢;, ..., ¢, et envoie L' sur L,.

Si 0" envoie de la méme maniére L” sur I,, alors 6 = 07100,

Si LA L est non nul, on voit que o n’est pas unique. Par contre si
Ll =LnNL" =0, (1) montre Nunicité et établit une correspondance bijective entre
Pensemble des lagrangiens transverses a 1. et lensemble des matrices symétriques nx n.

2° Avec les hypothdses de lemme 1, Q = F{., o (.)) est une forme quadratique sur L'
Il est toujours possible de choisir (e,, ¢p) de maniére que

(2) f G(éﬂ)z(:‘“,
1 O(e) =1 e,+ ¢, t=0,1ou —1I,

"1 faut observer que Ja signature de Q dépend du choix de o, si L L= LnL" %0
SiLaL =LAL'=0,il existe ce Sp (2 n, R) unique, qui conserve L point par
point et envoie L' sur L"; ' . '
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DEFNITION L — SiLa L' =L AL =0, ef si 0dsSp(2n, R) conserve L point par
point et envoie L sur LY, la forme quadratique x — F (x, o (X)), x € L', admet une signature
notée : Inert (L', L, L"). La signature est le nombre de signes {—) dans la décomposition
de Sylvester. Inert est lindice d’inertie de Leray (%)

(2) montre que si # = dim L' n L", on peut définir

(3) Inert (L', L, L'y = —Ineri{L', L, L")+ (n—¥).

L' et L” étant transverse a L fixé, le choix de (e,, ¢5) identifie 1" et 1.” & des mairices
symétriques.

Si le triplet (L', 1, L") se déforme contin@ment, L. et L” restant transverses a L et
dim (L' ~ L") demeurant constante, Inert (L', L, L"} garde une valeur constante.

Observons que si r =0, ¢ — e, €, — —e,—1, €+, définit une transformation sym-
plectique qui conserve L' point par point et envoie L sur L”; done quand

L'nl"=LAL'=LnL" =0,

on peut poser !
Inert(L, L', Ly = —inert(L, L, L")+ n

et Inert est invariant par permutation circulaire sur L, L', L".
Si LAl =LAL"=0, avec L'~ L" # 0, nous poserons

Inert(L, L', L") = —Inert(L’, L, L)+ n

(4) et
Inert (L', L", L) = —Inert (L', L, L) +n.

On notera que notre définition de Inert w'est plus alors identique & celle de Leray, @ moins
que les trois lagrangiens ne soient deux & deux transverses ; U'indice que nous venons de
définir sera appelé indice dinertie trilatére.

3° Indice d’inertic rrilatére d'un triplet ordonné quelcongue de lagrangiens.

ILeMME 2. — I existe un lagrangien M transverse simultanément @ trois lagrangiens
L, L', 1" donnés. )

Selon Souriau (*) on peut identifier un lagrangien L a I'image de a¢e U (#) par
a—a al=1et L transverse & M é&quivaut 4 (/—m) inversible, si la matrice m
représente M. Le lemme est alors immédiat; observons qu'il y a une infinité de choix
possibles pour M. (1l serait aussi possible de donner une démonstration indépendante
a T'aide des spineurs symplectiques).

Lemme 3. — Si Ly, L,, Ly, L, sont des lagrangiens tels que L, et L, soient transverses
aux trois autres :
(5) Inert(L,, L., Ly)—Ineri(L,, Ly, Ly)+Inert(L,, Ly, Ly)—TInert (Ly, Li, Ly} =0,
Cela résulte des remarques faites au 2°

Si maintenant I.,, L.,, L, sont des lagrangiens quelconques, nous choisissons M trans-
verse & chacun d’eux, alors conformément 4 (5) nous posons

(6) Ineri(L,, Lo, L) = Inert (L, Ly, M}Y—Inert(L,, Li, M)+ Inert{L,, L5, M),
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Comme les trois indices dlinerties du deuxiéme membre sont constants quand M varie
en restani transverse i Ly, Ly, L, fixés, Ja valeur du premier membre ne dépend pas du
choix de M. Il est rappelé que Inert (L), Ly, M) = —Inert (L;, M, L,)+#, ol les termes
du deuxiéme membre sont calculés selon la définjtion 1.

En général Pindice trilatére w'est pas invariont par pernutation circulaire. Par contre (6)
montre que & lagrangions quelcongues L, Ly, Ly, Ly satisfont une relation de coeyclicité.

4° Llindice trilatére et la décomposition d’un élément du groupe symplectique en produit
de transvections.

Soit o ’élément unique qui conserve L. point par point et envoie L sur LY, L et L”
¢ransverses a L.

Introduisons ici lalgébre de Clifford symplectique ('), Au-dessus de o on peut
déterminer v e G, groupe de Clifford symplectique, moduolo un scalaire, tel que

p(y) = par projection : p(ME)=yxy L, xeL.

LEMME 4, ~ L’ensemble des éléments o e Sp (2 n, R) qui conservent L. point par point

2
S'identifie d Pensemble p{exp (V L)).

Ce lemme résulte de la formule (I} et des remarques suivantes :

si p(y) = o conserve L point par point il se factorise en produit de transvections
symplectiques;

stael :

2 2
[ ! ;
epr; xcxp(m M%) = x+F(a, x)ta, fER*,

et on peut choisir @ de maniére que ¢ = £ §.

2
V= IICXP l( :) EXP(ZE‘%Q), ael, =41,

Prenant

un choix convenable des a;, t; permet d’atteindre tout élément o défini par la formule (1).
En particulier on voit que I’on peut choisir la base symplectique (e,, ¢p) de maniére que o

se traduise par la formule (2) :
2 ()’
e
ainsi : tour v & G, qui conserve L point par point peut se factoriser en
2
I >
(N v=]]exp “(;“) , f,=+1;

la suite des (1) est intrinséquement attachée dy et sil @ L = E, L” = v (L"), la signature
de cette suite est Pindice d’inertie de Leray : Inert (L', L, L")

5° Considérons une variété réelle V paracompacte, de dimension 2 i, & structure presque
symplectique et le préfaiscean £, des applications quelconques d’ouverts de V dans Z.
Si Pr et Fs désignent respectivement les foncteurs « préfaisceau » et « faisceau »,
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construisons Fs #, = #,; selon un résultat classique ce faisceau est fin, done compte
tenu de la paracompaciié de 'V

(8) HY(V, #,) ~HI(V, Pris#,) o HI(V, #,) =0, pour g = 1.

51 on introduit un recouvrement de V par des ouverts U, domaines de définition de
sections lagrangiennes L, : x e U, — L, (x), suffisamment petits pour &ire munis de
sections A, @ x — A, (x) dans le revétement de Ja grassmannienne lagrangienne, on peys
définir un cocycle par

xelU, nUyn U, = Inert(L, (x), Ly (x), L, ()}

encore noté Inert (A, (x), Ay (x), 2, (X)),
Mais en raison de (8) ce cocycle ost un cobord, il existe donc m .

xelU,nUp— m(,(x), hy(x))eZ
tel que
Inert (&, , g, hy) = m Ay, A+ m(hg, h)—m(hy, Ay).

Ainst : la décomposition du cocycle d'inertie au moyen de lindice de Maslov, donnée
par Leray, résulte de la trivialité de la cohomofogie W' (V, #,), pour g Z 1.

Introduisant les divers revétement du groupe symplectique et de la grassmannienne
lagrangienne, il est évident qu’on obtient des résultat analogues avec des indices
mod g, g & Z.

(*) Séance du 14 mars 1977,

() A. CruUMEYROLLE, Comples rendus, 280, séric A, 1975, p. 1689.

{*) ). Lonay, R.C.P., 25, 18, Strasbourg, 1973,

(3) 1. M. Souriau, Censtruction explicite de Pindice de Maslov. Applications Group Theoretical Methody
in Physies n® 50 (Springer-Veriag) p. 117
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