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I. Alg~bre de Clifford sympleetique. D~finition et g6n~ralit~s 

E est un espace vectoriel de dimension n ~ 2r sur un corps K. Comme 
d~ns les ~pplic~ions K ser~ R ou s nous supposerons K commutat i f  de ea- 
ractdristique nulle. 

F est une forme bilin6aire antisym4trique de rang maximal (forme sym- 
plectique). Le groupe symplectique Sp(n ,  K) est le sous-groupe des dl~ments 
8 de GL(n, K) tels que F(sx,  By) ~ F(x ,  y), Vx ,  y E E.  

On construit l'alg6bre associative, quotient de l'algbbre tensorielle de 
E, |  par ['id6al bilat~re g(F) engendr6 par l'ensemble des dl6ments de 
la forme: 

(1) x |  - -  y |  - -  F (x , y ) ,  x, yCE.  

|  notde C s ( F  ) sera appelde algdbre de Clifford symplectique. 
Soit OF l 'homomorphisme canonique, 

OP : | E -~ Cs(F)  , 

comme E engendre |  C s ( F  ) est engendr~e par ~F(E). (1) entraine: 

(2) eF(X)qF(Y) - -  eF(Y)OF(X) = F(x ,  y ) .  

Comme x | y -- y | x et F(x, y) sent des ~16ments pairs de |  on a une 
d~composition en somme direete de Cs(F)  ~ C+(F) | C~(F)  -~ C + $ C - ,  
avec ~F( |  C $ ( F ) ,  l'algbbre construite est done semi-gradu~e, C+(F) 
est une sous-alg~bre. 

This artiele is the developed text of a talk given at the Symposium on Differential 
Geometry in Debroeen, Hungary, on August 28--~September 3, 1975. 
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R~MARQVE. Si on int roduisai t  l 'alg~bre de Lie H de dimension 2r + 1, 
d 'espace sous-jacent  E @ K, avec le crochet: 

[ x , y ]  = F ( x , y ) ,  [x, 1] ---- 0, x,  y C E ,  

(alg~bre de Heisenberg), C s ( F  ) appara.itrait  comme isomorphe s l 'alg~bre 
enveloppante  de H.  Cependant  pour  mieux souligner les analogies avec les 
algSbres de Clifford ((orthogonales~>, on oubliera sys t~mat iquement  ce point  
de rue .  E n  part iculier  on d6montrera  ind6pendamment  plus loin la proposit ion 
2 qui est un  cas part iculier  du  th~or~me de Po inca r6 - -B i rkhof f - -Wi t t .  

PROrOSITION 1 (Proprigt6 universelle). Soi t  A une  al~,~bre associative sur  

K ,  avec loi mul t ip l i ca t i ve  �9 et u une  appl ica t ion  l ingaire de E dans  A telle que: 

u (x )  * u ( y ) -  u (y )  * u ( x ) =  F ( x , y ) ;  i l  existe u n  homomorph i sme  -u et u n  seul  
de C s ( F )  dan8 A tel que u = uo  ~F. 

est unique,  s'il existe, car ~F(E) engendre C s ( F  ). u se prol0nge en 
un  homomorphisme unique v de |  dans A avee v ( x l |  |  

u (z l )  * �9 . �9 * u(xh), xiC E;  de u(x)  �9 u (y )  - -  u(y)  �9 u(x)  ---- F ( x , y )  r6sulte 
que v ( x |  - -  y |  - -  F ( x , y ) )  ~ O, done v s 'annule sur ~(F), d'ofi - pa r  
passage au quotient ,  qui de mani~re dvidente convient.  

E n  particulier:  

Si A ---- C s ( F ) ,  u ~ - -  ~F, on en d6duit  qu'il  existe a (au tomorphisme  
pr inc ipa l )  avec a ---- i d  sur C +, a ~ - I d  sur C ' ,  a 2 ---- Id  sur Cs(F) .  

SiA----C~ alg~bre oppos6e de C s ( F ) ;  consid6rons s u r e  une base 
symplect ique (e,, ez.) a,/~ ~ 1 . . . . .  r telle que: 

(3) F(e~, eB) ---- F(e~,, e~,) = 0, F(e~, e~,) = ~o~; 

E ---- E I @ E  2, E 1 engendr6 par  les (e~) et E 2 par  les (el.). 

Prenons u(e~) ~ Q(e~,), u(e~.) ~ ~(e~). I1 existe fl (an t i -au tomorph isme  

pr inc ipa l )  tel que 

fl(eP e,) ---- (eF e~.), /~(eFe~.) ---- (e~ e~), f12 = Id  sur C s ( F  ) 

( tou t  efois fl d6pend d e  l a  base choisie). 

Plus part icul i~rement si K --  E, E = E '  on pourra  introduire  un anti-  
au tomorphisme fl avec fl I ~p(E') ---- i Id  qui a une signification intrins~que. 

PROPOSITION 2. C s ( F  ) est l ingairement  i somorphe  h l'alg~bre symd-  

tr ique V E .  

1 ~ Si (e i, e ~ , . . .  , e~) est une base de E,  (2) montre  que les e(el) k' e(e~)  ~, . . .  

. . .  e ( e . )  z . ,  / c . . . . ,  k .6N,  engendrent  Cs(F) .  
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2 ~ Si E~ et  E2 sont  deux  espaces vectoriels  munis  de formes ant isymdtr i -  

ques non  ddgdndrdes F~ et  F 2, on ddfinit  sur le p rodui t  tensoriel  Cs(Fx) | Cs(F~) 
une  s t ruc tu re  d 'alg~bre associat ive en posant :  

(a~| (bl| = albz| 2 

et  d t endan t  ce t te  d6finit ion par  lindaritd. 

3 ~ Si F~ et  F~ sont  non d6gdndrdes, il existe  une  appl icat ion lindaire 
sur jec t ive  de Cs(FI@Fe) sur Cs(F~)| F~@F z e s t  une  forme bili- 
ndaire sur E~| qui est  une  somme directe  sympleet ique .  Posons:  

U(Xl-~ X2) ~-~ OF,(Xl)| l |  QF,(X2), (Xl, X2)~IXE2. 

u(x~ -[- x~) u(yl + ?/2) - -  u(y~ + y2) u(x~ + x2) = (F~ (9 F2) (x~ + x~, y~ + y~) ; 

done il existe  ~ homomorph i sme  de  C s ( F ~  F 2) darts Cs(F1)| avee 
U----UoeF,@~F2; comme Cs(F1)| engendrd par  les eF,(X~)| 
et  1 | ~p,(xz) le r6sul ta t  est  dtabli.  

4 ~ Cs(F 1 @ F2) et  Cs(2'1) | Cs(Fz) sont  isom0rphes. ~1 inject ion cunonique 
de E 1 dans E 1 @ E 2 passe ~ un  homomorph i sme  de Cs(F1) dans Cs(F 1 @ F2), 
de m~me pour  rfl2 : E 2-+ EI@E 2. Posons:  v(al|  = ~I(al)~2(~2), ~iC 
ECs(Fi); i l  est  immddi~t  que Y est un  homomorph i sme  de Cs(F1)| 
dans Cs(F1 @ F2) et  on vdrifie aisdment  que u o v e t  v o ~ sont  6gaux s l ' iden- 
t i t& 

5 ~ Raisonnons  pa r  rdcurrence  sur i~ dimension de E.  Posons E = E 1 �9 Ez, 
avee  d i m e  2 : 2. E 2 est engendrd pa r  les o(el) e' o(e2) k', k s, k2EN, O d tan t  
l ' homomorph i sme  canonique.  I1 suff i t  de m0n t r e r  que ces dldments sont  lindaire- 
m e n t  inddpendants ,  a u t r e m e n t  di t  que rou te  somme d 'un  nombre  fini de 
te rmes  non nuls 

~" ~'k ,k , (e l )k ' |  (e2) k" ~ ~ (F2)  =:~ '~'k,k~ = O . 

Supposons F2(el, e~) : 1; ~(F~) est l 'ensemble des sommes 

Ssi|  A Yi -- O(xi A yi))| Xi, yiEE~, 

r s valeurs  dans K,  ~b lingaire, si, tie | ou encore l 'ensemble  des sommes:  

~ ' s i ~ ( e  I A e 2 - - ( Jb (e  1 A e2))| 

soit en changean t  un  peu les nota t ions :  

~'si| A e2 ----- 1) |  
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Soit )y~j~ le coefficient du  terme de degrd min imum dans X~k,k~(el)k'| (e~) k~. 
Si )~j,]~ :/= O, )~AA(ea) A | (e2) 1, est n6cessairement de la forme 

(3) l s j  | e~ h e 2 | tj 

avec degr6 de (sj| maximum,  comme s] dolt  ~bre une puissance tense- 

1 (e 1 | e~ -- e~ | el), il apparai t  des rielle de (el) et ty de (e2), que e I A e 2 ------~- 

termes en (el)J~-l|174174 que ne cont ient  pas ~ 2 a ,  a,(el)k~| k~, 
i 

done los s 1 et  ty sent  nuls ainsi que 2A] ' : il y a contradiction.  Gs(F2) a bien pour  
base los ~(e~) k~ ~(e2) k'. L 'appl ica t ion  de l 'hypothbse de rgcurrence et  du 4 ~ 
s E~ et  E~ donne le rdsultut .  

Dans  la suite on 4crira ~F(a) : a, aCK et ~F(x) : x, xEE,  ce que 
]ustifie cet te ddmonst ra t ion .  

REMARQUE. Dans  l 'espace E,  il n 'existe,  modulo un isomorphisme, 
qu ' une  seule alg6bre de Clifford symplect ique,  car il en est ainsi pour  la forme 
symplect ique  F .  

:PROPOSITION 3. Le centre de Cs(F) est trivial. 

Choisissons uno base symplect ique (e,, oz.). e~ d tan t  choisi, los dl6ments 
de Os(F) qui s ' expr iment  en combinaison lingaire des dlgments d 'une  base 
autres  que e~. commuten t  avec e~. Soit u un  4lgment du centre, u = u I + v, 
off v ne cont ient  aucune puissance de e,,. Comme ale ~ --  e~u 1 : -  O, si u 1 conbient 
un  t e rme  en (ea.) k, et  vu  que 

(e~.)Ue~ -- e~(e~.) k : _ lc(e~.) k-I 

ndcessairement u 1 est nul, u ne contient  done aueune puissance de e~.. On peu t  
faire le m6me ra isonnement  avec t ou t  ei, i = 1 . . . .  ,n. Donc le centre est 
tr ivial .  

L a  formule que l 'on vient  d'6crire permet  d 'expr imer  de proche en 
proche (e~.) k (e J ,  lorsque los (e~, e~.) const i tuent  une base: symplectique.  E n  
offer, on &abl i t  par  r6currence: 

(P) 

( e ~ , )  k (e~) l = 

l(l 1) (e~) i (e~,) k --  lb(e~) l-x (e~,) k-1 -+- k(k - -  1) (e~) t-2 (e~,,) k-2 + . . .  
2 

. . . .+ -  ( - -  1)P l ( l - -  1 ) . . .  (1--p -{- 1)/r 1 ) . . .  ( b - - p +  1) (e~)l-P(e~,) k-p + . . .  
p t  

avec un  nombre  fini de termes (p ~ l, p ~ k~. 
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II. Algbbre de CHfford sympleeti([ue large: Cs(F)t 

Dans la suite K est soit R, soit C. 

I1 est possible d'introduire des sommes formelles d 'un nombre infini 
de  termes (s6ries formelles symplectiques) et d'dtendre la loi de multiplication 
sous certaines pr6cautions que nous allons exposer. 

Envisageons pour l ' instant une base sympleetique (e~, e~.). Par  produit  
d 'un 616ment u de Cs(F ) par un autre 616ment v, apparaissent des monSmes 
qui se rambnent d 'abord,  modulo un facteur scalaire s 

/ i f  [(e~)~ (e=,)k~ �9 (e~)l~(e~,)t~'], si H (e~) k~ / i f  (e~*) k~" 
l ~ < r  

figure dans u et I ]  ( e J  ~ (e~*) q" dans v. La seule diffieult~ est done de r~ordon- 

her les w~,Jl~ ~k~. (e~)l~ ~ l'aide de la. formule, de la fin de I. 

Considdrons les sdries formelles symplectiques ~ de terme gdn6ral 

)~h,...h,,k .... k,(el)h~... (e~) h' (el*)k'.. (er*) k~ 

6crit symboliquement:  2HK* erie K*, e 0 -~ 1, avec la  majoration 

I ~/-IK * I ~ ff(q~) Q(~)IHI+IK*I 
HI  K*! 

a(~), q(~), constantes positives, s partir  d 'un certain rang. On a pos4: 

[Hl=Xhi ,  [ K * l = S k t ,  H l = h l l h 2 ! . . . h ~ t .  

I1 est immgdiat que la somme de deux telles sdries a ses coefficients majords 
de mani~re analogue; quant  au produit,  si on pose: 

= (e l l ' = s b , :  

kl [ ll ! ' 

le coefficient ~tk de (ea)t,(e~) a s 'obtient de: 

ak+2 bl+2 
1 a k b t - -  ak+l bl+l -~ 

k ! l !  2! 
- -  + . . .  § ( -  1F ak+v bl+p ) 

- . . . .  

c'est  une s6rie absolument convergente dont la somme est major~e par 
! a k a l 

(~(~))~(~(~))~a(~)a(~) exp (~(~)~(~)) ~ A kl l----[ A ,a  ~tant des kt con- 

stantes. 
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L'ensemble de ces sdries constitue donc une alg~bre associative, de plus 
il est clair que le produit  uv . . . .  ams~ calcul6, dont les coefficients sont sommes de 
sdries numdriques absolument convergentes, ne ddpendra pas de la base choisie 
pour exprimer les approximations successives de u et ~ car les produits de ces 
approximations en sont inddpendants. 

L'alg~bre de ces sgries ]ormelles symplectiques sera appelde alg~bre de 
Cli]/ord symplectique large et horde Cs(F)~. Cs(F)~ est lindairement isomorphe 
d une sous-alg~bre des s~ries /ormelles construites sur V E. Dana la suite or~ 
appellera encore Cs(F)~ le compl~tg de l'alg~bre prdcddente. 

Pgo~oslwxo~r 4. Par cvmplgtion Cs(F)t admet une structure d'alg~bre de 
Banach. 

En effet (e~, e~.) ayant  toujours le m6me sens, on peut  d6finir sur Cs(F) t 
une structure d 'espace de Banach en posant I] ~ l]~ ---- ~ ]2HK* 12 et passant au 

H, K* 
compl~td. Le produit  ~ est une fonetion continue s6pardment par rapport  

~ et ~ ~; d'apr~s un rdsultat de  G~L'FAN~ 1 on peut  done munir Cs(F)~ d'uno 
nouvelle norme dquivalente s la premibre, [I [I, de mani@e que I lub/I < I lull I I ~) t[ 
(on pose A = Cs(F)~ �9 K, 

jJc,,tj = II.r_,, lt = s u p  , ~ K  

et L~(b @ ~) = ~ --F ~).  

Pour  d6finir un espace de reprdsentation de Cs(F)l, introduisons sur. 
l 'ensemble des indices~eompos6s tels que K* une relation d'ordre partiel, si 

K* = (ill, f12 . . . .  , fir) et H* = (71, 72 . . . . .  rr) K* ~ H* signifie que fll 
K* 71 . . . .  , fir ~ 7r" Soit maintenant la suite des iddaux & gauche Cs(F)t e , 

�9 �9 H *  n *  I<* K *  
: C s ( F ) l e  ~ ~ s ( F ) l e  , on ddfinit une application sur]ectlve ]K* ~ H*, 

qui a ~ '  2jg.  e Je H* , a ssocm ~ 2jH, e "  J e K* . On construit ainsi un systeme p r o j e e t f f '  " " 
J J 

d'ensembles et d'applications surjectives; il existe une limite projective p o u r  
cette suite d'iddaux s gauche, elle est notde ~g = Cs(F)tO* {pour mieux 
garder i'analogie avec les spineurs orthogonaux): A l'dl6ment 2jn.eJ e H*, J e t  H* 
fixds, est associ~ sur la limite alggbrique ~jH.eJr *. On observe que gg s'identifie 
lindairement k la sous-alg~bre de Cs(F) z construite sur les (e~), un 616ment de ~g 

1 I. 1VL GEL'rAND et  M. A. NAII~IARK, Anne&ux normds  avec  invo lu t ion  e t  leurs  
r ep rdsen ta t ions ,  Izvestiya Akad. Nauk  S S S R  Set. Mat.  12 (1948), 445--480 (en russe).  
M R  1 0 -  199. 
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a bien, comme il convient, son coefficient g6n6ral, venant de ~ = 2 ~nK,ene K*, 
major6 en module s partir  d 'un certain rang p~r n,K* 

Ht 

La limite projective de la suite des reprdsentations rdguli~res s gauche 
duns les Cs(F)le K* donne une repr6sentation d e Cs(F)i duns Lg. I~ratiquement, 
on l 'obtient  par produit b~ gauche, on fail glisser ~ droite routes les puissances 
de (e~,) que l'on remplace par  le symbole q~*. 

PI~OI'OSlTIOI~ 5. Cs(F)l est une alg~bre simple, centrale, 

Nous montrons que tout  iddal bilatbre fermd ~ est trivial, car la deuxibme 
propridt6 est immddiate. 

Soil ~ un 616ment de $, u ----- ~ O~Hg.efte K*. Notons &HoK.e n0 e t<* un terme 
H,K* 

de degr6 minimal relativement aux e n seuls, multipliant s gauche par e H* O i l  

fail  apparaitre un terme ~= &HoKt (H0)l eke* duns le ddveloppement d 'un 616menL 
de ~. Multipliant alors ~ droite par e K0, on obtient un 616menL ~ de ~, dont le 
d6veloppement contient un terme constant A o -~ -4- ~HoK~(Ho) ! (K0) !. 1XTous 
avons utilis6 ici la formule (P). I1 est loisible de supposer, en multipliant au 
prdalable par e L s gauche que H0! est arbitrairement grand, observant que 

IleL[l ----- 1, ~ peut  6Lre 6crit sous la forme 1 +  l~ avec Ill~[I < 1]2 par 

exemple, de sorte que ~ ~ ~ esL inversible. 

PI~OI"OSlTIO~T 6. La reprdsentation dans Cs(F)lq~* de l'alg~bre de Clifford 
large est irrdductible. 

Soil w = 2 ~jeJ~b * un 61dment appurtenant s un sous-espace propre 
J 

S invariant pour la reprdsentation. 

En  proc6dant comme duns la ddmonstration de la proposition 5, on obtient 
un  dl6ment u de S dont le ddveloppement contient un terme constant diffdrent 
de 0. Si S est invariant par tous les polyn6mes symplectiques quel que soil 
leur degr6, il est invariant par  multiplication par les polynSmes en les (e~) 
seuls, donc par les s6ries sympleetiques formelles en les (e~), on peut  
alors inverser u duns cette sous-alg~bre, on obtient done 1-q}*~S, done 
S = Cs(~')tqb*, il y a contradiction. 

D~FI~ITIO~. l~ous appellerons spineur symplectique tout  dldment d 'un 
espace de reprdsentation irr6ductible de l 'alg~bre de Clifford large Cs(F)t. 

En particulicr Cs(F)tq~* , d'61dment gdndral 2jeJqO * est un espace standard 
de spineurs symplectiques. 
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III. Groupes de Clifford et groupes spinoriels symplectiques 

D]~FINITIO~. Nous appellerons groupe de Clifford symplee~ique Gs, 
le sous-groupe des dldments ~ de Cs(F)~ tels que ~ x ~ - I E E ,  V x E E .  

PROPOSITION 7. Si  p.~(X) = yX7 -1, p : y -+ p~ eat une reprdsentatio~ 
de G s dans Sp(n,  K). 

F(yx~  -x,  Vyy -1) _-- (yxy-~)(?yy-Z) --  (7y7-~)(~,x7 -~) = 

= ~,(xy --  yx)7 -1 = F(x ,  y) .  

PROPOSITION 8. L a  suite: 

(4) 1 -* K* -~ G s P-~ Sp(n,  K) -~ 1 

est exacte. 

E n  effe t, le noyau  de p e s t  K*. Cela r~sulte de l '~tude de centre Cs(F ) 
et  de ce que E engendre Cs(F ). p e s t  surjective; considgrons la s6rie formelle: 

1 -~  t a  ~ + t2(a~)------~ ~- . . .  -~ t n -  (az)"  -~  . . .  , 
2[ n[ 

notde exp (ta2), tE K,  dEE ,  don t  l ' inverse est exp (--ta2). 

Un c~lcul purement  ulg4brique mont re  que (exp ta~)xexp ( - - ta  2) : 
: x --  2F(x,  a)ta --- x - -  t[x, a el off nous uvons dcrit [x, a ~] ~-- xa ~ --  a2x : 
= ~d(a ~) (x) (on ~ (ad(ae)) 2 ----- 0). Ce calcul direct est d'ailleurs inutile ear dans  
le cas ana ly t ique  (K : R) ce rdsult~t s 'obt iendrai t  en ddriv~nt pour t -~ 0 
e t  ut i l isant  un  rdsul ta t  cl~ssique sur l 'exponentielle.  

Selon un  rdsult~t  connu (DIV.VDONN]~ [8], A t ~ I ~  [217 tou t  ~l~ment de 
S p ( n , K )  est un  produi t  fini de t ransvect ions symplectiques.  Or x - +  
x -  2 F ( x , a ) t a  est prdcisdment la t ransvect ion  symplect ique ddterminde 
par  a ~ E  et t~K.  

D~F~IT~O~. Soit y~G~ et prenons K ~  C, nous appellerons ((norme>> 
spinorielle symplect ique le produi t  fi(y)y : ~(~)  off/~ est l ' an t iau tomorphisme 

principal: f i l E '  = l id .  

P~OPOSITIO~ 9. /~(y) appartient  ~ C* et y -+ N(y) est une reprdsentation 

de Gs dans C*. 

Si x'  ~ yx~ -~ 

~(x') = ~ '  = ~ ( r  -~) x~(~) = r - ~ ( r  -~) x ~ ( r ) ~  = x 

donc: /~ (y )~C* (proposition 8). 

2 v ( ~ ' )  = ~ ( r r ' )  r~ '  = ~ ( r ' )~ ( r )  rr '  = N(r )~ (~ , ' ) .  
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Considdrons l 'espace E c = E '  complexifid de E rdel et  l 'algbbre Cs(F" ) 
complexifide de Cs(F ) (qui est d'ailleurs Cs(F" ) construite sur E c muni  de F '  
complexifi6e de F) .  Consid6rons ma in tenan t  le sous-groupe des 61dments 9' 
de (Gs)', groupe de Clifford de Cs(F')v tels que ~xT-1CE, VxCE. 

D~FINITION. NOUS appellerons groupe mdtaplect ique (au sens de LEtCAu 
[7]) et  nous ddsignerons par  Mp(r) l 'ensemble des dldments ? de (Gs)" tels que: 

y x y - ~ E ,  Vx~E et ]~(Y)l ~ 1. 
L a  suite: 

(5) 

est exacte.  

1 -+ S 1 -+ Mp(r) --+ Sp(2r, R) -* 1 

Plus  particuli~rement,  nous ddsignerons par  Sp~(r) le sous-groupe de 
Mp(r) constitu4 p~r les dldments ~ avee N(y) ----- !, de sorte que la suite 

(6) 1 -+ Z 2 -+ Sp2(r ) ---> Sp(2r, R) -+ 1 

est exacte. 

Le  lecteur qui connai t  ]a th~orie des alg~bres de Clifford notera  que 
Sp2(r ) est l 'analogue d ' un  groupe spinorid, mais ce n 'est  pas le rev6tement  
universel  de Sp(n, R) dont  le groupe de Poincard est Z. 

Dans  la suite les ensembles construits  par  complexification seront  
ddsign6s par  accentuat ion  des symboles utilisgs pour E rdel. 

IV. Le groupe U(r, C) comme sous-groupe de Sp(2r, R) 

E ~tant  r~el de dimension n = 2r, E' est le complexifi~ de J~. 

I1 est bien connu que r o n  peut  introduire sur E une m6trique elliptique 
( . , . )  et  un  opdrateur  R-lin6aire or thogonal  pour cette m~trique, J ,  tels que: 
J ~ = -  1, (Jx, y)-~ F(x, y), ce qui implique F(Jx, J y ) =  F(x, y). J est done 
symplect ique et  orthogonal.  

On salt aussi qu'il  existe une d6composition de E '  en E ' =  $1 @ $2, 
$1 et $2 ~tant  complexes conjugu~s de bases respectives (e~) et  (e~.), ~ = 1 . . . .  , r, 
sat isfaisant  aux conditions: 

(~, ~ )  = (~*, ~*) -= 0, (s~, ~ , )  =- ~ ,  

F(8~, ~)  ---- F(e~,, ~ , )  = 0, F ( ~ ,  e~,) = i~:~. 

L 'ensemble  des (e~, sf,) consti tue une base de W i t t  (~rdelle~) de E'2; on  
sait  dgalement  que: 

J L $1 ------ i Id ,  J I $2 ~ - - i  Id.  

Au sens orthogonal. 
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s~. 4- s~ e~. ~ e~ , les (e~, ez. ) const i tuent  une Si l 'on ddfinit:  e ~ -  V2 , e ~ . -  i V 2  

base symplect ique de E,  E = E 1 @ E 2, e~E E 1, e~. E E 2. 

Nous appellerons uni taire  tou t  dldment du groupe symplee t ique  qui 
commute  avec J .  U(r, E) est l 'ensemble des dldments unitaires.  I1 est immddiat  
de vdrifier que U(r, s est l 'ensemble des 61dments de SO(2r,  R) qui commuten t  
avec J ,  car si uEGL(r ,  E): 

F ( u ( x ) ,  u J ( y ) )  =- F (x ,  J y ) ,  Vx ,  y E E  t r adu i t  que u E S p ( 2 r ,  II). 

F ( u ( x ) , J u ( y ) )  = F ( x ,  J y ) ,  Vx ,  y E E ,  t r adu i t  que uE SO(2r ,  R). 

U(r,  s est 1'intersection 2 s 2 des groupes Sp(2r ,  It), SO(2r,  R), GL(r, (]). 

PROPOSITION 10. p exp ( t ( . ~  e~e,.)) i ndu i t  x - .  e- i tx  sur  $1 et x--~ eitx sur  $~. 
f t .  

Observons que si ab - -  ba = i, comme la sdrie formelle 

t 2 
exp (tab) -= 1 4- tab 4- 2 (ab)2 4- " " " 

a pour  inverse exp ( - - tab) ,  que s~e~. commute  avec e~ez., cr :~ fl, que 
exp ( t ( . ~  s~ e~,)) a pour inverse exp ( - - t  . ~  e~ e:,) et  

= H e x p  

Cette factorisat ion rambne la ddmonstra t ion ~ un espace de dimension 2, 
espace ddtermind par  a, b avec ab - -  ba -= i. Or un calcul direct montre  que 

exp (tab)a exp ( - - tab)  = e-ira. 

COROLLAIRE 2. 

p oexp (7t 2 s~s~,) = - -  Id  sur E ' ,  

p o exp (2~ . ~  s~s~,) : I d  sur E ' ,  
r  

p o e x p  - - - 2  e~e~. : J .  

PROPOSITION 11. Le groupe uni taire  eat dana l ' image par  p de l 'ensemble 
produi t s  d'gl6menta de M p ( r )  de la forme: expAexp(a:P*e~e~. ) ,  (aans 

a~Z * : -d~ ~*, ~ : - -  i - - -  
2 

dea 
sommat ion  e~ ~, fl*) a ~* Cs 
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I1 suffit d'exprimer une condition de rdalit4, d 'autre part  de remarquer 
que e~ er commute avec . ~  e~ e~. et utiliser le eoroltaire 2. I1 sera 4tabli plus 

b a s q u e  cette image est identique s U(r, s 

V. Problbmes de rev~tement 

La topotogie de Sp2(r ) 6rant induite par la topologie d'espace norm4 de 
Cs(F')l, il est imm4diat que Sp~(r) constitue un rev~tement ~ deux nappes 
de Sp(2r, R). On peut introduire sur Sp2(r ) une structure de groupe de Lie 
s partir de celle de Sp(2r, R) par transport par image r4ciproque s@arant  
localement les deux nappes. 

L'exponentielle formelle s'identifie ~ l'exponentielle de l'algbbre de Lie 
de Sp2(r ), not4e Spa(r). Les dgtails sont laiss4 au lecteur. 

P~OPOSITION 12. Spa(r ) est un groupe topologique connexe, revgtement 
non trivial, d'ordre 2, de Sp(2r, R). 

I] suffit d'dtabtir que Sp2(r ) est connexe et pour cela de montrer qu'un 

chemin c~ relie (-- l )  a (1) dans Sp2(r)" t -+exp (-- 2t-} exp ( t , ~  e~ e~*) = 

----a(t) est de norme spinorielle I et c'est un chemin eontinu de Spa(r). 
Or a(0) ---- i et a(2~) = exp (-- i~) exp (2= ~ e~ e~,). 

a. S i r  est impair: p o~(2~)-~Id, par le corollaire 2, done cr ---- 4-1 
et  par raison de continuit4 (ce qui pourrait  aussi se vgrifier par un calcul pure- 
ment  Mg4brique): 

e t  a(2~)-------1. (On remarquera que si exp (a~*e~e~.)-----1, en prenant la 
norme spinorielle, n4cessairement 2~a ~* = 2k~, ]c E Z.) 

b. Si r est pair: rNsonner par r4currence sur la dimension de E. E : 
= E 1 (9 E~. en somme direete symplectique; on prend ~l(t) induisant l'identit4 
dans E 1 et ~e(t) comme a(t) ci-dessus, l 'hypothbse de r4currence permet de 
supposer que r = 2r' avec r '  impair. 

Si on consid6re Ie groupe mdtaplectique, il existe un ouvert U~ contenant 
u ESp(n, R ) t e l  que p-l(U~) dans Mp(r) soit en bijection avee U~xSL 
Cela permet de ddfinir sur Mp(r) une structure de groupe de Lie, Spe(r) 4tan~ 
ferm4 dans Mp(r). Sp(n, R) est isomorphe s Mp(r)/S 1, donc Mp(r) est connexe. 

LEM~. 2. Si adu(x ) - - - - u x -  xu, uECs(F), xEE, pour que adu(x)~E , 
VxEE,  il /aut et il suf/it que u soit la somme de termes de degrd 0 et 2; ad u est 

2 
dans l'alg~bre de Lie du groupe symplectique et uE(R (9 k/ E) --~ adu{ Sp(n, R) 
e~t surjective, de noyau R. 

6 Periodica ~a~, 7(3--4) 
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I1 est imm6diat  de vdrifier que F(ad~x, y)- t -F(x,  a d u y ) = 0  et  que 
2 

u x - - x u E E ,  VxEE, 6quivaut  s u E l g @ V E .  Le noyau  est bien R, Les 
616meuts ad(e,),, ad(e,9 ), i ~ j ,  sont  a t te ints ,  ils sont  l in6airement ind6pendants  
sur R, en raison de la dimension connue de Sp(n, R) ils cons t i tuent  une base 
de l 'alg~bre de Lie Sp(n,R) de Sp(n,R). 

I I e n  rdsulte immddiutement :  

P~OI~OSXTION 13. L'alg~bre de Lie Mp(r) de Mp(r) admet la base (ei) 2, 

eiej, 1, (i ~ j), oi~ lee (ei) constituent une base de E, c'est une sous-alg~bre de Lie 
de Cs(F) munie du crochet [u, v] ~- uv -- vu. 

L'algbbre de Lie de Spe(r ) est l 'a]gbbre de Lie quot ient  de Mp(r) par  R. 

I1 fau t  se garder  de croire que les r(2r ~- 1) ~]dments (ei) 2, (eie]), (i ~ j ) ,  en 
cons t i tuent  une b~se. 

In t rodu i sau t  E '  ~ E c on voit  que les e~ e~, e~, e~, (a ~ fl), e~ ep,, 1, con- 
s t i tuen t  une base de Mp'(r) algbbre de Lie du groups m4t~plectique complexe. 

Les  616ments de Mp(r), ai]eiej, sont caractdris6s p a r  

(8) a~Z = ~*Z*, a ~  * : ~f~*, 2 -- 2 : -- i~Va ~*, 

si)~ est leur dernibre composante  (sur 1). 

:PROPOSITION 14. Lee dldments de U(r,C) s'identi/ient aux 
p o exp 2 exp (a:~*e, e~.), avec a~Z*E E, 

a ~ * ~ * ,  2 ~ - - i - -  
2 

dldments 

I1 suffi t  de considdrer p o exp (te.e~,); l 'applicat ion tangente  s l ' identi t6 
est une  surjectiou sur I 'ensemb!e des e~e~., qui engendrent '  un  sous-espgce 
de dimension r 2 ~- dim U(r, E), on t ient  compte de la valeur  de la norme et  
on salt  que l 'exponentiel le  est surjeetive sur t ou t  groups de Lie compact  

COl2nexe.  

3. Sp2(r ) est engendr~ par le8 dldmente de la /orme 

exp (aOeiej), ar iJ rgels, ei base de E, (sans sommation en 

COI~,OLLAII~E 

~dJ 
exp {~- --2- ~a(ei,ej)} 

i et j) i ~ j. 
Mp2(r ) est engendrd par lee dldment8 de la /orme exp(ai] ei e j) dana lee m~mes 

hypotheses. 

Cela r4sulte de la connexit4 de ces groupes et  de l 'd tude de leurs algbbres 

de :Lie. 
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VI. Indices de Maslov (ordre 4 et 2) 

Introduisons g nouveau les complexifi6s/~', Mp'(r). 

L]~M~E 3. JLe sous-groupe G~ des dldments de Mp'(r) qui conservent $1 
2 

point par point est engendrd l~ar les exp ~, u ( C @  V S r  

En  effet, l 'ensemble des 616ments u forme une sous-alg~bre de Lie com- 
muta t ive  de Mp'(r) et il est imm6diat que exp u conserve $1 point par point. 
R6ciproquement tou t  ~14ment de C~(F)z qui commute avec tout  616ment de $1 
est une s6rie enti~re en les e~. On peut  donc 6crire: 

Mp'(r) -= GL(r, C) @ (Gi ~- G~), 

2 

G~ construit & l'aide de C �9 V$2. 

I1 est immddiat que GL(r, C) @ G~ est une sous-ulgSbre de Lie de Mp'(r) 
- -  ! 

et G z' un iddal de cette sous-algbbre. Les alg~bres de Lie G~ et G'~ sont commu- 

tatives, G~ et G' sont connexes, donc G~ est distingu6 duns le sous-groupe en- 
gendr6 par GL(r, C) ~ G~, i = 1, 2. 

Revenan t  au groupe Mp(r), ses dl~ments sont des produits d'exponen- 
tielles d'dldments de U (r, C), G~, G~, I etude que nous venons de faire nous permet 

de faire glisser en t~te les exponentielles d'~l~ments de U(r, C), et ensuite 

d 'obtenir  la factorisation de y~S2~(r) sous forme: 

2 

y = a ~ [ ,  ~ .SexpV$~,  i ----1,2,  p(a)(U(r,C), 

et par  une mgthode analogue: 
2 

y ---- az2vl, vi E exp V E~, 

qui n'est  autre qu 'une  factorisation de Cartan, U(r, C) 5rant sous-groupe 
compact maximal de Sp(n, II), les Ei ~tant d~finis au n ~ IV. L'exponentielle 
dtant  surjective dans t o u t  groupe ccnnexe compact, comme d'ailleurs clans 
tout  groupe abdlien 

(10) 2 
T 2 = exp a s* 8" e~, e~,, 

exp a ~* e~ e~., a ~p* = ~ * ,  

~1 = exp (a ~ e~ e~). 

De [a~*~e~,, %] = --ia~*e~, on d~duit que: det (p(a)) = exp(iXa ~*) 
si p(~) op~re dans l 'espace des ~, .  U(r, C) s'introduit par le choix d 'un rep~re 
r~el & ia lois symplectique et orthogonal, d~fini modulo une conjugaison dans 

6* 
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Sp(n,R);  modifiant ee ehoix, duns les factorisations de ?0 = v-~~  ~ 
( ~  Sp~(r)) et ~ apparalt le m6me faeteur eomplexe, on utilisera eette remurque 
plus loin. 

# = (exp a~*s~s~,)~ est il'616ment de Mp'(r) assoei6 nuturellement 
?, par lu factorisation. Si on pose: det p(a) = N(/~) = Ind (7)~S t, cet indice 
de ~ ne d@end pus de l'6eriture de ~ duns une base de l'alg~bre de Clifford 
symplec~bique eonstruite sur une base de E" tells clue (s~, sr adaptde s la d6- 
composition E" = $t (t) Sa. Nous uvons done: 

P~OPOSlTm~ 15. Les notations dtant celles d u n  ~ IV: ~,~Sp2(r ) s'dcrit 
de mani~re unique: 

2 
y = a ~ v ~ ,  p(a)~U(r,E), v ~ V e x p ( E ~ ) ,  i = 1 , 2 ,  

= exp (exp a ~* ~ 

(11) exp ( i~a ~*) = det p(a) ~ S t, 

~otd Ind  y, ne ddpend que de la donnde de ~ duns Sp~(r). 

RElVfAlgQUE. La fuetorisation de Cartan n'esb pus un produit direct, done e n 
g6n6rul Ind  (~y') =~ Ind  ~ Ind y'. Cette in6galit6 vienL de ce que la permutat ion 
d'616ments intervenunt duns ? et y'  de la forms vl,v~ fair uppuruitre des 616ments 
de S 1. I1 est possible de montrer que cela revient s observer que les crochets 
de Lie correspondants d'616men~s du 26me degr6, font apparaitre des 616ments 
de degr6 0. Cependant, si 

# ~ exp a'~*s~ Sfl ,T 2 ~i '  /~z = exp o e~e~,~2 ~t, 

2 
sent les ~16ments de Mp'(r) assoei~s ~ ~ eL y' respectivement, ~i, ~'i C exp ~/Ei ,  
Mors, oubliant ici lu condition de rdMit& Ind (77') = Ind ~Ind 7', si ~ ne sentient  
pus d'61~ment zt ou bien si ~' ne contient pus d'~l~ments ~' 2 et en raison de la 
eonnexitd cette remarque est ~quivulente ~ la propri6t~ eorrespondante duns 
l'Mg6bro de Lie. 

PROPOSITIO~ 16 (Arnold [1]). Le groups unitaire U(r,C) op~re transiti- 
vement sur l'ensemble des sous-espaces lagrangiens avec stabilisateur O(r, R). 

On suit que l'on uppelle sous-espaee lagrungien (sous-entendu r~el) 
un sous-espace totalement isotrope maximal au sens symplectique. D~s lots, 
selon l 'uuteur eiLg, si E ~ Et @ E 2 est une d~composition de WiLt sympleetique, 
comme (Jx, y) = ~'(x, y), J(Et) est orthogonal s E r Soit E~ un autre lagrungien, 
Si (~), ( , )  sent des rep6res orthogonaux de E 1 et E~, on envoie ~ sur ~*~. 
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J ( ~ )  Sur J(~*), on obt ient  ainsi une t ransformat ion  orthogonale et sympleeti-  
que, done unitaire.  

L e t  L '  sont lagrangiens transverses si E ~ L @ L ' .  

Nous dtudions maintenant une condition ndcessaire pour que le trans]ormg 
de L par 7E SP2(r ) soit transverse ~ L. 

I1 existe vESpp(r ) qui envoie une base sympleet ique (e~,ez,) a t tach~e  
E 1 | E 2 sur les dl4ments eorrespondants  d 'une  base symplect ique (E=, E~,) 

a t taehde s L @L'.  

Posons 7o : v-1 o 7 ~ v, 70 envoie E 1 sur E2. I1 est possible de choisir 
p(yo)EU(r, C), P(T0) commute  avec J ,  done J e t  P(~o) sont  s imul tangment  
diagonalisables; les (%, ez, ) du  IV sont  veeteurs propres de J e t  de P(70). 
Ut i l i sant  les formules du IV reliant  les (e~, e~,) aux (%, e~,) on voit  que pour  
que 7o envoie E 1 sur E 2 il fau t  et  il suffi t  que les valeurs propres de P(T0) 
soient imaginaires pures, on a alors: P(7o)e~ : t~e~,, t~ -~ •  

On voit  ensuite que P(7) (E~) = t=E*~, mais eomme P(70) et  J eommuten t ,  
on a aussi 2(70) (%*) ~ --t~e~ et P(7) (E~,) -~ -- t~E~. Naturel iement  I n d  7 = 
: I n d  7o. 

]) 'apr~s la proposit~ion !0, exp -- ~-t~ % %, donne par  projection 7o 

l~Iais si 7;ESp2(r ) envoie E 1 sur E2, 7; v2 ~ Y0, v~ eonservant  globalemen~ E~. 
v 2 se ram~ne au produi t  d ' un  ehangement  de repgre sympleet ique adaptg  
5~ la d6eomposit~ion El@ E 2 par  une t ransformat ion  assoeige 5~ u 2 eonservant  

E 2 point  par  point;  on est done ramen6 ~ eonsid6rer 7~ = u2~ 70, u2E V E2. 

L a  remarque  qui suit  la proposit ion 15, nous assure que I n d  7; -~ IndT;  = 
= I n d  70. Nous avons obtenu:  

P~OPOSITIO~ 17. Si yESpp(r ) envoie le lagrangien L 8ur le lagrangien 
transverse L": 

1~ ]l  existe r hombre8 t~ ~- =L1, tels que 

(12) Ind  ~ = exp r(_ ~i2Xt~ ] E Za. 

2 ~ II  existe y'ESp~(r) tel que p(7")EU(r, C), que si (e~,e~,) est une base 
8ymplectique adapt~e h la ddcomposition E ~ L@L' ,  

7'(%) : t~ e=, 

(U(r, s eonjugu~ de U(r, C) dans Sp(Pr, R)) et I n d  7 : I n d  y' .  



~ 8  CRUMEYROLLE: ALG~BRES DE CLIFFORD SYMPLECTIQUES 

Observons  que si L e t  L '  sont  orient4s et  si 7 respecte  los or ientat ions,  
I n d  7 p r e n d  ses valeurs  dans un  groupe isomorphe s Z 2. 

D~FI~ITION. Nous appellerons 

(13) ~n~(r) - 
r 1 

log (Ind 7) (rood 4) 

indice de Maslov de ~'E Spa(r), t r a n s f o r m a n t  le lagrangien L en L '  lagrangien 
t ransverse .  

Nous  nous proposons  m a i n t e n a n t  de relier cos rdsul tats  s ceux de J .  
L~RA~: [10]. 

Soient  L e t  L" l&grangiens t ransverses ,  (e~, e~,) une  base de W i t t  adaptde  
la somme directe  L ~ L ' .  S i / / e s t  un  au t re  sous-espace lagrangien tel  que 

L ' @ L ' :  E il existe  7ESpy(r), qui conserve L '  point  pa r  point  e t  envoie 
L sur s on a: 

2* t p(},) (e~,) ----- e~, p(?) (e~) = a~ e~, + a~e~, 

off nous sommons  pa r  r appo r t  aux indices r4p6t6s. ]~crivant que P(7) es t  

symplec t ique  on a: 

(14) 
),$ ~$ 85 p(?)(e~) ---- a~ e~, ~- e~ avec  aa ----- a~ . 

P o u r  que L e t  L"  soient  t ransverses  il fau t  e t  il suffi t  que la mat r ice  

}ta~*jl soit  r6gulibre. 
Selon L~RAY [10], introduisons zE L, z'E L ' ,  z"E L" avec z -~ z' + z ~ = 0, 

quand  L, L ' ,  L" sont  2 s 2 t ransverses .  
Si z = x'e,, et  z" -= x~*e~,, on vol t  que: 

z ~* = a s x ,  [la3*lI 6 t a n t  l a  m a t r i c e  pr4c4dente. 

Donc  z -~ z' est un  isomorphisme de L sur ]~' et  F(z,  z') = b~x~x ~, avec b~a ---- 
= ba~ = a s , est  une  forme quadra t ique  sur L. I1 est  loisible d ' in~roduire deux  
autres  formes quadra t iques  do m6me indice d ' iner t ie  car  F(z, z') ~ F(z' ,  z ~) ----- 
= F ( z " ,  z) .  

On pout  voir  que F(z, z') -~ F(z, p~,(z)), zEL. Si on remarque  que lorsque 
L"  est dorm4, il existe 7 conservan t  L '  poin t  pa r  poin t  e t  e n v o y a n t  L sur L", 
on peut dd/inir la /orme quadratique prgcgdente par: 

z--+F(z,p~,(z)) ,  zEL, E = L ~ L ' ,  

y conservant L '  point par point et T(?~) - -  Id ,  considdrSe comme application de 
L dans L' ,  inversible. 
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D6signons p?(e~) par  e~**, alors F(%,ep**)= b~ et F(e~,,ep**)= ~p. 
L e t  L" s ' ident if ient  s des espaces duaux,  (e~,) base duale de (e~). I1 est  possible 
de rdduire dans le groupe sp6cial or thogonal  la matr ice  de []a~*[[ s une forme 
canonique  de Sylvester .  On peu t  aussi obtenir  deux nouvelles bases (e~) dans L 
e t  (e~',) clans L '  dans la m6me or ienta t ion posi t ive que (e:) et  (e~,) respective-  
m e n t e t  : (p?~) (e~) = t'~e'~, + e'~. Soit T r u  la t race  de la matr ice de u associde 

~- - Id ,  c 'est-~-dire t race I la~*]l. 

L ' indice  d ' inert ie  de la forme quadra t ique  z - , - F ( z ,  O(z)), ~ = p@), 
e'est-~-dire le nombre  de signes ( - - )  dans la d~eomposit ion de Sylvester ,  

r --  T r u  
not6 Iner t  (L ,L ' ,  L ~) est dgal s - - ,  car les ~ldments d iagonaux sont  de 

2 
module  1. 

E : * * =  ' ' ' t~ e~ -}- e~., 
es t  une base de L". 

(15) 

(16 )  

donc  

,(17) 

F(e:, E~**)= a,~. 

Si ~ a l e  m6me sens que dans la proposi t ion 17, posons: 

ztl M~,(L,L')  = e x p  {--12r--) exp [ 2 ~) 

/ ~ ( e ~ )  = e~, 
E n v o y o n s  L sur L '  par  ~ avee [ ~(e~,) = --  e~, 

puis L '  sur  L ~ par  Y0 avec ! )'~ ---= e~** 
| :~0(%**) = - -  e~,,, 

/ ~ I ( E : . . )  = --t:e~' 
enfin L" sur  L par  71 avec [ ~l(e,) = t'~E:** . 

M:,,(L,L') = 1, Mn(L ' ,L"  ) = 1, 

My,(L ~, L) = exp et-----Lr exp - -  Xt" ----- exp -- 2 (r + Tr u) , 

-1 , ' M~,~(L", L) = exp (r Tr u) P=M~,,  (L , L) M.y,(L , L") --  . 

l _ l o g p _ r - - T r u + 2 k ,  k E Z ,  
iz  2 

Iner t  (L, L ' ,  L") = . 1  log P, (mod 2).  

Ainsi m~(y) est l ' indice de Maslov, mod 4, de 7CSp~(r), tel qu'il est  d~fini 
pa r  L ~ A Y  [11]. 
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Selon LEI~AY [11] Sp2(r ) op~re transitivement et effeetivement sur le 
revgtement A4(r ) de 1~ gr~ssmunnienne l~gr~ngienne A(r). On peut  done 
d6finir pour ~4, 2;6 A4(r) et ~,(Sp2(r): 

sous la condition que 2 4 et 2~ se projet tent  sur des lagrangiens transverses L 
et L '  et p?(L) ----L'. 

Si on impose aux lagrangiens d'6tre orientals, alors m2(?) prend ses valeurs 
dans un groupe isomorphe s Z2, le rev~temen~ d'ordre 4 de l 'ensemble des 
lagrangiens orient6s s'identifie au revgtement A2(r), d'o~t la d4finition de 

m2(~2, 7~2) = 9Tb2(~2,.~2) ~ Z 2 �9 

VII. Les rev~tements d'ordre q du groupe symplectique 

Consid4rons l 'ensemble des 416ments de Mp(r), produits darts un ordm 
quelconque de faeteurs (en hombre fini) expiO, exp(a~*e:e~.), vk, q ( l l ,  

a,~ ~*EC, ~:kCexp ME 1 o u  exp V E~, a~vec: e x p i O = e x p  t - - - ~ a k  J ,  et  ~ 

sommation en ~ et /c, q fix6, entier diff6rent de O. Cet ensemble es~ un sous- 
groupe ferm6 de Mp(r) dent  l'414ment g4n6rM peut  s'derire selon le d6but d~ 
w (vI): 

exp -- - - Z a  ~* exp (a ~r ~O*) T2 31 
q 

soi~ (exp iO)~ avec exp iO = (N(y)) -l/q. 

Ce sous-groupe de Mp(r) sera not4 Spq(r). 

Spq(r) est ur~ revgtement non trivial, d'ordre q, du groupe symplectique 
sp(2~, R). 

En effet, si p(y exp iO)= Id, ngeessairement ~ exp iO est un 614meng. 

de S ~. Prenant  X a ~ * =  --2k~, alors d'~pr~s (7 ) l es  q 616merits expl2;S't!" '- " 

sont d~ns le noyau de 1~ restriction de p 5~ Spq(r). On peut  montrer que ce 
sont 1s t o u s l e s  616ments de ee noyau. 

La connexit4 de Spq(r) s'4tablirait comme celle de Sp2(r ). 

On ddfinir~ comme plus haut  si ~ E Spq(r): 

Ind  7 exp a ~* = t 
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et si y applique L sur L' transverse: 

Ind y ~ exp 

M~,(L, L') = exp {-- ~ }  exp 

P 6tunt d6fini comme duns (16): 

q ~) ~ Z2q. 

/ q X t ~ )  = exp (-- q---~/)(IndT) -1. 

P -~ exp r -- Tr u) , 

q l o g p - - r - - T r u + l ~ q ,  k E Z ,  
2i71 2 

(18) Iner t  (L,L' ,L") =- q l ogP(modq)  

et l 'indice de Maslov, mod 2q, de ~ESpq(r) serait: 

(19) mq(~) -- r q log(IndT) (mod2q).  
2 2i~ 

Enfin, comme plus haut,  et toujours selon [11], Spq(r) op~re transitive- 
ment  et effectivement sur le rev~tement d'ordre 2q, de la grussmannienn~ 
lagrangienne A2q, on d6finiru done pour i~2q, ~q se projetant sur L e t  L'  trans- 
verses, 7 envoyant  ~2q sur 2~q: 

Par  la consid6ration de lagrangiens orient6s on d6finira ensuite: 
mq ()~q, ~.q) C Zq. 

I1 restera ~ d6finir le revStement universel de Sp(2r, R) et l'indice de 
Maslov ~ valeurs duns Z, on consid~rera le sous-groupe des 616ments de Mp(r) 
avec Za'~*/O rationnel. 

L'indice de Maslov sera: 

m~(7 ) _ r + Xt___~ E Z, 
2 2 

sa rdduction rood 2q redonnera donc mq. 

VHI. Signification cohomologique des indices de Maslov et essai de 
g6n6ralisation 

V 6rant une vari6t6 diff6rentiable r6elle de dimension 2r, s struetur~ 
presque symplectique, on peut chercher s'il existe des sous-fibr6s lagrangien~ 
de T(V), c'est-s des sous-fibr6s vectoriels ~ de T(V) dont l~ fibre ~x est 
en chaque point x, un sous-espace lugrangien de Tx(V ). Pour retrouver eL 
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g6n6raliser une situation bien connue en m6eanique th6orique, o n  envisage 
une d6eomposition de Tx(V) en somme directe de 2 lagrangiens transverses, 
ce qui permet d'introduire au moyen d 'une transformation de Fourier la dualit6 
(~ondes-corpuscules)). 

Soit 7ESpq(r) qui transforme le lagrangien L'  en le lagrangien L", 
L '  et  L"  tous deux transverses ~ L. L'6tude faite ant6rieurement montre que 
l'on peut d6finir Iner t (L ' ,  L", L), mq(s i"), en rempla~ant dans les calculs 
r par r -  dim(L'  N L"), de sorte que ron  a encore, rood q: 

Iner t  (L', L", L) ~ mq(i", i) --  mq(i', i) + mq(i', i"), 

i ,  i ' ,  i" sont ici des 616ments de A2q; 6videmment on ne peut plus per- 
muter  eirculairement L' ,  L",  L ,  si L '  et .L" ne sont pas transverses, cepen- 
dant  mq(;~', 4") est ddfini sans ambiguit6. 

Une sous-vari6~6 s de dimension r de V, telle que Lx -~ Tx(s soit pour 
tout  x un sous-espace lagrangien est dire sous-vari6t6 lagrangienne. 

Consid6rons dono un recouvrement de ~ par des ouverts connexes (U~) 
et au-dessus de chaque (Us) un sous-fibr6 lagrangien L, tel que: 

(A) Tx(V) -=- Lx@Lc,(x), VxE U,. 

Au-dessus de chaque U~, il est loisible de choisir, en passant au besoin s 
un recouvrement plus fin, de manibre diffdrentiable, ix, ir Azq(Tx(V)), 
se projetant  respeetivement sur Lx et L~,(x). 

Soit X~, : x ~ mq(~,(x), i(x))CZiq, application constante de U~ dans Z~q. 
Le systbme des (U~, X~) est susceptible de d6finir un coeycle A par la valeur, 
mod q, de 

mq(i~,  it~)x ----. Inert  (L~, L~, L)x - -  mq( ),~, i ) x  -~- mq(i~,  i ) x  , 

(si sur U, (1 U~, dim (L~ N L~) ----- constante) sous la condition de coh6renee 
~vidente, pour xE U, [3 U~ f3 U~ ~ ~t: 

Inert  (L~, L~, L)x -t- Inert  (Lz, L~, L)x ---- Inert  (L~, Lv, L)x, 

qui sera implicitement jointe s la condition (A) et qui concerne la grassman- 
nienne lagrangienne. 

Observons que pour deux systbmes (U~, Z~), (U~, Z') tels que L~(x) 
-= L~(x), pour tout  ~ et tout  x, les deux cocycles obtenus au-dessus de 
sont cohomologues. A la situation (A) on peut donc associer univoquement 
un 6ldment ~ de H~($, Zq). 

DNFI/CITION. Soit (C) une courbe orientge de la sou s-varigt6 lagrangienne 
~, image continue d 'un intervalle fermd de II. Nous appelons indice de Maslov 

g6ndralis6 d 'ordre q de (C) pour le cocycle (A), la valeur prise par (A) sur la 
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courbe (C) considdr6e comme une chalne. Si (C) est un  cycle on pourra parlor 
de l 'indice de Maslov de & sur (C) et  on aura  alors des propridtds classiques 

d ' invarianee.  

I)e la m~me mani6re il est possible de ddfinir un  indice s valeurs dans Z. 

Usuellemen~ on prend V -~ R 2r. ]~crivons done dans co cas R ~r = E 
E1 @ E2 comme au n ~ VI.  E n  g6ndra] il est possible de poser: 

T A V )  E ~ 

E x2 t ranslat6 de E2; les (e~,) cons t i tuan t  une base de E~, il existe une 
t r ans fo rmat ion  symplect ique ~x telle que les 

(20) ~x(e~,) = a~ (x)e~, �9 e~ 

cons t i tuen t  une  base naturel le  de Lx,  car on g6n6ral Lx et  E~ sont  transverses 
(la matr ice  a~ (x)est  r6guli~re). I1 n 'existe sur ~ pas d ' au t re  points ~singuliers)) 
pour  une telle d6composition de Tx(V) que eeux pour lesquels Lx est non trans-  

Ox ~* OX ~* Ox ~* .~* 
verso ~ E x I1 est imm6dia t  que as (x) --  et comme -- on 

2 .  0x ~ 0x ~ 0x ~ 
pour ra  d6terminer  localement au moins une fonction S telle que:  

x ' =  0~S(x~), 

~S(x ) 

On observera que ees singularit6s sont  li6es s l 'ut i l isation d ' un  rop~re parti-  
culior de E [10]. 

Les points ((singuliers~) seront done d6finis par  

J ( x )  = det  Ox~---:* -~ 0 
O x  ~ 

ot lour ensembles 27 (~(contour-apparent~) de ~ re la t ivement  ~ El) cont iendra 
une  sous-varidt6 (271) de dimension (2r -- 1) [!] .  A la d6composition de T x ( V )  
ainsi mise en 6videnee on pourra  assoeior un  eoeyele ~ au-dessus de (~ --  27), 

valeurs dans Z (ou Zq). Les sections du eocycle 6rant  ~ valeurs constantes,  
on  peu t  l '~tendre s la fermeture  de (~ --  27) e'est-h-dire ~. 

Pour  re t rouver  tr~s exae tement  la s i tuat ion que nous avons d~crite 
clans le eas g6n6ral, on prendra  un  voisinage tubulaire  de 27; localement de 
pa r t  c t  d ' au t re  de 27 d~ns s -- 27, on ehoisira diff6renti~blement )~(x), ~(x) ,  
de mani~re que mq(2~, 2~)x, pour xCZ, soit 6gal au saut  de l ' indice de Maslov 
s la travers6e de 2: et clue ~(~) et  ~(p se raecordent  s 2~(x) ~ la fronti~re du voi- 
sinage tubulaire  in t rodui t  (~(x) au-dessus de E~). L a  condit ion de coh6renco 
pour  que mq(),~,, 3,~)~ d6finisse un cocyele sera ici 6vanoscente. On aura  done 
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un coeycle au-dessus de f s valeurs duns Zq, et grs s l ' introduction de voi- 
sinages tubulaires sur les composantes connexes de 2:, on pourra prolonger 
les sections x ~ mq(t 2,/)x, raccord4es diff4rentiablement uux x --~ mq(l~, i)x 
((uu-dels des singulurit4s)). On u done retrouv4 uinsi, duns l'ordre s peu pros 
inverse, l'id4e fondamentale de Leruy, HSrmander, Muslov et uutres uuteurs. 
M~slov uvait pr4cis4ment d4fini l'indice ~ vuleurs duns Z, d'une courbe (C) 
de f ,  sous-vuri4t4 lagrangienne de R 2r, en liaison uvec les changements de 
signe de J ( x ) s  lu truvers4e de 2: par 1~ courbe (C). Ce jacobien 4runt un hessien 
on comprend pourquoi l'indice de Morse peut 6tre interprdtd comme cas purti- 
culier de l'indice de ~r [1] [10]. 

En  dimension n = 2r ~ 2, routes les courbes diff4rentiables sont lagrun- 
giennes. On visuulise ulors facilement lea donndes et r4sultats pr4c4dents. 

d Lx 

a 

8 ~ x  

Fig. 1 

Ic i  (a, b, c, d, e , / )  cons t i tuen t  1 'ensemble s ingul ier  27. 

IX. Structures spinorieUes symplectiques. Lien avec les structures spinorielles 
"orthogonales" 

Nous nous bornerons s envisager le rev6tement d'ordre 2, Sp2(r). 

Vest une vuridtd diffdrentiuble, r4elle de dimension n ~ 2r, paracompactes, 
munie d'une structure presque symplectique, d4termin4e par un champ F 
de 2 formes bilin4aires alterndes, de rang maximum ~ ~ 2r en chuque point. 
I1 est 4quivulent de dire que V u une structure presque complexe car on peut  
toujours ussocier s une structure presque complexe une structure presque 
hermitienne. Nous ne supposons pus d F  = O, condition qui entruinerait que 
Ves t  une vuridtd symplectique. 

On suit que V est orientuble. 

D]~FISITiO~. I1 existe sur V une structure Sp2(r)-spinorielle symplectique 
si l 'on peut construire un fibr4 principal ~(P, V, Sp2(r),q) et un V-morphismo 

principal de ~ sur le fibr4 ~(F,, V, Sp(n, R), ~) des reputes symplectiques. 
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Saehant que le groupe Sp2(r) est non compact, il est elassique que le 
groupe structural peut se rdduire au groupe rev5tement d'ordre 2 du groupe 
unitaire U(r, C), done s eelui des 616ments de Sp2(r), de la forme: 

= exp exp (a~*s~ e~,), a ~* = g~*. 

Dans nos t ravaux ant~rieurs [4--7] nous avons obtenu U(r, E) sous la 
forme d'un ,groupe de spinorialitd au sens large~) (cas elliptique) et avec les 
notations de [6] lee a constituent le groupe H~, ou du moins un groupe iso- 
morphe. [(Avee nOR notations He est le sous-groupe des 616ments 7 de Spin Q 
tels que r / =  e~~ [6].] 

U(r, E ) ~  SO(2r, R). Dans lee conditions d e  la d~fini~ion ei-dessus il 
existe done sur g u n e  structure spinorielle ,orthogonale~> au sens strict (pour 
la structure riemannienne sous-jacente s la structure presque-hermitienne). 
On a 5tabli que pour qu'il existe une telle structure il est n6cessaire et suffisant 
clue le groupe structural SO(2r, R) du fibr6 des repgres orthonorm6s riemanniens 
so r6duise ~ SU(r, s (aprgs plongement dans SO(2r, I;)), de sorte que nous 
pouvons 6noncer: 

P~ol~osI~ION 1:7. Pour qu'il existe sur V une structure Sp2(r)-spinorielle 
symplectique il faut et il su/fit que le troupe structural U(r, E) d' un [ibrd presque 
hermitien associd 8e rdduise (dans SO(2r, E)) ~ SU(r, E). 

(Sur ce point on se r6fbrera aussi s [12]). 

Ainsi  il apparMt que les ((structures spinorielles symplectiqucs~), ne sent 
rien d'autre que des structures spinorielles (~orthogonales)) tr~s particuli~res 
en signature elliptique. 

Les vari6t6s poss6dant une telle structure sent done celles qui possbdent 
s la lois une structure presque complexe et une structure spinorielle n~turelle- 
ment associ6es par l ' introduction d'une structure hermitienne. 

Structure hilbertienne sur Cs(F')z~*. 

On a 6tabli dane divers articles [4-- 7] que s'il existe sur V une structure 
spinorielle (~orthogonale)) au sens strict, il existe sur V un champ de r-vecteurs 
isotropes (signature elliptique), done un fibr6 en droites complexes. Ce r6sultat 
est lid au lemme suivant: 

LE~enw~ 4. ((L'intersection~> de (d'iddal)) h gauche Cs( F')l (I)* et de ,l'iddab) & 
droite ~SCs(F')z est de dimension 1. 

I1 est entendu que par abus, nous appelons (dnterseetion~ de ees 2 (dd6aux~ 
l'ensemble des doubles classes d'616ments de Cs(F')t. Si ~bur d6signe une telle 
double classe, on ~ n6cessairement ~buq)* = Ozr z E E, si u = z § S2jK,  sJ e K*, 
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J ou K* ~ ~ (imm6diat).  Au t remen t  dit:  u r  ~ Cv implique que u = v -~ 
~.C E. Plus g~ngralement: 

LwMME 5. ~L ' intersection~ de l' iddal ~ gauche C s( F')l qS* et de l' idgal ~ droite 
q~Cs(F') l  est de dimension 1. 

r ~tant  associ~ ~ $',  lagrangien complexe, eomme r l 'est  s $2, il existe 
yCSp2(r ) tel que yCy-1  = r d~s lots: 

u r  ---- r  ~quivaut  ~ : 

u r  = y C y - l v  

:~,-lur = r  et  u = ,iv, 2CC. 

De ce qui prdc~de r~sulte que r162 = 0, si J ou K * : ~  O. Prenunt  
fl I E '  : i ld ,  formons: 

(20) Cf~(~) re*  = r162 re*)  r  

%(ur r e * )  est ]a somme d 'une  s6rie absolument  convergcnte de nombres 
complexes. Cs(F') Ir  devient  ainsi un  espace pr6hilbertien complexe, en effet: 
%(ur r e* )  est le eonjugu6 de ~C(vr ur  On rem~rquera que pour  u et v 
~yan t  un  degr6: 

~(u) = ( -  1)d~ ~2(v) = ( _  1)~'~v. 

De plus ~ est d6finie positive, car d'~prSs la formule (P) du (II), adaptde 
au  cas complexe: 

(e~.)k (s:)1= (e:)l (e~,)k ilk(e j - 1  (e~.)k-1 + + ( -  i)P l( l--  !) �9 . .  (l -- p + !) 
p~ 

• k (k  - -  1) . . .  (k - -  p + I)  (sp) ~-p ( , ~ , ) z - p  + . . . .  

Si u = e K et K de degr6 e, alors fi(e -K) e K ~-- i ~ e K* e K, de sorte que : 

%(eriC,, eriC,) = H!  

(e ~ d tan t  l 'analogue de e n de II)  et 

%(snr  *, e k e  *) = 0, 

- - r  est done ortlmnormge. On s 'assure que les s6ries for- la base ~ . .  

melles sympleet iques convergent  pour la norme II I!e in t rodui te  iei car dans  
le d~veloppement  de ~: 

, 

s par t i r  d ' un  certain rang. 



CX%UYIEu ALG]~BBES DE CLIFFORD SYI~IPLEGTIQUI!IS 28~  

Une construction s tandard permet d'envisager un espace eomplet. 

La reprdsentation de Spa(r) dans Cs(F')~r est unitaire (immddiat). 

Fibrations en spineurs symplectiques. 

Supposons V munie d 'une structure spinorielle symplectique au sens 
prdcddent. On peut  toujours associer au fibrd des repbres ~ un fibr6 vectoriel 
de fibre-type un espace de representation irrdductible du groupe Spe(r). 
Prenons l'espace Cs(F')z~* construit comme au w II,  avec (e~, er au lieu de 
(e~, e~.). Par  produit  s gauche on obtient une reprdsentation de Sp2(r), et 
Faction de Spp(r ) sur cet espace est effective. En effet, par produit et combinai- 
sons llnealres Spp(r) engendre + ' " " " Cs (F)l, dbs lors si ta repr6sentation de C+(_~')l 
darts Cs(F')~q~ n'6tait pas fid61e, on aurait v~C + (F')t, v :/= 0 avec vur = O 
pour tout  u, alors la reprdsentation de Cs(F')t clans Cs(F')~r ne serait pas non 
plus fiddle, afor t ior i ,  ce qui est impossible, l'alg6bre Cs(F')~ 6rant simple. 

Nous appellerons spineur symplectique sur V route section (gventuellement 
locale) du ]ibrd vectoriel de ]ibre-type Cs(_F')lr groupe Spp(r), associd au fibrd 
principal 8pinoriel ~ymplectique (done d6/ini par le mgme cocycle que ce dernier). 

L'expression locale d 'un tel spineur est donc une fonction diff6rentiable 
valeurs dans un ensemble de sdries formelles symplectiques. 

Signalons clue l'on pourrait  construire au-dessus de V presque-symplec- 
t ique un fibr6 banachique, fibr6 en alg~bres de Clifford symplectiques, nous 
avons en effet signal~ plus haut  que Cs(F)I, complgt~, admet  une structure 
d'alg~bre de Banaeh. 

Tous ces r4sultats sont formellement analogue ~ ceux que l'on a donn@ 
dans le cas orthogonal [4]. 

La rdduction des reprdsentations de He et de H dang l'espace des spineurs 
symplectique~. 

He eb H, anti-images des groupes de spinorialit5 respeetivemen~ au senS 
large et au sens strict [6] sont localement isomorphes, 1'an s U(r, E), l 'autre 
s SU(r, s Or on connait les reprdsentations irrdduetibles de degr~ fini de ces 
groupes compacts, elles se dSduisent par produit tensoriel des representations 
dans les composantes homog~nes de ]'alg~bre ext~rieure de C.  He op5rant par  
produit  s gauche dans l 'espace de dimension 2 r des spineurs orthogonaux, 
avec les notations de [4], si 7CHe, 7vf = 7vT-17f = v'~,] ~- v"J, v" de m~me 
degr~ que v, ( 7 / =  (exp i ~ ) / e t  7h,  -1 = (exp 2icf)[). 

I1 est commode de representer ici tout  61~ment de Cs(2")~qD* sous la 
forme u(e~ e~ . . . e*~), u ~tant une s~rie en les (s~). Le symbole 7~5"7 -1 prend 
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alors  un  sens prdcis, c 'es t  Perm(~)~* ,  P e r m  d~signant le p e r m a n e n t  de la 
mat r i ce  de  ? op4ran t  d~ns l 'espace des (e~.). 

Si rEH~,  alors 

7qD'7-1 = ~b*,  Z~C*, (~ ~ 1 si ~ H ) .  

~ u r  -~ ----- ~ , u~ -~ r  -~ ~ u'~)*u',  

u '  de m@me degr@ que u si u est  homog~ne. L a  reprdsenta t ion  de He ainsi ob tenue  
est  somme directe  de repr6senta t ions  dans  les composantes  homog~nes de 
l 'a lg6bre symdt r ique  des sdries formelles symplec t iques  engendrde pa r  les 
(e~), c 'es t-s  duns les composantes  homog6nes des spineurs symplec t iques  
s t a nda r d .  

Lo r sque  r--~ 2, avec  H et SU(r ,  C) ces reprdsenta t ions  sen t  celles que les 
physic iens  qu~lif ient  de ((spinorielles~). On vol t  que les composantes  homogSnes 
de  degr4 p,  si on se r5f@re k la th@orie des car~ct~res sen t  espaces de repr4sen- 
ra t ions  irr6ductibles du  p rodu i t  sym4t r ique  d 'o rd re  p de la reprdsenta t ion  
usuelle de SU(r ,  C) d~ns E r. Ainsi: 

Tout  spineur symplectique est 8creme directe (/inie ou in/inie) de produits  

sym~triques de spineurs orthogonaux. 

Si on appelle champ  de ((bosons~), rou te  section du  fibrd spinoriel  symplec-  
t i q u e  et  champ de ((fermions~) rou te  section du  fibr@ spinoriel or thogonal ,  on 
vo l t  que l 'on  ob t i en t  les premiers  pa r  ((fusion)) et  somme directe  des seconds, 
r6su l ta t  heu r i s t i quemen t  tr6s sat isfaisant .  
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