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ALGEBRE DE CLIFFORD SYMPLECTIQUE.
REVETEMENTS DU GROUPE SYMPLECTIQUE.
INDICES DE MASLOV ET SPINEURS SYMPLECTIQUES

par
ALBERT CRUMEYROLLE (Toulouse)

I. Algébre de Clifford symplectique. Définition et généralités

E est un espace vectoriel de dimension » = 2r sur un corps K. Comme
dans les applications K sera R ou €, nous supposerons K commutatif de ca-
ractéristique nulle.

F est une forme bilinéaire antisymétrique de rang maximal (forme sym-
plectique). Le groupe symplectique Sp(n, K) est le sous-groupe des éléments
s de GL(n, K) tels que F(sx, sy) = F(z,y), Yz, y € K.

On construit l'algébre associative, quotient de l'algébre tensorielle de
E, ®E, par U'idéal bilatére §(F) engendré par I'ensemble des éléments de
la forme:

(1) zQy — y®x — F(z,y), z,yc k.

QE[HF), notée Cy(F) sera appelée algébre de Clifford symplectique.
Soit pr 'homomorphisme canonique,

or : ® B — Cg(F),
comme E engendre @ E, C4(F) est engendrée par op(E). (1) entraine:
(2) er(@)er(y) — or(y)er(®) = F(z,y).

Comme r ® ¥y — y ® x et F(z,y) sont des éléments pairs de @ E, on a une
décomposition en somme directe de Cs(F) = C(F) ® C5(F) =C+&C-,
avec gp(®* E) = C§(F), l'algébre construite est donc semi-graduée, O (F)
est une sous-algébre.

This article is the developed text of a talk given at the Symposium on Differential
Geometry in Debrecen, Hungary, on August 28—September 3, 1975,
53015 AMS (MOS) subject classifications (1970). Primary 15A66; Secondary 22E70,
. Key words and phrases. Symplectic Clifford algebra, tensor algebra, symplectic
spinors Banach algebra, representation of the Clifford algebra, spinorial group, Maslov
index, Lagrangian differentiable manifolds.



264 CRUMEYROLLE: ALGEBRES DE CLIFFORD SYMPLECTIQUES

REMARQUE. Si on introduisait 'algébre de Lie H de dimension 2r-- 1,
d’espace sous-jacent B @ K, avec le crochet:

[#,y] = Flz, ¥), [x, 1]1=0, x,ycl,

(algébre de Heisenberg), Cs(F) apparaitrait comme isomorphe & l'algébre
enveloppante de H. Cependant pour mieux souligner les analogies avec les
algebres de Clifford «orthogonalesy, on oubliera systématiquement ce point
de vue. En particulier on démontrera indépendamment plus loin la proposition
2 qui est un cas particulier du théoréme de Poincaré— Birkhoff —Witt.

ProprostTION 1 (Propriété universelle). Soit 4 une alecbre associative sur
K, avec loi multiplicative * et w une application linéaire de E dans A telle que:
u(x) = w(y) — uly) = u(x) = F(x,y); il existe un homomorphisme u et un seul
de Os(F) dans A tel que uw = u° pg.

4 est unique, s’il existe, car pr(#) engendre Cs(F). u se prolonge en
un homomorphisme unique v de ® K dans 4 avec v(#,® ... Q®x) =
= u(e) % ... xu(xy), x,¢H; de ulx)*» u(y) — uy) * u(x) = F(x,y) résulte
que v(zQy — yQx — F(x,y)) =0, donc v s’annule sur §(F), dou ~ par
passage au quotient, qui de maniére évidente convient.

En particulier:

Si 4 = Cg(F), w = — g, on en déduit qu’il existe « (automorphisme
principal) avec o = Id sur O+, « = — Id sur C~, o2 = Id sur Cs(F).

Si' 4 = CY(F), algébre opposée de Cg(F); considérons sur E une base
symplectique (e,, €g) o, f = 1,...,r telle que:
(3) Fle,, ep) = Fle,, egs) = 0, Fle,, €gr) = 8.5

E = E,®E,, E, engendré par les (e,) et E, par les (ez).
Prenons u(e,) = ple.s), ulen) = ple,). Il existe S (anti-automorphisme
principal) tel que
Blores) = (er ), Blores) = (ore), f2=1d sur Cs(F)
(toutefois § dépend de la base choisie).

Plus particuliérement si K = €, £ = E’ on pourra introduire un anti-
automorphisme 8 avec 8| or(B’) = ¢ Id qui a une signification intrinséque.

ProrosiTioN 2. Og(F) est lindairement isomorphe & Ualgébre symé-
trigue VK. '

1° Si (e, €y, - - - , €,) est une base de E, (2) montre que les ole)) s ole) . . .
.. g(en)”", ki, ..., k€N, engendrent Cg(F).
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2° Si H, et B, sont deux espaces vectoriels munis de formes antisymétri-
ques non dégénérées F, et F,, on définit sur le produit tensoriel Cg(F;) ® Cs(Fy)
une structure d’algébre associative en posant:

(@, Qa,) (b;®b,) = a,b,@a,b,

et étendant cette définition par linéarité.

3° Si F, et F, sont non dégénérées, il existe une application linéaire
surjective de Cg(F,DF,) sur Cg(F,)®Cs(F,). FL@F, est une forme bili-
néaire sur B, ®FE,, qui est une somme directe symplectique. Posons:

w2, + 2,) = QFl(xl) ®l1+1® QFz(xz)’ (2, 2,) € By X B,
(@, + %) Wy + ¥o) — wlyy + ¢) ulwy + 2,) = (F1D Fy) (@ + 20, Y1+ ¥) 5

donc il existe w homomorphisme de Cg(F,® F,) dans C4(F,)@Cs(F,) avec
U =uopp®pr; comme Cg(F,)®Cs(F,) est engendré par les pgp (%,)®1
et 1® gp(x,) le résultat est établi.

4° Os(F, O F,) et Cs(F,) @ Os(F,) sont isomorphes. ¢, injection canonique
de E, dans E,® B, passe & un homomorphisme de Cs(F,) dans Cs(#,D F,),
de méme pour ¢,:EH, > E ®E, Posons: v(x®@ux) = gle)ple,), i€
€Cs(F;); il est immédiat que v est un homomorphisme de Cg(F,)®Cs(F,)
dans Og(F, D F,) et on vérifie aisément que %o et v ou sont égaux & l'iden-
tité.

5° Raisonnons par récurrence sur la dimension de E. Posons £ = E,® E,,
avec dim K, = 2. E, est engendré par les o(e;)" p(e,)s, %, kx€N, o étant
’homomorphisme canonique. Il suffit de montrer que ces éléments sont linéaire-

ment indépendants, autrement dit que toute somme d'un nombre fini de
termes non nuls

2 M re€0)1 @ (€0)": € H(Fy) = Ay, = 0.
Supposons Fyle, €,) = 1; J(F,) est I'ensemble des sommes
2si®(x AN yi — Dl A y))®4:, x;, Y€ By,
@ & valeurs dans K, @ linéaire, s;, ;€ ® E,, ou encore ’ensemble des sommes:
Zs®(e A ey — Dle; A &),
soit en changeant un peu les notations:

2si®(e Ne, = 1)Qt;.
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Soit 2; ; le coefficient du terme de degré minimum dans X Ak (el)k ® (e,)".
Si 45,5, ;A 0, 4; j(el)j1 (e,)* est nécessairement de la forme

(3) Zsi®e N ey ®¢

avec degré de (s;®¢f;) maximum, comme s; doit étre une puissance tenso-
. 1

rielle de () et #; de (e;), que e, A ¢, = > (6, ® e, — e, ¢), il apparait des
termes en (6,)' '®e,®e,®(6,)* que ne contient pas 2).;,1;‘2(61)’{‘®(62)k”

i

donc les s; et {; sont nuls ainsi que 4; ; : il y a contradiction. Cg(Fy) a bien pour
base les p(e)" pe;)™s. L’application de Phypothése de récurrence et du 4°
4 H; et K, donne le résultat.

Dans la suite on écrira or(@) = a, acK et pp(x) =z, xcE, ce que
justifie cette démonstration.

REMARQUE. Dans l'espace E, il n’existe, modulo un isomorphisme,
qu’une seule algébre de Clifford symplectique, car il en est ainsi pour la forme
symplectique F.

ProPOSITION 3. Le centre de Og(F) est trivial.

Choisissons une base symplectique (e,, e5). ¢, étant choisi, les éléments
de Cg(F) qui s’expriment en combinaison linéaire des éléments d’une base
autres que e,. commutent avec e,. Soit % un élément du centre, v = u;+ v,
ol1 ¥ ne contient aucune puissance de e,,. Comme 6, — e, u, = 0, si %, contient
un terme en (e.)", et vu que

(ea*)k €y — ea(ea*)k = - k(ea*)k-]

nécessairement u, est nul, » ne contient donc aucune puissance de e_,. On peut
faire le méme raisonnement avec tout e;, t = 1, ... ,n. Donc le centre est
trivial.

La formule que l'on vient d’écrire permet d’exprimer de proche en
proche (e, (e,), lorsque les (e,, eg) constituent une base symplectique. En
effet, on établit par récurrence:

(e.)" (e) =

= (e (eas)* — (et (et + D i1y (e )2 (et 4
(P) 2

+ (- P D gy ) ptd) (e P
p!

avec un nombre fini de termes (p <1, p < k\.
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II. Algébre de Clifford symplectique large: C (F),

Dans la suite K est soit R, soit C.

11 est possible d'introduire des sommes formelles d'un nombre infini
de termes (séries formelles symplectiques) et d’étendre la loi de multiplication
sous certaines précautions que nous allons exposer.

Envisageons pour I'instant une base symplectique (e,, €4). Par produit
d’un élément u de Cy(F) par un autre élément v, apparaissent des mondémes
qui se raménent d’abord, modulo un facteur scalaire a:

1g‘§r [(eoc)k“ (ea*)ka'. (ea)la (ea*)lzx‘]’ si IaI (eaz)kOL H (ea*)k“‘

figure dans u et JJ (e, (e.+)= dans v. La seule difficulté est done de réordon-
ner les (e..)* (e,)* & I'aide de la formule de la fin de I.

Considérons les séries formelles symplectiques % de terme général
Y SRS () LN (A L) (1) L (A L
écrit symboliquement: Ay xx eFeK*, & = 1, avec la majoration

o) (i) HI 1<
Rrixe | < ,
e | = = R

a(u), e(@), constantes positives, & partir d'un certain rang. On a posé:
H| = Zh;, |K*=ZXk, H!=h!h!...k!,

I est immédiat que la somme de deux telles séries a ses coefficients majorés
de maniére analogue; quant au produit, si on pose:

&:Zak,(*)k’ ,&:Z_:_l?é 1)11’
k! ;!
le coefficient A de (e,)(e*)* s’obtient de:
1 ~ Qpr2 bipg @i pbrip
AT a, by ak+1bl+l+T+ (‘l)pT‘?‘---

c’est une série absolument convergente dont la somme est majorée par

k”' (e(@)* (e(2)) o(w) 0(3) exp (o(% ) <4 -—- k! l‘ A,a étant des con-

stantes.
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L’ensemble de ces séries constitue donc une algébre associative, de plus
il est clair que le produit wv ainsi calculé, dont les coefficients sont sommes de
séries numériques absolument convergentes, ne dépendra pas de la base choisie
pour exprimer les approximations successives de u et ¢ car les produits de ces
approximations en sont indépendants. :

L’algébre de ces séries formelles symplectiques sera appelée algébre de
Clifford symplectique large et notée Cs(F);. Cg(F), est linéairement isomorphe
a une sous-algebre des séries formelles construites sur \/E. Dans la suite on
appellera encore Cs(F); le complété de Ualgébre précédente.

ProrositionN 4. Par complétion Co(F); admet une structure d'algébre de
Banach.

En effet (e,, ¢;) ayant toujours le méme sens, on peut définir sur Cs(FY
une structure d’espace de Banach en posant || & ||} = > Ak« |® et passant au
: =

H

complété. Le produit 49 est une fonction continue séparément par rapport
4 % et 3 v; d’aprés un résultat de GEL’FAND! on peut donc munir Cs(F); d'une
nouvelle norme équivalente 4 la premiére, || ||, de maniére que ||uv|| < ||@]] || 2 ||
(on pose 4 = Cy4(F), @K,

|| @ + il

, a€K
1+ |l

-

il =z = _swp LE

v€C(F)
«cK
T@arto

et Ly(v @ a) = uv -+ au).

Pour définir un espace de représentation de Cg4(F),, introduisons sur,
Pensemble des indices composés tels que K* une relation d’ordre partiel, si
K* = (B s -+ Br) ot H* = (yy ..., 9,) K* < H* signifie que f, <
< yiy v -y Br < s Soit maintenant la suite des idéaux & gauche Cg(F) X",
on définit une application surjective fifs : Cg(F), " — C5(F)e"*, K* < H*,
qui & 3 A ;. ele™, associe %' 2 jgweleX”. On construit ainsi un systéme projectif

J

d’ensembles et d’applications surjectives; il existe une limite projective pour
cette suite d’idéaux & gauche, elle est notée &y = Cy(F),D* (pour mieux
garder 'analogie avec les spineurs orthogonaux). A 'élément 2 ;.e” ™", J ot H*
fixés, est associé sur la limite algébrique A JH*eJ @*. On observe que J,s’identifie
linéairement & la sous-algébre de C's(F), construite sur les (e,), un élément de J,

11, M. GEL’FAND et M. A. NATMARKE, Anneaux normés avec involution et leurs
représentations, Izvestiya Akad. Nauk SSSR Ser. Mas. 12 (1948), 445—480 (en russe).

ME 10 — 199.
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. . . . . ~ *
a bien, comme il convient, son coefficient général, venant de u = 2 lHK*eH eK*,

majoré en module & partir d’un certain rang par H,K*
ol YA
@) @)™\ 5
Fig!

La limite projective de la suite des représentations réguliéres & gauche
dans les C4(F),eX* donne une représentation de Cg(F); dans ,. Pratiquement,
on 'obtient par produit 4 gauche, on fait glisser & droite toutes les puissances
de (e.«) que l'on remplace par le symbole @*.

ProrosITION 5. C4(F), est une algébre simple, centrale.

Nous montrons que tout idéal bilatére fermé & est trivial, car la deuxiéme
propriété est immédiate.
%
Soit % un élément de 8,% = 3 ayy.eeX”. Notons oy xse™e*¥ un terme

H,K*
H

de degré minimal relativement aux ¢ seuls, multipliant & gauche par ¢”* on
fait apparaitre un terme -y oy (H,)!e"* dans le développement d’un élément
de §. Multipliant alors & droite par ¥, on obtient un élément o de §, dont le
développement contient un terme constant 4, = j;oZHqK;;(H ol (Ko, Nous
avons utilisé ici la formule (P). Il est loisible de supposer, en multipliant au

préalable par e & gauche que H,! est arbitrairement grand, observant que

el =1, -l—%—l peut &tre écrit sous la forme 1 -+ W avec HWH < 1/2 par
0
exemple, de sorte que ——— ¢ J est inversible.

\Aol

ProOPOSITION 6. La représentation dans C4(F)D* de Ualgébre de Clifford
large est irréductible.

Soit w = JZ‘ A JeJ @* un élément appartenant 4 un sous-espace propre
8 invariant pour la représentation.

En procédant comme dans la démonstration de la proposition 5, on obtient
un élément % de S dont le développement contient un terme constant différent
de 0. Si § est invariant par tous les polynémes symplectiques quel que soit
leur degré, il est invariant par multiplication par les polyndmes en les (e,)
seuls, donc par les séries symplectiques formelles en les (¢,), on peut
alors inverser u dans cette sous-algébre, on obtient done 1.-0%¢S, donc
8 = Cg(F),D*, il y a contradiction.

DirinrrioN. Nous appellerons spineur symplectique tout élément d’un
espace de représentation irréductible de V'algébre de Clifford large C (),

En particulier Cg(F)®*, d’élément général A Jef@* est un . espace standard
de spineurs symplectiques:. : S
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III. Groupes de Clifford et groupes spinoriels symplectiques

DeriniTioN. Nous appellerons groupe de Clifford symplectique G,
le sous-groupe des éléments y de Ug(F); tels que yry—1cE, VzcE.

Prorosition 7. Si p,(x) = yry=1, p:y — p, est une représentation
de Gg dans Sp(n,K).

Fyxy=1, yyy=1) = (yzp~1) (yyy~1) — (yyy~) (yzy~1) =
= yley — yx)y~! = F(z,y).
ProrosiTioN 8. La suite:
(4) 1> K* G35 8pn,K) —»1
est exacle.

En effet, le noyau de p est K*. Cela résulte de 1'étude de centre Cg(F)

et de ce que E engendre Cg(F). p est surjective; considérons la série formelle:

1+ta2+t2—('5‘——2)2+... +t"(iz-)i—1-

21 n!
notée exp (ta”), t€ K, acE, dont l'inverse est exp (—ta?).

Un calcul purement algébrique montre que (exp fa®)xexp (—fa?) =
=g — 2F(z, a)la = x — t[x, *] ol nous avons écrit [x, a?] = xa® — a’x =
= ad(a?) () (on a (ad (a?))*= 0). Ce calcul direct est d’ailleurs inutile car dans
le cas analytique (K = R) ce résultat s’obtiendrait en dérivant pour { = 0
et utilisant un résultat classique sur I'exponentielle.

Selon un résultat connu (DIEUDONNE [8], ARTIN [2]) tout élément de
Sp(n,K) est un produit fini de transvections symplectiques. Or x —
x — 2F(x, a)ta est précisément la transvection symplectique déterminée
par a € £ et tcK.

DepinITION. Soit €@ et prenons K .= €, nous appellerons «norme»
spinorielle symplectique le produit 8(y)y = N(y) ou1 § est Uantiautomorphisme
principal: g | £’ = iId.

PRrOPOSITION 9. N(p) appartient & C* et y — N(y) est une représentation
de G dans C*.
Si 2 = ypry-1
Bla’) = iz’ = ifly=Y) 2ply) = y~ Py~ xbly)y = =
donc: B(p) y€C* (proposition 8).
Nyy') = By vy = B By yy" = NN (')
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Considérons 'espace B, = E’ complexifié de F réel et P'algébre Cg(F”)
complexifiée de Cy(F) (qui est d’ailleurs Cg(F’) construite sur E; muni de F”
complexifiée de F). Considérons maintenant le sous-groupe des éléments y
de (Gs)’, groupe de Clifford de Cg(F"), tels que yxy—1cE, Vxc k.

DeriniTion. Nous appellerons groupe métaplectique (au sens de LERAY
[71) et nous désignerons par Mp(r) ensemble des éléments y de (@) tels que:

yry~lc B, VxcE et |N(y) =1
La suite:

(5) ‘ 18— Mp(r) — Sp(2r, R) — 1
est exacte.

Plus particuliérement, nous désignerons par Sp,(r) le sous-groupe de
Mp(r) constitué par les éléments y avee N(y) = 1, de sorte que la suite

) 1 Z, — Sp,(r) — Sp(2r, R) — 1

est exacte.

Le lecteur qui connait la théorie des algebres de Clifford notera que
Spy(r) est 'analogue d'un groupe spinoriel, mais ce n’est pas le revétement
universel de Sp(n, R) dont le groupe de Poincaré est Z.

Dans la suite les ensembles construits par complexification seront
désignés par accentuation des symboles utilisés pour K réel.

IV. Le groupe U(r,C) comme sous-groupe de Sp(2r, R)

E étant réel de dimension n = 2r, B’ est le complexifié de E.

Il est bien connu que ’on peut introduire sur £ une métrique elliptique
(.,.) et un opérateur R-linéaire orthogonal pour cette métrique, JJ, tels que:
JP=—1, (Jz,y) = F(x,y), ce qui implique F(Jz,Jy) = F(x,y). J est donc
symplectique et orthogonal.

On sait aussi qu’il existe une décomposition de B’ en B’ = 8§, @ &,,
&, et &, étant complexes conjugués de bases respectives (e,) et (e}, =1,...,7,
satisfaisant aux conditions:

(82 €p) = (&ax, €¢) = 0, (84 €p%) = O,
F(Sm, 85) = F({:‘a*, é‘ﬁ*) = 0, F(Eu, Eﬁ*) = ’I:b‘uﬁ .

L’ensemble des (g,, &5) constitue une base de Witt «réeller de E’2; on
sait également que:

J|8&=ild, J|&= —ild

? Au sens orthogonal.
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Si Ton définit: e, = &‘—*iﬁ, Cpn = Car — Ea
VZ % V2

base symplectique de E, ¥ = E,D E,, ¢ .cE,, ¢,.c E,.

Nous appellerons unitaire tout élément du groupe symplectique qui
commute avecJ. U(r, C) est 'ensemble des éléments unitaires. Il est immédiat
de vérifier que U(r, €) est 'ensemble des éléments de SO(2r, R) qui commutent
avec J, car si u€GL(r, C): '

, les (e,, e5) constituent une

P(ulx), u(y)) = Flx,Jy), Veo,ycE traduit que ucSp(2r, R).
F(u(x), July)) = F(z,Jy), Veo,ycE, traduit que w€S80(2r, R).

U(r, C) est intersection 2 & 2 des groupes Sp(2r, R), SO(2r, R), GL(r, C).

PRrOPOSITION 10. p exp ({3 ¢,&.+)) induit « —e "z sur & et x—e'x sur &,
Observons que si ab — ba = ¢, comme la série formelle
2
exp (tab) = 1 -+ tab + -2*(0Lb)2 + ...

a pour inverse exp (—iab), que e, commute avec ezeq, x 7=, que
exp (8 &, &,+)) & pour inverse exp (—f 3 ¢, &) et

exp (t > €,&,4) Hexp (te, un

Cette factorisation raméne la démonstration a un espace de dimension 2,
espace déterminé par a, b avec ab — ba = ¢. Or un calcul direct montre que

exp (tab)a exp (—tab) = ¢ "a.
COROLLAIRE 2.
oexp ( 2 Eaux) = sur K,
poexp (27 3 e,6,4) = 1d sur B,

poexp{mgz'smsa*} =J.

ProPOSITION 11. Le groupe unitaire est dans Uimage par p de Uensemble
des produits d'éléments de Mp(r) de la forme: exp Aexp (a*f* e ep), (sans
sommation en a, f*) o*f* € C,

. 2’ oot

afzﬂ* — a:ﬁu*’ A=
2
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11 suffit d’exprimer une condition de réalité, d’autre part de remarquer
que &,z commute avec Y ¢, &. et utiliser le corollaire 2. Il sera établi plus

bas que cette image est identique & U (r, Q).

V. Problémes de revétement

La topologie de Spy{r) étant induite par la topologie d’espace normé de
Cg(F”),, il est immédiat que Sp,(r) constitue un revétement a4 deux nappes
de Sp(2r, R). On peut. introduire sur Sp,(r) une structure de groupe de Lie
a partir de celle de Sp(2r, R) par transport par image réciproque séparant
localement les deux nappes.

L’exponentielle formelle s’identifie 4 V'exponentielle de 'algébre de Lie
de Spy(r), notée Spy(r). Lies détails sont laissé au lecteur.

Proposition 12. Sp,(r) est un groupe fopologique connexe, revétement
non trivial, d’ordre 2, de Sp(2r, R).

11 suffit d’établir que Sp,(r) est connexe et pour cela de montrer qu’un
chemin continu relie (—1) & (1) dans Sp,(r). {—exp (~ —r—;i] exp (f 3¢, e4) =

= a(t) est de norme spinorielle 1 et c’est un chemin continu de Sp,(r).
Or «(0) == 1 et a(27) = exp (— in) exp (27 3 &, &,4)-

a. St r est impair: pooa(2x)=1d, par le corollaire 2, donc «{27) = +1
et par raison de continuité (ce qui pourrait aussi se vérifier par un caleul pure-
ment algébrique):

{7) exp (27 > £,6,4) = 1

et a(27x) = —1. (On remarquera que si exp (a*"e, g) =1, en prenant la
norme spinorielle, nécessairement Xa™" = 2kn, k€Z.)

b. Si r est pair: raisonner par récurrence sur la dimension de K. § =
= E; ® K, en somme directe symplectique; on prend a, () induisant P'identité
dans E; et o(f) comme «ft) ci-dessus, I'hypothése de récurrence permet de
supposer que r = 2¢’ avec r’ impair.

Si on considére le groupe métaplectique, il existe un ouvert U, contenant
u€8p(n, R) tel que p-}(U,) dans Mp(r) soit en bijection avec U, xS
Cela permet de définir sur Mp(r) une structure de groupe de Lie, Sp,{r) étant
fermé dans Mp(r). Sp(n, R) est isomorphe & Mp(r)/St, done Mp(r) est connexe.

LeuMe 2. 8i ad,(x) = ux — zu, ucCy(F), xc B, pour que ad,(z)cE,
Vaek, il faut et il suffit que u soit la somme de termes de degré 0 et 2; ad, est

. 2
dans Ualgébre de Lie du growpe symplectique et uc (R @ \/ E) — ad, € Sp(n, R)
est surjective, de noyau R.

6 Periodica Mat. 7(3—-4)
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Il est immédiat de vérifier que F(ad,z,y) + F(z, ad,y) =0 et que

ux — xucl, vock, équivaut & u€R 69\?/ Z. Le noyau est bien R. Les
éléments ady,y, ad(eiej), i < j, sont atteints, ils sont linéairement indépendants
sur R, en raison de la dimension connue de Sp(n, R) ils constituent une base
de Palgébre de Lie Sp(n,R) de Sp(n,R).

11 en résulte immédiatement:

Prorostrion 13. L'algébre de Lie Mp(r) de Mp(r) admet la base (e;)2,

eiej, 1, (1 < j), our les (e;) constituent une base de E, ¢’est une sous-algebre de Lie
de Cg(F) munie du crochet [u, v] = uv — vu.

L’algébre de Lie de Sp,(r) est I'algébre de Lie quotient de Mp(r) par R.
1l faut se garder de croire que les »(2r - 1} éléments (¢;)?, (eiejw< 7), en
constituent une base.

Introduisant B" = E; on voit que les ¢, &5, e, &5 (@ <), &, 4, 1, con-
stituent une base de M p’(r) algébre de Lie du groupe métaplectique complexe.
Les éléments de Mp(r), aee;, sont caractérisés par-

(8) @ = G g = P ) — = — i Sa,

si A est leur derniére composante (sur 1).

PROPOSITION 14. Les éléments de Ul(r,C) s'identifient aux éléments
poexp Lexp(a?’e, &), avec a*F €L,

aak
0P = Ghe*, PP Ci
2

11 suffit de considérer p oexp (te,e44); application tangente & Iidentité
est une surjection sur I'ensemble des & &g, qui engendrent un sous-espace
de dimension 72 = dim U(r, C), on tient compte de la valeur de la norme et
on sait que 'exponentielle est surjective sur tout groupe de Lie compact
connexe.

COROLLATRE 3. Spy(r) est engendré par les éléments de la forme
i N N .
exp [; %F(ei,ej)} exp (xVese)), o réels, e; base de H, (sans sommation en

ietg)i<j.
Mp,(r) est engendré par les éléments de la forme exp(ac e; ¢;) dans les mémes

hypothéses.

Cela résulte de la connexité de ces groupes et de ’étude de leurs algébres
de Lie.
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V1. Indices de Maslov (ordre 4 et 2)
Introduisons & nouveau les complexifiés £’, Mp'(r).
Lemume 3. Le sous-groupe Gy des élémenis de Myp'(r) qui conservent &
point par point est engendré par les exp u, ucC® \2/81.

En effet, 'ensemble des éléments « forme une sous-algebre de Lie com-
mutative de Mp’(r) et il est immédiat que exp u conserve & point par point.
Réciproquement tout élément de C5{F); qui commute avec tout élément de &,
est une série entiére en les &,. On peut donc écrire:

Mp'(r) = GL(r, C) @ (ﬁ —+ g_;),

G5 construit & Vaide de C & </82.

11 est immédiat que GL(r, C) @ G1 est une sous-algébre de Lie de Mp’(r)
et G1 un idéal de cette sous-algébre. Les algébres de Lie G/ et (5 sont commu-
tatives, G et G4 sont connexes, done @ est distingué dans le Egus—groupe en-
gendré par GL(r, C) & G, i =1, 2.

Revenant au groupe Mp(r), ses éléments sont des produits d’exponen-
tielles d’éléments de U (r, C), G1,Gs; 'étude que nous venons de faire nous permet

de faire glisser en téte les g{p&entielles d’éléments de U(r, C), et ensuite
d’obtenir la factorisation de ¢ Spy(r) sous forme:

2
y = o157}, Ti€expV &, i=1,2, plo)eUlr, C),
et par une méthode analogue:
2
y = 01,7, t;€exp V By,

qui n’est autre qu'une factorisation de Cartan, U(r, C) étant sous-groupe
compact maximal de Sp(n, R), les E; étant définis au »° IV. L’exponentielle
étant surjective dans tout groupe connexe compact, comme d’ailleurs dans
tout groupe abélien

— ook
¢ = exp [———2———~) exp a*f* g, 50, 0 =a@f**,
(10)
Ty=exp a®* F* e e5¢, T, ==exp(aPe,ep).

De [0 e 50, 2,] = —ia™"e,, on déduit que: det (p(o)) = exp(iZa™")
si p(o) opére dans l'espace des ¢,,. U(r, €) s’'introduit par le choix d’un repére
réel & la fois symplectique et orthogonal, défini modulo une conjugaison dans

G*
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Sp(n,R); modifiant ce choix, dans les factorisations de y, =v-loyow
(v€8p,(r)) et y apparait le méme facteur complexe, on utilisera cette remarque
plus loin.

= (exp @, £5,)7,7; est I'élément de Mp’(r) associé naturellement &
y par la factorisation. Si on pose: det p(o) = N(u) = Ind (p)€ 81, cet indice
de y ne dépend pas de 'écriture de p dans une base de 1’algébre de Clifford
symplectique construite sur une base de £’ telle que (¢,, £5.) adaptée & la dé-
composition B’ = & D &,. Nous avons donec:

ProprosiTION 15. Les nofations étant celles du n° IV: p&Spy(r) s'écrit
de manicre unique:

2
y = 0Ty,1;, p)eU(r,C), 7.€ Vexp(B), i=12,

(exp a*F* &, 5+ .

(— iZ'a,““*]
0 =exp|———

(11) exp (1 X a™") = det p(c) <S4,
noté Ind v, ne dépend que de la donnée de y dans Spy(r).

ReMARQUE. La factorisation de Cartan n’est pas un produit direct, donc en
général Ind (yy”) = Ind y Ind y’. Cette inégalité vient de ce que la permutation
d’éléments intervenant dans y et ¢’ de la forme 7,7, fait apparaitre des éléments
de St Il est possible de montrer que cela revient & observer que les crochets
de Lie correspondants d’éléments du 2éme degré, font apparaitre des éléments
de degré 0. Cependant, si

*
p=exp a®*s, 57,7, u = exp b e, 05 T1

sont les éléments de Mp’(r) associés & p et y’ respectivement, 7;, 7; € exp \2/ B,
alors, oubliant ici la condition de réalité: Ind (yy’) = Ind yInd ¢, si y ne contient
pas d’élément 7, ou bien si 7’ ne contient pas d’éléments 73 et en raison de la
connexité cette remarque est équivalente & la propriété correspondante dans
Palgébre de Lie.

ProPOSITION 16 (Arnold [1]). Le groupe unitaire U(r,C) opére transiti-
vement sur I'ensemble des sous-espaces lagrangiens avec stabilisateur O(r, R).

On sait que l'on appelle sous-espace lagrangien (sous-entendu réel)
un sous-espace totalement isotrope maximal au sens symplectique. Dés lors,
selon I'auteur cité, si £ —= #, @ E, est une décomposition de Witt symplectique,
comme (Jz,y) = Fl(x,y), J(E,) est orthogonal & E;. Soit £} un autre lagrangien,
Si (&), (&%) sont des repéres orthogonaux de E, et ET, on envoie &, sur &%.
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J(E&,) sur J(&*), on obtient ainsi une transformation orthogonale et symplecti-
que, donc unitaire.

L et L’ sont lagrangiens transverses si # = LOL’.

Nous étudions maintenant une condition nécessaire pour que le transformé
de L par yeSpy(r) soit transverse ¢ L.

1l existe v€Spy(r) qui envoie une base symplectique (e,,e;) attachée
a B, D E, sur les éléments correspondants d'une base symplectique (H,, E)
attachée &4 L@ L’.

Posons y, = v-toyow, y, envoie E, sur K, Il est possible de choisir
plyo)€U(r, C), p(y,) commute avec J, donc J et p(y,) sont simultanément
diagonalisables; les (,, &) du IV sont vecteurs propres de J et de p(y,).
Utilisant les formules du IV reliant les (¢,, €5.) aux (e,, &) on voit que pour
que y, envoie E; sur K, il faut et il suffit que les valeurs propres de p(y,)

soient imaginaires pures, on a alors: p(y,) e, = ¢,€.4, §, = +1.

On voit ensuite que p(y) (E,) = ¢, E%, mais comme p(y,) et J commutent,
on a aussi P(y,){es) = —t, ¢, ot p(y)(E,.) = — ¢ E, Naturellement Indy =
= Ind y,.

D’apres la proposition 10, exp [2 - %t“ &, ea*) donne par projection y,

-3

Mais si y,€8p,(r) envoie E, sur E,, y;= v, y,, v, conservant globalement E,.
v, se raméne au produit d’un changement de repére symplectique adapté
a la décomposition E,® E, par une transformation associée & u, conservant

2
. . R Y 14 4
E, point par point; on est donc ramené & considérer yf = uyo ), € \/ B,

La remarque qui suit la proposition 15, nous assure que Ind yj = Ind y; =
= Ind y,. Nous avons obtenu: '

Prorosrrion 17. Si y€8py(r) envoie le lagrangien L sur le lagrangien
transverse 1/

1° 11 existe r nombres t, = -1, tels que

(12) Indy:exp(*ﬂZtu]EZ,;.
2
2° 11 existe v’ € Sp,(r) tel que p('y’)éﬁ (r, C), que st (e, €s:) est une base
symplectique adaptée a lo décomposition B = LOL’,

y,(ea) - ttz Cox

y,(ea*) = - ta,em ’

(T(r, €) conjugué de U(r, €) dans Sp(2r, R)) et Tnd y = Ind y".
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Observons que si L et L’ sont orientés et si y respecte les orientations,
Ind y prend ses valeurs dans un groupe isomorphe & Z,.

DiFiniTION. Nous appellerons

(13) may) = — = — log (Ind ) (mod 4)
2 T

indice de Maslov de y¢€Sp,(r), transformant le lagrangien L en L’ lagrangien
transverse.

Nous nous proposons maintenant de relier ces résultats 4 ceux de J.
Lrray [10].

Soient I et L” lagrangiens transverses, (e,, €g4) UNE base de Witt adaptée
3 la somme directe LOL’. Si L” est un autre sous-espace lagrangien tel que
L"®L = E il existe y€Spy(r), qui conserve L’ point par point et envoie
L sur L”, on a:

P(y) (e) =€, B(Y) () = ai*ez* + “:e;.,

ol nous sommons par rapport aux indices répétés. Ecrivant que p(y) est
symplectique on a:

(14) p(y)(e,) = ale;u +¢, avec af” =al".

Pour que L et L” soient transverses il faut et il suffit que la matrice
llag"}] soit réguliére.

Selon LeraY [10], introduisons z¢ L, 2z’ € I’, 2" ¢ L” avec 2+ 2"+ 2" = 0,
quand L, L', L" sont 2 & 2 transverses.

Si z = a%,, et 2’ = 2*"¢,., On voit que:

o¥ .2

™ =a3a*, |laj’|| étant la matrice précédente.

Done z — 2’ est un isomorphisme de L sur L’ et F(z, z’) = b 2”2, avec b,z =
= b, = a3, est une forme quadratique sur L. 11 est loigible d’introduire deux
autres formes quadratiques de méme indice d’inertie car F(z, 2') = F(z’,2") =
= F(z", 2).

On peut voir que F(z, 2') = F(z, py(z)), 2€ L. 5i on remarque que lorsque
L" est donné, il existe y conservant L’ point par point et envoyant L sur L”,
on peut définir la forme quadratique précédente par:

z— F(z, py(2)), 2€L, E=LOL,

y conservant L’ point par point ef p(y) — Id, considérée comme application de
L dans L, inversible.
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Désignons py(e,) par .., alors Fle, eus) = bz et F(e,x, €ps) = Oy
L et I’ ¢’identifient & des espaces duaux, (ez,) base duale de (e,). Il est possible
de réduire dans le groupe spécial orthogonal la matrice de Hag*H & une forme
canonique de Sylvester. On peut aussi obtenir deux nouvelles bases (e;) dans L
et (¢/,) dans L’ dans la méme orientation positive que (e,) et (e,.) respective-
ment et : (py)(el) = el + e.. Soit Tru la trace de la matrice de u associée
4 p--Id, est-a-dire trace ||aj ||.

L’indice d’inertie de la forme quadratique z — F(z, o(2)), o= p(y),
c’est-d-dire le nombre de signes (—) dans la décomposition de Sylvester,

r—Tru

noté Inert (L,1’, L") est égal & , car les éléments diagonaux sont de

module 1.

E;** - t;e; + e;*;
est une base de L”.

Fle,, Hpu) = 8.

ot

Si y a le méme sens que dans la proposition 17, posons:

(15) ML, L") = exp [_ i;tr} ox —T—:—Zta) )
Envoyons L sur L’ par vy, avec {ZE
puis L sur L” par y, avec {7’ o€
Yole a**) = — €,
enfin L” sur L par y, avec {Vl(éj;:ai t—E—; *’e;

M,(LL)=1 M, (L,L)=1,

M, (L7, I) = exp [“ ’"} exp (- —’;“th;J = oxp [— Tt Tru)J ,

(16)  P=M;\L',L) M, (I/, L") M, (I, L )—exp( :(T~Tru)]

LogP=""T"% L ok ez,
17T 2
done
{17) Inert (L, L', L") = —;1—log P, (mod?2).
T

Ainsi my(y) est Uindice de Maslov, mod 4, de y€Sp,(r), tel qu’il est défini
par LEray [11].
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Selon LERAY [11] Sp,(r) opére transitivement et effectivement sur le
revétement A,(r) de la grassmannienne lagranglenne A(r). On peut done
définir pour A,, 2,€ A ,(r) et y€Sp,(r):

Moy, PAy) = ma(dy, ) = my(p)€Z,

sous la condition que 1, et A; se projettent sur des lagrangiens transverses L
et L' et py(L) =1L 7

Si on impose aux lagrangiens d’étre orientés, alors m,(y) prend ses valeurs
dans un groupe isomorphe & Z,, le revétement d’ordre 4 de 'ensemble des
lagrangiens orientés s’identifie au revétement A,(r), d’olt la définition de

My(Ag, YAg) = Miy(Ay, A3)E€Zy.

VIL Les revétements d’ordre q du groupe symplectique

Considérons Vensemble des éléments de Mp(r), produits dans un ordre
quelconque de facteurs (en nombre fini) expif, exp (a¥ e, sﬂ.) T BER,

P eC, 1i€exp \/E1 ou exp \/ B, avec: exp il = exp (— —Xay ] , et
q

sommation en « et k, q fixé, entier différent de 0. Cet ensemble est un sous-
groupe fermé de Mp(r) dont I'élément général peut s’écrire selon le début du
§ (VI):

Ii * *
exp (— —q—Z’a“’ exp (0" &,850) T, Ty

soit (exp if)y avec exp 0 = (N(y))~ "
Ce sous-groupe de Mp(r) sera noté Sp,(r).

Spy(r) est un revétement non trivial, d'ordre q, du groupe symplectique
Sp(2r, R).

En effet, si p(y exp i) = Id, nécessairement y exp if est un élément.
2kmi),

de S'. Prenant Yo" = —2km, alors d’aprés (7) les ¢ éléments exp(

sont dans le noyau de la restriction de p a Sp,(r). On peut montrer que ce
sont 14 tous les éléments de ce noyau.

La connexité de Spy(r) s’établirait comme celle de Sp,(r).

On définira comme plus haut si y€Spy(r):

Ind y =exp {%Za‘“*) ,
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et si y applique L sur L’ transverse:
Ind y = exp [—— Z;—Zt“} €Z,, .
" ar 2 . @t -1
M. (L, L") = exp (— ——q——} exp [TZt“) = exp [ 7 ) (Ind y)~L.

P étant défini comme dans (16):

P =exp [%(r — Tr u)} ,

L 10gp=""T"" 1 1y, ke,
2im 2
(18) Inert (L, I/, ") = —22— log P (mod g)
wWT

et 'indice de Maslov, mod 2q, de y € Sp,(r) serait:

(19) myy) = — = — L log (Ind y) (mod 2g) .
2 2m
Enfin, comme plus haut, et toujours selon [11], Sp,(r) opére transitive-
ment et effectivement sur le revétement d’ordre 2¢, de la grassmannienne
lagrangienne A, on définira done pour 4y, 25, se projetant sur L et L’ trans-
verses, y envoyant Ay, sur Ay:

m4(12q’ %q) = mq(}"2q’ 7(}2q)) = mq(?’)‘EZZq-

Par la considération de lagrangiens orientés on définira ensuite
My (Ag, A9)€Zg.

Il restera & définir le revétement universel de Sp(2r, R) et U'indice de
Maslov & valeurs dans Z, on considérera le sous-groupe des éléments de Mp(r)
avec 2'a™[6 rationnel. '

L’indice de Maslov sera:

r Xt
Ma(y) = — — +
(¥) PRI

sa réduction mod 2¢ redonnera donc m,.

~€Z,

VIIL Signification cohomologique des indices de Maslov et essai de
généralisation

V étant une variété différentiable réelle de dimension 2r, 3 structure
presque symplectique, on peut chercher s’il existe des sous-fibrés lagrangiens
de T(V), c’est-a-dire des sous-fibrés vectoriels & de T'(V) dont la fibre &, est
en chaque point ¥, un sous-espace lagrangien de 7', (V). Pour retrouver et
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généraliser une situation bien connue en mécanique théorique, on envisage
une décomposition de T'x(V) en somme directe de 2 lagrangiens transverses,
ce qui permet d’introduire au moyen d’une transformation de Fourier la dualité
«ondes-corpusculesy.

Soit y€8py(r) qui transforme le lagrangien L’ en le lagrangien L7,
L’ et L” tous deux transverses a L. L’étude faite antérieurement montre que
I'on peut définir Inert(L’, L”, L), my(4’, "), en remplagant dans les calculs
r par r — dim (L’ 1 L"), de sorte que I'on a encore, mod ¢:

Inert (L7, L”, L) = my(A", ) — mg(A", A) + my(A’, 1),

i, X, A" sont ici des éléments de Ay évidemment on ne peut plus per-
muter circulairement L', L", L, si L’ et 1" ne sont pas transverses, cepen-
dant my(A’, 2") est défini sans ambiguité.
Une sous-variété £ de dimension r de V, telle que L, = T',(£) soit pour
tout « un sous-espace lagrangien est dite sous-variété lagrangienne.
Considérons donc un recouvrement de € par des ouverts connexes (U,)
et au-dessus de chaque (U,) un sous-fibré lagrangien L, tel que:

(A) TAV) = L®Lx), VYxcU,.

Au-dessus de chaque U, il est loisible de choisir, en passant au besoin &
un recouvrement plus fin, de maniére différentiable, Ay, A, (x)€ Ayy(TK(V)),
se projetant respectivement sur L, et L ().

Soit g, : & — my(A(x), A(x)) € Zy,, application constante de U, dans Z,,.
Le systéme des (U7, y,) est susceptible de définir un cocycle 4 par la valeur,
mod ¢, de

mq(lw Aﬂ)x = Inert (Lm Lﬁ) L)x - mq(zﬁa A)x + mq(lw }')X1

{si sur U, N U,, dim (L, Lg) = constante) sous la condition de cohérence
évidente, pour xcU,NUzN U, > 8:

Inert (L, Lg, L)y + Inert (L4, L, L), = Inert (L,, L,, L),,

qui sera implicitement jointe 4 la condition (A) et qui concerne la grassman-

nienne lagrangienne.

Observons que pour deux systémes (U,, y.), (U, 35 tels que L,(x) =
= L}(z), pour tout « et tout z, les deux cocycles obtenus au-dessus de £
gont cohomologues. A la situation (A) on peut donc associer univoquement

un élément & de HY(E, Z,).

DErintrion. Soit (') une courbe orientée de la sous-variété lagrangienne
€, image continue d’un intervalle fermé de R. Nous appelons indice de Maslov

généralisé d’ordre g de (C) pour le cocycle (fI), la valeur prise par (,»Z) sur la
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courbe (O) considérée comme une chaine. Sj (C) est un cycle on pourra parler
de l'indice de Maslov de & sur () et on aura alors des propriétés classiques
d’invariance.

De la méme maniére il est possible de définir un indice & valeurs dans Z.

Usuellement on prend ¥V = R¥. Kcrivons donc dans ce cas R = E =
= E, D E, comme au n° VI. En général il est possible de poser:

Tx(V) = Lx®Epzcy

E; translaté de E,; les (e,.) constituant une base de E,, il existe une
transformation symplectique p, telle que les

(20) oxle.) = al’(z)e,. De,

constituent une base naturelle de L., car en général L, et E; sont transverses
(la matrice a'(x) est réguliére). Il n’existe sur € pas d’antre points «singuliersy
pour une telle décomposition de 7',(V) que ceux pour lesquels L, est non trans-

ox** ox** ox**
et comme

dx* ox?
pourra déterminer localement au moins une fonction § telle que:

verse & Ej. Il est immédiat que al’(z) = on

xl‘ = als(x“) ’
o’ () = 8,,8(x%).
On observera que ces singularités sont lides & l'utilisation d’'un repére parti-
culier de ¥ [10].
Les points «singuliers» seront donc définis par

ozt

J = det
(@) y ox*

=0

et leur ensembles X' («contour-apparents de € relativement & E,) contiendra
une sous-variété (X)) de dimension (2r — 1) [1]. A la décomposition de T(V)
ainsi mise en évidence on pourra associer un cocycle & au-dessus de (£ — %),
4 valeurs dans Z (ou Z,). Les sections du cocycle étant & valeurs constantes,
on peut I'étendre & la fermeture de (£ — ) ¢’est-a-dire £.

Pour retrouver trés exactement la situation que nous avons décrite
dans le cas général, on prendra un voisinage tubulaire de 2; localement de
part et d’autre de X dans £ — X, on choisira différentiablement 2,(x), Ag(x),
de maniére que my(4,, Ag)x, pour x€ X, soit égal au saut de l'indice de Maslov
3 la traversée de X et que AJ” et AS? se raccordent & Ay(x) 4 la frontiére du voi-
sinage tubulaire introduit (4,(x) au-dessus de j3). La condition de cohérence
pour que Mmy{A., Ag)x définisse un cocycle sera ici évanescente. On aura done
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un cocycle au-dessus de £ & valeurs dans Z,, et grice & Yintroduction de voi-
sinages tubulaires sur les composantes connexes de X, on pourra prolonger
les sections x — mg(4y, 4)x, raccordées différentiablement aux x — my(4,, )«
«au-dela des singularitésy. On a donc retrouvé ainsi, dans Pordre & peu prés
inverse, I'idée fondamentale de Leray, Hormander, Maslov et autres aunteurs.
Maslov avait précisément défini l'indice & valeurs dans Z, d’une courbe (C)
de €, sous-variété lagrangienne de R¥, en liaison avec les changements de
signe de J(x) & la traversée de X par la courbe (C). Ce jacobien étant un hessien
on comprend pourquoi l'indice de Morse peut étre interprété comme cas parti-
culier de U'indice de Maslov {17 [10].

En dimension n = 2r = 2, toutes les courbes différentiables sont lagran-
giennes. On visualise alors facilement les données et résultats précédents.

Faig. 1

Tei(a, b, e, d, e, f) constituent I'ensemble singulier .

IX. Structures spinorielles symplectiques. Lien avec les structures spinorielles
“orthogonales”

\

Nous nous bornerons & envisager le revétement d’ordre 2, Sp,(r).

V est une variété différentiable, réelle de dimensionn = 2r, paracompactes,
munie d’une structure presque symplectique, déterminée par un champ F
de 2 formes bilinéaires alternées, de rang maximum 7 = 2r en chaque point.
11 est équivalent de dire que V a une structure presque complexe car on peut
toujours associer & une structure presque complexe une structure presque
hermitienne. Nous ne supposons pas dF = 0, condition qui entrainerait que
¥ est une variété symplectique.

On sait que V est orientable.

DrrinrrioN. 11 existe sur ¥ une structure Sp,(r)-spinorielle symplectique
si I’on peut construire un fibré principal (P, V,Spy(r),q) et un ¥-morphisme

principal de 5 sur le fibré é(l;;’\, V, 8p(n, R), @) des repéres symplectiques.
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Sachant que le groupe Sp,(r) est non compact, il est classique que le
groupe structural peut se réduire au groupe revétement d’ordre 2 du groupe
unitaire U(r, C), donc & celui des éléments de Sp,(r), de la forme:

Qo*

¢ = exp

) exp (aaﬁ*sa Eﬁ*) , aaﬁ* — c_tﬂ“* i

Dans nos travaux antérieurs [4—7] nous avons obtenu Uf{r, €} sous la
forme d'un «groupe de spinorialité au sens large» (cas elliptique) et avec les
notations de [6] les o constituent le groupe H,, ou du moins un groupe igo-
morphe. [{Avee nos notations H, est le sous-groupe des éléments y de Spin @
tels que yf = ) [6].]

Ufr, C) < SO(2r, R). Dans les conditions de la définition ci-dessus il
existe donc sur ¥V une structure spinorielle «orthogonales au sens strict (pour
la structure riemannienne sous-jacente & la structure presque-hermitienne).
On a établi que pour qu’il existe une telle structure il est nécessaire et suffisant
que le groupe structural SO(2r, R) du fibré des repéres orthonormés riemanniens
se réduise & SU(r, C) (aprés plongement dans SO(2r, C)), de sorte que nous
pouvons énoncer:

Prorosirion 17. Pour qu’il existe sur V une structure Spy(r)-spinorielle
symplectique il faut et il suffit que le groupe structural U(r, C) d'un fibré presque
hermitien associé se réduise (dans SO(2r, C)) & SU(r, C).

(Sur ce point on se référera aussi & [12]).

Ainsi il apparatt que les «structures spinorielles symplectiquesy, ne sont
rien d'autre que des structures spinorielles orthogonalesy trés particuliéres
en signature elliptique.

Les variétés possédant une telle structure sont done celles qui possédent
4 la fois une structure presque complexe et une structure spinorielle naturelle-
ment associées par U'introduction d'une structure hermitienne.

Structure hilbertienne sur Cg(F’),D*.

On a établi dans divers articles [4— 7] que 8’il existe sur ¥ une structure
spinorielle corthogonale» au sens strict, il existe sur ¥ un champ de r-vecteurs
isotropes (signature elliptique), donc un fibré en droites complexes. Ce résultat
est lié au lemme suivant:

LemME 4. «L'intersectiony de «l’idéaly & gauche Cs(F”), D* et de «lidéaly &
droite DCs(F’); est de dimension 1.

Il est entendu que par abus, nous appelons «intersection» de ces 2 «idéaux»
Pensemble des doubles classes d’éléments de Cs(F*),. Si Pud* désigne une telle
double classe, on a nécessairement Pud* = P2P*, 2¢C, siu=2 -+ X1 JK> PUPS
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J ou K* 5« ¢ (immédiat). Autrement dit: u®@* = @v implique que v = v =
= AeC. Plus généralement:

LemuME 5. «L’intersections de Uidéal & gauche Cs(F),D* et de I'idéal & droite
DLO(F'Y; est de dimension 1.

@1 étant associé & &, lagrangien complexe, comme @ Vest & &,, il existe
YESPy(r) tel que yPy-1 = @1, dés lors:

ud* = Ply équivaut 4
udD* = pPy-1ly
y~u@* = P(y—lv), et w=rtv, AcC.

De ce qui pré(;éde résulte que @e/e""d* =0, si J ou K*>=0. Prenant
8| B = ild, formons:

(20) DB(u) vd* = OH(ud*, vO*) D*,

H{ud*, v®*) est la somme d’une série absolument convergente de nombres
complexes. Cg(F’),D* devient ainsi un espace préhilbertien complexe, en effet:
H(ud*, v®*) est le conjugué de H(vdD*, udP*). On remarquera que pour % et v
ayant un degré:

Blw) = (— )™ Blu), F0) = (— 1)™ro.
De plus ¥ est définie pos1t1ve, car d’apres la formule (P) du (II), adaptée
au cas complexe:

(o) (8, == (8,)! () — ilh(e) 1L (asl ™ . .o (— 0P

X Bk —1) ... (k—p 1) (8,77 (gar) P+ ... .
Siw =&t et K de degré o, alors Be~K) e = i2 X" X, de sorte que:
H((e)P D%, ()7 B*) = p!
H(HD*, Hp*) = H!
(e” étant analogue de e de II) et
(" D*, Kpry =0,

W-1...¢-ptl
p!

K

la base { Va_, QS*} est donc orthonormée. On s&’assure que les séries for-
K1

melles symplectiques convergent pour la norme || ||, introduite ici car dans

le développement de u:

ety < 1ZEL QBT

4 partir d’un certain rang.
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Une construction standard permet d’envisager un espace complet.
La représentation de Sp,(r) dans Cs(F’),@* est unitaire (immédiat).

Fibrations en spineurs symplectiques.

Supposons ¥V munie d’une structure spinorielle symplectique au sens
précédent. On peut toujours associer au fibré des repéres n un fibré vectoriel
de fibre-type un espace de représentation irréductible du groupe Sp,fr).
Prenons I'espace Cy(F)@* construit comme au § II, avec (s, &) au lieu de
(€ €5:). Par produit & gauche on obtient une représentation de Sp,(r), et
Paction de Sp,(r) sur cet espace est effective. En effet, par produit et combinai-
sons linéaires Sp,(r) engendre C§(F");, dés lors si la représentation de CF (F”),
dans Cs(F’),@ n’était pas fidele, on aurait vcC3 (F), v 5= 0 avee vud* = 0
pour tout w, alors la représentation de Cg(F’); dans C's(F"),@* ne serait pas non
plus fideéle, a fortiori, ce qui est impossible, I'algébre Cg(F"); étant simple.

Nous appellerons spineur symplectique sur V toute section (éventuellement
locale) du fibré vectoriel de fibre-type Cs(F'),D*, groupe Spy(r), associé au fibré
principal spinoriel symplectique (donc défini par le méme cocycle que ce dernier).

L’expression locale d'un tel spineur est donc une fonction différentiable
& valeurs dans un ensemble de séries formelles symplectiques.

Signalons que I'on pourrait construire au-dessus de V presque-symplec-
tique un fibré banachique, fibré en algébres de Clifford symplectiques, nous
avons en effet signalé plus haut que Cg(F);, complété, admet une structure
d’algébre de Banach.

Tous ces résultats sont formellement analogue & ceux que Yon a donnés
dans le cas orthogonal [4].

La réduction des représentations de H, et de H dans Uespace des spineurs
symplectiques.

H, et 1, anti-images des groupes de spinorialité respectivement au sens
large et au sens strict [6] sont localement isomorphes, I'm & U(r, C), Iautre
4 8U(r, ). Or on connait les représentations irréductibles de degré fini de ces
groupes compacts, elles se déduisent par produit tensoriel des représentations
dans les composantes homogeénes de 1’algébre extérieure de C'. A, opérant par
produit & gauche dans l'espace de dimension 2 des spineurs orthogonaux,
avec les notations de [4], si y€H,, yof = yoy=tyf = v’ yf = v"f, v de méme
degré que v, (yf = (exp ip)f et yfy—1 = (exp 2i9)f).

Il est commode de représenter ici tout élément de Cs(F),D* sous la
forme u(e] €3 . . . %), w étant une série en les (s,). Le symbole y®*y=1 prend
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alors un sens précis, c’est Perm(y)®*, Perm désignant le permanent de la
matrice de y opérant dans U'espace des (e,.).

Si yeH,, alors
y@*y-1 = i®*, LeC*, (A=1 si yeH).

yud*p—1 = yupy=ly@*p~1 = y’' P*y/,

u’ de méme degré que u si u est homogéne. La représentation de H, ainsi obtenue
est somme directe de représentations dans les composantes homogénes de
Palgébre symétrique des séries formelles symplectiques engendrée par les
(&,), ¢’est-a-dire dans les composantes homogénes des spineurs symplectiques
standard.

Lorsque r=2, avec H et SU(r, C) ces représentations sont celles que les
physiciens qualifient de «spinoriellesy. On voit que les composantes homogénes
de degré p, si on se référe i la théorie des caractéres sont espaces de représen-
tations irréductibles du produit symétrique d’ordre p de la représentation
usuelle de SU(r, C) dans €. Ainsi:

Tout spineur symplectique est somme directe (finie ou infinie) de produits
symétriques de spineurs orthogonauwz.

Si on appelle champ de «bosons», toute section du fibré spinoriel symplec-
tique et champ de «fermions» toute section du fibré spinoriel orthogonal, on
voit que P’on obtient les premiers par «fusion» et somme directe des seconds,
résultat heuristiquement trés satisfaisant.
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