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INTRODUCTION

Ce Mémoire se situe en Topologie différentielle.

Soient V" et M deux variétés différentielles (*), la variété V" étant
supposée compacte sans bord. On ne suppose aucune condition sur les
entiers m, n>0. On note Hom (V", M") l’espace des applications
différentiables de V* dans M”™ muni de la topologie C”, Pl (V*, M™) le
sous-espace des plongements. Soient k& un entier >0 et f, un plonge-
ment de V" dans M™. Ce Mémoire a pour objet V'étude des groupes
d’homotopie relatifs =, (Hom (V*, M™), P1 (V*, M™), fi). Pour k=10 le
probléme est de déterminer si une application continue f: V* — M" est
homotope ou non a un plongement.

Un argument de position générale (¢f. I11.1.3) montre que les groupes
considérés sont triviaux pour 0 =~ k—m — 2n — 1. Le domaine ainsi
défini s’appelle le domaine stable.

Moyennant des conditions sur la connexité de f, et sur les entiers Fk,
m, n, André Haefliger a obtenu dans [7] pour k = 0 et 1 certains rensei-
gnements sur ces groupes. Il montre que pour 2m —3n—3>0,
toute application continue [ : V*'— M" (2n — m -+ 1)-connexe est
homotope a un plongement. Il montre aussi que le groupe n, (Hom (V”, M"),
Pl, f,) est trivial pour 2 m — 3 n — 4> 0 lorsque le plongement f, est

(1) Dans tout ce Mémoire, les variétés différentielles et les applications différentiables
sont supposées de classe C”.
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(2n — m + 2)-connexe. Une premiére étape suivie dans 1’étude des
groupes 7, (Hom (V", M™), Pl, f,) a consisté a généraliser ces résultats
pour des valeurs de k> 2. C’est le sujet de thése que m’avait proposé
Jean Cerf. J’a1 ainsi pu annoncer dans [2] que pour1 =k =2m — 3 n — 3,
k=Zm—n—2etf, (2n— m-+ k -+ 1)-connexe, les groupes considérés
sont triviaux. J’al pu montrer par la suite (VI, prop. 4.2) que la condition
k= m — n— 2 ne pouvait pas &tre supprimée. Par contre on peut
supprimer cette condition si ’on modifie la condition portant sur la
connexité de f, (VI, prop. 4.1).

Dans la recherche de groupes =, (Hom (V", M™), Pl f,) non triviaux,
il était naturel de regarder tout d’abord les groupes correspondant &
des valeurs de k, m, n situées juste apres le domaine stable, c’est-a-dire
telles que k= m — 2 n. Cette seconde étape dans I'étude des groupes
7 (Hom (V*, M), Pl, f,) généralise des théorémes de H. Whitney [20] et
W. T. Wu [22] sur la suppression des points doubles isolés. J’ai montré
en particulier (¢f. VI, prop. 2.1, cor.) que les groupes considérés étaient
pour k>1, m>n -+ 3, somme directe de groupes isomorphes au
groupe Z des entiers ou au groupe Z, des entiers modulo 2. Les résultats
de cette étape ont été annoncés dans [3] et légérement améliorés par la
suite (cf. VI.2).

La comparaison des deux étapes précédentes m’a suggéré que les
groupes 7, (Hom (V”, M), Pl, f,) avaient un lien avec certains groupes
de bordisme normal. Au chapitre I, on définit et étudie ces groupes de
bordisme normal, groupes qui ont des propriétés analogues aux groupes
d’homologie. Au chapitre II, on définit et étudie les groupes de cobordisme
normal, notion duale a la précédente.

Au chapitre 1V, on établit le lien entre les groupes =, (Hom (V*, M™), P1, f,)
et les groupes de bordisme normal. Par exemple, pour M™ =R", on
définit pour tout entier j >0 un homomorphisme (application pointée st
j=20):

2t (@ LV R, f) > Qanci s (W2, OW25 moo @ v W),

ou W?" est une variété compacte définie en IV.1, vW son fibré normal
stable et ®w' un fibré vectoriel de base W*" défini en IV.1. On définit
(méme pour m < n) un élément o, (V", m) €Qyyp (W, oW m o P v W)
dont Uordre est pour m >~ 1 une puissance de 2. On a une dualité de Poincaré:

Doy (W2, OW2s Moo @ v W) & Qi1 (W3 m ).
%, et a;,, sont définis a partir des notions de familles excellentes d’appli-

cations et de familles parfaites d’applications, notions introduites au
chapitre III.
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On démontre alors au chapitre V que 2;,, est un isomorphisme pour
0L =2m —3n—4 et que %, (V*, m) = 0 si et seulement s’il existe
un plongement de V* dans R”, moyennant la condition 2m — 3 n — 3 0.
On utilise pour cela une méthode généralisant & plusieurs parameétres
les méthodes utilisées par A. Haefliger dans [7] et [10]. Cette méthode
consiste a utiliser un modele de déformation (cf. V.2) qui est une extension
du modéle d’élimination des points doubles de Whitney.

Pour une variété M™ quelconque, on obtient des résultats analogues
(annoncés dans [4], ¢f. IV.3) dans le domaine 0 =~k -—=2m —3n—3
appelé domaine métastable. Ce domaine contient le domaine stable
0=k=m—2n—1 (sauf le cas k=0, n=10, m = 1).

L’étude des groupes w; (Hom (V", M"), Pl, f,) dans le domaine méta-
stable est ainsi ramenée & 1’étude de certains groupes de bordisme normal
ou de cobordisme normal. Cela permet au chapitre VI de déterminer
certains groupes 7, (Hom (V", M™), Pl, f,) et de retrouver les résultats
des deux premiéres étapes. Au chapitre VII on étend les résultats
obtenus au cas ou V" est une variété a bord et aux espaces d’immersions.

En terminant cette introduction, je tiens a remercier M. Jean Cerf de
m’avoilr 1nitié & la Topologiec différentielle et de m’avoir soutenu par ses
encouragements dans I’élaboration de cette thése dont 1l a été le directeur.
Je voudrais aussi remercier M. André Haefliger pour les conversations
que j’al pu avoir avec lui, et pour les conseils qu’il m’a donnés. Sans
certains de ses travaux, cette thése ne serait jamais parue.

Qu’il me soit permis d’associer a ces remerciements mon professeur
M. Henri Cartan qui a accepté de présider le jury de cette these,
et M. Michel Demazure qui a bien voulu faire partie du jury.

CHAPITRE 1

BorpisME NoRMAL
Ftant donnée une paire topologique (X, A) et un fibré vectoriel (*)
stable £ de base X, on définit au paragraphe 1 pour tout entier ¢ >0
le groupe de bordisme normal de dimension t de la paire (X, A) a coefficients
dans £, noté Q; (X, A; £). On donne au paragraphe 2 une interprétation
homotopique de ce groupe. Plus précisément, on montre que ce groupe
est isomorphe au groupe d’homotopie stable =y, (T (£%), T ('] A)),

(?*) Tous les fibrés vectoriels considérés dans ce travail sont supposés réels et localement
triviaux.



ETUDE HOMOTOPIQUE DES ESPACES DE PLONGEMENTS 307

N>742; on a noté T () et T (£'| A) les espaces de Thom associés
aux fibrés vectoriels ¥ et Y| A. On montre ensuite que les groupes
Q; (X, A;%) ont des propriétés du type homologique. En particulier, il

existe un isomorphisme du type Thom-Gysin.

1. DEFINITION DES GROUPES DE BORDISME NORMAL.

1.1. Soient (X, A) une paire d’espaces topologiques (ACX) et £ un
fibré vectoriel réel localement trivial de base X et de rang N. On se donne
un entier 1 >~ 0 et 'on suppose N>x: + 2. On se propose de définir un
groupe abélien Q; (X, A; £Y).

On appelle application normale dans (X, A; %) un triple (A, b, B) dans
lequel :

(@) (A, 0A) est une sous-variété de classe C° compacte du disque D™,
de dimension i, telle que A i S¥"'7" = 0A;
(b) b:(4,04) > (X, A) est une application continue;

(¢) B:v'(A) - EY est un morphisme strict de fibrés vectoriels au-dessus

~»

de b[i. e. un morphisme de fibrés vectoriels qui soit un isomorphisme
sur chaque fibre], ot ¥" (A) est un fibré normal a (4, 0A)C(DY¥* S¥*+1),

Un cobordisme normal entre deux applications normales (4, b, B) et
(A, by, B)) dans (X, A; £Y), ou A et A, sont deux variétés de dimension i,
est un triple (4’, b’, B’) dans lequel :

(a') (A’, 0A’) est une sous-variété de classe C” compacte de (D¥"'x I,
0 (D¥*'x 1)), de dimension i + 1, coupant o (D" XxI) et S**'~'x{0, 1}
transversalement et telle que

AMRDYiX{0) =A%{0], ANRD ix{1])=2ax]|1};

on note U = 0A" i S¥'"'Xx 1, variété compacte de bord oU = 0A Ll 0,
(fig- 1);

(') b : (A, U) > (X, A) est une application continue telle que
BIA=b, b |A = b
(') B’ : YW (&) - &Y est un morphisme strict au-dessus de b’ tel que
B'jv(@Q)x{0} =B, B'|v(A)x{1}=B.
On a noté v" (A’) un fibré normal & A’ D "'XT tel que

VA)AX{Of =Y (@Q)x{ 0], YA AX{L =y Q) x{1]
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On dit que deux applications normales dans (X, A; %) sont bordantes
s’1l existe un cobordisme normal entre elles. On montre qu’il s’agit d’une
relation d’équivalence. On note Q, (X, A; %) l’ensemble quotient et
[4, b, B] ou plus brievement [B] la classe de bordisme normal de (4, b, B).

A4 S\

On met sur Q; (X, A; £%) une structure de groupe abélien au moyen de
Vunion disjointe :

[A;, b,B] +[A%, b, B,] =[A7]1 A%, 011 b, B ]I B,

lorsque A'NA} = . L’hypothése N > ¢+ 2 intervient ici. L’élément
neutre s’obtient en prenant A — &. Une application normale dont la
classe de bordisme normal est nulle s’appelle un bord. Si u : R*** — R
est un isomorphisme linéaive, [u~" (A), bou, Bouy] est égal a [A, b, B]
ou a son opposé suivant que le déterminant de u est positif ou non.

1.2 Comme DD "' toute sous-variété A de D' telle que
AR S = 0A est une sous-variété de DY telle que AMS Y =0A. De
plus on peut prendre v¥*' (A) = v¥ (A) XR. De sorte que 'on peut définir
un homomorphisme suspension

St (X A ) > 2 (X, A; I XR)

par S ([3, b, B]) =[4, b, BX id (R)]. En utilisant I’hypothése N > ¢ + 2,
on montre que S est un isomorphisme. Il en résulte que le groupe abélien
Q; (X, A; £%) ne dépend que de la classe de stabilité Z du fibré vectoriel "

Par suite si £ est un fibré vectoriel stable de base X et A un
sous-espace de X, on définit pour tout entier ¢ >~ (0 un groupe abélien
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Q: (X, Ay %) = 2 (X, A; &%) ou ¥ est un représentant de rang N > ¢ | 2

de E, 51\'—0—:\" — EA\XRN-
Q; (X, Aj; &) est le groupe de bordisme normal de dimension i de la paire

topologique (X, A) a coefficients dans le fibré vectoriel stable & de base X.

On note
Qe (X, A58 =P 24X A58, (X8 =2(X,0;%)

et
Qy (X58) = 24 (X, 050).

Soient (Y, B) une paire topologique et v un fibré vectoriel stable de base Y.
Soient [ : (X, A) - (Y, B) une application continue et F : ¥ - " un
morphisme strict de fibrés vectoriels au-dessus de f. On leur associe un

homomorphisme Fy: Q; (X, A; &) — Q,; (Y, B; 7) défini par
fx ([4, b, B]) = [4, fo b, FoB].

Q, est ainsi un foncteur covariant.

2. IsomorpuisME DE TuoM-PonTrRijaGIN. — Une méthode utilisée par
Thom [19] et Pontrjagin [15] va nous permettre de montrer que le groupe
de bordisme normal Q; (X, A; %) est isomorphe au groupe d’homotopie
stable ny,, (T (£%), T (' | A)) pour N> + 2.

Soit [4, b, B]€Q; (X, A; £). Le morphisme strict B : v (4) — &7,
N> 74 2, induit une application continue entre espaces de Thom,
T@®B) : T (¥ A) - T(£). L’espace du fibré v* A peut s’identifier & un
voisinage tubulaire de (34, 0A)c (DY, S¥*'7'). En collapsant le complé-
mentaire de ce voisinage, on obtient une application

(DY, §¥+i-1) o (T (¥ A), T (+* A | 0A)).
En composant cette application avec T (B), on obtient une application
(DY, ¥+ (T (), T E¥ [ A))

qui représente un élément de 7wy, (T (5%), T (8| A)). On montre que
cet élément ne dépend que de la classe de bordisme normal de I’application
normale (A, b, B), et 'on a ainsi défini un homomorphisme

T (X, AD) o ma (TE), TEY[A)  pour Nooi 42,
On définit maintenant un homomorphisme

P e (TE) TEA) (X A3E) pour N=i+ 2
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Un élément de =y, (T (£%), T (Y] A)) est représenté par une application
continue
h: (DY, S0 > (T EY), T EY]A)).

X s’identifie 4 la section nulle de £ et par suite a4 un sous-espace

de T (£%). De méme A s’identifie a4 un sous-espace de T (£¥]| A). On peut
supposer I’application & « transversale » & X et lapplication h|S*"''
« transversale » & A. La paire (4, 0d) = (h' (X), k7' (A)) est alors une
sous-variété, . compacte de D ' telle que AR S™"'=0A. On pose
b=h|A: (3, 0A) - (X, A). L’application h est transversale a X. Elle
induit donc un morphisme strict B : ¥*(A) - . On montre que la
classe de bordisme normal de I'application normale (4, b, B) ne dépend
que de la classe d’homotopie de h et 'on pose ¢ ([h]) = [4, b, B].

Il résulte des définitions de = et p que Top =1d, po7=1d, de sorte
que < est un isomorphisme et ¢ = <7'. < est I'tsomorphisme de Thom-
Pontrjagin.

En particulier, en prenant (X, A)= ({%}, 9), on montre que
Qi (x; 0) ~ w) ou = ~ my,,(SY), N>>1i+ 2, est le i-stem des groupes
d’homotopie stables des spheéres.

3. PROPRIETES DU TYPE HOMOLOGIQUE. — Notons (e, €., ..., ey.,) la
base canonique de R""'. L’orientation considérée sur S*"'~' sera 1’orien-
tation définie au point e, par le repére (e., €;, ..., ex.,). On identifie
S*i=t _ {e, ! & DY' par un difféomorphisme compatible avec les
orientations.

Soit (4, b, B) une application normale dans (X, Aj £). 0A est une sous-
variété compacte de S 7' Si e, &0A, vue l'identification précédente, on
peut considérer JA comme une sous-variété compacte sans bord de DY,
De sorte que I’on peut définir un homomorphisme bord

0 (X, A; 5 —>Q, (AsE|A)
par d ([A, b, B]) = [04, b | 0A, B | v (0A)]. 9 est un morphisme de foncteurs.

Prorosition 3.1. — On considére les inclusions ¢t : A — X et
j: (X, 9) - (X, A). La suite d’homomorphismes
e QU AEA) S Q (X)X A D) S Qi (AsEA) .
est exacte. On Uappelle suite exacte de bordisme normal du couple (X, Aj; %).

L’assertion est évidente sauf l'inclusion Ker 0CIm j,. Démontrons
auparavant le lemme suivant :
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Lemme. — Soit (A, b, B) une application normale dans (X, A; £). Soit A,
une sous-variété compacte de codimension 0 de A, ayant éventuellement des

angles. On suppose que b~ (A) contienne A — A,. Alors
[A, b, Bl =[A,, b|A, B|v ()] e (X, A; k).

Démonstration du lemme. — Moyennant certaines considérations sur les
angles, un cobordisme normal entre les applications normales (A, b, B) et
(A, b|A,B|v(A) est donné par (A, b, B’) ou A" = AX I, o' = bopry,
B’ = Bopr,. On identifie A a Ax{0}et A, & A, x|1].

Démonstration de Ker 0 CIm j.. — Soit [4, b, Bl€Q; (X, A; £). Dire que
J([A, b, B]) =0, c’est dire qu’il existe une sous-variété compacte U
de D"’ telle que 0A soit I'intersection transversale de U et S¥"'') une
application continue ¢ : U — A, et un morphisme strict C : v (U) - £| A
au-dessus de ¢ tels que ¢|dd = b |0, C|v (0d) = B |v (dA). Considérons

la variété recollée A"’ = AUU; c’est une variété compacte sans bord.
/A

Notons b" : A" — X P’application bUc. Le morphisme strict C permet de
prolonger le morphisme strict B en un morphisme strict B’ : v (1) - £
au-dessus de b’. D’apres le lemme, on a

[A b, Bl =[A, b, B] dans ; (X, A;?%).

Prorosition 3.2. — Sotent % et v deux fibrés vectoriels stables de bases X
et Y. Soit F : &1 — " un morphisme strict. On note F, et F, les
restrictions de F a X {0} et 2¥x|{11|. Alors les homomorphismes (F,)x
et (F1)x de Qy (X, £) dans Q, (Y, 1) sont égaux.

Démonstration. — Notons f, f, et f, les projections de F, I', et I, sur les
bases. Soit [, b, B] un élément de Q, (X;%). Un cobordisme normal
entre (A, fy o b, 'y o B) et (3, fi o b, I', o B) est donné par (AX I, fo (bxid (1)),
I« (Bxid (1))).

Propositiox 3.3 (Excision). — Soit U un sous-espace de A tel que UCA.
Alors Uinclusion v : (X — U, A — U) - (X, A) induit un isomorphisme

Démonstration. — Montrons la surjectivité de i, la démonstration de
I'injectivité est analogue. Soit [, b, B] un élément de Q. (X, A; £). Il
—t .
existe une fonction différentiable ¢ : A — [0, 1] égale a 0 sur b (X — A),
—1 S—
a 1 sur b(U), et qui est transversale a la valeur 1/2 ainsi que @ |0A.

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 41
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Considérons la variété A, = gol ([0, 1/21). D’apres le lemme des applications
normales (4, b, B) et (A, b|A,, B|v (A,)) représentent le méme élément
de Q, (X, A; E). Mais (4,, b|A,, B|v(A,)) représente aussi un élément
de Q. (X—U, A—1U; £|X - 1)

4. CONSEQUENCES DES PROPRIETES HOMOLOGIQUES.

4.1. On suppose que ’espace X est pointé; notons % le point de base.
On définit alors des groupes réduits Q; (X; £) par Q; (X; 5) = Q; (X, %; £).
D’aprés la suite exacte de bordisme normal du couple (X, %; &), ces groupes
rédurts entrent dans la suite exacte

coo > (X E) > 8 (X E) .

Si le fibré £ est trivial, le morphisme inclusion £¥|{ %} — £¥ admet une
rétraction. Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes

0—mf — & (X;0) > 3,(X;0) >0

et Pon a @ (X; 0) ~ n, PO (X;0). On a noté 0 la classe de stabilité

du fibré trivial %.

4.2. Pour chaque triple XD ADB et chaque fibré vectoriel & de base X,
on a une suite exacte d’homomorphismes

s (ABIETA) > 2 (X, B3 E) > (X, A3 E) > i (A, B3 E[A) ...

En prenant B = { %}, *x€A on montre que pour tout couple (X, A),
on a la suite exacte

o O AGETA) > GG > (XA ) > B (AEA) .

4.3. On note SX la suspension usuelle de X, a savoir I'espace X X1
avec XX0 et X X1 identifiés chacun & un point. On identifie X avec
X x1/2. On considére les cones

C..=Xx]0, 1/2]/X X0, C.. = XxJ[1/2, 1}/X x 1.
Soit £ un fibré vectoriel stable de base SX. On a alors des 1somorphismes
3, (SX;8) a 2, (SX, C38) ~ & (CL, X35 C) ~ 8, (X5 2] X).
On a done :

Prorosition 4.3.1. — Pour tout fibré vectoriel £ de base la sphére 5",
on a Q; (8 8) ~ =

i—n*
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5. RELATIONS AVEC LES GROUPES D’HOMOLOGIE. — HKtant donné un
fibré vectoriel £ de base X, on note Z (£) le systéme local de base X des
entiers tordus par les orientations des fibres du fibré £. Si £ et v sont deux
fibrés vectoriels de base X, on a Z(EP7) ~ Z(£) ®«Z (). Si lon
note n % la somme directe sur X de n exemplaires du fibré vectoriel %
et Z (£)" le produit tensoriel sur X de n exemplaires du systéme local Z (£),
on a Z(nk) ~ Z(%)". Q désignant le corps des rationnels, on note
QB =z ®Q

On définit un homomorphisme p : Q; (X, A; £) - H; (X, A; Z (%)) par
le diagramme commutatif suivant (N> 4 2):

[

Q (X, A;%) > Hi (X, A3 Z ()

s iN b lw
(Thom-Pontrjagin) | ™~ (Thom-Gysin) | ™~
Tt (T @), T G| A)) o Hy oo (T E), T EY | A)).

(Hurewicz)

Le diagrammme montre que U est & un isomorphisme prés un homo-
morphisme de Hurewicz. D’aprés le théoréeme de Hurewicz relatif, on a
donc :

Prorosition 5.1. — Si H; (X, A; Z(£) =0 pour t<n, alors
Q; (X, A; £) =0 pour i < n, et

(@) o Q, (X, A; &) > H, (X, A; Z (%)) est un tsomorphisme;

(b) s Qo (X, Aj &) — H,y (X, A; Z(5) est un épimorphisme.

Le théoréme de Hurewicz relatif généralisé aux classes de Serre
(cf. [17],9.6.21) permet d’étendre la proposition précédente.

COROLLAIRE :
b Qo (X, Az E) > Hy (X, A; 2
no Q0 (X, AjE) > H (X, A

")) est un isomorphisme;

(2
; Z (%)) est un épimorphisme.

Par suite le groupe Q, (X, A; %) est isomorphe a la somme directe des

groupes Z, ., c€T, (X, A) — { x|, avec m (¢) = 0 ou 2 suivant que la
restriction de Z (£) & la composante connexe par arcs ¢ est un systéme
local trivial ou non [on a noté Z = Z,]. Autrement dit, m (¢) = 0 ou 2
suivant que la restriction du fibré vectoriel £ & la composante connexe
par arcs ¢ est un fibré vectoriel orientable ou non. Ce résultat se montre
aussi directement a partir de la définition de Q, (X, A; ).

Soit A une variété de classe C” compacte avec ou sans bord, de
dimension i. Le groupe Q; (3, dA; v (4)), ou v (A) est le fibré normal stable
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a A, contient I’élément canonique [4, id (4), id (vA)]. Cet élément s’appelle
la classe fondamentale de bordisme normal de la variété A'. Notons

[A] = p (A, id (A), id (v A)]) e H; (4, 03; Z (v A)).

[A] s’appelle la classe fondamentale d’homologie de la variété A'.

Si (A, b, B) est une application normale dans (X, A; £), on peut lui associer
le diagramme commutatif :

Qi (A, 035 v A) %5 H, (3, 015 Z (v Q)

.| .|

Q (X, A5 —> Hi (X, A; Z ()

de sorte que l'on a
PoBy ([l (v A)]) =Byop (id ( 3)]),  soit 1 ([A, b, B]) = By ([A)).

Le groupe 7y, (T (£Y), T (£%| A)) est stable puisque N> i+ 2. Par
suite, si on tensorise ’homomorphisme & de Hurewicz avec les rationnels Q,
on obtient un isomorphisme. On a donc :

Prorosition 5.2. — L’homomorphisme
p®Id(Q) : & X A )R Q> H (X, A;Q ()

est un isomorphisme.

6. IsomorpuisSME DE THOM-GYSsIN. — Soit ¢ = (E, X, ©) un fibré vectoriel
de rang s muni d’une structure euclidienne. On note B () et S (g) les
fibrés associés, respectivement en boules et en sphéres de rayon unité.
Soit £ un fibré vectoriel stable de base X.

On va tout d’abord définir un homomorphisme
D: QB@),S@E;n*)>Q (X;aDE).

Soit [A, b, B]€Q; (B (3), S (2); =*£). On identifie X a la section nulle
de o. On suppose que l’application b : (4, 0A) - (B (q), S(g)) est
transversale a4 XcCB (5). L’espace A, = I;(X) est alors une sous-
variété de A de classe C° compacte sans bord, de dimension @ —s.
L’application b induit un morphisme strict B, : v (A; A,) - ¢ au-dessus
de b|A, : A, — X, ot v (d; 4,) est un fibré normal & A, dans A. Comme
v(A)=v(A; A)Dv(A)|A, (A, b|A, B, B|A,) représente un
élément de Q; ,(X; o %). Cet élément ne dépend que de la
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classe [4, b, B] dont on est parti et ’on pose
® ([A, b, B]) =[Ay, b| A, B, @B A
Définissons maintenant un homomorphisme
Vi 2 (X50@80—>2B(9),S(0); n*b).
Soit [A4, b,,B,]€Q; , (X;5 P E). On pose
A=b1B@), b: bI(B()—>B@).

L’application normale B, : v (A,) - ¢ @ £ induit un morphisme strict
v (A)| A, - % que 'on prolonge en un morphisme strict B : v (A) — =* £
au-dessus de b. La classe de bordisme normal [A, b, B] ne dépend que de
la classe [A, by, B,] dont on est parti et ’on pose W ([A,, b,, B,]) = [4, b, B].

Il résulte des définitions de ® et W que ® o W' = id, " o ® = id (on peut
utiliser le lemme du paragraphe 3). Par suite ® est un isomorphisme et
W = &' ® est Uisomorphisme de Thom-Gysin en bordisme normal.

En écrivant la suite exacte de bordisme normal de la paire (B (q), S (3);
n* £) et en utilisant I'isomorphisme de Thom-Gysin, on obtient une suite
exacte de Gysin :

o> Qi (SE);T*E|S(@) > LX) > Qs (X PE)—>. ...

Si le fibré o posséde une section partout non nulle, le morphisme strict
m* | S (5) -> £ posséde une section. La suite exacte de Gysin se décompose
alors en suites exactes courtes et I'on a

Qi(S@);m*E[S () » (X585 D st X;0D D).

En appliquant ce qui précéde au fibré produit pr, : SPXR?™ — 87,
on obtient le corollaire suivant (ou 0 désigne la classe de stabilité d’un
fibré vectoriel trivial) :

Cororraire : ; (S?X87;0) ~ Q; (575 0) P Qi (575 0).
Rappelons que d’aprés 4.1 et 4.3, on a Q; (5"; 0) ~ =] P =/,.

7. DETERMINATION DE CERTAINS GROUPES DE BORDISME NORMAL. — On

se donne une paire topologique (X, A) et un fibré vectoriel stable £ de
base X.

Proposition 7.1. — Si 7; (X, A) = 0 pour 0 =Zj = ¢ et tout point de
base, alors Q; (X, A; &) =0 pour 0 =—ic et tout fibré vectortel £ de
base X.
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Démonstration. — Soit[A, b, B]€Q; (X, A; %), 1 = c. Puisque ©; (X, A) = 0
pour 0 =~ j =~ ¢ et tout point de base, il existe une homotopie b’ : AX I - X
telle que ' |AX{0{ =5, b’ (AX{1]UJAXI)CA. On prolonge B défini
sur v (A)X{0! en B’ : v(A)XI— % au-dessus de b'. (A, b, B) borde
(Ax1, ¥, B).

CororLraire. — Si Uespace X est c-connexe, Uinclusion { % | — X indutt
un isomorphisme Q;(X; £) ~ =] pour 1 <c¢—1 et un épimorphisme
n, — Q. (X; E). Lorsque le fibré % est trivial, cet épimorphisme est un iso-
morphisme.

En effet, on a une suite exacte (4.1) :

o> T > (X5 ) > (X, k3 E) > ..

X est ¢-connexe, autrement dit ; (X, %) = 0 pour ¢ =~ ¢. La proposition 7.1

entraine Q; (X, %; £) = 0 pour ¢ ==¢, d’ou le corollaire. Lorsque % est

=

trivial, on sait (4.1) que ’homomorphisme =] — Q, (X; £) est injectif.

Remarque. — Lorsque X est c-connexe, ’homomorphisme =] — Q. (X; £)
n’est pas toujours injectif. Par exemple si X est connexe par arcs et si le
fibré £ n’est pas orientable, on a Q, (X; %) ~ Z, (¢f. 5.1, cor.) alors que

0
T, N 4.

La proposition suivante est un raffinement de la proposition 7.1.

Prorosition 7.2. — Soit [A, b, B] un élément de Q; (X, A;£). On
suppose que A= A'U(D/xD’) ot ¢ est U'application d’attachement
¢

d’'une anse d’indice 1 — j, 0 =7 1. Alors, st ©; (X, A) =0 pour tout
point de base, il existe une application normale (A, by, B,) dans (X, A;£)
telle que [A, b, B] = [A,, by, By] dans Q; (X, A; £).

Démonstration. — Puisque =; (X, A) =0 pour tout point de base,
Iapplication b : (4, 0A) - (X, A) est homotope a wune application
(4, 0AU (D7 x D/)) - (X, A). On utilise alors le lemme du paragraphe 3.

CororLratREe. — St %; (X, A) =0 pour 0 =5 =1 —1 et tout point
de base, tout élément de Q; (X, A; %) est somme d’éléments de la forme
[D/, b, B] ot D? est le disque de dimension i. St de plus A est connexe par
arcs, 1 >> 1, tout élément de Q; (X, A; E) est de la forme [D’, b, B].

Notons P” D’espace projectif réel de dimension n et %, le 1-fibré
vectoriel canonique de base P". Soit &k un entier >> 0. D’aprés I’isomor-
phisme de Thom-Pontrjagin, le groupe Q; (P";k%,) est isomorphe au
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groupe 7, (T (k2,)) pour i =k — 2. Ces groupes sont aussi isomorphes au
groupe Tix (Virianed) pour 1=k —2, 00 Vi1, na est la variété de
Stiefel des (n -+ 1)-repéres de R"+1 [cf VII, 1.4 ou encore [12], 15.1.7
et 15.9.2]. On a donc :

Prorosition 7.3. — On a un isomorphisme

Q (P75 k)~ ek (Varkrinrs) — pour iZk—2,

8. REVETEMENTS A DEUX FEUILLETS. — S0it ©: X — X un revé-

tement a deux feuillets. On peut lui associer I'involution & de X qui
permute deux points ayant méme image par ©. Soient A un sous-espace

de X, A =% (A) et £ un fibré vectoriel stable de base X. L’involution o
de X induit une involution ¥ de =* % On note [Q,- (X, A; =* E)]q le

sous-groupe de Q; (X, A; n* %) formé des éléments invariants par Z,.
Prorosition 8.1. — L’homomorphisme
Tt [2(R Ky mrE)]e > @ (X, As9)

est un tsomorphisme modulo la classe de Serre des 2-groupes. Le noyau
est formé d’éléments d’ordre 2.

Avant de démontrer la proposition, on définit un homomorphisme
s (X A ) > [&(R Ay )]

comme suit. Si (A, b, B) est une application normale dans (X, Aj;£),

on considére I'image réciproque de X par b :

I X
.
Yo,

A—X

~

A est un revétement d’ordre 2 de A, de sorte que ’on a un morphisme

strict naturel H : v () - v (A). On pose
s([A, b, B]) =[4, ¢, Bo H].
Démonstration. — Soit [A, b, B]€; (X, A;n*£). On a
somy (4, 5,B]) =[A 11 4, b]1 (70 b),B 1]l (2= B)].
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Par suite, si [A, b, B] est invariant par X, on a

somy (A, b, B])) = 2[4, b, B].

En particulier le noyau de 74 :[Q; (X, A;n*8)]” — Q: (X, A; ) est
formé d’éléments d’ordre 2.

Lorsque le revétement = : X —> X est trivial, m4os est la multipli-
cation par 2. Il en est ainst pour (X, A) = (D”, §*'). Nous allons
montrer que Tios: (X, A;E5) - Q; (X, A;£) est un automorphisme
modulo la classe de Serre des 2-groupes. Il suffit de démontrer le résultat
pour A = O et d’utiliser le lemme des cing.

Supposons que Tyes: £ (X;%) - Q; (X; %) soit un automorphisme
modulo la classe de Serre des 2-groupes lorsque X est un CW-complexe
avec au plus k cellules. Supposons que X soit un CW-complexe avec
k41 cellules. X = X'UD"” ot X’ est un CW-complexe avec k cellules.

On a le diagramme commutatif
o @y (D7, S5 E | DY) > @ (X B XY s @ (X3 E) —> .
> (2) Tigos

s> Qi (D% 8L E[DY) —— & (XS B[ X)—> & (X58) —>...

Il résulte du lemme des cinq que T, os est un automorphisme modulo
la classe de Serre des 2-groupes.

Lorsque X est un espace quelconque, on considére le systéme inductif
des applications des CW-complexes finis dans X. Un objet de ce
systéme inductif est une application f : X, - X, ot X, est un CW-complexe
fini. Un morphisme est une application ¢, , : X, — X, telle que g = fo o, ..

On a
Q; (X5 8) = 1lim &; (X/; f* (2)), Ty o s = lim (my o Sy).
— —

Par suite 7,os est un automorphisme modulo la classe de Serre des
2-groupes.

C. Q. F. D.

On applique ce qui précéde au revétement canonique S" — P, n > 1.
On note %, le 1-fibré vectoriel canonique de base P

L’involution X : S"XR‘<> définie par X (2, t) = (— @, — t) induit un
automorphisme X, de Q;(S";0). La suite exacte de Gysin du fibré
D' — % induit le diagramme commutatif

0 T, (8" 0) —> 7w/ -—> 0

lX(~I)k+"+* = K=k
v .

0 7’.‘f_” Q, (Sn; 0) — T — 0
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ou les suites exactes horizontales se relevent. Il existe donc un isomor-
phisme Q;(5"; 0) ~ =] @ =, avec Zi (a, b) =[(— 1)" a, (— 1) b].
On a donc d’aprés la proposition 8.1 :

Prorosition 8.2. — Le groupe abélien Q; (P"; k1,) est tsomorphe
modulo la classe de Serre des 2-groupes a

0 st n tmpair, k tmpair,
n; st n pawr, k patr,
T, st n patr, k impair,

Yien
%, @ n., st n impair, k pair.

On peut associer cette proposition a la proposition 7.3 pour obtenir
des renseignements sur les groupes d’homotopie des variétés de Stiefel.

CHAPITRE II

COBORDISME NORMAL

Etant donnée une paire de CW-complexes finis (X, A) et un fibré
vectoriel stable £ de base X, on définit au paragraphe 1 pour tout entier
relatif ¢ le groupe de cobordisme normal de dimension ¢ de la paire (X, A)
a coefficients dans %, noté Q' (X, A;%). On montre que ces groupes ont
des propriétés du type cohomologique. Lorsque X est une variété diffé-
rentielle compacte, il y a entre bordisme normal et cobordisme normal
une dualité du type dualité de Poincaré. 2 étant un fibré vectoriel de
rang r et de base un CW-complexe fini, on lui associe g (£)€Q" (X )
qui est une obstruction & I’existence d’une section partout non nulle

de £; lorsque dim X == 2 r — 3, c’est I’'unique obstruction.

1. DEFINITION DES GROUPES DE COBORDISME NORMAL.

1.1. Soient (X, A) une paire de CW-complexes finis et & un fibré
vectoriel réel localement trivial de base X et de rang r. On note £ le
fibré vectoriel stable représenté par Z°. On se propose de définir pour
tout entier 1€Z un groupe abélien Q' (X, A; %).

On note S (X R) le fibré en sphéres associé au fibré vectoriel £ X R.
Ce fibré posséde une section naturelle s: définie par s (z) = (0,, 1).
On note I'y (£) Uespace des sections continues de S (5"XR) égales a s:.
au-dessus de A, muni de la topologie de la convergence compacte.

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 42
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On note ST, () la suspension pointée de I', (£), le point de base
étant s;. On a une application naturelle ST, (¢) - I, (" XR). On
note S; ’application composée (j entier > 0) :

7y (T @), 58) = 70 (ST (@) 82) = 7t (Oa (7 XR), S2rcm),

S désignant I’application suspension.

On appelle groupe de cobordisme normal de dimension 1€2Z de la paire
de CW-complexes finis (X, A) a coefficients dans le fibré vectoriel stable -
de base X, le groupe abélien défini par

QX, A8 = lin; TN <l‘_\ M, S?,N)'

N>+

On a noté ¥ un représentant de £ de rang N.
On note
X, A ) =P (X AzE, AX;H=2(X, 055, EX;5)=*(X, 0;0).
i€Z

On a Q' (x;0) ~ =’

1.2. On montre en utilisant le théoréme de suspension (¢f.[17],th.8.5.11)
que I’application S; définie en 1.1 est une bijection pour j =2 r—dim X—2,
une surjection pour j = 2r—dim X — 3. Par suite on a

QUX,A; )~ mN_; (I“\ M), SEN> pour N> dim X — i 4 2.

En particulier supposons que £ ait une section partout non nulle s,.

Notons I'} (£7) Despace des sections partout non nulles de &', égales a s,

=)

sur A, muni de la topologie de la convergence compacte. On a alors
Q(X, As )~ miy (TX ), s0) pour r>dim X — i + 3.

L’espace I', (£") est [r — dim X — 1]-connexe. On a donc Q' (X, A;%) =0
pour ¢ > dim X + 1.

1.3. Soient (Y, B) une paire de CW-complexes finis et v un fibré
vectoriel stable de base Y. Soient f: (X, A) —(Y, B) une application
continue et F : £ — v un morphisme strict de fibrés vectoriels
au-dessus de f. Au couple (f, F) est associée une application continue
I'(F):Ty (1Y) = Iy (£Y) définie par FoI' (F)(s) =sf. En passant aux

groupes d’homotopie, cela donne un homomorphisme

F*: Qi (Y,B;n)— Q (X, A;¥).
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Q* est ainsi un foncteur contravariant de la catégorie des fibrés vecto-
riels stables de base une paire de CW-complexes finis, avec pour morphismes
les morphismes stricts, dans la catégorie des groupes abéliens.

2. PROPRIETES DU TYPE COHOMOLOGIQUE.

2.1. L’application restriction I' (%) - I' (Y| A) est un fibré de Serre
de fibre I', (5%). On a donc une suite exacte d’homotopie

c Ty (TEVTA) > o (B EY) > vt (P EY) = v (P EYA)) —
qui donne la suite exacte (et définit 9) :
L QA E[A) S QX A D) S (X5 ) S QA E]A) >
On a noté ¢ I'inclusion de A dans X et j I'inclusion de (X, 0) dans (X, A).

2.2. Soient &Y et 7" deux fibrés vectoriels de bases X et Y. Soit
F:8%I - %" un morphisme strict. On note F, et F, les restrictions
de F a £'x0 et 2'x1. Alors les applications (F,)* et (Fi)* de I' (v")
dans I' (%) sont homotopes. Par suite les homomorphismes (F,)* et
(F))* de Q* (Y; ) dans Q* (X;%) sont égaux.

2.3 (Excision). — Soit BCACX tel que BCA. On suppose que
(X — B, A — B) est une paire de CW-complexes finis. Alors I’inclusion :
i: (X —B, A —B)—~ (X, A) induit un isomorphisme
i*: Q% (X, A8 > Q* (X —B,A—B;%| X —B)

En effet, I’application restriction I', (8%) - I',_, (5| X — B) est un
homéomorphisme.

3. CONSEQUENCES DES PROPRIETES COHOMOLOGIQUES.

3.1. On suppose que ’espace X est pointé; notons % le point de base.
On définit alors des groupes réduits Qi (X; &) par & (X 8) = Q (X, *; £).
D’aprés 2.1 ces groupes réduits entrent dans la suite exacte

(X E) > QUXGE) > > O (X5 E). L

Si le fibré £ est trivial, le morphisme inclusion £¥|{ % | — &' admet une

rétraction. Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes :

031 (X;0) > Q1 (X;0) >7s, >0

et Pon a Q (X;0)~=", @ 0 (X;0).
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3.2. Pour chaque triple X>ADB, on a une suite exacte

QT (ABEA) > QXA E) > QX By E) > QUA,B EJA)—. ...

En prenant B = { x|, x€A, on montre que pour tout couple (X, A),
on a la suite exacte

e QA A) > QX A E) > B (X ) > B (A E|A) > ...

r

3.3. Comme pour les groupes Q;(1.4.3), si £ est un fibré vectoriel

1.4
stable de base SX, le groupe ((SX;%) est isomorphe au groupe
Qi (X; £| X). En particulier (' (8"; £) ~ =

n—i*

4, RELATIONS AVEC LES GROUPES DE COHOMOLOGIE. — SOit

£ un
fibré vectoriel stable de base une paire de CW-complexes finis (X, A).

On note £¥ un représentant de rang N du fibré ¢ et =y la projection de &%,
) > -

Soit [h]l€mny_; (I (£), ) Q' (X, A; %), N étant un entier suffisamment

grand. % est une famille de sections
(SYIxX, &k XxXUSY—ixA) ("S E¥xXR), Sex (X)).
Par suite, on a un homomorphisme
h*: HY ((S ¥ XR), S;x (X); Z (7% E)) —-H! (X, A; Z (¢)).
On note B (£%) le fibré en boules associé a 2. Soit
Uxe HYB (), S(EY); Z(n%8))

la classe de Thom en cohomologie du fibré vectoriel £°. On note
c:B () > S (EYXR) lapplication obtenue en collapsant le bord de
chaque fibre de B (£"). ¢ induit un isomorphisme

()~ HY(BEY) SEY); Z(=tD)) =y (S E"XR), s (X); Z (7811 £))-
L’élément h* [(c*)™' (U.x)| ne dépend que de [k]. On pose
- ([(hD) = B* [(*) ' (Uw) |
et I’on a ainsi défini un homomorphisme
wr Q0 (X, A3 > H (X, A; Z ().

On peut aussi, de la méme maniére, définir p([h]) en partant de
[gl€nv_i (L' (£7), s.v) dont la suspension itérée est [k] (I’entier N’
pouvant étre éventuellement petit).
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5. Duarité pe Poincart. — Entre bordisme normal et cobordisme
normal, il existe un isomorphisme D du type dualité de Poincarsé,
donné par la proposition suivante :

Prorosition 5.1. — Soit X une variété de classe C* compacte dont le
bord est la réunion de deux sous-variétés disjointes 0, X et 9, X. Soit £ un
fibré vectoriel de base X. Il existe alors un isomorphisme naturel

D: @(X, 0 X5 )~ 2 (X, 0. X5 £ v (X)),
ot v (X) est le fibré normal stable de X.

Pour démontrer la proposition 5.1, on construit tout d’abord un
homomorphisme

D: Q—i(X, 0, X;8)— (X, 0 X;ED v (X))

Soit [R]€ Q" (X, 0y X; E)~niy nii (Fox (£Y), N étant un entier suffi-
samment grand. h: SV X X" — S (" XR) est une famille de sections
telle que A (%, ) = (0., 1) et & (t, ) = (0., 1) pour z€9, X [% étant le
point de base de S¥™*]. On peut supposer que h et h|S*™""X0X sont

i

transversales & la section — sy A= h (— s, (X)) est alors une sous-

variété compacte a bord, de classe C”, de bord 0A = h (— s (9X0)).
Notons b : (4, 9A) — (X, ¢, X) Dapplication pr.|A. La transversalité
donne de plus un morphisme strict v (S¥" x X"; A’) — £¥ au-dessus de b,
ou v (S¥ix X"; A’) désigne un fibré normal & A'C S¥ "X X", En suspen-
dant ce morphisme strict par l'identité de v (X), fibré normal stable
a X, on obtient un morphisme strict B:v (A) - 2@ v (X) au-dessus
de b. La classe de bordisme normal [4, b, B] ne dépend pas du représentant h
de [h]€Q" (X, 0, X; %) dont on est parti et 'on pose D ([k]) = [4, b, B].

)=

On construit maintenant un homomorphisme

U: (X, X;EdvX)—> Q@ (X,d X; ).

Soit [A, b, B]€Q; (X, 0, X;5@ v X). Si N est un entier suffisamment
grand, il existe un plongement AC S dont I'image ne contient pas
le point de base x de S¥™*. Le morphisme strict B:v (4) - £ P v (X)
induit un morphisme strict B, v (S X X;A) -~ % pour N suffisam-
ment grand. Ce dernier permet de définir une famille de sections

h: S ix X — S (£XR) telle que

h(x,z) = (0 1) pourxeX et h( ) = (0., 1) pourzed, X.
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h représente donc un élément [A]€Q" (X, 0, X;£%). On montre que
[h] ne dépend que de [A, b, B] et 'on pose U ([4, b, B]) = [A].
On montre que Do U = identité, U D = identité, ce qui achéve de

démontrer la proposition 5.1.

6. EXISTENCE D’UNE SECTION PARTOUT NON NULLE D’'UN FIBRE VECTO-
RIEL REEL. — Soit £ un fibré vectoriel réel de base un CW-complexe
fini X. On va montrer que, pour dim X =~ 2 r — 3, la seule obstruction
a P'existence d’une section partout non nulle du fibré 2 est un élément

du groupe abélien Q" (X; %).

6.1. Soient (X, A) une paire de CW-complexes finis et 2 un fibré
vectoriel de base X. Soit s une section de £ telle que s (z) < 0 pour
x€A. Quitte a remplacer s par une section homotope, on peut supposer
que s induit une application s: X — B (&) telle que s (z) €S (&) pour z€A.

Par ailleurs on a wune application naturelle c¢:B () - S (¢ XR)

obtenue en collapsant le bord de chaque fibre de B (£"). Notons
% (@ 5| A) =[cos]em (I's ().

La suspension envoie 7, (I'y (7)) dans Q" (X, A;%). On note o (£, s|A)
Pimage de o, (¢,s|A) dans Q" (X, A;%). Lorsque A = @, on note
s (&) =09 (&, s|9).

6.2. Proposition. — Si s|A se prolonge en une section partout
non nulle au-dessus de X, alors o (5, s|A) = 0. Réciproqguement, si
dim X <Z2r—3 et si a(5,s|A) =0, la section s|A au-dessus de A
se prolonge en une section partout non nulle au-dessus de X.

Démonstration. — a. Si s| A se prolonge en une section partout non
nulle sur X, s est homotope rel A a une section s’ telle que s’ (z) €S (&)
pour z€X. On a donc [ces]=][ces’| =0 dans =, (I} (), d’ou
a5 s|A)=0.

b. On suppose maintenant 5 (£, s | A) = 0. Si dim X == 2 r — 2, d’aprés
le paragraphe 1.2 cette hypothése est équivalente a o, (£, s| A) = 0.
Autrement dit, la section ceos est homotope rel A & la section sz;. On
en déduit que s est homotope rel A & une section partout nulle, si la
suspension S: 7,y (87') - %; (8") est injective pour i< dim X, surjec-
tive pour ¢{=dim X + 1. Par suite, pour dim X <=2r — 3, s|A se
prolonge en une section partout non nulle au-dessus de X.

C. Q. F.D.
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o (£)€Q (X;%) est invariant par tout automorphisme de Q' (X;E)
induit par un X-automorphisme de £'. Cela est évident si lon définit
5 (£) a partir de la section nulle de . Plus généralement, si f: Y — X
est une application continue entre CW-complexes finis et si F v — £
est un morphisme strict au-dessus de f, on a F* (5 (£) = o (v).

6.3. On note =y la projection du fibré £*. D’aprés la définition de "’homo-
morphisme 1. : Q" (X; %) - H (X; Z (%)), on a 1 (3 (£)) = s* (Uz) ou s est
une section de £ et U;€H" (B (%), S(%); Z (= f (%)) la classe de Thom en
cohomologie du fibré vectoriel Z". Mais par définition s* (Uz) est la
classe d’Euler 7 (2)€H" (X; Z (£)). On a donc :

Prorosition. — L’image de o (£)€Q" (X; E) par Uhomomorphisme
P (X5 e > H(XS ZE)

est la classe d’Euler 7 (&).

L’application
¢:B(E)—>S(EXR)

représente un> élément Uz €Q (B (£), S(¥); =, () que l'on appelle
classe de Thom en cobordisme normal. On a . (Uz) = Ux. De plus, si
s: (X, 9) = (B (5,8 (£)) est une section du fibré ", on a s* (Us) = 5 ().

6.4. On suppose que X" est une variété différenticlle compacte de
bord 09X éventuellement vide. On suppose que 0X est la réunion disjointe
de deux sous-variétés o, X et J, X. Soient £ un fibré vectoriel de base
X" et s une section de %, partout non nulle au-dessus de J; X. On note

GG s|0X)=D@GE,s] 0 X)e, (X, X; @ v X).

D’aprés la définition de D, on peut donner une construction de
g (¢, 5|0, X) comme suit. On remplace tout d’abord s par une section
telle que s et s |0, X solent transversales & la section nulle X de £,.. On

]
note A =5 (X), sous-variété compacte de bord JA =s (9, X). On
note b linclusion de (A, 0A) dans (X, d, X). La transversalité induit
aussi un morphisme strict v (X; A) — £ au-dessus de b. En suspendant

ce morphisme strict par l'identité de v (X), on obtient un morphisme
strict B: v (4) > £ v (X) au-dessus de b. Alors on a

[3, b, B] =5 (2, s| 0, X).

6.5. Soit = : X - X un revétement & deux feuillets. Soit £ un fibré
vectoriel de base X et de rang r. On suppose que X est une variété diffé-
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rentielle compacte. En 1.8, on a défini un homomorphisme
st Q. (X, 0X;55) > (X, 0X; n* ).
D’apres la définition de s, compte tenu de 6.4, on a
s(@ () =0 (=*5).
En particulier, st =* £ est trivial, r> 1, on a
F(n*e) =0, dou s () =0.

D’apres 1.8.1, 5 (£) est alors un élément dont Uordre est une puissance
de 2. 1l en est donc de méme de 5 (£") par dualité de Poincaré.

CHAPITRE III

APPLICATIONS EXCELLENTES ET APPLICATIONS PARFAITES

Dans ce chapitre, on introduit les applications excellentes et les appli-
cations parfaites. Ces applications permettront au chapitre IV de faire
le lien entre les groupes d’homotopie des espaces de plongements et les
groupes de bordisme normal.

1. DEFINITION ET ETUDE DES APPLICATIONS EXCELLENTES.

1.1. Soient X et Y” deux variétés différentielles (de classe C7),
f: X =Y une application différentiable, fx: 7 X — =Y son application
linéaire tangente. On note <* X le fibré de base X formé des vecteurs
tangents non nuls a X.

Dirintrion. — On dit que Uapplication [ est correcte au point x,€X
st Papplication f«|E (z* X): E (* X) > E (= Y) est transversale a la
section nulle de E (= Y) en tout point de E (=}, X). On dit que Uapplica-
tton f est correcte st elle est correcte en tout point z, € X.

Soit f: (R’ 0) - (R”, 0) un germe d’application différentiable. f est
correct a lorigine si et seulement si pour tout vecteur non nul
X = (X ..., X,) tel que f« (0, X) =0, les 2a vecteurs

a

of . o O f o
(1.1.1) O 1=i=q inm((’); l=j=a

i=1

engendrent l'espace vectoriel R’
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Exemple 1. — Une fonction X — R est correcte en un point critique
si et seulement si c’est un point critique non dégénéré.

Exemple 2. — Soit r le rang de f au point z, € X. On suppose que la
premiére dérivée de f, f': X — J' (X, Y) [ou J' (X, Y) est I'espace des
1-jets de X dans Y], est transversale en z, & la sous-variété des jets
de rang r. Alors Papplication f est correcte au point z,. Et pour
r = inf (a, b) — 1, ces propriétés sont équivalentes.

Munissons X d’une structure riemannienne et notons S (7 X) le fibré
en sphéres formé des vecteurs tangents & X de longueur unité. L’appli-
cation [ est correcte au point z,€X si et seulement si I’application
f+|S(=X):S5(=X) > E(=Y) est transversale & la section nulle de
E (= Y) en tout point de S (7, X).

On note Hom (X, Y) l'espace des applications différentiables de X
dans Y muni de la topologie €°. L’application fr> f«|S(zY) de
Hom (X, Y) dans Hom (S (= X), E (= Y)) est continue. Les applications
de S(7X) dans E (=Y) transversales a la section nulle de E (=7Y)
forment un ouvert de Hom (S (= X), E (= Y)). Par suite les applications
correctes de X dans Y forment un ouvert de Hom (X, Y). Cet ouvert est
dense d’apreés le lemme de transversalité [utiliser par exemple [13], 6.05,
lemme fondamental].

1.2. DérinitioN. — On dit qu’'une application [ de X dans Y est
excellente su elle est correcte et sv de plus Uapplication fXf: XXX - YXY
restreinte auw complémentaire de la diagonale de XX X est transversale a
la diagonale Ay de Y XY.

Exemple. — Une fonction f: X —~ R est excellente si et seulement
si c’est une fonction de Morse, c’est-a-dire si tous ses points critiques
sont non dégénérés et toutes ses valeurs critiques distinctes.

Prorosition 1.2.1. — Les applications excellentes de X compacte dans Y
forment un ouvert dense de Hom (X, Y) munt de la topologie C”.

Compte tenu du lemme de transversalité au but, cette proposition
découle du lemme suivant :

Lemme. — Soit f: X — Y une application correcte. Il existe un yoist-
nage ouvert U de la diagonale Ay de XXX et un voisinage ouvert
de f€Hom (X, Y) tels que pour g€, gxX g| U — A soit transversale a
la diagonale Ay de Y XY.

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAscC. 2 43
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Ce dernier lemme se démontre a partir du lemme local suivant :

Lemme rocarn. — Soit f: X - Y une application correcte au point
x, € X. Il existe un voisinage ouvert V de x,€ X et un voisinage ouvert V
de f€Hom (X, Y) tels que pour g€, gXg| VXV — A, soit transver-
sale a la diagonale de Y X'Y.

Démonstration. — On met au voisinage de z, dans X et au voisinage
de f(x,) dans Y des systémes de coordonnées (z, ..., z.) et (yi, ..., ys)
centrés en z, et f(x,). Soient z, 2’ deux points distincts voisins de
Porigine dans R“.fXf est transversale a la diagonale de R’XR’ au

. . . Jd J
point (z, ') si et seulement si les 2 a vecteurs ag(x), %(x’) engendrent
R’ lorsque f (2/) = f ().

Mais on peut écrire

a@

f@) —f@ =Y @ — ) (@ ),

i=1

(;)Tf/ @) — d()—af, (@) =Z(x} — X)) o, (x, ),

i=1

ou les «; et «;; sont des applications différentiables qui peuvent é&tre
choisies de fagon continue en fonction de f. De plus

_ i o o f
% (0) = 5.0, 2.7 (0) = 5 0z, (©)-
Par suite fXf est transversale a la diagonale de R’XR’ au point
(z, 2), x = &', si et seulement si les 2 a vecteurs

T 1ziza,  SE-mu, @), 1=j=a

i=1

«

engendrent R’ chaque fois que Z(wl — ;) % (z, ') = 0. Le lemme local

résulte alors de (1.1.1).

1.3. Soient V" et M™ deux variétés différentielles, V" étant compacte
sans bord. Soit f= (f),er une famille différentiable d’applications de V"
dans M™ telle que f, soit un plongement pour t&€dI* Soit

f’ . VIlXIA‘__)MIILXI/\‘
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lapplication définie par f’ (z,t) = (f. (z), t). Nous dirons que f est une
famille excellente (resp. correcte) si Iapplication f’ est excellente (resp.
correcte).

Soit f = (f),en une famille différentiable d’applications de V" dans M™
telle que f, soit un plongement pour t€0I". Nous allons montrer que
Pon peut toujours approcher f rel 01* par une famille excellente.

En effet, d’aprés la proposition 1.2.1, on peut toujours approcher
f' rel V*x0I" par une application excellente & : V"X I —~ M x I". L’appli-
cation {: V'XxI*<> définie par { (z,t) = (x, h (x,t)) est un difféomor-
phisme voisin de I'identité. ho (™" est alors de la forme g ou g est une
famille excellente voisine de f.

En particulier, pour 0 =k <= m — 2 n — 1, on peut toujours approcher
f rel 91" par une famille de plongements. Le domaine 0 <k = m —2n — 1
s’appelle domaine stable.

1.4. Nous allons démontrer dans ce paragraphe deux lemmes ou inter-
viennent les applications correctes et les applications excellentes, lemmes
dont nous aurons besoin au chapitre V.

Lemme 1.4.1. — Soit X* une sous-variété de Y'X 1" telle que U’appli-
cation t = pr. | X“ soit correcte. Soit w un champ de vecteurs non nuls le
long de X tel que {dt, u ) = 0; on suppose que u est transverse a X“ le
long d’un fermé F de X°. Alors, st k + b —2a — 120, il existe le long
de X“ un champ u' de vecteurs non nuls aussi voisin de u que Uon veut,
transverse ¢ X, égal a u sur F et satisfaisant a { dt, u' > = 0.

Démonstration. — On note S (%) le fibré en sphéres associé a un fibré
vectoriel £. Le champ u de vecteurs non nuls tel que {dt, u > = 0 peut
étre considéré comme une section du fibré en sphéres S[(7 Y’xI*) | X“].
Le champ w sera transverse a X“ si la section évite

N = S[(r Y xI¥) | X4]n S (x X9).

L’application t est correcte, cela équivaut a dire que les deux sous-
variétés S[(T Y'XIN | X“] et S (v X de S[7(Y'XI")|X“] sont trans-
versales. Par suite N est une sous-variété de S[(z Y’ I*)| X“] de codi-
mension b — a + k. Donc, si b —a -+ k>a -+ 1, on peut approcher
la section u de S[(tY’ X I")| X“] par une section u’ évitant N, égale
a u sur le fermé F.

C. Q. F. D.

Lemme 1.4.2. — Sotent X, Y, Z trois variétés de dimensions a, b, c,
la variété 7 étant compacte. Soit = : X — Y une application excellente. Soient
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f€Pl (Z, X) et A une sous-variété fermée de codimension O de 7 tels que
7o f| A soit un plongement. On suppose réalisée la condition (c) suivante :
tof| A et v|X — f(A) sont deux applications transversales. Alors, si
b>>2 ¢+ 1, on peut approcher [ autant que U'on veul par un plongement g
coincidant avec [ sur A et tel que = o g soit un plongement.

La condition (c) est entrainée par la condition (¢’) suivante qui est indé-
pendante de la variété A : tofxX<s€Hom (ZX X, YXY) est transversale
a Ay en tout point (z, x) tel que = = f (z).

Démonstration. — On note J, (Z, X) le sous-espace de J' (Z, X) formé
des jets de rang ¢. On note N le sous-espace de E (7* X) formé des vecteurs
dont P'image par <4 est un vecteur nul de =Y. L’application = étant
correcte, N est une sous-variété fermée de codimension b de E (7* X).
On considére 'application naturelle

o: ESEZ)x,J5Z X)—>E(@*X)
(t: J2) > Js (&)

¢ étant une submersion, P =9 (N) est une sous-variété fermée de
codimension b de E (S (v Z)) x, J, (Z, X).

f étant un plongement, toute application g suffisamment proche de f
est un plongement. < o g est une immersion si et seulement si la premiére
dérivée g' : Z — J) (Z, X) évite pr. (P). ©of| A étant un plongement,
f*| A évite pr, (P). D’aprés le lemme de transversalité, si

dim J} (Z, X) — dimP > dim Z + 1,

1.e. b>>2¢, il existe un plongement g voisin de f, égal a f sur A, tel que
g' évite pry (P). 7o g est alors une immersion.
La condition
cof(A)ntog(Z —A)= 0 §

———...

équivaut a dire que g|Z — A : Z — A > X — f(A) évite (7| X —f(A))

(tof(A)), sous-variété fermée de codimension b — ¢ d’aprés la condi-

tion (¢). D’apres le lemme de transversalité, si b — ¢ > dim (Z — A) 4 1,

le. b>>2¢+4 1, quitte & remplacer g par un plongement voisin égal

afsur A, tof(A)Nog(Z — A) = 9.

7o g sera un plongement si et seulement si gX g : ZXZ -~ XXX évite

(tx =) (Ay) — Ay, sous-variété de codimension b car Dlapplication < est
excellente. gX g|AXZ évite déja cette sous-variété. D’apres le lemme
de transversalité au but, si b>>2¢ -+ 1, quitte a remplacer g par un
plongement voisin égal & f sur A, To g est un plongement.

C. Q. F. D.
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1.5. Nous introduisons dans ce paragraphe la notion d’application
excellente au sens relatif dont nous aurons besoin au chapitre V.

DiriNiTion. — Soient X une variété différentielle compacte a bord,
Y une variété différentielle. On dit qu’une application f: X — Y est excel-
lente au sens relatif si f et f|0X sont excellentes et si de plus :

(@) fsx : (* X)| 90X - 1Y est transversale a la section nulle de =Y;
(b) fXf : Xx0X - YXY est transversale & la diagonale A; de YXY.

La proposition 1.2.1 se généralise alors comme suit :

Prorosrrion 1.5.1. — Les applications de X dans Y, excellentes au sens
relatif, forment un ouvert dense de Hom (X, Y) munt de la topologie C”.

Ezxemple. — Soit X une variété différentielle compacte a bord. Une
fonction f: X — R est une fonction excellente au sens relatif s1 et seule-
ment si [ et f|0X sont des fonctions de Morse et si de plus :

(a) aucun point critique de f n’appartient a dX;

(b) toutes les valeurs critiques de [ et f|0X sont distinctes.

2. ErupEe pES POINTS SINGULIERS DE TYPE X°. — Soient V" et M"
deux variétés différentielles. On rappelle tout d’abord la définition et
quelques propriétés des points singuliers de type X'°.

DiriNiTION. — ¢ € V" est un point singulier de type X"° de Uapplication
différentiable f : V' — M" si Uon a les propriétés suivantes :

(si) le rang de [ au point ¢ est égal a n — 1;

(s2) la premiére dérivée de f, f* : V' — J' (V", M) est transversale au
point ¢ a la sous-variété de Uespace J' (V", M™) (espace des 1-jets de V"
dans M™) formée des jets de rang n — 1;

il suit de la que les points singuliers de f forment au voisinage de ¢ une
sous-variété S de dimension 2n — m — 1;
(ss) ]S est une immersion au point ¢.

Pour n =2, m = 3, on parle de point cuspidal, et pour m = n, on
parle de pli.
Soit f: (R, 0) - (R™, 0) un germe d’application différentiable tel que

oz, (0) = 0. f admet l'origine comme point singulier de type X'° si et
seulement si

(1) les vecteurs d%g (0), 2=1v = n, d;:(gxz

J . 0?2 . 4 s . ,
(2) les n vecteurs()—;i (0), Zélén,%—é (0), sont linéairement indé-

(0), 1 £ i+ = n engendrent R™;

pendants.
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Si ¢ est un point singulier de type £'° de f: V* -~ M™, il existe des
cartes en ¢ et f(¢) telles que f ait pour expression locale

f@is oo @) = (@1, T2y ooy Ty Ty Ty« o oy Tt Tinpp)-

Lemme 2.1 (Propriété universelle des points singuliers de type X'-°).

On considére deux paires de variétés pointées, (V", X"77, ¢) et
(M™, Z"2r, m) et un germe de point singulier de type £"°, f: (X, ¢) - (Z, m).
WVi,0

Tout germe de point singulier de type Z'°, f: (V, ¢) - (M, m), prolon-
geant f, posséde la propriété universelle suivante :

Quels que sotent la variété pointée (W, w), le germe g : (V, ¢) — (W, w)
et le germe 0 : (Z, m) > (W, w) tels que 0o f = g| X, il existe un germe
(M, m) > (W, w) rendant commutatif le diagramme

(X,v)—T = (Z,m)

;l :

,m)

(W,w)

La différentielle de U au point m est indépendante du choix particulier de .

(v,v'>———+(

Démonstration. — f étant un germe de point singulier de type X",
il existe un systéme de coordonnées (a, i, ..., Tnp_4) sur X au voisinage
de ¢, nulles en ¢, et un systéme de coordonnées (A, Xi, ..., Xop1,
Y, ..., Ynnp) sur Z au voisinage de m, nulles en m, tels que

f(as xh e ey xn-—p*1) = (ag, Ly o vey xn~p—1, axh LR ] axm-n-—p)-

On étend le systéme (a, @i, ..., %, 1) en un systéme de coordonnées
(@, @1y ..., ®oa) sur V au voisinage de ¢, nulles en ¢, et le systéme
(A, X4y ooy Xnpty Yi, oooy Yn ) en un systéeme de coordonnées
(A, X, ooy Xty Yoy ooy Yooy Yopy oooy You) sur M au voisinage

de m, nulles en m. On définit un germe de point singulier de type ',
ﬁ : (V, ¢) > (M, m), prolongeant f, par

fo(@ i, ...,%uy) = (@ Ty ...y Tueyy A1y « o oy Au—n—ps An—ppy -« « -5 ATr).

Nous allons montrer que f, posséde la propriété universelle énoncée
dans le lemme 2.1. Choisissons un systéme de coordonnées sur W au
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voisinage de w, nulles en w. La relation 0 o f = g| X s’écrit en coordonnées
locales :

9@z, .o s Tnp1, 0, ...,0) =0(® 2, ..., Tupy, ATy, ..., ATp—n—p)-

Par suite il existe des germes ®; : (V, ¢) - (W, w), 0 =1 = p — 1, tels
que

p—1
g(a,2) = 0(@ 21y« oy Tnpty QT1y ey W) + X, Tt 01 (@ T),
o = (%1, ..., %n). Il existe aussi d’aprés Whitney des germes «; et
B (V, ) > (W, w), 0271 =p — 1, tels que
w; (a, *) = a; (%, x) + afB; (a?, x).
Il suffit donc de prendre pour ¢ le germe défini par
l'P (A9 X; Yl, s ey Ym—n—p, Yn—p; LIRS ] Yn—l)
»—1 p—1
= 0 (A; Xl’ ] Xn—pvh Yla LI Ym—n—p) +Z Xn—p+i a; (A’ X) +2 Yn——/z+i Bi (A’ X)’
1=0 i=0 .

ou 'on a noté X = (X4, ..., Xu).
La différentielle de { au point m est indépendante du choix particulier
de ¢; en effet, la relation § o f, = g entraine

% =150

ad __dg ,
d—z(m)—d—%(v), 1=Zi<n—1,

oy d? g , ,
m) = ~j~=Zm—n—p n—p=j=n-—1.
de( ) da dx; ®), l=j= ’ =J= 1

[Ou encore : en un point double d de fs voisin de m, les images par (o)«
des espaces tangents engendrent l’espace tangent & M en m; par suite
la différentielle de ¢ au point d est indépendante du choix particulier
de {; on termine en remarquant que m est adhérent a I’ensemble des

points doubles de f,.]

Montrons maintenant que tout germe de point singulier de type X'°,
f:(V, ¢) > (M, m), prolongeant f, posséde la propriété universelle énoncée
dans le lemme 2.1. fo possédant cette propriété universelle, en prenant
g=f (W, w)= (M, m), 0 =inclusion de Z dans M, on montre qu’il
existe un germe ¢ : (M, m) - (M, m) tel que ¢of, = f, ¢ | Z = inclusion
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de Z. D’apres ce qui précede, on a

% m) =321 ),

do _df .
d—Xi(m)_d—xi(v)’ 1=-i<Zn-—1,

o f

da—dx,-(v)’ 1=Zj<Zm—n-—p, n—pZj<n—1.

¢ _
()—Y, (m) =

Le point ¢ étant un point singulier de type X de f, les vecteurs précédents
engendrent R™, donc ¢ est un difféomorphisme local au point ¢, ce qui
achéve la démonstration du lemme 2.1.

3. DEFINITION ET DESCRIPTION DES APPLICATIONS PARFAITES. — On
considére dans ce paragraphe deux variétés différentielles V* et M™.

DirinitioN. — On dit qu’une application différentiable f : V' — M™
est parfaite si elle posséde les propriétés suivantes :

(P,) les points singuliers de [ sont de type X'°;

(P.) un point double r’est pas U'image d’un point singulier;

(P;) en un point double ¢ = f(d,) = f(d.), di £ d., les images par f«
des espaces tangents a V" en d, et d. engendrent ’espace tangent & M™ en ¢;

(P,) f n’a pas de point triple.

Pour la fin de ce paragraphe, on suppose que la variété V" est compacte
sans bord.

Fig. 2

D’aprés le paragraphe 2, les points singuliers d’une application parfaite
f: V" —> M™ forment une sous-variété compacte 5> ' de V". Les points
doubles de f forment dans M™ I’'intérieur d’une sous-variété compacte A**™

dont le bord 0A est f(S). D* ™ = f(A) est une sous-variété compacte
sans bord de V", possédant S comme sous-variété de codimension 1.
S est aussi ’ensemble des points singuliers de f| D : D — A et ces points



ETUDE HOMOTOPIQUE DES ESPACES DE PLONGEMENTS 335

singuliers sont des plis [i. e. ils possédent une expression locale de la forme
(Wiy oo oy Unnem) = (W], Uzy o ooy Uanom)]-

D’aprés le lemme de transversalité, si 2m — 3 n — 1> 0, les applica-
tions parfaites de V* dans M" forment un ouvert dense de Hom (V*, M")
pour la topologie C* ([7], 2.5). D’aprées les conditions (P,) et (P,), une appli-
cation parfaite est excellente.

Soit f = (f)),enx une famille différentiable d’applications de V" dans M™
telle que f, soit un plongement pour t€dl’. Soit f': V"X I" - M"x I*
Papplication définie par [’ (z, t) = (f. (x), t). Nous dirons que f est une
famille parfaite si Iapplication f’ est parfaite.

On montre, en utilisant la méme méthode qu’au paragraphe 1.3, que
pour k=2m — 3 n—1, on peut approcher la famille frel 01" par une
famille parfaite.

CHAPITRE IV

ETUDE DES ESPACES DE PLONGEMENTS

Soient V" une variété différentielle (de classe C*) compacte sans bord,
M" une variété différentielle, m, n >~ 0. On note Hom (V*, M™) lespace
des applications de classe C° de V" dans M™ muni de la topologie C~,
P1(V", M™) le sous-espace des plongements. Dans ce chapitre on se propose
d’associer & toute application continue f: V* — M” une paire topologique
(Cr, oW) et un fibré vectoriel stable 6, de base C,. Ensuite & toute appli-
cation continue f: V* — M" on associera un élément 2, (f) € Quy_,, (Cr, oW ; 0/).
Et & tout entier k>~ 1 et tout plongement f, : V' — M"”, on associera un
homomorphisme (application si k= 1) :

2 mp (Hom (V7 M™), PL f.) — Qonk (€, OW; 0).

On terminera ce chapitre en énoncant le résultat fondamental de ce
travail, résultat qui concerne .

1. CONSTRUCTION DU FIBRE VECTORIEL STABLE O, — On se donne une
variété différentielle V* compacte sans bord, une variété différentielle M™
et une application continue f: V' — M”. On construit dans ce para-
graphe successivement une variété différentielle W*" compacte a bord
(éventuellement vide), un fibré vectoriel différentiel w de base W et de
rang 1, une paire d’espaces topologiques (C;, dW) et un fibré vectoriel
stable 0, de base C,.

1.1. La variété différentielle W*". — On construit tout d’abord une

variété différentielle W*" compacte sans bord, munie d’une involution

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 44
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différentiable o, de la fagon suivante. On note F, la sous-variété de W*"
formée des points fixes de 5. On prend (W — F,, o) = (V"X V" — A,, s)
ou Ay est la diagonale de V"X V" et s (2, y) = (y, ). On prend pour F,
la variété différentielle des sous-espaces vectoriels de dimension 1 des
fibres du fibré tangent & V*. Munissons V" d’une structure riemannienne et
notons S(<V”) le fibré en sphéres de rayon unité associé au fibré tangent T V",
Notons T. (> 0) la variété différentielle quotient de S (t V") X[ —¢, €]
par la relation qui identifie (¢, a) et (— ¢, — a). F; s’identifie & T,. La
variété différentielle W2" s’obtient alors en recollant T. et VX V" — Ay,
¢ > 0 suffisamment petit, au moyen du plongement

T;_ —_ To—)—V"XVﬂ - AV

(1) (t, a) = [exp (— at), exp (at)].

W?** est une variété différentielle compacte sans bord. o est une invo-

lution différentiable de W2" dont les points fixes forment une sous-variété F,
de codimension 1. On montre que la structure différentielle mise sur
(VXV — A)UF,; pour obtenir W2 est indépendante de la métrique
riemannienne choisie sur V”. L’application (1), prolongée par 'applica-
tion identique de ’espace V"X V" — A, dans lui-méme, définit une appli-
cation différentiable 1 : W2 —~ V* x V7,

On note W" la variété quotient de W*" par o dans la catégorie des
variétés différentielles, On note r : W*» - W*" Tapplication différentiable
quotient; les points singuliers de r sont des plis [i. e. ils possédent une
expression locale de la forme (us, ..., usn) = (U, Usy ..., Usn)]. W est
une variété compacte dont le bord dW s’identifie a T,.

1.2. Le 1-fibré vectoriel « de base W.

Lemme 1.2.1. — Soit £ un fibré vectoriel différentiel dont la base X est
une variété différentielle sans bord. Soit 5 une involution différentiable
linéaire fibrée de .. On suppose que les points fixes de 5 = a| X forment
une sous-variété F, de X de codimension 1. Alors le quotient de ¢ par o
existe dans la catégorie des fibrés vectoriels différentiels; le rang du fibré
quotient est égal au rang de %; le morphisme quotient r, : £ — £/3 est au-
dessus de Uapplication différentiable quotient r : X — X/s.

Démonstration. — a. On suppose que X =R", [ =R'XR XR' et
que & soit donné par

T (@0 ey Ty Xy oy X0y Yoy ooy YD)
=(— L1y Loy oo oy Tny Xh c ey Xr, _Y1, “eey ""‘Ys).
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On a alors o (@1, ..., &) = (— @4, Zs, ..., &n). Le quotient de R" par &
dans la catégorie des variétés différentielles est la variété R_XR"! et
Papplication différentiable quotient est l’application r : R* - R, X R"*
définie par

T (Thy oy oo oy Tn) = (T], Tay - oy Tp).

Le quotient de £ par o dans la catégorie des fibrés vectoriels différentiels

et le morphisme quotient sont alors donnés par

r: R*XR'XR’'— (R.xR")xR"xR*
X, Y) = (r(@), X,z Y)

b. On suppose que o n’ait pas de point fixe. On note E (%) 'espace
total du fibré £ et on considére le quotient E (§)/c dans la catégorie des
ensembles ainsi que ’application quotient r, : E (§) - E (£)/5. On munit
E (§)/a de P'unique structure de fibré vectoriel différentiel de base X/s
faisant de r, un morphisme de fibrés vectoriels et un difféomorphisme
local. E (£)/a est alors le quotient de £ par o dans la catégorie des fibrés
vectoriels différentiels et r, le morphisme quotient.

c. Le cas général se déduit des cas précédents par recollement.

C. Q. F. D.

Munissons le fibré vectoriel produit WxR de base W de I'involution o,
définie par o, (2, a) = (5 (x), — a). On note ' le 1-fibré vectoriel
quotient de WXR par o, dans la catégorie des fibrés vectoriels diffé-
rentiels. Ce quotient existe d’aprés le lemme 1.2.1. Le morphisme

quotient r, : WXR —> o' est au-dessus de Papplication quotientr: W — W.
L’application r : W —~ W se reléve en un plongement i: W — E (o)
défini par i () = ri (z, 1).
1.3. La paire topologique (C;, 9W). — On note I (f) le mapping cylinder
de l'application continue f: V — M. On note Q (M (f); V) P'espace des
applications continues

c: (—1,1,{—=1,1})—=>On(),V)
muni de la topologie de la convergence uniforme. On note
e: QO (f); V) > VXV

Papplication continue définie par e (¢) = (¢ (— 1), ¢ (1)).
Soit S (w) le fibré en spheéres associé & w. C’est un revétement a deux

feuillets de base W. L’application quotient r : W — W se reléve en un
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plongement ¢ : W — E (w) (voir 1.2); cela montre que ’on a une appli-
cation continue naturelle ! : S (®) > W. On considére I’application
wol + S (w) > VXV.

On définit ’espace C, comme le quotient du produit fibré de S (w) et
de Q (M (f); V) au-dessus de VX'V par la relation qui identifie (z, c) et
(— @, c"), ¢ " étant le chemin défini par ¢ (u) = ¢ (— u) pour u€[—1, 1].
On peut identifier V au sous-espace de Q (I (f); V) formé des chemins
constants. Le quotient de S (o | dW)v>><<vV est un sous-espace de C, que

Pon identifie & oW.

L’application e : Q (M (f); V) = VXV est un fibré de Serre. Par suite
la projection pry: S(w) X Q (M (f); V) — S (w) est un fibré de Serre. On
VXV

note p : G, - W D’application continue obtenue a partir de pr, par passage
au quotient. C’est un fibré de Serre. Si M est connexe, la fibre est
I’espace & M des lacets de M issus d’un point donné, muni de la topologie
de la convergence uniforme.

Remarque 1.3.1. — Lorsque 'application f: V — M est un plongement,
on peut considérer un espace €, défini de la méme maniére que ’espace C;
en remplagant Q (M (f); V) par Q (M; f(V)). Les espaces C, et C, ont
alors le méme type d’homotopie.

On note Q (M (f); V) le sous-espace de Q (N (f); V) formé des chemins ¢
satisfaisant a

c()=(c(—1),21 + w), ——1éu_/:—%,
c@ = (c(1),2(1 — w), rZuzt,
c(u)eMcom (f), - %éué%

A Tespace Q (M (f); V) est associé un sous-espace C; de C,. L’inclusion
C,CC, est une équivalence d’homotopie.

Soient f et g deux applications continues de V” dans M". Soit h = (h); e
une homotopie de f dans g. On considére une application de Q (I (g); V)

dans Q (01t (f); V) qui au chemin ¢ associe le chemin ¢, défini par

j 1
b (=), s Zuz -k
1 1
¢ (u) = ¢ (4u), _léuél’
1 1
h'—’-(l_?“) (C (1))9 4 < u= 2'

\
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Cette application continue induit une application continue H () : C, - G,
qui est une équivalence d’homotopie, son inverse & homotopie prés étant

H ('), ' étant 'homotopie de g dans f définie par A" = (hun)ier

Les inclusions G,C¢€,, C,CC, étant des équivalences d’homotopie,
on en déduit une équivalence d’homotopie H (k) : €, - C, bien définie
a homotopie prées. On peut méme prendre H (k) de fagon que

H (k) | oW = id (9W).

1.4. Le fibré vectoriel stable §,;. — On définit une application continue
q : G, > M par passage au quotient de l’application composée

S (») X QR (f); V)22 Q O (f); V) — M (f) > M.
vy ¢ > ¢(0)
On note P=pxq : ¢, > WXM.

Pour N entier suffisamment grand, on suppose que (W, dW) est une
sous-variété de (DY, S¥°') et que W4{S'"'=JW. On note v (W) "
un fibré normal a (W, oW) dans (D%, S¥7').

On note Oy = (' @< M™) H (v (W) *"x M), fibré vectoriel différentiel
de base WXM et de rang N+ m — 2 n. On note 0,y = P* (0), fibré
vectoriel de base C, et de rang N 4+ m — 2 n. On note 0, (resp. 0) le fibré
vectoriel stable associé a 0,y (resp. 0y).

Avec les notations de 1.3, ’homotopie h permet de construire une
homotopie entre P,o H (k) et P,. [On note P, ’application P associée a
Papplication continue f.] Par suite, il existe un isomorphisme de H (k)* (9))
sur 0,, bien défini & homotopie pres.

2. DEFINITION DE L’APPLICATION %;,. — Soient V" et M" deux variétés,
V" étant compacte sans bord. On ne suppose aucune condition sur les
entiers m et n autre que m, n >> 0. Soit k un entier == 0. Soit f = (f/),c :
Vix 1" — M™ une famille différentiable d’applications de V" dans M™
représentant [f] €%, (Hom (V", M), P1 (V*, M™), f,) pour k == 1 [resp. une
application de V" dans M™ pour k = 0].

On se propose de définir un élément
273 ([f]) € Szzn—m»kk (cj})’ ()W; 0_/1.)'
Un tel élément sera représenté par une application normale (4, b, B)
dans (C;, oW; 0,), ou :
(a) (A, 0A) est une sous-variété compacte de D "', de dimension
2n —m + k, telle que A j S = 0A;
(b) b : (A, 0A) — (G, 0W) est une application continue;
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(¢) B : v(A) - 0y est un morphisme strict au-dessus de b, ou v (4)
est un fibré normal a (4, 0A) C(DY+¥, S¥+F7),

On notera by =pob : A -~ W, p: C, — W étant ’application continue
définie au paragraphe 1.3.

Dans les paragraphes suivants, on définira successivement A, b,, b et B

[noté aussi B (f)].

2.1. Définition de A et b,. — D’aprés 1I1.1.3, quitte & remplacer f par
une famille voisine, on peut supposer la famille f excellente. p.: W — VXV
étant 'application définie au paragraphe 1.1, on considére ’application
h: WxI* - MxM définie par

h (@, 1) = [f: (pr1 o p- (@), f2 (PTs © - ())]-

Lemme 2.1.1. — h (4,) est de la forme DU (F;x 1), ot D*"** est une

sous-variété compacte sans bord de W 1*, invariante par oxid (I*) et trans-
versale a F,x 1"

Démonstration. — Si (z, t) € h (Ay) — F,x I*, Papplication h est trans-
versale a A, au point (z, t) car la famille f est excellente. Donc au voisinage

1
de (x, t), h(Ay) est une sous-variété de dimension 2n — m + k.
Si (z, {)€F,x I*c Wx I, ’application 1 posséde au voisinage de =
une expression locale donnée par le germe a 1’origine de

Rn XR/L—% ><R — RIL XR“
(u, 0,a) + (U—av,u+ av)
ou
u= (U, ..., U), = 1,0y ...,0,), D= (s ... Up)

Par suite & (4y) — Fox 1" est donné au voisinage de (z, t) par
fou+ av) — f. (u — av) = 0.

L’application f, (u + av) — f. (u — av) étant une application impaire de a,
il existe un germe au point (0, t), g = (g)ien : (R*"XR"'XR)XI" - R"
tel que

1) fe@w+ av) — f, (u — av) = a g, (u, b, @).

—1

Donc au voisinage de (z, t), h (A,) coincide avec la réunion de I'; X I" et d’un

ensemble défini par g (u, ¢, ¢*) = 0. Si g (0) £ 0, il n’y a que FoxTI" Si

2 (0) =0, on a g (u, ¢, 0) =2 (f)« (u, ¢) d’apres (1). La famille f étant

supposée correcte, ’ensemble défini par g (u, ¢, a*)=0 est une sous-

variété de dimension 2 n — m 4+ k transversale a F,x I~ '
C. Q. F. D.
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L’involution (z, t) +> (5 (), t) de WxI* induit une involution de D
notée g,, dont les points fixes forment une sous-variété fermée S de D
de codimension 1. On note A = D/s,, le quotient étant pris dans la caté-
gorie des variétés différentielles; on note r : D — A P'application diffé-
rentiable quotient (ses points singuliers sont des plis). A est une variété
compacte de bord JA éventuellement vide.

On considére la projection pr, : Wx I* - W. L’application pr, |D: D -~ W
est compatible avec les involutions o, de D et o de W, i.e. on a

7o (pr: | D) = (pr: | D) o oy
En passant au quotient, on obtient une application différentiable
b : (4, 04) — (W, OW).

—1
D étant transversal a F; X I, b, coupe W transversalement et b, (0W) = 0A,

On note j : D — V P"application composée
DcWxIBWE VvV

D étant une sous-variété de Wx I* transversale a F,X If, ’application j
posséde les propriétés suivantes :

(1) j(d) #j (54 (d)) si d&S;
(2) j« | kerq ((90)% + 1d) n’est pas nul pour d€S.

On considére la projection pr, : Wx I* - I*, L’application pr, | D: D — I*
est telle que (pr.|D)es, = pr.|D. Par passage au quotient l’appli-
cation pr.|D induit une application différentiable notée = : A — I" [dont
I'image = (A) est contenue dans I“= I* — oI/,

D étant une sous-variété de WX I* transversale a F, X I, 11 en résulte
que by X7 : A > WX I" est un plongement. A peut étre considéré comme
une sous-variété de WX I* et 'on a A j (VW X I*) = 0A.

2.2 Définition de Uapplication continue b. — Nous allons relever b,
dans (C;, 0W), c’est-a-dire définir une application continue

b: (d,03) > (G OW)

telle que pob=b,, p : &, > W étant I’application continue définie
au paragraphe 1.3.
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On définit tout d’abord une application continue C = (c4) ey

D - QM (f,); V) par

G@=GE@)2d +w), —1zus—5
& @) = fuvsnsra G @) — 5 =u=0;
6@ = fuwera @) 0Zuzy;
G@=(@20-w),  gzucl

Pour d€S, on a ¢ (u) =c¢(— u),u€[— 1, 1]. L’application
est homotope a une application continue C' = (c,),e, telle
un chemin constant pour d€S, eo( =e-(C, e étant

continue C
que c, soit
défini au

paragraphe 1.3. C’ permet de relever I’application b, en une application

continue b : (4, 9A) — (C,, oW).

2.3. Définition du morphisme strict B. — L’application h: Wx I - MxM
définie en 2.1 est transversale & A, en dehors de F,Xx I*. Par suite, si on
note v (WxI"; A) un fibré normal a ACWx 1% Dapplication I induit

un morphisme strict (défini & homotopie pres) :

U{f): v(WxIHA)—»o®TM

au-dessus de Pob : A WxXM, P: ¢, - WxM étant défin1 en 1.3.

Au paragraphe 1.4, on a supposé WcC DY, W ;, ' = oW.

ACWXI“cD X I* et par suite :
v (A=Y =y (WX I Ay @ [v (W)Y 22 X I4] | A,
En suspendant U (f), on obtient donc un morphisme strict
B, (f): v (Q)yr—n+Y s 0y

au-dessus de Pob : A - WX M.

On a donc

Le fibré vectoriel 0,y étant le fibré P* (0)), le morphisme strict B,

se reléeve en un morphisme strict
B(f): v @Y= O
au-dessus de b : A — C,.
2.4. Définstion de Vapplication 2, pour k> 1. — Solent

f=(f)enr et g = (9:)ew
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deux familles excellentes d’applications de V" dans M™ représentant le
méme élément de w; (Hom (V”, M™), Pl, f,) pour k> 1. D’aprés III
(prop. 1.2.1), il existe une homotopie excellente A = (h.))cnier de f
dans g [i.e. telle que P'application A" : V"X I*XI - M"xI*X1 définie
par k' (z, t, A) = (h.y, (@), t, &) soit excellente].

Ala famille f est associée au paragraphe 2.3 une application normale B (f).
De la méme maniére on associe & h un cobordisme normal B (k) entre
les applications normales B (f) et B (g). B (f) et B (g) représentent donc
le méme élément de Q. i (G, OW; 0;). Pour k>>1, on peut donc
définir une application

ap s m (Hom (V7 M™), P, fo) = Qo (S OW; 07)

par o ([f]) = [B (f)].

Proposition 2.4.1. — Pour k > 1 on pointe U'ensemble n, (Hom (V", M),
Pl, fo) par %, classe d’une famille constante. Alors on a o; (%) = 0; autre-
ment dit, o, est un morphisme d’ensembles pointés. Pour k> 2, a; est un
homomorphisme de groupes.

Démonstration. — Si f = (f,),eix est une famille de plongements, on a
A= ¢, dou « (k) = 0. Les définitions des structures de groupes de
7. (Hom (V*, M™), Pl, f,) pour k> 2 et de Quy i (Cf, OW; 0,) montrent
immédiatement que %; est un homomorphisme de groupes pour k> 2.

C. Q. F. D.

Prorosrrion 2.4.2. — Si 2, (0) = { x| pour tout point de base
fo€ PL(V", M™), alors 2, est injective.

Démonstration. — Soient
c= () el et ¢ =@her: ({0, 1},0) — Hom (V?, M™), P, f,)

deux chemins excellents. On définit un chemin

C: (I, {0,1},0)—> (Hom (V", M™), P, ¢,)
par

,_;

CO=c( 1-22), 0=2=g
CH)=c(—1+2%), % h =1,

Quitte & modifier ¢ et ¢’ au voisinage de A = 0, C est un chemin excellent
d’origine c¢;.

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 45
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On suppose o, ([c]) = o, ([¢']); autrement dit B (c) et B (¢) cobordent
normalement. On en déduit que B (C) est un bord. Comme par hypothése

% (0) = % pour le point de base ¢, C est homotope rel { 0, 1| & un chemin
de plongements. Cela entraine que les chemins ¢ et ¢’ sont homotopes.
Autrement dit [¢] = [¢'] €=, (Hom (V", M™), Pl, f,).
C. Q. F. D.

2.5. Définition de Vapplication «,. — Si P’application f: V* -~ M™ est
excellente, on lui associe %, (f) = [B ()] € Qsn_n (€, IW; 0,). Supposons
maintenant que l'on ait une application différentiable quelconque
f: V*— M™. Soient g une application excellente de V* dans M™ et h une
homotopie de f dans g. Aux paragraphes 1.3 et 1.4 on a associé a h
une équivalence d’homotopie H (k) : (C,, W) — (Cr, dW) telle que
b, ~ H (B)* (8;). On pose

% (f) = H (h)x (20 (9)) € Lonn(Cr, IW; 0))

et 'on montre que %, (f) ne dépend que de f. On a alors la proposition
suivante :

Prorosition 2.5.1. — St f est homotope & un plongement, on a 2, (f) = 0.

Lorsque M™ =R", on pose &, (V", m)=[B, ()] €Qaon_m (W, 0W;0).
ay (V", m) joue le méme role que «, (f) puisque dans ce cas I’application
p: (€, oW) > (W, 0W) est une équivalence d’homotopie.

D’aprés 11.6.4 on a «, (V*, m) = 6 (mw). Le fibré mw est quotient du
fibré produit S (w) X R par I’involution (z, a) - (— z, — a). D’aprés 11.6.5,
on a donc :

Prorosition 2.5.2. — a, (V", m) est un élément du groupe Lqun_n (W,
OW; 0) dont Uordre est une puissance de 2 pour m > 1.

2.6. Cas ou Uon considére une famille parfaite. — On suppose que la
famille f= (f.),en est parfaite (c¢f. I11.3). Dans ce cas I'application
jX(zeor): D — V' 1" est un plongement qui permet d’identifier D
4 une sous-variété de V*x I*, L’ensemble S des points fixes de o, est alors
I’ensemble des points singuliers de f’. f'|S est un plongement.

On a un plongement A -~ M X I* défini par la diagramme commutatif

DA

ix(fol*)l l

VIL; X Ik ___L> Mm X I/:
A s’identifie donc a une sous-variété de M™ x I*. L’intérieur de A est formé

des points doubles de f’. Son bord est f'(S). On a de plus D = 7’ (4).
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3. ENoNCE DU RESULTAT FONDAMENTAL. — On se propose au chapitre V
de démontrer le théoréme suivant qui constitue le résultat fondamental
de ce travail.

TrtoriME A. — Sotent V" et M™ deux variétés différentielles de classe C,
la variété V" étant compacte sans bord.

Soit [ : V" - M" une application continue. Si 2 m — 3 n— 30,
f est homotope & un plongement st et seulement si %, (f) est U'élément neutre
du groupe Qap_p (Cr, OW; 0).

Soient k un entier >~ 1 et f, : V" — M™ un plongement. L’homomorphisme
(application pointée sv k= 1) :

a : m (Hom (V7, M%), Pl, fo) = Lunnk (G4, OW; 0)

est un tsomorphisme (bijection st k=1) pour k=2m —3n— 3, un
épimorphisme (surjection si k = 1) pour k=2m — 3 n — 2.

Le domaine 0 <k -<2m ~— 3 n — 3 s’appelle le domaine métastable.
il contient le domaine stable 0 <<k <= m — 2 n — 1. De I’énoncé précédent,
on déduit immédiatement le méme énoncé en classe C’, r > 1. Cela tient
a ce que toute variété de classe C', r == 1, peut &tre munie d’une structure
de classe C”, et tout plongement de classe C" peut étre approché par un
plongement de classe C”.

Lorsque la variété M™ est ’espace euclidien R™, le théoréme A s’énonce
de la facon suivante :

Tutorime B. — Soit V" une variété différentielle de classe C* compacte
sans bord. St 2 m — 3 n — 3= 0, il existe un plongement de V' dans R™
st et seulement si l'élément (dont l'ordre est une puissance de 2 pour m > 1)
ay (V', m) est U'élément neutre du groupe Q.. ,, (W, 0W; mw P v W).
Sotent j un entier >0 et fy, + V* -> R™ un plongement. L’homomorphisme
(application pointée si j = 0) :

i ¢ T (2 LV BR™), fo) > Lonmijs (W, OW; mo P v W)

est un isomorphisme (bijection si j=0) pour j=<2m —3n—4, un
épimorphisme (surjection st j = 0) pour j=2m — 3n — 3.

On a vu au paragraphe 2.5 que «,(V", m) =035 (mw»). Comme
g (mw)=D (g (mw)), ot D est la dualité de Poincaré, d’aprés 11.6.2,
lorsque 2m —2n — 30, % (V" m) =0 si et seulement si le fibré
vectoriel m © posséde une section partout non nulle.

En I1.1.2 on a noté I'* (m w) 'espace des sections partout non nulles
du fibré vectoriel m w, muni de la topologie de la convergence compacte.



346 J.-P. DAX

Sif: V" — R™ est un plongement, on peut lui associer ’application partout
non nulle
anVn — Av__>Rm

@ y—~>f@—f@

et par suite un élément de I'* (m w | W — 0W) ~I'* (m ®). On a donc un
homomorphisme (application pointée pour j = 0) :

0: m;(Z21L(Vy R™), fo) = m; (T* (mw), so).

D’aprés 11.1.2, pour 0 ==j=2m — 2n — 4, on a un isomorphisme
suspension :
S : 7 (T* (mw), s,) = Qu—/~1 (W; mw).

On considére aussi la dualité de Poincaré :
D : Qn7=1(W;mo)—> Qypmijrs (W, 0OW; mo P v W).

On a la relation «;,, = DoSoc, de sorte que 'on peut énoncer le
théoréme B sous la forme duale suivante :

Tutorime C. — Soit V" une variété différentielle de classe C* compacte
sans bord. St 2m — 3 n — 30, il existe un plongement de V" dans R™,
st et seulement st le fibré vectoriel m o de rang m et de base W*" posséde une
section partout non nulle. Soient j un entier > O et f, : V' — R™ un plongement.
L’homomorphisme (application pointée si j = 0) :

5wy (@ 1V R, fo) =7 (T (m ), $)
est un tsomorphisme (bijection sv j = 0) pour j << 2 m — 3 n — 4, un épimor-
phisme (surjection si j = 0) pour j =2 m —3 n — 3.

La premiére partie du théoréme C (existence d’un plongement de V»
dans R™) et le cas j = 0 ont été démontrés par A. Haefliger ([9], [10]).

CHAPITRE V

D£MONSTRATION DU RESULTAT FONDAMENTAL

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le théoréme A énoncé au
chapitre IV. Tout d’abord,dans les paragraphes 1 a 4, on démontre que
le noyau de o est trivial pour 0 <= k=2 m — 3 n — 3. Au paragraphe 5
on déduit de la démonstration précédente la surjectivité de «; pour
1=k=2m—3n—2.
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1. ETUDE DU NOYAU DE &

1.1. Soient V" et M™ deux variétés, V" étant compacte sans bord.
Soit f= (f)ier : V'XI" > M” une famille différentiable représentant
[f] € =i (Hom (V", M™), PI (V*, M™), fo) pour k> 1 [resp. une application
de V" dans M™ pour k=0]. St k==2m — 3 n — 1, on peut supposer
la famille f parfaite (c¢f. I11.3). Il lui est alors associé en IV.2 une appli-
cation normale (A, b, B) ou :

(@) (A, 0A) est une sous-variété compacte du disque D¥**, de dimension
2n — m + k, telle que A f S**7' = 9A, N étant un entier suffisamment
grand ;

(b) b : (A, 0A) - (€, OW) est une application continue;

(¢) B : v\ "+ (A) - 0, v est un morphisme strict au-dessus de b, ou
v 2 (A) est un fibré normal a (4, 9A)C (DY, SVFEY),

Cette application normale est un représentant de «; ([f]). On note

bp=peb : A>W, p: G, — W étant Papplication continue définie
en IV.1.3.

Fig. 3

1.2. On suppose que o ([f]) = 0 et 'on veut montrer dans ce chapitre
que, pour 0 ==k =2 m — 3 n — 3, la classe [f] est égale & % (classe d’une
famille constante) s1 k> 1, 'application f est homotope a un plongement
si k = 0. L’hypotheése o ([f]) = 0 se traduit par I'existence d’un triple
(47, ', B’) dans lequel :

(a’) (A’, 0A’) est une sous-variété compacte de (D¥**x I, 0 (DY**x 1)),
de dimension 2n — m + k + 1, coupant o (D¥**x 1) et S*"*~'x{0, 1}
transversalement et telle que

N R @0 = Ax[ 0}, (DY (1)) = 0

on note U = 0 A’ f S¥"*~'x I, variété compacte de bord 0U = 0A;

(') ¥ : (A, U) > (C; 0OW) est une application continue telle que
b’ |A = b; on note b, =peob';

(') B’ : v (A') — 0,y est un morphisme strict au-dessus de b’
tel que B’|v (A) =B, ou v (4’) est un fibré normal a A’CD """ XTI tel
que v (&) [AX{0}=v (8)x{0}.
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1.3. On remplace b, par une application différentiable voisine telle

que b, coupe JW transversalement et 2’10 (OW) = U = 0A’ — A. Notons
' : D’ - A’ Pimage réciproque de r : W — W par b, : A’ -~ W, D/ est une
variété compacte de bord D et /' |D=r: D — A (¢f. IV.2.1).

L’involution ¢ de W induit une involution o, de D’ et o, | D = oy,
I’ensemble S’ des points fixes de oy, est une sous-variété de D’ de codi-
mension 1, et S’ ;3 D = S.

L’application D’ » W induit une application j/ : D’ - V lorsqu’on la
compose avec W > VXV 3V, On aj | D = (¢f. IV.2.1) et j/ posséde

les propriétés suivantes :

(1) j(d) # j' (o0 (d)) si d&S';
(2") 7. | kerq ((5)% + id) n’est pas nul pour d€Y’.

1.4. On note f’ : VX I* - M X I* I'application définie par
f' (x’ t) = (f(.'l?, t)’ t)
On note t (resp. t') la seconde projection de VX I* (resp. Mx I¥).

La famille f = (f.).ew est homotope rel 01" & une famille de plongements
st et seulement si Uapplication ' est homotope & un plongement par une
homotopte h,, s€1, fixe sur V'X0lI" et respectant les projections sur I
(1. e. telle que t' o h, =t pour tout s€1),

Pour déformer f’ en un plongement de cette facon, on utilisera un
modele de déformation que I’on construira au paragraphe 2 a partir des
données (a’), (b').

2. CONSTRUCTION D'UN MODELE DE DEFORMATION. — On note A, la
variété A’ prolongée le long de A par un collier AX[0, €], ¢ > 0; on prolonge
de fagon analogue D’ en D; ainsi que les applications oy, 1’ et j/, .

A’ est une sous-variété de D X1 et A’ y D"*x {0} = A, On note
A = pr, |A" et I'on prolonge 2 a A; de fagon que — 1 <% (d) <0 pour
d€AXx]0, ¢]. 0 est alors une valeur réguliére de % et n (0) = A

On note wy; le quotient du 1-fibré vectoriel trivial D; XR par P'invo-
lution (d, a) - (o (d), — a) (¢f. IV,1.2.1). wy, s’identifie a b} (0) ot w
est le 1-fibré vectoriel de base W défini en IV.1.2. Le plongement
D; — D. XR qui & d € D;, associe (d, 1) induit un ploengement i : D. — E (04:).

Soit § un fibré vectoriel différentiel de base D;. On note 7 le quotient
du fibré vectoriel différentiel EGD?";'E par linvolution ¢ définie par

€

7 (z, y) = (—y, —x) (cf. IV.1.2.1). 1 est un fibré vectoriel de hase A,.
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On note ¢ : £ — 1 la composition de I'injection naturelle £ — £ P oy £
D;

sur le premier facteur avec le morphisme quotient. Le morphisme ¢ est
au-dessus de ' : D, — A..

Fibre de w!

Fig. 4

On considére alors les applications

D: —E (war)

d— 2 (¢ ()i (d)
I': E—>E@®Dn)
xa —[v (@), p (x2)]

ar e
.
|

On identifie D; a la section nulle de E (§).
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Lemme 2.1. — T (resp. v) est une application parfaite. Pour tout voisi-
nage V de D' dans E (), I' est homotope & un plongement par une homotopie I',
fixe en dehors de <V et respectant la projection sur 7.

La premiére partie du lemme se vérifie sans peine. Pour démontrer la
seconde partie, on considére une fonction différentiable = : E (£) - [0, 1]
nulle en dehors de U, égale a 1 sur D’. Il suffit de prendre

L (@) = [0 (" (@) — 7 (%) 8) L (@), p ()]

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons I'; comme modéle de
déformation.

3. PREMIERE ETAPE DE LA DEMONSTRATION. — Quitte & remplacer la
famille f = (f/),ex par une famille voisine au sens C”, on peut supposer
que Uapplication (cf. IV.2.1) = : A — 1" est excellente au sens relatif
(cf- T11.1.5). En effet, A est une sous-variété de M" X I* (¢f. IV.2.6) et
Pon a = =1t |A. Il existe donc (¢f. III, prop. 1.5.1) un difféomorphisme
rel (M"x 01", %, : MXI"<, voisin de 'identité, tel que ¢’ o, |A: A — I*
soit exellente au sens relatif. On note (., le difféomorphisme de V"x I*
défini par

L@ ) = (x, t' o & (f: (2), D))

Il suffit alors de remplacer f’ par i f’ ("

On munit le fibré vectoriel w,; d’une structure euclidienne telle que
I'image du plongement ¢ : D. — E (w,,) soit formée de vecteurs de
longueur =~ 1. On note E. (w,;) le sous-espace de E (w,;) formé des vecteurs
de longueur =~ 2. On note p, la projection du fibré ws;. On démontre
dans ce paragraphe la proposition suivante :

Prorosition 1. — Si0 ==k =2 m — 3 n — 3, il existe des plongements o,
¢ et une application ' rendant commutatif le diagramme

D. — > E, (war) 22> A
S
r v
Vn X Ilr 5 Mm X Ik — Ik
et satisfaisant d

(1) ¢ | D est Uincluston de D dans V"X 1" (et par suite ¥ | A est Uinclusion
de A dans M"X I et 7/ |A = 7);

(ii) si & est un fibré normal au plongement ¢, le fibré vectoriel
fr E)0Yy (7 Ex (wy;) | v (D)) est composé de vecteurs nuls;

(i) f7 (V') nd (B, (o) = oy (D).
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Soit 7' : A, — I une application différentiable prolongeant < : A — I,
dont l'image soit située dans Dintérieur de I*. En généralisant III
(prop. 1.5.1), on montre que, quitte a remplacer v’ par une application
voisine au sens C”, égale & < sur A, on peut supposer que <’ est excellente

au sens relatif.

3.1. Construction du plongement 9. — On va construire le plon-
gement ¢ en utilisant le paragraphe 1.3. On cherche ¢ de la forme
j’X"er : D; - V"X I* On va montrer qu’en remplagant j' et =’ par des
applications voisines au sens C°, sans les changer sur D et A, on peut
imposer & ¢ d’étre un plongement. Alors ¢ sera un plongement rendant
commutatif le diagramme

»

D: > AL
M t
Vn X Ik N I/;

et ¢ | D sera l'inclusion de D dans V"X I* [condition (i)].

3.1.1. On tmpose a ¢ d’avoir pour restriction d& un voisinage de D un
plongement.

On considére sur D un champ ¢ de vecteurs tangents a D', transverses
a D, tels que g4 (vs) = 9o pour x€D. Il existe sur D un champ u
voisin de ¢4 (), de vecteurs tangents & V"X I, transverses a D et tels
que { dt, uy » = {dt, s y pour x € D. Un tel champ u peut étre obtenu par
position générale car dim (V'X I") >2dim D 4+ 1,i.e.k=2m — 3 n — 1.
Ce champ u permet de modifier légérement j' et <’ au voisinage de D et A,
sans les changer sur D et A, de facon & avoir la propriété 3.1.1.

3.1.2. On impose a ¢ d’avoir pour restriction d un voisinage de DU Y’
un plongement.

On modifie tout d’abord légérement ;' et </, sans les changer sur D et A,
de fagon que la restriction de ¢ & DUS’ soit un plongement. Cela est

possible par position générale car dim (V*XI")>2 dimS 41, i. e.
k=2m—3n—1.

D’aprés 1.3, pour chaque point z€Y’, j, (kers ((oy)s + id)) est un
sous-espace vectoriel de dimension 1 de t; ) V. L’application /|S’ étant
correcte, moyennant la condition k=2 m — 3 n — 1, on peut utiliser le
lemme IIT1.1.4.1 qui permet de modifier légérement j, (kere ((op)s + id))
de facon a avoir 3.1.2.

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsG. 2 46
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3.1.3. On tmpose a ¢ d’étre un plongement.

Considérons le diagramme commutatif

D. X5 vx A,

\c\ lid(V)x T
V x I+

j'Xr' est un plongement d’aprés 1.3. ¢ est un plongement au voisinage
de DUS’. L’application 7’ est excellente, il en est donc de méme de
Papplication id (V) X</, L’application =’ étant excellente au sens relatif,
la condition (¢/) du lemme III.1.4.2 est vérifiée. Si k<=2 m — 3 n — 3,
on peut donc approcher j' X r’ par g tel que (id (V)X 7')o g: D; - VX I"soit
un plongement, g égal a j/Xr’ au voisinage de DUY’.

Mais ' | D’ — 8§’ est une submersion. Il existe donc (quitte 4 diminuer ¢)
un difféomorphisme { : D; <> voisin de I'identité et égal a I'identité au
voisinage de DUY’, tel que pr.e go{ = r'. 1l suffit alors de remplacer j’
par pry e go{ pour avoir 3.1.3.

3.2. Construction du plongement y. — On va construire le plongement ¢
en utilisant les données (b) et (b') du paragraphe 1. Ces données fournissent
une application continue L : E, (wy,) - M™ telle que L oy = fo ¢. Notons
U =LX(7"epaw): Es(wy) > M"XI". On va montrer que, quitte a
remplacer I'application L par une application différentiable homotope,
sans la changer sur y (D.), { est un plongement ayant les propriétés
indiquées dans I’énoncé de la proposition 1.

3.2.1. On impose a V d’avoir pour restriction & un voisinage de Y (D;)
un plongement et de satisfaire a la condition (ii).

En utilisant la propriété universelle des points singuliers de type X“°
(cf. 111, lemme 2.1), on montre que I’on peut remplacer L. par une appli-
cation différentiable voisine et qu’alors la restriction de ¢ a un voisinage
de A est un plongement.

Soit ¢ un champ de vecteurs transverses a Y (D: — D) dans E., (wa).
On construit le long de ¢ oy (D. — D) un champ ¢’ de vecteurs trans-
verses & f' (V' I"), égal & Yy (¢) au voisinage de A et tel que

Aty vy > = {d (o p)y Uy > wE€DL — D,

Cela revient a approcher une section d’un (m — n)-fibré vectoriel diffé-
rentiel de base une (2n — m + k + 1)-variété par une section partout
non nulle, ce qui est possible par position générale car k<2 m — 3 n — 2.
Les champs ¢ et ¢' permettent alors de modifier L au voisinage de
v (D. — D) pour avoir 3.2.1.
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3.2.2. On impose a 4 d’avoir pour restriction a chaque fibre de E., (wy;)
un plongement.

L’application L: E, (ws;) - M™ peut &tre regardée au-dessus d’un voisinage
de chaque point de A; comme une famille & dim A. paramétres d’appli-
cations d’un segment dans M™. Par suite, si dim M > dim A’ + 2, i. e.
k=2m — 2n — 3, on peut remplacer L. par une application homotope,
sans changer L au voisinage de Y (D.), de facon que

L XPw : E, (O)AQ) — Mmx AL

soit un plongement.

3.2.3. On tmpose a ¥ d’étre un plongement.

On note A la région fermée de E. (w,;) limitée par y(D’) et B la
région fermée extérieure a Y (D’). ANB = y (D’). Quitte & réduire ¢,
d’apres 3.2.1, on peut modifier L pour que la restriction de ¢ & un voisi-
nage de B soit un plongement.

Considérons le diagramme commutatif
Lxpy ,
E, (wa:) =% M X A

N
AN 1d (M) < %
N
Mx I*

L X p. est un plongement d’aprés 3.2.2. L’application 7/ est excellente,
il en est donc de méme de P'application id (M) X <’. L’application =’ étant
excellente, la condition (¢/) du lemme II1.1.4.2 est vérifiée. Par suite, s1
dim (MXx I¥) >~ 2 dim E, (wa;) + 1, 1. e. k=3 m — 4n — b, il existe un
plongement G voisin de L X p., égal & L X p,, au voisinage de B et tel que
(id (M) x=’) o G soit un plongement.

Mais p., est une submersion. Il existe donc un difféomorphisme
§ : E.(wa)) <o voisin de l'identité, égal a P'identité au voisinage de B,
tel que proo Go{ = p,. Il suffit alors de remplacer L par pr, o G { pour
avoir 3.2.3.

3.2.4. On tmpose a & de satisfaire a la condition (ii1).
La condition (iii) est équivalente a
b (E: (wa) — v @[ (VXI) = 0.
Quitte a diminuer ¢, on peut modifier L. pour que 'on ait

B —=vD)nf (VxIk) =@,
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D’apres le diagramme commutatif

A =y (D)—>Mx(A —y (D))

N
\
P

N id (M) (7" 0 o)

AN
N
Mx I

la condition (ii1) est équivalente a la condition

-1

./——\
L' (A — v (D) n[id M) X (= o pu) ][f' (VXI)] = 0.

Or Yapplication id (M)X (%' < p.,) est transversale a f’(VxI*), donc
—1
[id (M) X (7" © pu)] [f' (VX I*)] est une sous-variété de MX (A — y (D’)) de

codimension (m — n). D’aprés le lemme de transversalité, si

dim(A — v (D)) =m —n — 1,

1. e. k=2m — 3n — 3, on peut modifier légérement l'application L
sur E (0,;), sans la changer au voisinage de B, pour que ¢ satisfasse a
la condition (i11).

4, DEUXIEME ETAPE DE LA DEMONSTRATION. — On note £ un fibré
normal au plongement ¢ : D. — V"X I*. Au paragraphe 2 on a associé au
fibré £ un fibré v} de base A.. On met sur le fibré v une structure eucli-
dienne. Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer la proposition
suivante :

Prorosition 2. — St 0Lk =Z2m — 3 n — 3, il existe un voisinage
ouvert U de E. (wy;) dans E. (wy, @ 1), des plongements ® et W, et une

application T affine sur chaque fibre, rendant commutatif le diagramme (P)
suivant :

F(U) ' Tw
d

U pra|U E (Tl)

IIr’l T )
Y /- - Y
Vix Ik ——> M2 x I* — I*cR*

et satisfaisant a :

(j) ®| D est Uinclusion de D dans V"X I* (et par suite W' | A est 'inclusion
de A dans M"x 1" et T |A = 7);

(i) £ (V'xT)nW (U) = woT (T (U)).



ETUDE HOMOTOPIQUE DES ESPACES DE PLONGEMENTS 355

De la proposition 2 et du lemme 2.1, il résulte que f’ est homotope
rel V*X0I* & un plongement par une homotopie respectant les projections
sur I*. D’aprés 1.4, cela achéve de démontrer 1.2.

4.1 Construction de ® et de T. — On prend ®| D, = ¢. £ étant un fibré
normal & ¢ (D) dans V"X I, il existe un voisinage ouvert U de E, (wy)
dans E, (wy; @ 1) tel que le plongement ¢ : D; — V"X I" se prolonge

en un plongement @ : f(U) — V'x 1" avec to® : I' (U) - I* appli-
cation affine sur chaque fibre de £. La condition (¢) de la proposition 1
entraine la condition (j) de la proposition 2.

Au paragraphe 2, nous avons défini une application linéaire fibrée
p:£—>n. On note T:E(v) >R" 'unique application affine sur chaque
fibre rendant commutatif le diagramme suivant :

T (U)—"—E (v)

|

Vex Ik —Ls Tk c RE

On a T|A, =" et T est une application de rang k.

4.2. — Construction de W sur E, (wy;) et sur un voisinage de A. — On
définit déja W' sur E. (wy;) par W|E, (0y)=1{¢. Pour achever de
démontrer la proposition 2, il suffit, quitte a réduire U, de prolonger ¢ en
un plongement W' de U dans M™ X I* rendant commutatif le diagramme (P)
de la proposition 2. En effet, les conditions (i1) et (iii) de la proposition 1
entrainent alors la condition (jj) de la proposition 2.

La commutativité du diagramme (P) définit déja Y" sur
I (T (U) UE. (2.

En utilisant la propriété universelle des points singuliers de type X“°
(cf- 111, lemme 2.1), on montre qu’il existe un voisinage ouvert % de A

-1

dans U tel que W déja défini sur F<F (U))UE2 (wy;) se prolonge a ¥ en
un plongement rendant commutatif le diagramme (P).

4.3. Eaxtension de la restriction de W, a un voisinage de A dans A. en
un morphisme strict 7 : = (U) | AL — = (MXI") |4 (A) au-dessus de | AL,
compatible avec les projections (T o pr. | U)x et ¢, sur I"XR",

L’inclusion ACW X I* se prolonge en un plongement A’CWxI*xI
induit par ¢ : D’ - VxIf et & : A’ - [0, 1]. On modifie légérement b),
pour que ce plongement soit égal & b, X </ X %.
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Les morphismes stricts By (f) = Py B (f) et B, = Py oB’, ou P, : 0, - 0
est induit par P : €, > W XM, entrent dans le diagramme commutatif

M) =y (WxIS ) @ WXETA

o © M) @ 63 (W) xM)
P (M) mmy (WX X T A7) @[30 (W) x I 1] A7
B, (f) d’aprés sa définition méme respecte les projections sur v (W).
On peut remplacer B, par un morphisme strict homotope rel v (A) et respec-
tant les projections sur v (W). En effet, obstruction se trouve dans les

groupes 7; (Vy_u_sn x—2n) pour ¢ £ dim A/, groupes qui sont triviaux pour
dim A ~Zm — 1, 1. e. pour kZ2m —2n — 2.

Le diagramme précédent induit alors le diagramme commutatif
V(W14 4) v
) l @M
v (WxIexT; Ay
Quitte a remplacer U’ par un morphisme strict homotope, on peut supposer
que U’ est au-dessus de b, X (prye ¢ |4A).
Le diagramme commutatif suivant (¢f. §2) :
EQ——E@®n)
3) \\d(mi))xol Lm(E(mem)xo
E@XI-E @@ nx]
@4, 8) > (L (24), 8)
induit d’apres 1V.2.3 le diagramme commutatif

v

v (Wx I¥; A) >0 ® (r U | A
r B}
@ l ]
y (WxItxI; A2 o @ (2 U), | A
On a noté (7 U), = ker (T o pr. | U)y.

Les diagrammes (2) et (4) induisent un morphisme strict y, au-dessus
de pr,o¢|A’, entrant dans le diagramme commutatif

¢ U/)U A \U's
®) S,
v
FU) | A7



ETUDE HOMOTOPIQUE DES ESPACES DE PLONGEMENTS 357
Le morphisme strict 7, se prolonge en un morphisme strict
20 @U) A > (MXT) [ (&)
au-dessus de ¢ |A;, respectant les projections sur I"XR’ [i. e. tel que
(Topry|U)y =, o7]. Quitte & remplacer 7, par un morphisme strict

homotope rel A, on peut supposer que y coincide avec W'y au-dessus d’un
voisinage de A dans A.

4.4. Quitte a remplacer y par un morphisme sirict homotope, on peut
supposer que . et Yy coincident sur = E (wy,) | A; et que U'on a

21 Ty E18) = (f' o @)y

La condition 4.4 est déja réalisée au-dessus d’un voisinage ouvert Y
de A dans A.. On prend pour Y un voisinage tubulaire ouvert de A dans A
On considére une triangulation de A, — Y. On va obtenir 4.4 par
récurrence sur les simplexes de la triangulation. Soit ¢ un simplexe, & sa
frontiére. On suppose que 7 et ¢, coincident sur = E (w,;) | G.

L

L’application to® : I' (U) - I* étant une application de rang Fk,
le fibré vectoriel 7™ ™% |g est de la forme v} "' P "', avec
T : E (vu) -~ R" application de rang k. Donc si on note

ottt = 7 E ((*)Aé) I o @ 1,

Papplication linéaire fibrée dT : @ — R* est de rang k sur chaque fibre.
On note @;"' = ker (dT) et 'on choisit une décomposition @ = &, XR".

On construit un morphisme 7, : @ — 7 (M™X1") au-dessus de ¢|o
satisfaisant a :

(@) 1 est un monomorphisme sur chaque fibre;
(b) . est compatible avec les projections sur R/;
(¢) %1 coincide avec Uy sur T E (wy)|o et coincide avec y sur @ |4,

Pour cela, on commence par construire un morphisme y, : @ — 7 (M"x I)
au-dessus de | o satisfaisant a (b) et (¢). St k=2 m — 3 n — 2, on peut
remplacer ¥, par un morphisme ¥ voisin, au-dessus de ¢ |, satisfaisant
4 (a) et (¢). Notons h l'application composée © X (M™x I") - R~
Soit { Pautomorphisme de & = @, xXR* défini par { (=, i) = (x, h(z, t)).
Il suffit alors de prendre 7, =y, o (.

Le morphisme strict ¥ | @, : @, - T M" est homotope rel @, | 5, au-dessus
de ¢ | o, au morphisme strict 7, | @, : @y > T M 8i %; (Vyy,00a) = 0 pour
i< dimA’,i e si k< 2m — 3n — 3. Le morphisme strict y @ est done
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homotope rel & |5 au morphisme strict 7, par une homotopie au-dessus
de ¢ | o, compatible avec les projections sur R*, Cette homotopie montre
que, quitte & remplacer 7 |5 par un morphisme strict homotope rel 5,
on peut imposer a 7 et Y4 de coincider sur = E (wy;)

On s’arrange dans la construction précédente pour imposer aussi

# (E[S) = ("o D)s.

4.5. Construction du plongement W. — On va prolonger 7 en un

morphisme strict
X i 7 (U)|E, (ar) = © (M7 x 1)

au-dessus de ¢, compatible avec les projections sur R"' et coincidant avec W'y
au-dessus d’un voisinage de A et sur [y £)|D:)UT E, (wy). T
suffira alors de prendre Wy égal a X au-dessus de '\}/ : By (0y) — M’”X I’
ce qui permettra d’achever la construction du plongement W

On construit tout d’abord un morphisme de fibrés vectoriels
X @ Ex[0, 1] - 7 (M X I¥)

au-dessus de I’application

Dz X[0, 1] = ¢ (E: (wa1))

définie par (d, a) - ¢ (a Y (d)), morphisme satisfaisant a

(a) la restriction de X a chaque fibre est un monomorphisme d’image
transverse a ¢ (E. (wy));

(b) X est compatlble avec les projections sur R*;
(¢ KIEx{0f =705 [on p: &), K[Ex{L]=(Fe®)lZ, e

\

X DUS’ )X {¢t| est indépendant de t€[0, 1].

Compte tenu de ce que to®: T (U) — 1" est une application de rang k,
st k<~2m — 3 n — 3, on peut construire le morphisme X au moyen de
la méthode utilisée en 4.4 pour construire ;.

Il n’y a alors aucune difficulté pour prolonger 7 en X.

5. SurRIECTIVITE DE %y POUR 0k =Z2m —3n— 3. — Soit [, le
plongement pris pour point de base de < (V*, M"). Soit [B’] un élément
du groupe Q.. . (G, OW; 0,), B’ étant une application normale
(&7, 0475 v (A)) — (C,, oW 0,).

On considére la famille & k paramétres [ = (f),en définie par f, =7,
pour ¢ € I*. L’application normale B’ peut étre regardée comme un cobor-
disme normal entre deux applications normales dont la source est vide.
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D’aprés le paragraphe 2, on peut donc associer & B/ un modéle de défor-
mation I'; : E (%) - E (0y, D), s€l. Et si0=k—=2m —3n— 3, la
démonstration de la proposition 2 nous donne le diagramme commutatif

I | ]‘lm

- iy | U
I (U) U—"" . E (n)
@ g |
Y oS =T<id 1k 0 v " vk
Vexb——os M"xI* —s I*cR

En transmuant la déformation I [ﬁxe en dehors d’un voisinage suffi-

-1

samment petit de D’ dans I’ (U)J a Paide des plongements ® et W', on
obtient une famille a (k + 1) parameétres F = (f)),c..; d’applications de V”
dans M™ telle que f, soit un plongement pour t€0l"*'. La famille F est
donc un représentant d’un élément [F] de 7., (Hom (V?, M), PL, f)). Et
Pon a o, ([F]) = [B’] d’aprés la construction méme de ®, ¥ et T. Par
suite ’application a,,, est surjective pour 0 =~ k-—~2m — 3 n — 3.

CHAPITRE VI

CONSEQUENCES DU RESULTAT FONDAMENTAL

Dans ce chapitre, on note V” un wvariété différentielle compacte
sans bord, M™ une variété différentielle et f, un plongement de V"
dans M™. On obtient des résultats sur les groupes d’homotopie relatifs
7 (Hom (V", M), P, f,) dans le domaine métastable 0 =~k —2m —3n — 3
en utilisant les théorémes A, B et C du chapitre IV (§3). La plupart de
ces résultats ont été annoncés dans [5].

1. REMARQUES SUR LES GROUPES D ’HOMOTOPIE DES ESPACES DE PLON-
GEMENTS. — Pour 2m —3n —4>0, on met sur 'ensemble pointé
7, (Hom (V”, M), PL, f,) une structure de groupe abélien en transportant
celle de Qi (€, OW; 0,) par la bijection ;. Pour 2m —3n —5>0
I'isomorphisme «, montre que le groupe =.(Hom (V*, M), Pl, f,) est
abélien.

En prenant M” = R™, on obtient ainsi une structure de groupe abélien
sur ©, (%L (V", R"), f,), admettant la classe [f,] pour élément neutre. On
peut considérer I'application

d: 7 (2L (V" B™) X7, (21 (V7 B)) = s (W, 0 W3 0)

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 47
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définie par d ([f)], [f]) = o ([f]), lapplication «, dépendant du plon-
gement f,. On a la relation

d([f), [f.D) = d(f.), [fiD + d(fi], [£2D-

Prorosition 1.1. — Pour 0 ] =2 m — 3 n — 4, les groupes abéliens
w; (2L (V*, R™), f,) sont de type fini.

Démonstration. — Pour 0=j=2m — 3 n — 4, le groupe abélien
m; (%L (V*, R™), f,) est isomorphe au groupe =y, (T (Oy), T (05| oW))
pour N entier suffisamment grand. L’entier N étant supposé grand, les
espaces T (0y) et T (6| 9oW) sont simplement connexes. Or un espace
simplement connexe a ses groupes d’homotopie de type fini en toute
dimension si et seulement si ses groupes d’homologie sont de type fini
en toute dimension (voir par exemple Spanier [17], 9.6.16). Les
espaces T (Oy) et T (Oy|9oW) étant des CW-complexes finis, les groupes
H; (T (0y)) et H; (T (65| oW)) sont de type fini. Par suite les groupes =; (T (fy))
et m; (T (0y| oW)) sont de type fini en toute dimension. Comme les
groupes abéliens de type fini forment une classe de Serre, 1l en résulte que
le groupe =; (T (8y), T (05| 0W)) est de type fini.

Proposition 1.2. — Pour 2m — 3 n — 3 >0, PUexistence d’'un plon-
gement de V" dans R™ ne dépend pas de la structure différentielle de V.
Pour 0 =j=2m —3n—4, les groupes abéliens =; (ZI(V",R"™), f,)
ne dépendent que de Uespace topologique sous-jacent a la variété différentielle V",
a isomorphisme prés. Pour 1 —j=—2m — 3 n — 4, Despace %l (V", R™)
est j-simple.

Démonstration. — Notons V* 'espace quotient (VX 'V — Ay)/s, s étant
Pinvolution de VXV définie par s (z, y) = (y, ). D’aprés le théoréme C,
pour 2m — 3n — 30, il existe un plongement de V" dans R™ si et
seulement si le fibré vectoriel m » | V* posséde une section partout non
nulle. Cette condition ne dépend que de ’espace topologique sous-jacent
a v~

D’apreés le théoréme B et la dualité de Poincaré, pour 0=—j=2m —3n—4,
le groupe =; (21 (V", R™), f,) est isomorphe au groupe Q"' (V*; m w | V*),
groupe qui ne dépend que de I’espace topologique sous-jacent a V.

Enfin, il résulte de la définition de lapplication «;., que I’espace
@l (V", R™) est j-simple pour 1 =7-=2m — 3 n — 4

2. GENERALISATION A k PARAMETRES DU THEOREME DE WHITNEY SUR
LA SUPPRESSION DES POINTS DOUBLES IsoLES. — Dans ce paragraphe, on
étudie les groupes d’homotopie relatifs =, (Hom (V", M™), Pl, f,) pour
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k= m — 2 n. On est amené a considérer I'isomorphisme (cf. 1.5.1, cor.) :

B Qo (€ OW; 0,) B H, (Cr OW; Z (B7)).
Le théoréme A s’énonce alors comme suit (Dax, [3], légérement amélioré) :

Prorosition 2.1. — Sotent V" et M™ deux variétés, la variété N" étant
compacte sans bord. Lorsque m = 2n, n>3, une application continue
f: V"> M" est homotope & un plongement st et seulement siv P (%, (f)) =0
dans H, (C;, 0W; Z (0,)). Lorsque m — 2 n > 1, U'application naturelle

Moo Apm—2n ¢ Ton—on (Hom (V”s M’“)a Pl, fu) —> HO (c_/{,s dw; z (0/.,))

est un isomorphisme pour m>>n -+ 3, un épimorphisme (surjection si
m—2n=1) pour m =n + 2.

CoroLLAIRE. — Pour m —2n>1, m>n + 3, les groupes abéliens
Tm—an (Hom (V", M™), Pl, f,) sont somme directe de groupes isomorphes a
Z ou zz.

La proposition précédente contient comme cas particuliers les résultats
suivants :

a. 11 existe un plongement de V" dans R** pour n > 3 (Withney [20]).
b. S1 V" est connexe, le groupe d’homotopie =; (%l (V", R™), f,) est
trivial pour0 == j = m — 2 n — 1, m > n + 3 [remarquons que le domaine
stable est défin1 par 0 ==j = m — 2 n — 2]. En particulier, s1 V" est
connexe, n > 2, deux plongements de V” dans R**** sont 1sotopes (Wu [22]).

c. Supposons que V" ait deux composantes connexes, V) et V;, et que
M™ = R™. L’application (m —2n>1) :

ko Omosn i Tm—2n— (Ql (V", Rm), fn) —H, (V1 XV, Z (V Vi) RZ (V Vz))

est un i1somorphisme pour m > n -+ 3. Le groupe

H, (V1 XV.; Z (V Vi) ® z (V V2))

est isomorphe & Z ou Z, suivant que V" est orientable ou non. Dans le
premier cas on peut choisir 'isomorphisme de fagon naturelle a partir
d’une orientation de V.

On appelle nombre d’enlacement de x € 7,,_sny (21 (V*, R™), f,) le nombre
o Om_sn () EZ ou Z,.
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On appelle nombre d’enlacement d’un plongement f, : V* — R**™* le
nombre woa, ([f])€Z ou Z,, en prenant pour f, : V* - R**** un plon-
gement tel que f,(V])CR*”X]—o0, O], f,(V})CR*X]0, +oo[. Pour
n> 2 les classes d’isotopie des plongements de V* dans R***' sont classi-
fiées par leurs nombres d’enlacement (Haefliger, [9], 1.3.¢).

3. Cas ou L’UNE DES VARIETES V", M™ EST c-coNNEXE. — On dit que V"
est homologiquement c-connexe, ¢ entier > — 1, si H, (V", Z) = 0 pour
0Z1=c. Si V" est une variété compacte sans bord homologiquement
c-connexe, on a H'(W; Z) =0 et H (W; Z(v)) =0 pour i>>2n—¢
(cf. [8], preuve de 2.8). D’aprés 1.5.1 et le théoréme B, on a donc :

Prorosition 3.1. — Soit V" une variété compacte sans bord homologi-
quement c-connexe, ¢> — 1. St 2m —3n—3>0, m>2n—c¢, il
existe un plongement de V" dans R". St 0 == ] =2 m — 3 n — 4, pour tout
plongement f, : V* — R™, le groupe abélien w; (%l (V",R™), f,) est trivial
pour 0 =Zj=—m —2n-+c—1 et isomorphe a H** "' (W; Z (0)") pour
j=m—2n+c>0.

Dans la proposition précédente, la partie concernant l’existence d’un
plongement et le cas j = 0 ont été démontrés par Haefliger ([9],1.3 et [11]).

On suppose maintenant que la variété M™ est c-connexe. Soit f, un
plongement de V* dans R"cCM™. L’application p : ¢, - W étant un
fibré de Serre de fibre Q M, est c-connexe. D’aprés I1.7.1 le groupe
Q; (G, OW; 0,) est alors isomorphe au groupe Q; (W, oW; 0) pour
t=c— 1. On a donc :

ProrositioN 3.2. — Sotent V" une variété compacte sans bord et M™ une
pariété c-connexe. Soit f, un plongement de V" dans R™"CM". Si

l=k=2m—3n—3 et k=Zm—2n-+4c¢—1,
le groupe 7 (Hom(V", M™), P1, f,) est isomorphe au groupe w;_(ZL(V*,R™), f.).

ArpricaTiON. — Pour0 = j == 2 m — 3 n — 4 et pour tout plongement f,
de V" dans R"CS™, on a un isomorphisme

7 (Hom (V7, S7), P1 (V7, S™), fi) ~ =; (2L (V", R™), f,).
4. Cas 0U L’ON FAIT DES HYPOTHESES DE CONNEXITE SUR f: V" — M™,

Soit V* une variété compacte connexe sans bord de dimension n > 1.
Soient D" un disque plongé dans V" et a un point de S"* = dD". Etant
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donnée une application continue f: V* —~ M™, on note
fi i m (Ve —Dn, S, a) - &, (M™, f(a))

I’lhomomorphisme (application pointée si i = 0 ou 1) défini par la compo-
sition
7 (Vo — D, S1, a) 2% 7, (Ve DY) & i (V7 @) 25wy (M, £ (),

ou j désigne l'inclusion de (V* — D", §*) dans (V", D").

LemME. — On suppose les variétés V" et M™ connexes, n > 1. La variété oW
est alors connexe non vide. Pour tout entier 1> 0, w; (Cy, OW) = 0 si et

seulement si Uapplication f; est injective et Uapplication f,.., surjective.

Démonstration. — Mettons sur la variété V* une métrique riemannienne
et notons d la distance associée. On note T. le sous-espace de VXV formé
des couples (z, y) tels que d (z, y) =~ 2. On note Q. (M (f); V) le sous-
espace de Q (O (f); V) formé des courbes c telles que d (¢ (— 1), ¢ (1)) > 2.
A tout élément (z, y) de T. on peut associer la géodésique allant de za y
(¢ petit). JT. peut étre ainsi considéré comme un sous-espace de
Q. (M (f); V). Pour ¢> 0 suffisamment petit, la paire topologique
(Q. (M (f); V), oT.) est homéomorphe & un revétement & deux feuillets
de (C/, oW). Par suite, pour (z,, y,) €JT., il existe des isomorphismes

7 (Cr, OW) & m; (2 ON (f); V), 0T, (%0, Yo))

pour tout entier ¢ > 1. De plus 7, (€;, W) = 0 si et seulement si

70 (R (M (f); V), 0T:) = 0.

Considérons le fibré de Serre I : Q. (M (f); V) -V défini par
II (¢) = ¢ (— 1). On note D" le sous-espace de V" formé des y € V" tels que
d (w0, y) < 2 c. Si ¢ est suffisamment petit, D" est une sous-variété a bord
de V" difféomorphe a un disque de dimension n. Le fibré précédent a

pour fibre au-dessus de x, ’espace Qo (f); V— D", z,), espace des

courbes de O (f) d’origine z, et d’extrémité située dans V" — D,
Considérons le fibré de Serre II | 9T. : oT. — V. Sa fibre au-dessus de x,
s’identifie 2 S"', bord de D". De sorte que I’on a des isomorphismes

(R (0 (f); V), 0T, @, g0) ~ 7 (2 (0 (f); V — D7, 20), S, yo)

pour tout entier ¢ > 1. De plus w, (Q. (I (f); V), 9T.) = 0 si et seulement
si w (Q (O (f); V.— D", @), $*) = 0.
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Ces derniers groupes entrent dans la suite exacte d’homotopie

A
m (Q (m (f); V — Dr, z), S, y,)

7 (Q (O (f); V — Dr, ), @ (OR (f); S, 20), 1)
Al
wi—y (R O (f); S™, ), S*™1, y,)
i}

ou 9; est ’homomorphisme bord (application pointée si i =0, 1 ou 2).
Par suite, pour tout entier : >0, 7; (C;, 0W) = 0 si et seulement si le

noyau de 0; est trivial et ’application d;,, surjective. Pour tout entier i > 0,
d; entre dans le diagramme commutatif suivant :

T QUITUF); S ), 8™, 1) — % 70 (QUOTL(F); D", o), D )

0; 0|®
T QUITCF); V=D, o), Q (OMUE); S ), ) ——= 1o QUITL(E); TTUF), o), UOTL(F); D™ ), )

(e])a( ~ (ez)* ~

mv-D,5™y,) TG(OTL(F), D", yo)
J ~

T (V, D" yo)/,ft,-(m(f),yo)

0 (V, ) i 5 (M F (y,)
Fi

On a noté

e: QOMF);V—-Drx,)>V—-Dr et

A

2 L OR(F); M(F), o) > M (f)
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les applications continues définies par ¢ > ¢ (1). Ce sont des fibrés de Serre
et par suite les homomorphismes (applications pointées si i = 0 ou 1), (e)«
et (e.)s sont des isomorphismes pour tout entier : > 0. L’homomorphisme
bord o (application pointée si t =0, 1 ou 2) est un isomorphisme car les
espaces Q (O (f); M (f), z,) et D" sont contractiles. On a noté i I’inclu-
sion de Q (O (f); S, =z,) dans Q (O (f); D", =x,). L’application
Q (O (f); D*, ) - D" définie par ¢+ ¢ (1) est un fibré de Serre. Par
suite, 14 est un isomorphisme pour tout entier ¢ > 2 et pour ¢ = 1, i,

est surjective, T (0) = 0.

D’apres le diagramme précédent, pour tout entier ¢ > 0, le noyau de 9;
est trivial si et seulement si le noyau de f; est trivial, ’application d,,,
surjective si et seulement si I’application fi,, est surjective. On termine
la démonstration du lemme en remarquant que, méme pour ¢t = 0 ou 1,
le noyau de f; est trivial si et seulement si f; est injective.

C. Q. F. D.

Compte tenu du lemme précédent, de 1.5.1 et 1.7.1, le théoreme A
a pour conséquence la proposition suivante :

Prorosition 4.1. — Soient V" et M™ deux variétés connexes, n > 1,
et f: V" — M" une application continue. On suppose V" compacte sans bord
et f; injective pour 0 =i ¢, surjective pour 0 =i <c+ 1, ¢> — 1.
Soit k un entier, 0 =~k =2 m — 3 n — 3. Alors f est homotope a un plonge-
ment pour k=0, m > 2n — c. Pour tout plongement f, homotope da f le
groupe 7 (Hom (V*, M™), P, f,) est trivial pour 1 =k ~=m —2n-+c¢
et isomorphe a H.. (C,, oW; Z(8,)) pour k=m —2n+c+ 1> 1.

Si la variété V" est d-connexe, d > 0, d’aprés le théoréme d’excision
homotopique (c¢f. [17], 9.3.5), ’application

j* : T (Vn — f)n’ Sn—1) - T (Vn’ Dn)

est une bijections10 =t n + d — 2, une surjectionsi0 =i =n +d — 1.
Par suite, st k==m —n+d — 2, on peut dans la proposition pré-
cédente remplacer les conditions sur les f; par les mémes conditions sur les
fs: 7 (V") — =, (M™). En particulier, si k =<~ m — n — 2, on peut toujours
le faire et cela donne le résultat annoncé dans [2]; ce résultat a été redé-
montré par une autre méthode par Morlet ([14], II1.5). Pour & = 0 ou 1,
la condition kK == m — n — 2 est toujours vérifiée dans le domaine méta-
stable (0k =2 m — 3n — 3) et 'on obtient alors un résultat de Hae-
fliger [7].
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Cororramre. — Notons e:S" — S"XR™™ le plongement défini par
e(x) = (2,0). Pour 1 =k=2m—3n—3,k=m— 3,n>1, le groupe
7, (Hom (57, S*XR™™), Pl, e) est trivial.

En effet, I’application e; entre dans le diagramme commutatif

T (Du’ Sn—ﬂ) _;_'-} T (Sn)

s
0|~ s
/
Tiy (Sn-i)

ou 0 est ’homomorphisme bord et S ’homomorphisme suspension. D’aprés
le théoréme de suspension de Freudenthal, e; est un isomorphisme pour
1< 2n— 3, un épimorphisme pour t =2n — 2.
C. Q. F.D.
D’apres le lemme, lorsque V" et M™ sont connexes, n>>1, 7, (C/, 0W) =0
si et seulement si Papplication f,:m, (V — D", 8" 1) - =, (M) est sur-
jective. On a donc :

Prorosition 4.2. — On suppose V" et M" connexes, n>1. Pour
m—2n>1, m>n+ 3, le groupe 7, ., (Hom (V;, M), Pl f,) est
trivial st et seulement si Uapplication (—]051 T Ty (V — D”, S”_l) — 7, (M)
est surjective.

En particulier, pour m > 4, le groupe 7,,_, (Hom (S*, S'XR"™"), Pl e)
n’est pas trivial [e (z) = (=, 0)].

On appelle pseudo-famille de plongements (resp. famille de plongements),
un plongement V"X 1" - M"X1" respectant sur V"XxdI* (resp. V*x 1"
la projection sur I*. Soit f:S'X ¥ —+ (S*XR*") X 1", k> 2, un représen-
tant d’un élément non nul de =, (Hom (S', S'XR™'), PI, e). D’aprés
la proposition 4.1 généralisée aux variétés a bord, e étant une équivalence
d’homotopie, ’application f est homotope rel S'XdI* & un plongement g.
g est une pseudo-famille de plongements non homotope (dans Uespace des
pseudo-familles de plongements) & une famille de plongements.

5. TENSORISATION AVEC LES RATIONNELS. — D’aprés 1.5.2, le théoréeme A
entraine la proposition suivante :

Prorosition 5.1. — Sotent V" une variété compacte sans bord et M™
une variété. Alors, pour 1 =—k-=—2m—3n—3, le groupe abélien

7z (Hom (V», M™), PL, f)) ® Q

est itsomorphe au groupe Hun i (G, OW; Q (0,)).



ETUDE HOMOTOPIQUE DES ESPACES DE PLONGEMENTS 367

CororrAaIRE. — Soit V" une variété compacte sans bord. Alors, pour
0=L7j=2m —3n—4, le groupe abélien =; (2L (V", R™), f,) @ Q est
isomorphe au groupe abélien H"7* (W; Q (w)"). Par suite, pour
m<=j=2m—3n—4, les groupes abéliens =; (%l (V", R™),f,) sont
finis. Et w,_( (2L (V", R™), fy) @ Q est isomorphe & Q ou 0 suivant que m
est pair, n 7% 0, ou non, V" étant supposée connexe.

6. Erupe pEs GrourEs =; (%1 (S", R™), f,). — Notons W (V") la variété
W2 associée a V" en IV.1.1. A deux points distincts de 5", on peut associer
une direction de R"™", ¢’est-a-dire un élément de I’espace projectif réel P,
Cela définit une application = : W (S") — P" qui est un fibré en boules D"

\

associé a un fibré vectoriel ¢”.

On montre que © = n* 4,, ou A, est le 1-fibré canonique de base P~.
De plus, v W est stablement équivalent a =n* (vP") — n* (¢") et 7 P"
stablement équivalent a (n+ 1) %,. Par ailleurs, le fibré vectoriel a" P %,
est trivial. L’isomorphisme de Thom-Gysin :

-Q':n—nH—i-H (W (Sn)’ ()W (S"); mw @ v W) x Qu—m—q—/+1 (P"; (m —n — 1) )\n)
conduit & la proposition suivante, compte tenu de 1.7.3 :

Prorosition 6.1. — Pour 0 ;] =2m — 3 n — 4 et tout plongement
fo:9" —R" on a des tsomorphismes

7 (@L(S", BR™), f) A @uomajar (P (m—n — D))~ m, (T(m—n— )W) & 75 (Vo nes)s

ot ), est le 1-fibré vectoriel canonique de base Uespace projectif réel P,
T = espace de Thom et V,, .1 est la variété de Stiefel des (n -+ 1)-repéres
de R,

On a les isomorphismes suivants :
H, (P 2Z)~ Ho (P Z(0) ~...~ Hoy (P Z(0)) ~ 2o,
H, (P Z () ~ Hy (P13 Z) ~...~ H, (P; Z (0)) ~ 0,

H, (P;2Z)~Z, H,(P;Z(0)~2Z sinZ0, Zsin=0,
H, (P"; Z (0)) ~ Z.

La connaissance des groupes

F (T (m — 1 — 1) 1) & Husp s (P75 Z ()

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAscC. 2 48
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conduit aux propositions suivantes en utilisant 1.5.1 (généralisé aux
classes de Serre) et 1.5.2 :

Prorosition 6.2. — Pour 0 7] =2m — 3n — 4 et tout plongement
fo:S"—R™" on a
0 pour 0<Lj<m—n—2
n; (2L (S, R™), fo) ~{ Z » j=m—n—1, m—n impair ou n =0,
Z, » j=m-—n—1, m—n pair et n0.

St de plus m — n est pair, les groupes =; (21 (S*, R™), f,) sont des 2-groupes
finis pour j < m — 2 si m pair, pour tout j st m impair.

En particulier si 2m — 3n — 4> 0 deux plongements de 5" dans R”
sont isotopes (Haefliger [7]).

Prorosition 6.3. — Pour 0 =Zm —n=—j=2m — 3 n — 4, le groupe
n; (21 (S", R™)) est fini sauf pour m pair, j = m — 1; dans ce cas, le groupe
est somme directe du groupe Z et d’un groupe fint.

La proposition I.8.2 conduit a la proposition suivante :

Prorosition 6.4. — Pour 0= j—2m — 3n — 4 le groupe =©; (%l (5", R™))
est isomorphe modulo la classe de Serre des 2-groupes &
0 sU n impair, m impair;

s . . . .
Tomijir SU T pair, — m Umpair;
s

T mer  SU N pair,  m pair;

§ p— . . . .
ﬁ/z—lzz-;—j+1 @ W —m+ St n lmpa‘l’r7 m pa”'-

7. PronceEMENTS DE V" pans S!XR™'. — Etant donné a€M”, on
note Q (M; a) ’espace des lacets de M d’origine a, muni de la topologie de la
convergence uniforme; on note @ le lacet constant. Lorsque f: V* —> M”
est ’application constante f () = a pour tout 2 €V, la paire topologique
(Cr, 0W) est homéomorphe au quotient de la paire (VxV—=T.)xQ (M; a),
oT.x{a}) par linvolution (z, y, ¢)+ (y, z, ¢'), ¢ > 0 suffisamment
petit.

Lorsque M" = S'xXR"', notons £, (S'; a)CQ (S'; a) le sous-espace
des lacets de degré > 0. Dans ce cas la paire (C,, dW) a le méme type
d’homotopie que la paire (Wu[(VxV— T.)x Q. (S*; a)], oW), done que

la paire <W_LL ]] (VxV —T.), dW>. Le fibré vectoriel 0, de base C,

ientier>1

correspond au fibré vectoriel 0 au-dessus de W et a un fibré vectoriel
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trivial au-dessus de (VxV — T.). Finalement, on a un isomorphisme

Qenmek (€1, OW; 00) & Qoncisk (W, OW; ) B D (Runersk (VXV —T:50))..
ientier>0
Si la variété V est c-connexe, on a ; (W, 0W; ) = 0 pour i = ¢ d’apres
le paragraphe 3; de plus, VXV — T. est c-connexe, donc d’aprés 1.7.1
on a
Q (VXV —T;0) ~n;  pour iZec.

On a donc :

ProrositioNn 7.1. — Soit V" une variété compacte sans bord c-connexe.
Pour 1 =—k=2m—3n—3, k=m—2n-+c et tout plongement
fo: V"= S'XR™™" homotope & wune application constante, le groupe
T (Hom (V?, S*XR™™*), Pl f,) est isomorphe au groupe @ (T mer); OU

2n—m-+k

(Rt & Tosy (S"Y), § entier.

En prenant V* = $", on obtient le corollaire suivant :

CoroLLAIRE. — Pour n>2, 2m —3n—4>0, on a

o (ZL(S” S'XR™M)) & P 73, ni1s i entier.

i1

Par exemple les classes d’isotopie des plongements de S* dans S'XR*",
n > 2, sont classifiées par @ Z; les classes d’isotopie des plongements
i1

de S” dans S'XR*™, nél.:, sont classifiées par @ Z,. Ce corollaire

i1

a été démontré dans la catégorie P. L. par Hacon [6].

8. Cas oU V A PLUSIEURS COMPOSANTES CONNEXES DE DIMENSIONS
DIFFERENTES. — On suppose que la variété V compacte sans bord a
r composantes connexes V;, 1t =1, ..., r, de dimensions n; éventuellement
différentes. Soit f: V— M" une application continue. On définit une variété
W (V) et un espace topologique €, comme suit :

W (V) = <UW <vf)> i < Iv ><v,->,

i<j

Cr = <]ijeftv;> 11<H @i,j>,

i</
ou C;;, 1 =j, est I’espace des courbes

c: ([—1,1}, —1, 1) (O (f), Vs V))
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muni de la topologie de la convergence uniforme. oW (V;) étant un sous-
espace de C,y, on peut considérer 0W (V) comme un sous-espace C;. On
note p : C; ; — V;X V;I’application continue définie par p (¢) = (¢ (— 1), ¢ (1)).
On note 0,y le fibré vectoriel de base C, défini par

O =<[[ ef.v,.,N>u<]j 0i,,~,N>
i i<Jj

ou 0,y est le fibré image réciproque de V""" (V;X V;) par l’appli-
cation p: C;; - V;XV;. On note 6, le fibré vectoriel stable associé a
O,y et 0;; celui associé a 0, ;.

La définition de «; se généralise. S1 N est un entier suffisamment grand,
on peut définir une application

a: m (Hom (V, M7), PL, f)) — mepn (T (05 n), T (O, x | OW))
pour k> 1 et un élément «, (f)€ny (T (8,4), T (0;x|9W)). Le théoréme A
est encore valable dans ce cas en remplacant n par sup n..

Par exemple, si V a deux composantes connexes V; et V7, et si M” = R",
le groupe =; (%1 (V, R™), f,) est isomorphe pour

0Lj<2m—3sup(p,q) —4
au groupe

m; (FL(VE R, fo | VD) @ 77 (BL(VE, R™), fo | V) @ Lpagmajin (VEXVE v Vixy Vo).

Etudions le cas particulier V = 5?7 ]| 57 D’apres 1.6. cor. il existe un
isomorphisme :

9P+‘7—m+/+1 (Sp X Sq; 0) X 77"16;+q—m+/'+1 69 n;—m+j+1 @ TE;;—m-f—j+1 @ ﬁ§—111+1'
D’aprés la proposition 6.1, on a donc :

Prorosition 8.1. — Pour 0=j—=2m — 3sup(p, q) —4& et tout
plongement f,:SP 11 S* — R™, le groupe =; (%l (S? 1157, R™), fo) est
tsomorphe au groupe

Ty (V"l:P+1) @ T (Vm, '7+1) @ ﬂ;+q—7n+/'+1 @ n};—m+/’+1 @ ﬁ};—;n+1’+1 @ T[}v'—nwj'
St de plus j =< m —sup (p, ¢) — 2, on a
7 (ZL(S? L1 S7, R™), fo) & Tpigomijrr N Tpaj (™97,

On appelle 2-chaine dans R™ un plongement f:S?[|S7 - R™ Si
2m > 3sup (p, q) + 4, les classes d’isotopie des 2-chaines correspondent
aux éléments de =, (S" ') (Haefliger, [9], 1.3. ¢).
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Lorsque j = m — p — ¢ — 1, on peut définir comme au paragraphe 2,
le nombre d’enlacement d’un élément z€ =, (21 (V) 11 VI, R™), f,), nombre
entier ou entier modulo 2 suivant que V est orientable ou non. On définit
de méme le nombre d’enlacement d’un plongement f, : V7 || V! - R,
Pour ¢ = p =2 q — 2, les classes d’isotopie des plongements de V]| V’
dape R""' sont classifiées par leurs nombres d’enlacement.

CHAPITRE VII

EXTENSIONS DU RESULTAT FONDAMENTAL

La méthode utilisée dans les chapitres IV et V pour définir ’homomor-
phisme 2, et démontrer le résultat fondamental peut étre utilisée dans
bien d’autres situations. En particulier, elle permet d’obtenir des résultats
sur les espaces de plongements lorsque ’on considére des variétés a bord
et sur les espaces d’immersions.

1. EXTENSIONS AUX VARIETES A BORD. — Dans ce paragraphe V"
désigne une variété compacte a bord, M™ une variété. De la méme maniére
que dans le cas d’une variété V" sans bord (¢f. IV.1), on définit une variété
W2 = (V2x V* — T.)/s, un espace C,, un fibré de Serre p:¢C, - W
et un fibré vectoriel stable 6, de base C,. On note 9, W = (dT.)/s,
9; W =0W — 0, W.

On se donne un plongement g,:0V — 0M. On note Hom (V*, M™; g,)
Pespace des applications différentiables f: V* — M™ telles que f |9V = g,
muni de la topologie C*. On note Pl (V*, M™; g,) le sous-espace des plon-
gements.

En généralisant la définition de 2, on obtient pour tout entier k> 1
et tout plongement f, : V* -~ M™ un homomorphisme (application pointée
stk=1):

acs e (Hom (V7 M; fo | OV), PL, fu) > Qenmak (€5 01 W; 0.

De plus a tout f€Hom (V", M™; g,) on peut associer
%o (f)GQWL—m (cf, 0, W; ef)

tel que %, (f) = 0 si f est homotope rel JV" & un plongement. On montre
alors le théoréme suivant :

Tutorime 1.1. — o, est un isomorphisme (bijection si k = 1) pour
k=2m—3n—3, un épimorphisme (surjection st k=1) pour
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k=2m—3n—2. De plus, pour 2m —3n —3>0, f€Hom (V", M™; g,)

est homotope rel 0V" 4 un plongement si et seulement st «, (f) = 0.

Notons Ply (8", S™) l'espace des plongements de S” dans S™ dont on
s’est donné le germe en un point de S™. L’espace Pl (8", S™) a le méme
type d’homotopie que Iespace Pl (D", D™; 1) ot i: S ' CS™* est 'inclu-
sion naturelle. L’espace Hom (D", D™; 1) étant convexe, d’aprés le théo-
réme 1.1 pour 0 =;=2m —3n— 4, on a

m; (2l (5% 8™, fo) & Lan—mjia (W (D7), 0, W (D)5 ).

Mais W (D") se rétracte par déformation sur ¢, W (D"), done d’aprés 1.7.1
les groupes de bordisme normal de (W (D”), 9, W (D"); 6) sont triviaux
en toute dimension. On a donc :

Prorosirion 1.2 ([6], 7). — Pour 0Zj=2m —3n—4, on a
T; (%l (8", S™)) = 0 pour tout point de base.

Dans [18] Svarc montre que
H; (PL, (S, S") =0 pour 0=j<2m—4n—3.

Il montre aussi que I'espace Ply (S*, §”) pour n>>4 est acyclique en toute
dimension =~ 3 n — 10 excepté 2 n — 6, le groupe H.. (Pl. (S*, 5); 2)
étant isomorphe au groupe Z des entiers.

En généralisant la définition de ‘o, [au moyen des applications excel-
lentes au sens relatif, ¢f. I11.1.5], on obtient pour tout entier k1 et
tout plongement f,: V®* - M™ un homomorphisme (application pointée
st k=1) :

ar:  m (Hom (V7, M7), PL £,) = Qunmk (€4, 0, WU D (9: W); 0,).
De plus a tout f € Hom (V*, M™), on peut associer
% (f) € Run-m (€7, 0, WU P (9: W); 0)
tel que o, (f) = 0 s1 f est homotope a un plongement. On a alors :

Trtortme 1.3. — Soit V" une variété compacte a bord (resp. pouvant
étre construite par adjonction d’anses d’indices < p < n). Alors o, est un
isomorphisme (bijection si k=1) pour 1 <k=2m —3n—3 (resp.
1=Zk=2m—2n—p—1), un épimorphisme (surjection st k = 1)
pour 1 Zk=2m—3n—2 (resp.1=k=2m —2n — p). De plus,
pour 2m —3n — 30 (resp.2m —2n — p — 1> 0), f€Hom (V*, M™)
est homotope & un plongement si et seulement si «, (f) = 0.
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On applique ce qui précéde en prenant pour V" le disque D" et pour
M™ Tespace euclidien R™. Cela donne pour 0 <j<2m —2n—2 un
isomorphisme =; (2! (D", R™)) ~ Q™~~' (W (D"); m ). L’espace W (D"
se rétracte par déformation sur P '. Par suite, on a

7, (@1 (D", Rm)) & Qn—i—t (Pr—1; m hu_y)
R Qpmij (P15 (M — n) hy).

Par ailleurs on sait que 7; (21 (D", R™)) ~ 7; (Vi,n) 00 V,,,» est la variété
de Stiefel des n-repéres de R™. On a donc :

Prorosition 1.4. — Pour 0 == j =2 m — 2n — 2, on a des tsomorphismes
Qnmiy (P35 (I — 1) ) & 7 (T (M — 1) o)) & 75 (Vin,n),s

ol A,y est le 1-fibré vectoriel canonique de base Uespace projectif réel P,
T = espace de Thom et V,, . est la variété de Stiefel des n-repéres de R™.

Notons r: 21 (D", R") - %[ (S", R") application définie par r (f) =f|S",
S* étant i1dentifié au bord de D"*'. Notons j I'inclusion de W (5") dans

W (D***). Considérons le diagramme commutatif (on a une relation
D 'oa; = So¢ comme en IV.3) :

7 (21 (D™, R™) ——> = (2 (S", R™))
D—toa D—toa;

Qm—j—1 (W (Dll+1); m Q)) _1*_> Qm—j—1 (W (Sn); m m)

L’inclusion j admet une rétraction par déformation, par suite j* est un
isomorphisme. On a donc :

Prorosition 1.5. — L’application de restriction

r: <2l (D™, R™) — 21 (5", R™)

" induit un isomorphisme des groupes d’homotopie en dimension j,

0=j=L2m—3n—4

En particulier ©; (21 (S", R")) ~ ©; (Vi ne1) pour 0 =j=2m — 3 n — 4
De plus, pour 2 =j—=2m —2n—4 et tout plongement f,:S" —~ R",
le groupe abélien =; (21 (S", R™), f,) est somme directe du groupe ©; (Vm,ni1)
et d’'un groupe abélien.

Notons i, (S, R") espace des plongements isométriques de S* dans R™.
La premiére partie de la proposition 1.5 revient a dire que linclusion
2l (8", R")C 2l (5", R™) induit un isomorphisme des groupes d’homo-
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topie en dimension j, 0 =j=2m — 3 n — 4. Il suflit pour le voir de
considérer le diagramme commutatif suivant :

2] (Dn-M’ Rm) N ) (Sn’ R™)
A

J

‘Iliso (Dn—H, Rm) _i> Qliso (Sn’ R’")

et de remarquer que linclusion %I, (D™, R")C <l (D™, R") admet
une rétraction par déformation.

2. EXTENSIONS AUX ESPACES D’ IMMERSIONS. — On suppose dans ce
paragraphe que V" est une variété compacte sans bord. On note Imm (V*, M™)
le sous-espace de Hom (V”?, M) formé des immersions. f, désigne un plon-
gement ou une immersion de V* dans M” suivant les cas.

En utilisant la méthode ayant servi & définir «;, on peut définir pour
tout entier k>~ 1 des homomorphismes (applications pointées si k = 1) :

Br: mi (Imm (V2 M), PL fo) = Qon—mik (€3 05), fo€PL (V2, M™),
ve: 7 (Hom (V7, M%), Imm, fo) = Qan—mii—t (GW; 0] 9 W), f, € Imm (V2, M),

De plus, & f&€Imm (V*, M") on peut associer B, (f) €Qunm (Cr; 0)) tel
que B3,(f)=10 si f est régulitrement homotope & un plongement.
A fe€eHom (V*, M) on peut associer Y, (f)€Qunm1 (OW; 0]dW) tel
que Y, (f) = 0 si f est homotope & une immersion.

Pour tout entier k> 1 et tout plongement f,: V" > M™, a;, B, Y&
entrent dans le diagramme commutatif

st (Hom, Imm, ) —— ,{Imm P2, £,) —— 7, (Hom, P, f,) —— 1, (Hom,Imm, f;)
'Yk+1 pk Ok 'Yk

(aW;6oW)

2n-m+k-1

o QZn-m+k(awie|aw) —le S22n—m+k(et"°i6{‘(,) —JL’ an-m+k(efo’awieﬁ,)_a"’ Q

La premiére ligne horizontale du diagramme est la suite exacte d’homo-
topie du triple (Hom (V”, M), Imm, Pl) au point de base f, €Pl (V*, M™).
La deuxiéme ligne horizontale du diagramme est la suite exacte de bordisme
normal de la paire (C;, 0W; 0,).

De plus, on a Y, (f) = 9 (2 (f)) pour f&€Hom (V, M"), 2, (f) =i (3 (f))
pour f € Imm (V”, M™).

Le théoréme A se généralise alors comme suit :
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TutoreEME 2.1 :

Pour 1 =k <=2m —3n— 3, o et 3 sont des isomorphismes (bijections
st k=1).

Pour 1 =k =2m —3n—2, o et 3 sont des épimorphismes (surjections
st k=1).

Pour 1 =k =2m — 3 n — 1, v, est un isomorphisme (bijection st k = 1).

Pour 1 =k =2m — 3 n, Y; est un épimorphisme (surjection st k = 1).

Si2m —3n—3>0c¢ o (f) =0, f est homotope d& un plongement.

St 2m—3n—3>0 et 3, (f) =0, f est réguliécrement homotope & un
plongement.

St 2m —3n—1>0et v, (f) =0, f est homotope & une tmmersion.

On suppose V" connexe, n >~ 1, ce qu entraine W (V") connexe. Soit
f:V*—R* une immersion. A f est associé 3, (f) €Q, (W; 0)~H, (W; Z(0)).
Mais 0= (2n)o@vW, de sorte que Z(0)~Z(vW). Par suite,
H, (W; Z () ~ H, (W; Z (v W)) ~¥Z ou Z, suivant que W est orientable
ou non.

St n est tmpair ou si V n’est pas orientable, W n’est pas orientable, par
suite B3, (f) €2.. Si n est pair et si V est orienté, W est orienté, on a alors
un isomorphe naturel H, (W; Z (v W)) ~ Z, par suite 3, () €Z.

Bo (f) €EZ ou Z, ainsi défini s’appelle le nombre algébrique de self-inter-
sections de f. Et d’aprés le théoreme 2.1, on a :

Prorosition 2.2 (Whitney [20]). — Soit V" une variété compacte connexe
sans bord. Soit f: V" — R*" une immersion. Pour n>> 3, f est réguliérement
homotope & un plongement si et seulement si 3, (f) = 0.

Lorsque M™ = R™, P'invariant ¥, (f) €Qunm (OW; 0|9dW) ne dépend
pas de la classe d’homotopie de f. On mnote v, (V", m) =7, (f). On a
Yo (V' m) =73 (mw | oW).

Supposons V" connexe, n>>1 et M" = R*'. JW est alors connexe
non vide. L’élément v, (V", 2n — 1)€Q, (0W; 0|0W) est d’ordre 2
d’aprés 11.6.5. Considérons la suite exacte

Q, (W, 0W; 0) > Q, (0W; 0 | IW) 2 2, (W 0).

Comme Y, (V*,2n — 1) =9 (% (V', m)), on a ix (Yo (V" 2n — 1)) =0.
Si Q, (0W; 0|9oW)~ 2, on a nécessairement Y, (V", 2n — 1) =0 car
Yo (V% 2n — 1) est un élément d’ordre 2. Si Q, (0W; 0| oW) ~ Z,, iy
est un isomorphisme, et comme ix (Yo (V", 2n — 1)) =0, on a encore
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Yo (V" 2 n — 1) = 0. L’obstruction v, (V”, 2 n — 1) est par conséquent
toujours nulle. On a donc :

Prorosition 2.3 (Whitney [21]). — Sott V" une variété compacte connexe
sans bord. Pour n > 3, il existe toujours une immersion de V" dans R**1,

Etudions pour terminer les groupes m; (Imm (S*, R™), Pl f.), k> 1.
L’application = : W (S") — P" définie en VI.6 est un fibré en boules.
Par suite, on a un isomorphisme

9‘2n—m~}-k (W (Sn); 0) ~ 92n—m+l€ (Pn, (m - n) l)o

D’apreés 1.7.3, ce dernier groupe est isomorphe pour k =~2m—3n — 2
au groupe T, (Vii1,ne1). D’aprés le théoréeme 2.1, on a donc

Proposition 2.4. — Pour 1 =k =2m — 3 n — 3 et tout plongement
fo:S*—=R" le groupe = (Imm (S, R™),Pl, f,), k> 1, est isomorphe
au groupe Ty (Vimit,nia)-

Compte tenu de VI.6.2, on en déduit la proposition suivante :

Prorosition 2.5. — Pour 0 7 =m —n—2, j<2m — 3n— 3,
on a
7; (Imm (8, R™)) & jin (Vs nt)-

D’aprés le théoréme de classification des immersions de Smale [16]
(généralisé aux familles d’immersions a plusieurs paramétres), la propo-
sition 2.5 est valable en supprimant I’hypothése j <=2 m — 3 n — 3.
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