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<.espropriétés d\</ï~/t~ .t7/ étudiées ici sont celles qui se rattachent

aux systèmes de variétés orientées ou c~ d'intégration et aux

intégrales multiples dans une variété close à/ï dimensions. Les champs

peuvent t~tre additionnés et multipliés par un entier; en outre, ils sont

l'objet de deux opérations fondamentales qui consistent, Fune à

prendre la y/ï/ d'un champ, l'autre à prendre l'intersection de

de deu\ champs qui remplissent certaines conditions. La première

conduit, par la notion d'homologie, aux invariants topologiques définis

par Poincaré nombres de Betti et coefficients de torsion. La seconde

opération conduit à de nouveaux invariants topologiques, ainsi que
la remarqué M. J. \V. Alexander (').

Les Chapitres 1 et H du présent travail étudient ces opérations et

ces invariants, au point de vue de r~/M~.H.y co/ï~M~. La

variété est remplacée par un complexe défini arithmétiquement; au

< ~/w.o/A~. L 11),n~. p. <fti, t. 11, t~25,

p. i (Je n'ai eu connai~ancede ces I\ute" ~u âpre- avoirobtenulesprincipaux
resuhats.)
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lieu des champs, on considère les c/M/ ou combinaisons d'éléments

du complexe. On peut ainsi obtenir un exposé rigoureux sans intro-

duire aucune considération de théorie des ensembles.

Le Chapitre 1 contient d'abord un exposé des principes de la théorie,

pour lequel on s'est inspiré d~un mémoire de M. H. ~eyt (' Le

paragraphe 9 est consacré à un théorème utilisé dans la titéorie des

In têt sectionsqui, elle, remplit le Chapitre tL

Les intersections et les coefficients d'enlacement sont déunis simul-

tanément, par récurrence. Après les généralités (!$ 10, ii, 12), le

cas où l'intersection a zéro dimension est étudié d'une manière appro-
fondie (~ 15 à Ê7); cette étude, dont les résultats ne sont d'ailleurs

pas nouveaux, ne fait intervenir que l'homologic avec division et l''s

chames d~ordrc innni. La méthode suivie ici a permis de faire une

étude analogue relativement aux chaînes d'ordre fini, en c~nsidér.int

des coefficients d'enlacement au lieu de nombres d~Intersections (~

et i9).
Des exemples qui illustrent et complètent la théorie du Chapitre 11

ont été rassembles au Chapitre i\ ils mofjtrent que les dner~es cir-

constances prévues se présentent effectivement. Ce dernier chapitre
a été rédigé d'une manière concise quelques démonstrations n'ont

pas été insérées dans le texte.

L'application de rj/M~M~ à la théorie des intégrales multiples
est développée au Chapitre I1L On sait depuis longtemps que les

nombres de Betti jouent un r<Medans cette théorie; mais lorsqu~ou
veut préciser ce r<Me,on est conduit à des théorèmes qui ont été

énoncés d'une manière tout à fait explicite par M. E. Cartan ( ( )n

trouvera ici une démonstration complète de ces théorèmes, valable

pour les variétés closes qui admettent une subdivision polyédrale. Les

rapports entre la théorie des intersections et celle des intégrales sont

indiqués au paragraphe 27.

Les résultats obtenus suggèrent ridée de considérer un champ a

('~ tt. WetL, J/ ~<? 6'o/i:<if/~r/</ t/~r. J7< <«/<, t. ;i.

i<~3~

(') E. (~ARTAX,.S'r /r~ /ï~ /</<A~<6~
t. <S7. )~2~. p. <~6«~ \~)f au–t < <A la .S~. ~/< ~/<

J/~A., <
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<ydimensions et un élément d'intégrale multiple d'ordre <ycomme

deux aspects d'une même notion plus générale ('). C'est ainsi que

dans l'espace ordinaine, le courant électrique est représenté par un

champ a une dimension lorsqu'il parcourt les arêtes d'un réseau con-

ducteur, ou par un élérnent d'intégrale double, son flux, lorsqu'il tra-

verse un corps conducteur à trois dimensions. De ce point de vue, les

opérations qui font passer à la frontière d'un champ ou à l'intersection

de deux champs sont rapprochées de celles qui donnent la dérivée

extérieure d'un élément d'intégrale ou le produit de deux tels éléments.

t)e m<me, le calcul d'une intégrale est rapproché du calcul du nombre

d'intersections de deux champs. Le développement de cette idée obti-

~erait a considérer des intégrales ayant des singularités; pour ne pas

a!longer davantage, on s'est borne ici aux intégrales partout régulières.

~u <1 me soit permis d'exprimer ici, à M. Henri Lebcsgue, ma

profonde reconnaissance pour tout ce que je lui dois~ c'est grâce a ses

conseils et à ses critiques que j'ai pu m'orienter au début de mes

recherches, cL ses encouragements m'ont fait persévérer.

Remarque sur les principaux travaux consultés.

Pour les Chapitres 1 et H, les mémoires fondamentaux sont ceux

dePoincarc:

t. H. Pot~ARK. ~7. J/ï/7/f~f~?<Ac. !~94~-

Comptérnent àrj/ï~(/W~o/ï~c.,voL 1~~ !~99)'
c. Second cornp~ment a l~J~y/v .v (/~c. </«?~r~ï

/y?~S~c., !~o).
Les principes de rj~m .v combinatoirc ont été ensuite t~objct

de plusieurs exposés~ dont voici les principaux

2. Il. WEYL. Analisis .y~~ ~/M~/ï<7~M (/ 37<ï~

J/M~7'.y!~23).

0. \En!.EXandJ. W. ÀLEXA~DEtt. ~y~A~<?/'N~/M~/ï.ï.~

( t .<?~C~, !<)12-!<)t3).

(' ) Pour <y–o, cent mtc~raic de Sttettje~.
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0. VMLEN. A~c/M/o/ï J/ï~( New-York, i<)22).

5. J. \V. A~EXAXDKR. ~'0/M~/K7~yM/J~<!ï/ .y (y/ït. ~/?7.

~C.) ï<)26).
Sur les coefficients d'enlacement, voir

M. L~ESGUB. .SM;'l'invariance /Ï~/7ï~<yï. <

~~c<? .~r théorème de ~A~v/a/t r~/<7f/y~p ?~/v~~ /v~~

(~W/Y' L JM~ p. S/t!).

7. L. E. J. BnouwKn. 0/t /<ï~ co~c~/?/.y ~Y)c. <?/ ~c ~r-

.~C~/ÏC~. A<)~.J/< van ~MC/M/Ï ~J/M~V/~W, vol. i.

tf)12, p. i!3).
Sur les intersections, voir

8. S. LEFSCHKiz. //ï~r~c//oyï.v~ c~/?//w/y /y/y?~y

co/7~yr.f~/ï~/y~/ï<A (y/'<?/?.y.7<A~.t/a/ <Sw.~1~26).
Les coefficients ~enlacement et les intersections sont définis ici

(Chap. tl)par une méthode sensiblement difTérente de celles suivies

dans ces trois derniers travaux.

Ponr le Chapitre Ht, il faut citer, outre le mémoire 1</de Poincare,
un autre antérieur

9. H. PoiXCARK. Sur /V.M~.V ~a~ ~f (/<C~ ~<?<

~ca, 188~).
D'autres mémoires utilisés sont cités dans le coursdu texte. Si~natons

le livre récent 7~ hy S. LEpscHETX~!<)!<)),et le fascicule \L

du 3~~(?/'M/~ .Sc~/tc~ /M<M<ï~< fascicule dû au même auteur.

CHAprrïŒ

PMtXCtPES DE LA THÉORtE DES COMPLEXEE.

t. ~ï~to/t ~/Mcw~r< C/ï~. fJn complexe à n dimen-

sions est un système fini d'éléments qui ont entre eux certaines rela-

tions. H y a /ï- i catégories d'éléments, qui seront appelés éléments

de dimension o, de dimension t de dimension n, suivant la caté-

gorie à laquelle ils appartiennent; ceux de dimension o, i ou 2 seront
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appelés respectivement sommer arêtes ou faces. n élément quel-

conque scr<<souvent désigné par l'indice supérieur, <y,indique la

dimension, et ~indice inférieur servira à dinérencier les éléments de

même dimension.

i\ous appelons <c/M/~ toute combinaison linéaire à coef~cients

entiers des éléments de dimension < Si, dans une <y-chaine c~, le

coefficient de est on écrira c~==~ et l'on dira que <?/est pris
fois dans c~. Les <y-cha!nespeuvent être additionnées, soustraites,

et multipliées par un entier; ces opérations conduisent a de nouvelles

~-chaînes dénni<'s sans ambiguïté.
Les relations entre les éléments du complexe consistent en ceci,

qu'à toute ~-chaîne correspond une (<y– t)-chaine bien déterminée, sa

/)'ï~r, cette correspondance vérinantles trois conditions suivantes

1. A<ï /r~~7*c ~M~<?.~w/y?~~oudin'érence) rA'y c~ï<?.f ~/ï/<?
/</.??/~r (ou din~érence) ~y/'o~~r~ < c/ï~ c~<AM/ï/
H. A~ /o/ï~<? ~ï~ <y-c/t~ï~ ~.K/ï~ (~–f)-c~<y/ y<?/yï~<?,r/!

<<?/ï<ï< <v~~ry~7?ï~? M/zrc/c r/o/t~ /~y/ï~7'<? r~ /ï~

111. /ï.y /<ïy/Y)y~/7' ~t ~/y!r/ï~ /c c~ctr/~ de ~M~~7/

/Ï 0, -}- T 0// 1

Pour exprimer qu~une chaîne a pour frontière c~ on écrit,

d'après Poincaré, c~c~

Hn complexe est complètement dénni si ron donne le nombre
des éléments de dimension pour ~–o, ï, et si l'on donne

la frontière de c!<aqueélément. La frontière de est une (~y !)-chaîne

L~enscmhie de ces relations constitue le schéma du complexe
La condition H! exprime que 2- est p~al à o, + i ou

La condition Il se traduit par les relations suivantes
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Si l'on désigne par T~ le tableau a lignes et colonnes forme

par les ces relations (2) peuvent s'écrire sous la forme suivante,
eu utilisant la muttiplication symbolique des tableaux

T/

2. /Awz~ <M/)~ o&r/ï~ d!c/<~ </ co~ !Jne

<y-cha!ne est dite homologue à zéro c~~<~ si elle est la frontière

d'un (~-t-i)-cltaïne c~'=~ Deux chaînes sont dites homologues,
si leur dinérence est homologue à zéro.

Cette notion d'homologie permet d'attacher aux <cha!nes fermées

d'un complexe un groupe ahélien c~ de la manière suivante

A toute ~-chaîne fermée correspond un et un seul élément de c~; a

deux ~-chames homologues correspond le même é!ément; a deux

<y-chames non homologues correspondent deux éléments distincts

de c~; enfin à la somme c~+c~ de deux ~-chames correspond le

« produit des cléments de qui correspondent a c{ et c~.
On vérifie immédiatement que les cléments de c~ se composent

bien comme dans un groupe abélien. Ainsi, a tout complexe a

n dimensions sont attachés (n + i) groupes abéliens ~o~<,
Pour préciser les définitions de c~ et de c~ nous conviendrons que
toute o-chaine est fermée et qu'une n-chaine fermée n'est homologue
à zéro que si elle est identiquement nul!c. Pour plus de commodité

ropération de composition des éléments d'un de ces groupes sera

désignée par le signe + et sera appelée addition (alors qu'en théorie

des groupes on dit en général multiplication). Eu conséquence, t'clé-

ment identique sera désigné par o (zéro).
Les éléments d'ordre uni, c'est-à-dire dont un multiple est égal a o,

contenus dans c~ forment un groupe fini appelé groupe de torsion.

Les éléments d'ordres respectifs /'<, forment

une base pour y~ si tout élément de y~ est égal à une et une seule

combinaison de la forme

.<(- .)-7-

où est un reste entier jmod La structure de est complètement
déterminée par la suite des entiers ~3, /r; mais la réciproque
n~est pas vraie. Pour que ces entiers soient univoquement déterminés
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par y,~ il faut les astreindre à des conditions supplémentaires) ce

qu'on peut faire de deux manières. On peut choisir la base de manière

que les soient des nombres premiers ou des puissances de nombres

premiers, et alors ils sont univoquement déterminés (à l'ordre près)

par le groupe. On peut aussi choisir la base de manière que chacun

des nombres divise le suivant, et alors aussi ils sont complètement

détermines; on les appelle alors coefficients de torsion (le dimension <y;

on sait (ce qui sera d'ailleurs établi plus loin) que ces coefficients sont

égaux aux diviseurs élémentaires du tableau T~<.
Disons qu'une <y-chamec~est homologue à zéro avec division si un

multiple de <~ est homologue à zéro, ou ce qui revient au même,

si l'élément de c~ (lui correspond a c~est d'ordre fini. De même qu'au

moyen de l'hornologie ordinaire (sans division) nous avons fait

correspondre aux ~-chames fermées le groupe c~ de même au moyen
de l'homologie avec division on leur fera correspondre un groupe qui
sera désigné par Ce groupe est purement in<!ni, c'est-à-dire

qu'il ne contient aucun élément d'ordre fini (sauf o). Il s'obtient à

partir de c~ en assimilant à o les éléments d'ordre tini de c~, ce qu'on

exprime en écrivant ~==~' La structure de est complètement

déterminée par le nombre P,~ des éléments nécessaires pour former

une base. est le nombre de Betti du complexe. En désignant

par le rang du tableau T~ on a P~==~ (ce qui sera

d'ailleurs établi plus loin).

Oo/T~~r~ ~y~M~/<~ ~/M~~?~, réciproques. Disons que
les deux éléments et ~Y'' sont en relation positive~ nulle ou négative,
suivant que &~==-t- t, o ou i.

Deux complexes seront dits superposables, s'il existe entre leurs élé-

ments une correspondance biunivoque, les éléments qui se corres-

pondent ayant même dimension, telle que deux éléments de l'un

soient en relation nulle ou non nulle en même temps que leurs corres-

pondants.

Si, de plus, deux éléments de l'un sont en relation positive ou néga-
tive en même temps que leurs correspondants, les deux complexes
seront dits isomorphes, et la correspondance sera dite un isomorphisme.
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Au point de vue où nous nous plaçons, deux complexes isomorphes
doivent être considérés comme identiques; ils ne digèrent que par les

notations. Les groupes abéliens attachés a deux complexes isomorphes
ont la même structure. Il n'en est pas de même pour deux complexes

superposables, bien que géométriquement, il semble qu'on ne doive

pas les distinguer. Toutefois, nous verrons que dans certaines condi-

tions, deux complexes superposables sont par là même isomorphes.
Deux complexes à n dimensions sont dits y'~c~Y~ si les éléments

de dimension de l'un sont en correspondance biunivoque avec ceux

de dimension de l'autre, pour ~y==o, t,1 .?, de manière que
deux éléments de l'un soient en relation positive, nulle ou négative en

même temps que leurs correspondants. Tout complexe a un complexe

réciproque et un seul à des isomorphismes près. Si l'on désigne par
et les éléments correspondants de deux complexes réciproques,

par U~ les tableaux relatifs au second analogues aux tableaux T,~du

premier, U~ est le tableau transposé de T, Il en résulte <y/

c~<?/c~/ï~ de <o/f~~ ~M~/ï.v~~ /z w/ï~ r~r c~

~?.t yt <y i r~ <y/~le /ï est ~77/
~t9/?~~ P~~ l'autre.

~'o/r~ ~< /'r~?. Soit un élément de dimen-

sion q d'un complexe. Prenons les étéments de dimensions < t qui
sont en relation non nulle avec les éléments de dimension <y–2

qui sont en relation non nulle avec l'un au moins de ces derniers, puis
ceux de dimension <y–3 qui sont en relation non nulle avec l'un au

moins des précédents, etc., jusqu'aux éléments de dimension o.

L'ensemble des éléments ainsi obtenus forme un nouveau complexe

qui est dit /ry'c (' ).
Considérons d'autre part l'ensemble des élémentsde dimension </+1,

</+ 2, n, qui ont a; sur leur frontière et abaissons de <y+ i unités

la dimension de chacun d'eux sans changer leurs relations. On obtient

un complexe à t dimensions qui est/cc/ï~

(') Le même mot désigne aussi la (~y– t)-cha!ne frontière de <~ envisagé

coinme ~-chaîne; mais cela ne semble pas devotr prêtera équivoque, du moment

qu~on sera prévenu.
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Nous pouvons maintenant définir une classe de complexes qui

joueront un rôle important, et que nous appellerons c~r~

DKFiKrrtO~. /t complexe p/ay! o <M~f~~ ~/y~

.y~/M/yz~

c~)~.r<' ~>o ~wr/ï~/oyï-v<?.</yï~~ si

t"(1 est ~s /o/t!0~ r<.~r.<'nombres ~x .t~.

?“ t\- t, n (<.<);

2" ~a y/'o~~7'r<?< chacun </r ses r/ï/.s c~ ses /?/<
~<?«/

tJn complexe sera dit 7' s'il satisfait à la Sf'conde condition

sans remptir nécessaircmcrtt la première.

ÏHEOtŒMK. C~/?~~Y' /TC~ ~t C0/r<' ~/<C ~?

/)/a~o«/r; ~?/r~ /vc~<y/ ~M/z cc/r~ 7' est

!.e théorème est évident pour n == supposons-le vrai pour t

et passons a /t. Soient A et n deux complexes réciproques~ et

deux éléments correspondants. De la dénnition des complexes réci-

proques~ il résutte immédiatement que la frontière de et l'aster de

centre sont deux complexes réciproques; de même Faster de

centre a~ et la frontière de Si donc A est régulier~ l'est aussi.

Si de plus A est planoïde, c'est-à-dire vérifte la condition 1%en vertu

de la remarque faite à la fin du paragraphe 5, H vérifiera aussi cette

condition et sera donc aussi planoïde.

C<r~' ~/7~/ï~ tn complexe est connexe s'il est

impossible de répartir ses éléments en deux classes telles que tout

élément de l'une soit en relation nulle avec tout élément de l'autre.

Ln complexe non connexe pourra être considéré comme la réunion de

plusieurs complexes connexes; ses groupes s'obtiendront simplement
en réunissant les groupes de ses parties constituantes, ou, d'une

manière plus précise, on aura une base pour le groupe d'un com-

plexe non connexe en juxtaposant les bases des groupes relatifs à

ses parties constituantes.
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Tti~on~E 1. JL~c/~ ~(, < cw~ et cû/ï/ï~r~

cyclique ~v/c //ï/?~ o/~~'o/v/yc 2. ~rc~o~yï~ si le ~o/
ûf'M~complexe r~r c~c/~M~, ce c~?/ est connexe.

Supposons le théorème établi pour les complexes à moins de

n dimensions (il est évident pour yï ==o) et passons au cas de n dimen-

sions, en commençant par la première partie.

remarquons d'abord qu'entre deux éléments quelconques d'un

complexe régulier et connexe, on peut en intercaler d~utres de

manière à former une suite d~élémcnts dont deux consécutifs sont en

relation non nulle. En effet, s~il y avait deux éléments qui ne puissent

pas être unis par ce procédé, on pourrait répartir les cléments du

complexe en deux classes, la première contenant tous les éléments qui

peuvent être unis au premier, la seconde tous les autres éléments; tout

élément de la première classe serait en relation nulle avec tout élé-

ment de la seconde le complexe ne serait pas connexe.

Soient et deux sommets; nous allons voir qu'on peut les unir

par une suite d'éléments de dimensions o et i. !~n enet, soit ~~> f la

dimension maximum des éléments d'une suite unissant et < Choi-

sissons un sommet sur la frontière de chaque élément de cette suite;

on obtient une suite de sommets dont deux consécutifs sont sur la

frontière d'un même élément de dimension au plus, donc dans un

complexe planoïde à i dimensions au plus comme ces com-

plexes planoïdes sont connexes, par conséquent deux sommets consé-

cutifs de notre suite pourront être unis par des éléments de dimen-

sion au plus et il en sera de même des sommets extrêmes

et~

En répétant ce procédé, on obtiendra finalement une suite de som-

mets dont le premier est le dernier et dont deux consécutifs

et ~y"sont sur la frontière d'une même arête. On a donc ~dh et

de toutes ces relations résulte <r~±:a' étant un sommet quel-

conque, forme une base pour le groupe ~o qui est bien cyclique.
Si 2~o, est d'ordre 2. Si l'on n'a pas 2<o, on ne peut

avoir à la fois ~a' et ~< supposons les notations choisies

de manière que ~'r~ quel que soit t. Alors, dans la frontière de

toute arête, et par suite de toute ï-chaîne, la somme des coefficients
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des sommets est nulle. On ne peut donc avoir ~o si o; est

cyclique d'ordre infini. La première partie du théorème est établie.

Pour établir la seconde, considérons un complexe régulier non con-

nexe il est formé par au moins deux complexes réguliers et connexes.

Son groupe s'obtiendra donc en réunissant au moins deux groupes

cycliques d'ordre 2 ou infini; il en résulte qu'il ne -peut être cyclique.
Ce théorème peut encore s'énoncer ainsi /~Mr /ï c~o~ /v/-

coy~~r~, ou bien ==i il pas de ~y~'o/t o <

ou ~/ï P~== t~< il y 0 M~ ~~Ï~M/ CO~C~/Ï< ~07' a 0 ~yï-

y/o/!~Y// ~r.

~tt remarquant que deux complexes réciproques sont en même

temps connexes et non connexes, réguliers et non réguliers, on obtient

ta proposition corrélative

TiiÉORKME1!. /7' /t C~W~ /M/ C~t~ <<{-

A/V, ~ï 1\,== 1 /ï~ p~ ~7'~0~ </(~ l) <C~O/ M/

/ï P~== o 6'~il a ~~ïr~ A~ c~c~ ~ryïo~ <//ï i <ï-

.y/A ~a/

(considérons un complexe régulier et connexe de P~===i alors toute

/z-cha!ne fermée est homotogue a un multiple de Fune d'elles. Nous

allons voir que toute ~-chaîne fermée est à un multiple de

l'une d'elles.

On a vu que deux sommets peuvent être unis par une suite de som-

mets et d'arêtes; de même (proposition corrélative) deux éléments de

dimension /? peuvent être unis par une suite d'éléments de dimen-
X,,

siuns /ï et ~–i. Cela posé~ solt~une
n-chaîne fermée. Tous

les A,sont égaux en valeur absolue; en enet, si deux éléments avaient

deux coefficients dinerents en valeur absolue, de la suite d'éléments

les unissant, on déduirait deux éléments adjacents, c'est-à-dire ayant
un même élément sur leurs frontières, qui auraient des coeffi-

cients dinerents en valeur absolue, ce qui est impossible, car alors

figurerait avec un coefficient non nul dans la frontière de SA<
et cette /ï-chame ne serait pas fermée. En modifiant au besoin les

notations (changement de en notre n-chaîne pourra s'écrire
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THÉORÈMEHt. .S/<T C~ /<y C~/ï/T~~ de P~~= i

sont .y/y~~yy~M~ .ï~ /y~/y/

Soient A et B c<'s deux complexes; désignons par fi; les éléments

de A, par ceux de H, et supposons les notations choisies de manière

que et db se correspondent~ que et A' quel que soit i.

Nous allons montrer qu~on peut préciser les signes de manière que la

correspondance devienne un isomorphisîne.
Nous ferons se correspondre -t- et Supposons i~somor-

phisme réalisé pouî les éléments de dimension inférieure à i. et les

notations telles que, dans cet isomorphisme. et se corres-

pondent (~. ), et passons au\ éléments de dimension Soit

Le second membre est l'une des deux (A– ~-chaînes primitives du

complexe frontière de t~n vertu de l'isomorphisme déjà rëall-~

sera l'une des dcux(/ i acharnes primitives du complexe

frontière de b;, de sorte qu'on aura

Hn mettant et en correspondance~ on étend i~isomorphisme aux

éléments de dimension Il s'étend de même à tous les éléments et le

théorème est étabtL

Voici la proposition corrélative

ÏHÉOt~MEt Si ~~2 C~/M/ /y 6~/ï/y~ de i~ = 1,

sont ~yM~ ils sont /y/y.

Dans la suite, nous limiterons nohe attention aux complexes régu-
liers et connexes pour lesquels i~un au moins des nombres de Betti

extrêmes P., et P~ est égai à i. On sait que lorsqu'on subdivise une
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variété d'un seul tenant de manière à former un polyèdre, en orien-

tant convenablement les éléments de ce polyèdre, on obtient un com-

plexe régulier et connexe de ?“===i. On pourrait de même obtenir un

complexe de P~== i. Ces deux complexes sont identiques si la variété

est bilatère, et dans ce cas seulement. Cela nous conduit à poser les

déuniLions suivantes

/ï cornplexe et connexe jo~/r lequelP~ = 1\ ==i sera dit ~t7~-

~c. Nous savons qu'alors il n'y a pas de torsion à o ni à n i dimen-

sions.

Un c~r~ /r et co~/t~.rcjo~7' ~< ~o ==1 et P/< 1 dit

/< </c~x~~ espèce. Nous savons qu'alors ?“===o, qu'il y a un

et un seul coefficient de torsion à (n i) dimensions égal à 2, et qu'il

n'y a pas de torsion a o dimension.

/ïc~7~A?.r~ ~co~/ï~r~7'<y~/ t\<==1 et P, i sera dit

/ï/7~ .~c~/ï~ Nous savons qu'alors P,,==o, et qu'il y a

un et un seul coefficient de torsion à o dimension égal à et pas de

torsion à (~ i) dimensions.

/y cw/r~ /ï/y de seconde espèce ~jo~yp~-
y/ dits /ï/Y'.y <7.y.wc~.y.

~<~?~ un complexe bilatère, c'est choisir simultanément une base

de et une base de On peut supposer les notations telles que la

base de c~, soit et celle de < et qu'on ait quel que
soit On convient que le choix de –Y<ï~ et déïïnit la même

orientation que le choix de et Par contre, les choix de –1~'
et ouI< et < d~Nnissent l'orientation opposée.

n complexe uniiatére ne peut pas être orienté, mais s'il est de

premict'e espèce, on peut faire un choix entre les deux bases possibles

pour et s~ilest de seconde espèce entre celles de c~.
Nous dirons que le complexe à <i dimènsions K frontière de

réiément du complexe A bilatère orienté ou unilatère de première

espèce est o/ï~ /ï~v~ si l'on choisit pour base de G(, la

même dans K que dans A et pour base de la (~ i)-chaîne fron-

tière de

Pareillement, nous dirons que l'aster K' de centre dans un com-

plexe A bilatère orienté ou unilatère de seconde espèce et orienté

/t<~M/Y'f/ si l'on prend pour base de c~ dans K/ la t )-
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chaîne E~ la sommation s'étendant aux contenus dans K~ et

étant la base du groupe de A ) et pour base de un élé-

ment <ï~' (qui a o dimension dans K') en relation positive avec

(On voit aisément que cette base ne dépend pas de l'arbitraire qui
réside dans le choix de ~)

~Mt~~cc.ï~r~/ïc~o/~y Soient
un élément d'un complexe A à dimensions, K un complexe planoïde
à <ydimensions dont la frontière soit isomorphe à celle de l'isomor-

phisrne étant tel que, si~~ est la ~-chaîne primitive de K~ la
1

(y–t)-cha!ne qui limite corresponde à la (~y–t)-chame qui
limite

Nous appellerons subdivision ~/M~/ï~ A l~opération qui con-

siste à passer de A au complexe A ainsi défini

A contient tous les éléments de A et tous ceux de K sauf </Yet et

deux éléments correspondants des frontières de <~et sont identifiés

(ils ne comptent plus que pour un seul élément). Les relations entre

ces éléments ne sont pas changées~ sauf que les éléments
1

qui

avaient rh~ sur leur frontière ont à la place db~~ et un élément

provenant de l'identification de deux éléments de A et K aura les

mêmes relations que ses antécédents dans A et k. Nous dirons que les

nouveaux éléments introduits (ceux de K) sont dans <

THÉORÈME1. Les groupes ~/6'A /yï~'<y/
ceux de A.

Ce théorème résulte immédiatement du suivant

TMÉOKÈMEII. y'O~ /C~ï~ C~de A, qui est /x~/û~ J~

<Ï~ A, l'est aussi dans A C/y~/TM~ C de A homologue à
une chaîne de A.
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On va établir simultanément ces deux assertions en montrant que

toute chaîne ? de A, fermée ou dont la frontière est dans A, est homo-

logue à une chaîne c~de A.

Soit c~==c~-+-c. c, contenant les éléments de c~ situés dans ~(élé-

ment subdivisé). La frontière dec, sera une chaîne c~ située sur la

frontière de qui, puisqu'elle est planoïde, contient aussi une

chaîne limitée à c~c~–c~' est une chaîne fermée, homologue

à zéro puisqu'elle est contenue dans K qui est planoïde. c~==c~-t-c~ est

alors la chaîne cherchée, contenue dans A et homologue à c L'opé-

ration qui transforme </ en c~s'appellera /a/~<?

< ~OttOLLAHŒ.<S/ A /X C~p~/ï~ A en ~M7 un.

f~a première condition caractérisant un complexe planoïde est

remplie en vertu du théorème I. Pour vériucr la seconde condition,

supposons la proposition établie pour moins de n dimensions. (Elle
est évidente pour /ï=o.) Les modifications subies par les frontières

d'éléments et les asters consistent en une subdivision; comme ce sont

des complexes planoïdes à moins de n dimensions, ils restent planoïdes.
Disons que deux complexes sont <~y~~7ï~ si l'on peut passer de

l'un à l'autre par une suite de subdivisions élémentaires et d'opé-
rations inverses. Nous pouvons alors résumer ce qui précède ainsi

TnHOt;HMEML 6~ cw~r~ ~<y//A~ un c~c.r~ 7Y~7~
/6'y/y ~6'A c~ ~/ïc < les /?~' /ïo/ de

coefficients de torsion.

7. /6f/S~M/~o/ï y~/T/M~. Soit K un complexe pla-
noïde a (/ï– i) dimensions. Nous allons construire à partir de K un

complexe planoïde P à n dimensions qui sera dit la pyramide co/?.y//7/

sur K.

Les éléments de K se retrouvent dans P avec les mêmes relations.

A chacun d'eux correspond un nouvel élément à une dimension de

plus, dont le premier est dit la base. Ces nouveaux éléments, 6~~ de

la pyramide, sont en relation négative avec leur base et ont entre eux

des relations opposées à celles de leurs bases deux de ces éléments
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sont en relation positive, nulle ou négative, suivant que leurs bases

sont en relation négative, nulle ou positive. On ajoute encore un som-

met, le sommet de la pyramide, en relation positive avec tontes les

nouvelles arêtes et un élément à n dimensions, dont la frontière est !a

(/t–!)-chaïne primitive de K; ce dernier élément est la base de la

pyramide.
Pour vérifier que la condition H du paragraphe 1 est remplie, il

suffira de montrer que la frontière de tout nouvel élément est fermée.

Soient un nouvel élément, 6~ sa hase, X~
1

!a frontière de

l'élément ayant comme hase. En vertu de notre définition, on a

et la frontière de < est bien fermée.

Prouvons que P est planoîdc. D~abord, on voit immédiatement

que P~==i\=i. Sio<~</< toute <y-cha!nefermée est homo-

logue à zéro; en effet, soit ~=c~c~ c~ contenant les éléments

de c~contenus dans k; soit c~ la chaîne dont la base est –c~; on

aura c' ==c'~ car la frontière de c' est formée par c~ et par les é!é-

ments dont la base figure avec le signe + dans la frontière d<*c~ et

ces derniers éléments forment précisément < On a donc bien c~~<~
d~où P~ = o. Keste à montrer que les frontières d~étément et les asters

de P sont planoïdes, ce qui se fait immédiatement par induction,

puisque, sauf la frontière de la base de P et l'aster de centre le sommet

de P qui sont identiques à Ky la frontière de tout nouvel élément et

chaque aster sont des pyramides à moins de n dimensions. P est donc

bien planoïde.
Si l'on prend, pour effectuer la subdivision élémentaire de Isolé-

ment a~du complexe A, la pyramide P construite sur la frontière

de la base de P jouant le rôle de l'élément du paragraphe on

obtient ce que nous appellerons la ~M~ïj~/wM~ de <
Soumettons à la subdivision pyramidale toutes les arêtes d'un com-

plexe régulier A, puis toutes les faces du complexe obtenu, puis tous



SUR Î/ANALYSM SÏTt~ DKS VABtKTE~ A DtMBXStOX~. ï3t

les éléments à trois dimensions du complexe obtenu, etc., jusqu'à
n dimensions. On obtient un complexe C qui est dit la ~M~

normale de A et qui va être étudié,

On va montrer qu'à toute suite û~, de r-t- t éléments

de A, de dimensions décroissantes, telle que chaque élément con-

tienne tous les suivants dans sa frontière, correspond un et un seul

élément à r dimensions de C, et réciproquement. Cet élément sera

désigné par le symbole (< Pour r= o, (<~ représente le

sommet de ia pyramide construite dans la subdivision de si ~>o,

et le sommet ~'lui-même si = o. H est clair qu'il n'y a pas d'autres

sommets et notre assertion est établie ~ur r==o. Passons par induc-

tion au cas de r que~~nque. Apres avoir subdivisé les éléments

à dimensions, ~contiendra sur sa frontière rétément .)

qui provient de la subdivision de et en subdivisant ii s'intro-

duira un et un seul élément ayant pour base (~ .< c'est cet élé-

ment qui est désigné par (~(
Cette notation met en évidence la structure du comptexe C; on voit

en enet que, pour qu'un élément soit sur la frontière d'un autre. il

faut et il suffit que la suite qui représente le premier soit extraite de la

suite qui représente le second.

8. y/7/y~ ~<x/~ Soient A et B deux complexes réci-

proques à dimensions, dont ies éléments correspondants sont dési-

gnés par et f~es subdivisions normaie** de A et t! sont deux

complexes superp~sabies; en enet. si à l'élément (~ –~) du pre-

mier, on fait correspondre i'éiément (~ ~)du second, deux

ététuents de i un sont en relation nulle ou non nulle en même temps

que leurs correspondants dans Vautre.

SI A est biiatere et connexe, de <\==P,,==~ il en sera de même

pour et pour chacune des deux subdivisions normales, qui sont alors

isomorphes en vertu du théorème IH (§~~ A et sont deux com-

plexes équivalents, d'où result<' le théorème de dualité de Poincaré

TMMRÈME1. /~M lin C~r~ ~/Aa~~ <ïn <M7tM~/M,
de Belli P~ P, ~ï~ ~~f~y; c~c~~ ~r~~ de <f/<
~/ï~ /C~~W~ ~W/.y ceux de </Mi~~MM)~ i.
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Si A est unilaterc, B sera équivalent an complexe unilatère /V

associé de A D~où

THÉORÈMEH. Si A A' ~/ï~ deux c~/Mp~ /ï/r~ ~ûc/

le nombre P~< l'un est f~M nombre P, /<? et C~fC/<?/ï/y
de torsion de <y~7ï.M~ de sont /w~ ~r ceux

<7/~7~ /ï– </<'l'autre.

9. 6/ï théorème ~~7M~ La subdivision normale va être

utilisée pour établir un théorème qui jouera 'm rote important dans le

chapitre suivant.

Soit Aun complexe à n dimensions, régulier, hi!atere ou uniiaLére;

soit B le complexe réciproque de A si A est bUat/'re et du complexe
associé de A si Aest unilatère. Les éléments correspondants de A et

seront toujours désignés par et

Les subdivisions normales de A et L!sont isomorphes, comme on a

vu; elles seront considérées comme un seul complexe C, les éléments

que l'isomorphisme met en correspondance étant identifies. Ainsi, les

deux symboles (<) et (~ désigneront le même élé-

ment de C. D'ailleurs, avec l'une et l'autre notation, on fait abstrac-

tion du signe de cet élément.

Les ~-chaînes de C qui proviennent, par la subdivision, d'une

~-chaîne de A (ou de 1;), ou d'un élément de A (ou de H) seront

appelées respectivement q-chaines de A ( ou de H) ou élément de A

(ou de B). Les autres chaînes ou éléments considérés seront toujours
des chaînes de C ou des éléments de C.

I\ous dirons qu'un élément de A (.ou de R) contient a son Intérieur

un élément de C, si ce dernier provient de la subdivision du premier.
Tout élément de C est à l'Intérieur d'un élément de A et d'un seul,

et d'un élément de B et d'un seul: ainsi, (~) est à l'intérieur

de/et de
~ous dirons encore qu'un élément appartient à une chaîne c~s'il

figure dans c~avec un coefficient non nul ou s'il est sur la frontière

d'un tel élément.

LEMME1. A~ ~/M~ qui <ï~ la /~M une (/-<-



StH î/ANALYSfS StTUS DES VAHÏKTES A /X DîMBNStOXS. !33

C~ï~ (/t–~)-C~Ï~ t3 ~/Ï~ ~t.f~/ï plus

un étément appartenant a la fois à une(t-t-~)-cha!ne fie A et a une

(/)-cha!ne de B. Cet élément est a hntérieur d'un é!ément de

de dimension (ï+~) au plus, d'oii On obtient~ demcme,

< /ï ou ce qui donne 7/ et comme <y., <7r~~
on a bien r~t. Le lemme est établi.

Faisons quelques remarques sur la structure du complexe G,, qui
forme la frontière d'un élément ~de B. Les éléments de B qui appar-
tiennent à C, forment un complexe !3, qui n'est autre que la frontière

de dans B, et dont C, est la subdivision normale. Pour que t'élément

soit contenu dans G,, il faut et il suffit que soit sur la frontière

de ou, ce qui revient au même, que ait < sur sa frontière. Il

en résulte que les éléments de A qui ngurent dans le si~ne (<)
sont tous dans l'aster de A de centre et réciproquement si tous

ces étéments sont dans cet aster~ notre expression représente un élé-

ment de C,. C, est donc aussi la subdivision normale de cet aster, qui
sera désigne par et qui est le complexe réciproque de H,. De plus, a
toute /)-cha!nec~ de correspond une( v– t ~)-clta!ne<
bien déterminée de A,, qu'on obtient en supprimant dcc~ les élé-

ments de qui n'ont pas < sur leur frontière; la cha!ne con-

tient tous les éléments de C, qui sont contenus dans c"~ et aucun

autre.

l.KMMEH. .S~ c~ ~/ï~ c~ ~yw?~ ~M /</ yr~/ï~77'<' M/ï~

C~M/ H, C' M/~ C~<7!~ A /ï~ en C~/WM/~~~VCC' <
~/y~/Ï~ ~M~ï ~M ~/t f/'CMt<?/*~7!~C~~ C'

<yM//M~ ~~c c'~ c/M~ c (c" ~</ ~–c~), Tt~ï~ en

C07M/M/~ft~C < r/ï~ de ~7Ï (/ )

Si /t==o, le lemme est évident; A, B et C étant identiques, on n'a
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qu'à prendre c,'==c~
li et c '==0. Supposons-le établi pour les

complexes à moins de n dimensions.

Désignons par B(c~) l'ensemble formé par les éléments de B qui
contiennent à leur intérieur un élément de c'~ et par les éléments de

leur frontière, et soit <p(c~') le nombre des éléments de B de B(c~')

qui ont une dimension supérieure de <-}-

Si ~(c~)= o, c'~ est une chaîne de B. En effet, soient un élément

de B, c' la portion de c'~ intérieure à si c' notait pas é~ale à

un multiple de elle aurait un élément frontière à Pintéricur

de ~y cet élément, ne pouvant être sur la frontière de c~ c'~ qui
n~a aucun élément à l'intérieur de 6.~ par définition de c', ni à l'in-

térieur d'un élément de B limité par parce que ~(c'~)=:o~ cet

élément appartiendrait donc à la frontière de c' ce qui contredit

l'hypothèse que cette frontière est une chaîne de B. c' est donc égale

Supposons maintenant que o(c~)== N et que le lemme est établi

sio(c~-)<;N.

Soient un élément de B(c") de dimension maximum, c~ la

portion de c" située à l'intérieur de et c~ le reste de c de sorte

quec'==c't-c' La frontière c' dec~ ne contient aucun élé-

ment situé à l'intérieur de /),(sinon, la frontière de c'~ ne serait pas
une chaîne de B), c'est donc une chaîne fermée située sur la fron-

tière C, de C, est~ comme on l'a vu, la subdivision normale de

deux complexes réciproques A, et B,. Soit~ la chaine de A, qui
se déduit de c'~ et qui contient tous les éléments de C, qui appar-
tiennent à c~. Les éléments communs à c' et à J* sont de

dimension i i au plus, car ce sont les bases des éléments communs

à 6, et c' Comme C, est à .y–i<t dimensions, nous pouvons

appliquer le lemme Iï à C,, A,, B,, c~ et on obtient deuxf, 1

chaînes c, et c~ contenues dans C,, telles que
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c'~ étant une chaîne de 13,et c~ n'ayant en commun avec que
des éléments de dimension i au plus.

c' étant homologue à c' est donc homologue à zéro dans C et

aussi dans B, (puisque B, est planoïde); soit c' une chaîne de B,1

telle que c~~Ec' en vertu du lemme 1~ c' n'a en commun

avec que des éléments de dimension t au plus. Avec les éléments

de qui s'appuient sur c't-c, on forme une chaîne c, qui n'a

en commun avec c'~ que des éléments de dimension t-i i au plus

(car la base de ces éléments appartient à la fois à et a c'~ -p c, )
et telle que

Le second membre est une'chaîne de B (c' en est une par hypo-

thèse et c' par construction). La chaîne c~+c, est donc limitée

par une chaîne de B de plus,

car B(c~{-c~') ne contient, que des éléments de B (c'~) et ne con-

tient pas On peut donc appliquer le lemme 11 et l'on obtient deux

chatnesc~ ctc~ telles que

c~ étant une chaîne de B et c', Payant en commun avec c'~ que
des éléments de dimension au plus i +1.
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Pour terminer, posons

*< *) <)
c ==–c-, -r~ et ~-=~ 1 1~

c
et c~ satisfont aux conditions

exigées.

En
encty diaprés (2)

et
(3),

on a

~=~

c~
est une chaîne de H

parce que c'
et

c~/
en

son!,
et c ne con-

tient aucun clément de c'~ de dimension
supérieure

à /-t-i 1
parce

qu~il
en est ainsi

pourc,
et

c~
Le lemme II est donc

complè-

tement établi.

Le théorème
que

nous avions en vue
pourra

maintenant s'établir

aisément..

THÉORÈME. C'~ C" ~0~ deux C/M/ ~/Ï.y M/Ï
C~ 7Y~M-

~/M~/Ï.y, /Ï~Ï/
<~ CO//?//7M/~

~MC
~/?~/t~ <??~V/0/t i

~M
JO~,

.M C'
/M~M~ J~

on
/0/<?/

y/Ï .y/M/ï~

6~
c~~M*~

c~r~ M/tc c/yï~ c' /~M~ c' r<

Tï~~a/ï~ ~C
~/M~/Ï~ <?~KO~ -}- 1 <ÏM C~MM/!

~~C C"

En
en'ct,

en considérant ta subdivision
normale,

on
peut, d'après

le

lemme
H,

trouver deux cha!nes c'. et c telles
que

'=<c~

c~
est une cliaîne

homologue
à zéro dans le

réciproque
on

peut
donc

trouver une cha!ne c~ telle
que

~r~

Alors,
la chaîne

.=~

satisfait aux conditions désirées. On
a,

en
effet,

~< ~–<(

et c~' n'a en commun avec c"~
que

des élcrnents de dimension -<- 1
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au pins, car il en est ainsi pourc', en vertu du lemme t, et pour

c" en vertu du lemmc !I.

/M~< Si l'on ajoute dans ~hypothèse que c' n'a que des

éléments de dimension i i au plus en commun avec la frontière

de c" on peut ajouter dans la conclusion que c' n'a que des

éléments de dimension i an plus en commun avec la frontière de c'

Le thcorcme ainsi précisé se laisse démontrersansmodincationsessen-

tielles du raisonnement.

CMAPmŒ )L

THÈORtH t)ES tKTEHSECTtONS.

10. /7'c~~ et c~/y/c~~ ~ï/ac~yï~. Soit A un com-

plexe à dimensions, hilatére ou unilatére de seconde espèce;
CM

supposons les notations choisies de manière que soit la n-chaîne

primitive, hase de Soient c" et c"~ deux chaines de A, n'ayant

en commun que des éléments de dimension i au plus, ceux de dimen-

sion i n"étant situés ni dans la frontière dcc' ni dans celle de c"

Notre but est de définir une /-cha!ne, qui sera appelée l'intersection

</<?c'~ ~~c c"~ et qui sera désignée par la notation c'~ .c"

Si <=o et si A <'st bilatére orienté, c~.c~ sera homologue à un

multiple, /a' de la hase < dec~ L'entier l sera dit le nombre ~.y

t/ï~C~/ï.~ </<?C~<?~CC~

Nous définirons en même temps le coefficient <7~/ï/<ïc~/7x~ de

deux chaînes homologues à zéro, à (/i) et (/ï–~) dirnensions,

sans aucun élément commun, situées dans un complexe planoïde
orienté à n dimensions.

Ces deux définitions seront données simultanément en procédant

par récurrence.

DÉHNrnoNio. Soient c' et c" deux chaînes situées dans le com-

plexe A, n'ayant en commun que des éléments de dimension i non
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situés sur la frontière de c"; soient < untel élément, te nombre de fois

qu'il figure dans c', le nombre de fois qu'un élément ayant a' sur

sa frontière figure dans c" (si <==~, on prendra a' lui-même au lieu

de ~); est indépendant du choix de parce que ai n'est pas sur la

frontière de c\ ~y~c~t c' ~~c c" est la x-c/M//ï<?

~==X/

ou la sommation s'étend à tous les éléments à i dimensions (le A con-

tenus a la fois dans c' et dans c", Aet étant déterminés pour chacun

de ces éléments de la manière indiquée.

DÉHKmoxï/ Soient c'~ et c'~ deux chaînes situées dans le com-

plexe A, n'ayant en commun que des éléments de dimension i au plus,
ceux de dimension i n'étant pas situés sur leurs frontières; soit un

tel élément; dans l'aster P., de centre <~ a ~==/? i dimensions,

orienté naturellement, à c'~ et c'~ correspondent deux chaînes (1'

et à (/ i) et (~ k) dimensions, fermées et homologues à zéro

parce que a' n'est sur la frontière, ni de c' ni de c' et sans éié-

ment commun parce que c"~ et c'~ n'en ont aucun à plus de i dimen-

sions soit A le coefficient d'enlacement de avec r/~ dans t\.

~y~c/~yt c~~ avec c" est la /-c~a//ï~.

< =.X/

où la sommation s'étend à tous les éléments à i dimensions de A con-

tenus à la fois dans c'~ et c" ). étant déterminé pour chacun de ces

éléments de la manière indiquée.

DÉFtxiTMNIt~ Soient c~ etc'~ deux chaînes fermées et homo-

logues à zéro, sans élément commun, situées dans un complexe pla-
noïde P à dimensions. Le coefficient d'enlacement de c' avec

est le nombre des intersections de C~ avec une C~< limitée

<i C" c" C" 7t~ que des ~O/M/M~~en CO~/TÏM/ta~C C~

La définition 1~s'appuie ainsi sur la définition II/ qui, elle-même,

suppose la définition I/ Comme 1~se suffit à elle-mêrne, il n'y a pas
de cercle vicieux. Mais la définition II/ demande à être justifiée et

complétée il faut d'abord prouver que le nombre appelé coefficient
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d'enlacement de c~' avec c'~ ne dépend pas du choix de c" et

ensuite il faudra s~an'ranchir de l'hypothèse faite implicitement, qu'il

existe au rnoins une chaîne, telle que c"~ limitée à c" et n'ayant

que des sommets en commun avec c~ On s'affranchit de cette hypo-
thèse en remarquant que, d'après le théorème du paragraphe 9, la

construction de c" sera toujours possible en subdivisant au besoin

le complexe P; mais il faut montrer que le coefficient trouvé ne

dépend pas de la manière dont on fait cette subdivision. Ces exigences
seront satisfaites par les deux théorèmes suivants

TnÉORKMET/ ~~C~ et c" ~M.r C~<f fermées et homo-

/0~7~ zéro, M/t.t élément commun, .M/ < un complexe planoïde
w~~ n <ï.Mo/z.y P c~ c' chaînes p/

/t~ ~y~ des .t<7/M~~en co/M~/t r~cc c~ ~/oy' y~7'~ des

//ï~c//c~ < c~<~c c~~ et ~c c~ sont ~aM.r.

TnËORÈMElf/ ~x~ et c~ ~~jp c~<7//ï~y~TM~ ~0/~0-

~/<~ <i ~cyK c~y~~M~,~/ï~ co/c.rc~o~~ orienté

/ï r/~<?/ï.M P; P, et P~ deux ~/&Mto/ï~ ~/<?P, c~ M/t~c/M~

~t<~C<?</a/tVP,, ~/M~~<Ï c~ et Tt~t~ que des ~<3/M/ en CO/M/MM~

«~c c~ c~~ une c~<ï~ ~~a/~M~ dans Pg ~/o/y le nombre des ~~7'-

.~c~/ï~ de c~~~<?cc~~ ~a~.yP < ~x~~o/M~ des ~/ï~c~o/t~ de c~

~<~CC~~~ï~ P~.

/o/ï.a~/t de îo lia. ÏJne conséquence immédiate de la

définition 1~ c'est qu~on a

c"– c; est une n-chaine fermée et est par conséquent égale à un mul-

tiple~ ~S~'y de la n-chaîne primitive ~a"; en vertu de la définition I.,
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et cette chaîne est bien homologue à zéro puisque c" l'est par hypo-
thèse.

Le théorème lï<, revient à afiirmer en plus que l'intersection c".c"

ne change pas si l'on subdivise P, ce qui est une conséquence immé-

diate des définitions.

/o~77y~/t de Supposons les thcorfmes t, et t), établis non

seulement pour x = o, mais pour ~=1, t. On peut alors

considérer la définition 11. comme justifié pour .r< et la défini-

tion 1, pour.r~ ce qui va nous permettre d~étabiirle lemme suivant

LEMMR: ~t'C~, ~ï~ CO/C ~K~~ P, c~ /<' C//<ï//?~

a~M' /<?yï~ c"

Chacune de ces intersections est bien définie, puisque les défini-

tions t/ et 1/.sont justinées par hypothèse, M faut montrer que tout

sommet de P figure le même nombre de fois dans e/ .c" et dans ta

frontière de c~c" Si a" n'est pas contenu à la fois dans <~et c"

aucune des arêtes issues de a" ne sera contenue à la fois dans

et c" et ne figure ni dans c~.c"~ ni dans la frontière de </ c"

Supposons maintenant que figure fois dans c~.c' soient

les arêtes issues de a", qu'on peut supposer en relation positive
avec < À~,A.~ les nombres de fois qu'elles ngurent dans c~.c"

Le lemme sera établi si nous montrons que

Dans Passer 1\ de centre a% à c" et c"~ correspondent des

chaînes et~ telles que ~=~ et <~ '=E=o; <

et n'ont aucun élément commun, et < n~ont en commun

que des sommets. u. est par définition le coefficient d'enlacement
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de avec dans P,< c~est-à-dire le nombre des intersections

de avec Or, les sommets de P, proviennent des arêtes a~

issues de pour trouver le nombre de fois que le sommet

provenant de <~ ligure dans it faut considérer Faster P~ de

centre .y,situe dans P, qui est identique à Faster P~~ de centre

d<)ns P, et chercher le coefncient d'enlacement dans i~ des chaînes

provenant de et < ces chamcs étant identiques à celles situées

dans P~ qui proviennent de c~et c" dont le coefficient d'enlace-

ment est A, par dénnition de n~ure )., fois dans Pour

ta mcnm raison, les sommets de P~ provenant de <7~ figure-
ront fois, fois, dans~ Le nombre des intersections

de avec est donc ~==A,-)- et le lemme est établi.

Le théorème 1/.résulte aisément de là. Comme

est une chaîne fermée d'aprcs le théorème du paragraphe 9,

en subdivisant au besoin P~ on pourra construire une chaînée'~

limitée à c~–c~ et n'ayant que des arêtes en commun avec c~. t~n

vcrtn du iemmc

!~s nombres d'intersections de c~avec c' et c~ sont égaux.

/ï.v/</û/ï < ~o/y'v~ Reprenons les notations employées
dans l'énoncé. Le théorème est immédiat s'il existe dans P une

cbainc 6'" limitée à c" et n'ayant que des sornmets en commun

avec c~ en enet, en vertu du théorème 1,, les nombres d'intersections

de c~ avec c' dans P, et avec c~ dans P~ sont égaux au nombre

d~ntersections de c~avec c" qui est le m<me dans P, P, et P~.

De là résulte que le coefficient d~enlacementdec~ avecc" dans P,

est bien défini et ne change pas si l'on subdivise P, soit sa valeur.

Le coefficient d'enlacement de ces mêmes chaînes dans P;: est aussi

bien défini; soit sa valeur. Il faut prouver que {J.,== ~2.
Pour cela, nous utiliserons un complexe planoïde Q a n + i dimcn-

sions, qu'on peut appeler le prisme construit sur P et qui se définit

ainsi
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() contient tout d'abord deux complexes P' et P~ identiques à P.

Ensuite, à chaque élément de P correspond un nouvel étément de Q,
à une dimension de plus, en relation positive avec son correspondant
dans P' et négative avec son correspondant dans P ces nouveaux

éléments (les côtés du prisme) ont entre eux les relations opposées a

celles qui existent entre leurs correspondantsdans P. Enfin, Q contient
deux éléments à /ï-p dimensions, l'un (base supérieure) en relation

négative avec la ~-chaîne primitive de 1~, l'autre (base inférieure) en

relation négative avec la ~-chaîne primitive de l' il est aisé de véri-

fier que Q est planoïde, par un raisonnement analogue a celui du para-

graphe 7, pour la pyramide.

Subdivisons P et P" de manière à obtenir des complexes P et P"

identiques à P, et P~, puis soumettons chacune des bases de Q à la

subdivision pyramidale; soient Q le complexe obtenu, .y, et les

sommets introduits en subdivisant les deux bases. Remarquons que les

astres de centre et sont respectivement isomorphes à P, et P~

les orientations coïncidant si Q est convenablement orienté; de

plus .y,

A toute <y-cha!nec~de P correspond une (</+ i)-cha!ne bien déter-

minée C'~ de Q, formée par les côtés du prisme qui correspondent t

aux éléments de c~ et par les éléments contenus dans les bases (lui

s'appuient sur les éléments des chaînes de P et P" correspondant a c'

CeLte correspondance est linéaire, et si c~' =~c'~ C~ et C~ corres-

pondant à c' et c~, on a

C~C/

Considérons en particu)ier les chaînes CY 1 et C~ qui corres-

pondent à c~et c' Ce sont deux chaînes fermées et homologues à

zéro, n'ayant en commun que les sommets s, et Si risomorphisme
entre l'aster de centre s, et P, est bien déterminé, les chaînes de cet

aster provenant de (- t)~'C~ et (-ï)~C~ sont identiques aux

chaînes c~et c" dans P, leur coefficient d~enlacement est donc bien

déterminé et vaut De même, le coefficient d'cnlacement dts chaînes

provenant de (– C~ et (– C'~ dans l'aster de centre

est bien déterminé et vaut Il en résulte que l'intersection
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de (–iy-C~ avec (-i)~C~ dans Q est bien définie et égale

à 'y~ D'ailleurs, en reprenant le raisonnement utilisé pour

établir le lemme, on voit que cette intersection est homologue à zéro,

ou = ~.j. c. Q. F. D.

La dcnnition t/. tombe en défaut si ï-<==~; ~o. ~t~

/~M/* compléter, c". c~= c~.c".

i i /o/?/7'~f~ ~/ï~~ intersections

THÉORÈMEL c~~ et c" étant deux c/ï~ < co/Mp~~ 6t7~

ou M7Ï~<? .y~C~/ï<~6'C~ dimensions, /ï~ï/ en C~ï que

< <M~/t.~o/t i au plus, ceux de <ï.y/o/ï i /ï'<ï~

.v/ .v~r y/ï~r~ on a

c~ et c' n'ayant en co/MM/ï que c/t~ <ï~'o/ï k -t-

c~ et c-' ainsi que c~' ~f c~ que dey ~ï~ r/ï~o~

-}- i ~/Mplus; alors on a

Le théorème 1 a lieu pour n = i alors, en effet, i et ne peuvent

prendre que les valeurs o et i et dans chaque cas le théorème a lieu

par dénnition.

Supposons le théorème t établi pour les dimensions inférieures à n

et démontrons tout d'abord !e théorème tt pour <~n.

Par un raisonnement identique à celui employé pour établir le

lemme du paragraphe i0~ on montre qu'un élément à (k -h i)
dimensions non contenu dans c~ figure autant de fois dans c~ .c~

que dans la frontière de c~.c~. De même, un élément non contenu
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dansc~ figure autant de foisdans~.c~ qucdans la frontière dec~.c~;

d'ailleurs, en vertu du théorème appticabte puisque <~n, on a

te nombre de fois qu~un tel élément figure dans .c~cst donc é~ai
au nombre de fois, multiplié par (– t)' qu'H ngnr<'(!uns ta fronUc!<'

de << Comme aucun élément a (/+/t) dituensions n~est

contenu à la fois dans <~ et </ on a bien

Démontrons maintenant le théorème t pour n dimensions. Si

/-}-==/ï, il a Meu par dennition de c" Si /-t-/ < soit un

élément commun à c'~ et c" et soient et < tes chames pro-

venant de c' et c"~ dans aster 1\ de centre< à v== /ï i t <(

dimensions. Tout revient a montrer que ie coefucient d'enlacement L

de avec < est égat a celui de avec muttiptié par

En subdivisant au besoin P,, on pourra construire deux chaînes

et Payant que des arctes <'ncommun, telles que

ce qui signifie précisément que le coefficient (Tentacemcnt de

av<'c est égal à celui de :<vcc mulUplié par (– jy

et !es titéoremes f et t! sont maintenant complètement établis.

THÉORÈMEIII. ~ï~c//o~ de < c/ï~ y~r/ est M/ï~
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VoM//ï. de ~a~/< tome Fasc. H, t~{<.

C/M//ÏC .S'~ ~y, l'une ~.t <y~M77V.t c/ï~ /w/

/~7/~ </ J~/Y~~Ï~C~O/Ï /!0/M~/0~~ J~.

~HKOHK~H.IV. .S' ~/Ï.y /ï~t~ deux C/M//Ï~)

/7W~C~ C/C//7~' /?~ une autre homologue /<C~Ï reste

/<w/6'

Ces théorcmes résument immédiatement du théorème H et du fait

que l'intersection est fonction linéaire de chacun de ses arguinents,

~race au thc~rcrnc du paragraphe 9.

Appelons MY//Y'd'une chaîne homoiogue à zéro avec division le plus

petit entier positif par lequel il faut multiplier cette chaîne pour la

rendre homologue n zéro; les chaînes d~ordre infini seront celles qui
ne sont p.ts homologues a zéro avec division.

TUKOUH~H /C~~ d'une C~ ~Y/ avec ~M/

c7~ </ /t WY/ qui < <S/ .V~ï~? C~< ~M.t.M/Ï

~/Y/ </ /Y/ /Ï~C/M~ ~7~ C~/M//Ï/Ï d et

Ce théorème résulte immédiatement du troisi<me. Kn particulier,
le groupe c~ d'un complexe hi!atére ne contenant aucun élément

d'ordre fini autre que t~élément identique, on a

ÏHHOtŒMKVL /ï.v /ï c~/y~y~ n <y~/ï.Mû/ï.y~le /ï~

des //ï/c/v ~z~ <y-c/ï~ /yx~ </ jr/v~ </<~c<yï ~ft~c

~M~' (/~ )-c//<y<?/7/i<~<? nul.

THKOKHMH11. /t.y.~CM/Â7~C~/ï

nous supposerons encore que les trois chaînes c~, c~ et c' n~ont en

commun que des éléments de dimension -t- y-t- r– 2/ïau plus, ceux

pour lesquels cette dimension maximum est atteinte notant pas situés

sur les frontit'res de c~ c~ou c'.
1

Supposons d~ahord que deux des nombres/ /'soient égaux à n,
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p et <ypar exemple. Soient < un élément commun aux trois citâmes,
< un élément ayant «'sur sa frontière; soient i., ~et les nombres

de fois que < et <ï"ngurent respectivement dans c' c~ et c~. Alors,

a" figure ;r~ fois dans < et fois dans (6~.c~).c'. De même,
a' figure i.v fois dans c~.c' <'t fois dans c~.(c~.c'). !.e théorème se

démontre de même si p et y'ou et r sont égaux a n. L'un de ces cas

se présentant toujours pour ~==1, le théorème est établi pour /<==!.

Supposons le théorème établi pour les complexes de dimension

inférieure a n. Posons ==~-}-y-}- on peut supposer qu~aucun
des nombres y~ 7' n'est égal à car dans le cas contraire, les deux

autres seraient égaux à n. Soit un élément commun a < c~ et </

dans l'aster P., à ~==/ï–i dimensions de centre a e c'

correspondent les chaînes fermées et <7' r/~ .< correspond
à c~.c~ et .r/' a c~.c'; p', < et sont respectivement égaux à

/)–ï–i, < et r–t. Pour démontrer notr<' théon'me, il

suffit de prouver que le coefficient d~cnlacement de avec < est

égal à celui de < avec .r/ Soit =~ on aura

ce qui signifie précisément que nos deux coefnclents d'enlacement

sont égaux. <Q.F.u.

Ce théorème donne un sens à l'intersection de trois ou plusieurs
chaînes.

Des propriétés des intersections qui viennent d'être énumérées~ on

peut déduire une série d'autres dont nous donnerons seulement un

exemple. Si c' et c~ sont deux chaînes fermées homologues entre

elles, c' est une chaîne d'ordre au plus égal à deux. Kn enet. en

vertu de I, on a
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t2. C<o/M ~c~.y< /<ï~ïc~. Soient A et A'

deux complexes hilatères ou unilatères de seconde espèce; cj~ c;

c~ les groupes abcliens attachés à A; c~, c~ ceux attachas

à A~.D'après le théorème ni (~ 6), pour que A et A~soient équiva-

lents, il est nécessaire qu'on puisse déterminer un isomorpbisme

( boioédriquc) entre ks groupes et pour </==o, t,

L'étude des intersections permet de préciser ces conditions. A tout

étément de suivid'un élément de c~ correspond, en vertu du

théorème !V(~H), un étément bien déterminé de qu~on appellera
encore l'intersection des d<'u\ premiers. Ces relations entre les élé-

ments de c~ <'t ue cliangeant pas lorsqu'on subdivise le

complexe A, y~ <y/ A ~< .yM~ 6~<tY/ il ~.yf~6~v/~

~/r~r/'r7~ ~)~ c~ c~(~
==(~ ~A'y/.t'

/y)/y//?r.v ~y /yï/c//<ï <V~r c~ c~ c~IIW''PIIU'/J1('Jl(' qll Il lnlel'Jeclton lit' lieux e {Jnœnl.fu(! ~'Ji, 1. en/

/ï/r/c/ï ~?~/ï/.v c~/7'?/.y de c~

<y/ .<?~< ces ~«?/ï~

"rransformons cet énoncé. En vertu de la linéarité de l'intersection,
il sufut, pour pouvoir trouver l'intersection de deux éléments quel-

conques de <'t'c~ de connaitru celles d'éléments pris dans des

bases de ces groupes. Soit r~ une base de c~ tout élé-

ment de c~ peut se mettre d'une manière et d'une seule sous la

forme

où est un entier quelconque si est d'ordre infini et un reste

~mod(ordre d<' ~)jsi cet ordre est fini. En particulier, l'intersection

de a\ec pourra se mettre sous cette forme

Les .r, -j., forment un tableau à triple entrée qui sera désigné par T,
il fait conna!tre l'intersection des éléments de g~ avec ceux de
L/énoncé ci-dessus devient alors

THÉORÈME. /</M6' deux C~/Mp~r~ ~0/C~ÂY/ï~~ il
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T~c~M/y~ <y/ ~/yr un choix c~w~/ï~ des /<y

/~M~/y 1 </<ï/ï/ ~r c~/yc~/t chacun.

Les propriétés des tableaux T/ oudu système de ces tableaux, qui
sont indépendantes du choix des bases, sont donc des propriétés du

complexe invariantes par rapport aux transformations élémentaires

(subdivision et opération inverse). Pour prendre l'exemple le plus

simple, le fait que Ti. ait tous ses éléments nuls ne dépend pas du

choix des bases; il exprime que l'intersection d'une (~-t-~)-cha!ne
fermée avec une (n /)-cha!ne fermée est toujours homologue à zéro.

L n peu plus généralement, les intersections des (/)-chaïnes fer-

mées avec les (/)-cha!nes fermées engendrent un sous-groupe
de les nombres caractérisant la structure de ce sous-groupe sont

des invariants, qu'il est d'ailleurs aisé de calculer à l'aide de T/

Ces tableaux ne peuvent pas être quelconques chacune des pro-

priétés générales des intersections énumérées au paragraphe ii se

traduit en un caractère général de ces tableaux. Par exemple, si l'on

désigne par .r, .j le terme général de T/ et par y, .j celui de T/

on a, en vertu du théorème t (~ H),

(– )
i- u-r:

u-

Cette étude fournit-elle enectivement de nouveaux invariants?

Existe-t-il des complexes pouvant être reconnus non équivalents au

moyen du théorème ci-dessus et ne pouvant pas l'être au moyen du

théorème HI (~ 6)? La réponse générale à cette (luestion est affirma-

tive nous construirons au Chapitre IV deux complexes réguliers

ayant les mêmes groupes c~ le tableau T/ étant nul pour l'un et pas

pour l'autre; cela pourvu seulement que i soit positif. Au contraire,

si /==o, le tableau Te, qui n'est plus qu~à double entrée, peut être

réduit à une forme canonique unique et ne fournit pas de nouveaux

invariants, sauf dans un cas exceptionnel. Ce sont ces tableaux T.,

qui vont être étudiés dans la suite, après quelques préliminaires Indis-

pensables.

i5. Intersection </ f/Ï~ /C~< dans la ~tTMO/Ï normale.

Soient A un complexe à n dimensions, H le réciproque
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de A; désignons toujours par les éléments de A, les notations étant

x~n

choisies de manière que~~ soit la base de c~ et que quel
<f

que soit i, étant la base de c~. f/clément de qui correspond à /7~

appelé réciproque de est toujours désigné par Identinons les

subdivisions normales de A et B <'n établissant entre elles un isomor-

phisme tel que Y~==I~. On peut alors considérer, dans cette sub-

division normale C, dont l'orientation se déduit de celle de A, l'inter-

section d'une cha!nc de A avec une chaine de H.

La première partie est immédiate si et ne se touchent

Pas et ~= <

Si ~==/, et ont en commun seulement un sommet, celui

désigné par (< I~cthéorème est vrai pour <y==o

Supposons-le ctahh pour les dimensions 1,2~ "y– de l'élément

de A, et passons à la dimension <y.
Soit un élément de A en rotation positive avec /z~ Alors

est en relation positive avec Parmi les éléments de A situés

dans la frontière de est le seul qui touche et parmi les

éléments de B situés dans la frontière de est le seul qui
touche Il en résulte (théorème 11~ ~t)
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t~O

i i. /?~<7/~M~du .<if. Reprenons le schéma fl'nn complexe A

(que nous pouvons d'abord supposer tout à fait quelconque)~ tel qu'il
a été défini au paragraphe 1

En désignant simplement par le tableau à une colonne et ii~nc<.

formé par les T~ étant, toujours le tableau des

est nn système fondamental si toute q-chaine est égale à une et une

seule combinaison linéaire à coefficients entiers des On obtient

tous les systèmes fondamentaux en effectuant sur les (qui forment

déjà un système fondamental) une substitution tinité quelconque S~

(substitution linéaire à coefficients entiers dont le déterminant

vaut ± t). En désignant par A~ le tableau à une colonne et 7., lignes

formé par les A~ on a

\~s~.
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Si l'on effectue une tetic substitution pour chaque dimension, le

schéma (i') devient

\~s/r,s~,

Nous aMons choisir les S~ de manière quf ces relations prennent la

forme la plus simple possible.
Tout d'abord, en vertu d'nn théorème classique de Kronecker, on

peut trouver deux substitutions unîtes S~ et S~ telles que les seuls

éléments non nuts de S.T~S~' soient dans la diagonale principale et

que chacun d'eux divise le suivant (en convenant que o ne divise que o

et est divisible par tout entier). Alors, en posant

est le rang de J < < sont ses diviseurs élémentaires.

Toute ~-chaîne peut s'exprimer au moyen des A~; pour qu\'l!e soit

fermée, il faut et il suffit qu'elle s'exprime seulement avec les A

d'indice i plus grand que En particulier, les A~ (<==i, 2, ~)

qui figurent aux seconds membres de (3)y étant fermées, pourront

s'exprimer avec les A;~ (~~> ). Alors, en effectuant sur les A~
une substitution unité convenable S~ on pourra obtenir que, en

posant A' ==
S. A~ on ait

La substitution S<yqui permet de passer directement des aux A~,
A~==S~a'~ est cgale à S.S.. En posant

c ~r<tv ~v )
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les rotations ~) s~ccrivent encore

avec n.

ou, en détaillant et en désignant par le terme général de ~ces
nombres sont tous nuls sauf !es < (/==!, 2, /y) qui sont res-

pectivement égaux aux

Davantage du système fondamental <<insl forme résulte des

remarques suivantes. Pour que la cha!nc c~~=~.r,A~ soit fermée) II

faut et Hsuffit que
11111 ():

pour qu~'He ~oit homologue à zcro avec division, il faut et II suffit

qu'on ait de plus
-/l'y, ().< ~x,,==

Toute <y-clta)nefermée est donc homologue avec division à une et un~

seule combinaison de

Ces 3~ chaînes forment une base pour le groupe
et t\== x<y– en convenant de poser == ==o.

Enfin, cette forme réduite du schéma met aussi en évidence la struc-

ture de les coefficients de torsion de dimension </ sont égaux à

ceux des nombres < qui sont plus grands que i, et les A~ corres-

pondants forment une base pour

i~. /~Mc~/t c~/7' du /c~r~<?. Soient B le réciproque
du complexe A du paragraphe ii~ Fétément réciproque de <

les nombres relatifs à analogues aux &~ de le tableau

des T, Le schéma de B peut alors s'écrire sous la forme suivante ana-

logue à (~)(§i4)
U,~-L~
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1)est aisé de voir que 11~est le tableau transposé du tableau f

du paragraphe i4. (On r~a qu~à utiliser les règles de calculs sui-

vantes \T=YXctV==\)
En défaillant, on a donc

Il en résuite que les t\== t chainesB~ ~==ï ,~). P~
forment une base pour le groupe de B.

i6. ~/<?/ïc~ Soient c~==I~/Y une chaîne du

complexe <==I~ une chaine du réciproque B.

~o//r c~ .y~~o.t~ y<?y'/M~.yo~ homologue a ~o avec ~Mto~, il
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car les substitutions qui font passer des .r aux ç et des y aux sorti

contragrëdientcs.

D'après les remarques faites aux paragraphes M et i~, si et </

sont fermées, on a

de sorte qu'on peut se !imitcr aux indices/~> Or, si c~est homo-

logue à zéro avec division, tons ces sont nuls et la somme considérée

sera nuMe aussi; dans le cas contraire, l'un de ces n'est pas nul,
soit si Fon fait ~==H/la somme considérée se réduit à

!7. /v'c~~ < <y-~~yt–</)-<?/ Supposons mainte-

nant que A soit un complexe bilatére, et identinons les subdivisions

normales C de et H comme au paragraphe i5. <c' désignera
indifféremment la o-cha!ne intersection de avec c ou le nombre

des intersections de c~avecc'

THKORÈMHI. .S/C~y~/TW~~y /M~ jr/ at'~C~<7.y7.

on //Y~ c~ /yï~ c~.c" ~S/ c~ /)/(
C'~7-<r/~ ~t< ~y /~A/i!0~ ~~C </« M~/ï ~ï~

C~<<?, 0~ ~ï/7' ~<? .C"~== t.

Ce théorème résulte immédiatement de celui du paragraphe i6; on

peut supposer encnet que c~ est une chaîne de c~=I~ et

( On a évidemment un énoncé équivalent en permutant c~ et
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si '~==1-~H~ on a, d'après le paragraphe i5 et (i paragraphe 1~,

-h
<=(-t)

:t

et si c~ est primitive, tes qui eurent dans cette somme sont pre-
miers entre eux.

Pour tirer les conséquences de ce théorème, distinguons trois cas

y~< Si )'on prend pour bases des groupes ~y et ~.y les

chmnes et i!~(/=== -}-t, x~), le tableau T., est ramené

a une forme canonique il a tous ses cléments nuls, sauf'ceux de la dia-

~onate principale qui valent (– t)

</===/y==: entier Impair, ~==.multiple de plus~. Soit c,,

r~ c,. une base de Le tableau T, formé par les nombres

<< est antisymëtriquc d'apres le théorème 1 (~ ii) et son déter-

minant vaut du i. On suit que son rang P~ est pair et qu'il peut être

réduit à une forme canonique en enectuant sur lesc/ une substitution

unité convenable~, c'est-à-dire en changeant la hase de~. D'où

Ttit-:onb!Kt. c~ ~< < <yM~ ~f /?

/<' /M.y 2, le /xw/i!~ /y' le ~< "r

/Y/ /W/ CO/ÏO/ï~r.

c. ~== y==entier pair, /t== multiple de /}.

r)ans ce cas, le tableau des nombres c/.c/ est symétrique. On peut
lui suhstituer la forme quadratique

<t'=I(~j.

que nous dirons attachée au complexe. Si l'on change la hase de

cela revient à enectuer une substitution unité sur les variables de

Si l'on change la base de c'est-à-dire si l'on change l'orientation

du complexe, est multipliée par i. D'où

ÏHHORÈMEMi. 6~.r C~M~ ~7~ < la <ï~

M~ /M~ de .yo~/ï~ c<y~c~ il est ~~c~.y~~ .M<~et
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.yo/ï< /v /by' ~f~c~ on ~M~v ~vr </r < <~ /Mr
/~c .?~<~ ~/t~~ .y~ ?~

En d'autres termes, il faut que appartienne à la même classe

arithmétique que ou <I~.Ce cas est donc !c seul ou le tableau T,

puisse apporter de nouveaux invariants. On verra par des exemples,
au Chapitre IV, qu'il s'introduit cn'ectivcment de nouveaux invariants.

Ce théorème donne aussi une condition pour qu'un complexe
admette une transformation en lui-même ([ni renverse roricntation.

Soient C, G,, G~ G/ une suite de complexes donc chacun dérive

du précèdent par une transformation élémentaire et dont le dernier

est isomorphe a G. La suite de ces transformations et risomorphisme
entre G/ et G définissent une transformation de G en lui-nx''me. Si G

est bilatere, il en sera de même de G,~ G~ G/ et de l'orientation

de C on déduit de proche en proche des orienta fions pour G G~.G/.

Dans risomorphismc entre G/ et G~ on pourra toujours s'arranger

pour que les bases des groupes c~ se correspondent; si alors les bases

des groupes ~o se correspondent~ l'orientation est conservée; dans le

cas contraire elle est renversée.

TnHonÈ~EIV. <y/ cw/rj?~ ~v'~ ~ï.y/o~

admette ~/ï~ ~Yï/ï.y/w/ en /M/ qui /ï~ /ï~~o/ï, il

<y~~ y<9/ ~/M~c ~c/ ~/vx?y'ïc //y~~ c/y.~

<&.

En particulier, le rang doit être pair et l'indice d'inertie é~a! à

la moitié du rang.

18. ~/ac<y!c/x6fm~.y<n. Les développements du

paragraphe précédent, relatifs aux chaînes d'ordre infini, suggèrent
l'idée de faire, relativement aux chaines d'ordre fini, une étude ana-

logue.
La définition du coefficient d'enlacement d'une ~-chaine fermée

avec une (/t–~y–i)-chaine fermée dans un comp!exe planoïde à

n dimensions, donnée au paragraphe 10, s'étend immédiatement au

cas de deux chaînes Iiomologues à zéro dans un complexe bilatére
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quelconque. En enet, si <~et sontdeux telles chaînes, le nombre

des intersections de avec une chaîne c~ limitée à 6'"

ne dépend que de <~et car si en vertu de <o

etr' '=o, on a

7 r~ ( ~-f; r~ ) u.

tt suffit même que c~ ne soit homologue à zéro qu~avec division et

la conclusion subsiste. Si <" n'est homologue à zéro qu~avec

division, soit k un entier tel que /c" '~o; nous conviendrons que le

coefficient d~enlaccm<nt de c~ avec r' est égal a celui de c~

avec /Y" divisépar
Comme l'intersection, le coefficient d'enlacement est linéaire par

rapporta chacun de ses arguments; il est entier si l'un deux est homo-

logue a zéro; enfin si on les permute, il est multiplié par (–!)~
ainsi qu'il a été établi au cours de la démonstration du théorème 1

Tn~OKÈMRL ~[modi]~c~~c~~<ï~cc/r
c/ï~.y ~o/Y/ y//ï! ne c/ï~ 7'c~ c/c/~6~ cl'ellespar
/Ï6' /M/~0/

!~n eïïet, soient et les deux chaînes d'ordre fini, et rem-

plaçons par exemple par une chaîne homologue c~. La différence

des coefficients d'enlacement considérés est égale à celui de c~–<
avec qui est entier parce que c~– c~r~o.

Désignons le reste [mod i] de ce coefficient par c~, On est

ainsi ramené à considérer une nouvelle série de tableaux attachés au

complexe. Soient < une base pour et <

c~ une base pour << les noml~res c~ c" j forment le des

tableaux considérés. Y'/et ~) étant isomorpites, on peut supposer,
ce que nous ferons, que l'ordre de cYest égal à celui de Dési-

gnons-le par j<~t.
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Soient A le cornplexe considéré et B son réciproque, et reprenons

les schémas réduits des paragraphes i~ et i5. Les chaînes A/
et B~ i étant tel que ~>i, forment les bases cherchées. En

effet les ordres de ces chaînes sont égaux a
(u~~ et l'on a

CoHOLLAÏHE. .S/ C~ est //0/?~7/~ </ ~Y~ < ~C .SM~la

C/ï~ C" <Y/ /ï~ ~C'~ ',==<). /~C/<y/M' .StC~6'~

/< J~ ~P~C ~/ï y~~t ~Y~/(~ //yï~ C/«/<~ ~yY//Y'

/M c" < {c'~c" o ~y ~rc~Yv/<y~, .v/c~~< '<

~?~ o~?/ c~. c" ==ï'

La prcmicte partie est. dcja ét.abite. rour la seconde, utilisons les

bases du théorème n et posons

et l'on peut bien choisir lcsy/ entiers de manière que ih X/== i~ ce

qui établit la proposition.

Diaprés le théorème H, si y /ï i les tableaux considérés

ici peuvent être ramenés à une forme canonique et ne fournissent pas
de nouveaux invariants. Si n est impair, appelons tableau d~enlace-
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/t\'c"

ment attaché au complexe le
( )

des tableaux considérés, et
2

disons que deux tels tableaux appartiennent à la même classe s'ils

deviennent identiques pour un choix convenable des bases des

groupes Si l'on change l'orientation du complexe, les éléments

de son tableau d~enlacement (ce sont des restes [modi j) sont changés
de signes. /ors

TnBOHÈME1 ). /7'< deux CO/M &a~ un /ï~ /M/
~A/<7~/t.y~ soient ~</M/(7/yï/.y,il <?.y/~~c~ya/rc < .y<T et T~ .v<~

/6'M/t/7 <c~/ï~ T </yj~ï/~ /A~ï<?c/y~ <
T~

Un peut aussi remarquer que pour qu'un tel complexe admette une

transformation en lui-même qui renverse l'orientation, il faut que T

appartienne à la même-classe que –T.

Les circonstances sont dinerentes suivant que<y==~t =

est impair on pair. Ona

;( jmod.j.

Dans le premier cas, ~=3) mod/t), il y a symétrie; nous verrons au

Chapitre iV, par des exemples, qu'alors le théorème a enectivement

des applications. Le second cas, où il y a antisymétrie et n =- (

mod~], va être examine au paragraphe suivant.

i~. Le problème traité ici, purement arithmétique, peut ~tre posé
ainsi. On a un groupe <tbélien uni à tout couple formé par deux de

ses éléments, c, et c~, est attaché un reste [modi] bien déterminé,

!c,,c~, satisfaisant aux conditions suivantes

;<r'j.r.r,.< r :< j<nodtj. 1
1" ('I- I ('"1: V i ""1; -i- i s .IIIU f

< < j ttiod 1 j.

Si c, est d'ordre quel que soit c~, on a

r,. r.~ u { tnud) };
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Chercher quelles sont les structures de y compatibles avec ces hypo-

thèses~ et choisir une base de y, c,, c.j, c, de manicrc que le

tableau des c,, c/ j ait une forme aussi simple que possible.
Posons quelques définitions.

Les cléments c,, c. seront dits Indépendants si de

donc c, c} -=-:
o ou c sera dit de première catégorie si c =- o, de

seconde catégorie si c, c;==-. Les éléments de première catégorie

forment un sous-groupe de Quel que soit c, ~c est toujours de

première catégorie; il en rësuite que tout ornent d'ordre impair est

de première catégorie.

fi. C~~ il yïj~ d'éléments < .~CM~ c<~r~

Soit c, un élément d'ordre maximum soiL<j Lci(pte c,, c'j ==

L~ordre ~j de c., est égal à car

(Toù .r,c, ==f) et de même ~c~===o.

Considérons le sous-groupe de y formé des éléments orthogonaux
à c, et c~. Tout clément c de peut s'exprimer avec c,, c'j et un élé-

ment de en enet~ si c,, c === et c, c~ ==~) c –y, c.j–~(~ sera
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orthogonal à c, et c~ et par conséquent contenu dans D'ailleurs,
Loutélément c~de y~est indépendant de c, et c~, car de

d'eu aussi .r'</ ==o.

Pour avoir une base de y, il suffit donc d'adjoindre à c, et C2une

base de y'. Or, y'est fermé, car si c, est un de ses éléments d'ordre k,

on pourra trouver c~ tel que c,, c~j ==
y~

et si c' n'est pas dans y'? on

peut l'y faire rentrer en lui retranchant une combinaison de c, et c~,
ce qui n'altère pas c,, c'~}.

On peut donc opérer sur comme sur y, et l'on en tire deux élé-

ments indépendants Cg et c,, d'ordre maximum ~=~ tels que

c: <, = F~ sous groupe formé des éléments de orthogo-

naux a c:, eLc. jouira relativernent à des mêmes propriétés que
relativement à y. divise car sans cela, l'ordre de c~-c: plus

petit commun multiple de et serait plus grand que ce qui est

impossible.
En opérant sur comme sur et en continuant, on arrivera fina-

lement à un y ne contenant que l'élément identique (zéro). Alors, la

suite des éléments c, c; c~ forme une base pour les ordres

de ces éléments, sont les coefficients de torsion ils sontde ces éléments ~I, ~')" sont les coe IClents de torsion; ils sont

deux à deux égaux = == Enfin le tableau des c/, c/,deux a deux égaux ~t = ~')"1,3= f~n fin le tableau des t ci, c/,
est ramené a une forme canonique, puisque les seuls qui ne soient pas
nuls sontt

b. < ori ~7~a < ~ï/ seconde c~~rï~

Pour avoir une base de il suffit de juxtaposer une base du sous-

groupe des éléments d'ordre impair et une base du sous-groupe des

éléments dont l'ordre est une puissance de deux.

On voit de plus que chacun de ces sous-groupes est fermé et que
tout élément de l'un est orthogonal à tout élément de Pautre. Le pro-
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blème est ainsi décomposé en deux parties. La première, relative au

sous-groupe des éléments d~ordre impair, est déjà résolue, puisqu'il

n'y a pas d'élément de seconde catégorie. Reste la seconde relative au

cas d'un groupe y dont l'ordre est une puissance de deux.

Soit Z ['un des éléments de seconde catégorie d'ordre minimum

soitc, Fundes éléments d'ordre maximum 2~ et supposons d'abord

/.>x.
On peut supposer c, de première catégorie, sinon un le remplacerait

par c, qui serait alors de première catégorie et encore d'ordre 2

Soit c~ tel que je,, c~ ==
on peut encore supposer Cj de première

catégorie, car s'il était de seconde catégorie, on le remplacerait par

c~,== (c~ ~), Aétant tel que c<, c~ ==-y pour ceia, il faut que~

et si ~>x, Apeut toujours être chois! de manière qu~il en soit ainsi.

En raisonnant comme dans on voit que Fordrc de <?~es~<~gala

celui c,, et pour obtenir une base de il sufnt d~adjo!ndrc a r, et <~

une hase du sous-groupe forme des ététnents orthogonaux n <, et c~.

Y' est fermé et contient des cléments de seconde catégorie d'ordre 2~

et aucun d'ordre inférieur. S~it contient <!csétémcnts d'ordre supérieur
a 2~ on pourra opérer sur lui comme sur y~et après un certain nombre

d~opérations, on obtiendra un groupe y'~ ne contenant pas doctement

d'ordre supérieur à 2~ et contenant des étëments de seconde catégorie,
tous d~ordre On a une suite d~élëments c, c:c. c~

d'ordres 2~==~ .2~==2~ et les seuls !< non nuls

étant les suivants

Pour avoir une base de il suffit d'adjoindre à ces éléments une

base de y'~ de sorte qu'on est ramené aux cas examines ci-dessous
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c. Ca.yo// ~M.y ~ï~ ~co/t~ c~Tt~ ~~r~ /yM.y~M/M

2~'(avec~i):

Soitc, de seconde caLégorie~d~ordre 2~; sokc~ telquejc~c~ ==

on peuL s'arranger pour que c~ soit de premicre catégorie~ car si ce

n'était pas le cas, on le remplacerait par c'~==/.(c, –c~), A étant choisi

tel que

ce qui est toujours possible si ~> f.

Tout élément c de y peut s~e\primer avec c,, et le sous-groupe

orthogonal à c~ et c~. En cnet, en retranchant de c un multiple de c~

on le rend orthogonal à c~ puis en lui retranchant un multiple de c~

ce qui le laisse orthogonal à c~ on le rend orthogonal à c, On voit,

comm<3dans r/, que est fermé et que ses cléments sont indépendants
de c, et c~.

En opérant sur y' comme sur y, s'il contient encore des éléments de

seconde catégorie, on arrivera finalement a un groupe n'en contenant

plus et Fon achèvera comme dans

Soit c,, c: c. la base obtenue pour y; les ordres de ces élé-

ments sont ~'==2~2~'==~\ On peut encore s'arranger pour

que c, soit le seul élément de seconde catégorie; il pourrait se faire, en

enet, si ~:j= que r; parexemple soit de seconde catégorie. Il fau-

drait alors le remplacer par

d. Cas 0// </y ~.y éléments de seconde C<7/~Y)/ et 0// les

~ï~ .y0~< ~FY/y'~2
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groupe des éléments orthogonaux à c, on voit qu~ii est fermé et qu'on
aura une base de y en adjoignant à c, une base de Si contient des

éléments de seconde catégorie, en le traitant comme y, on arrivera à

un groupe y"" ne contenant pas <Téiémentde seconde catégorie, et qu'on
traite comme dans

On obtient ainsi une base formée d'une suite de éléments de

seconde catégorie, c,, c~, c~ et de < couples d~éiéments de pre-
mière catégorie,

et c; est de seconde catégorie.
On arrivera ainsi à M= i ou 2, et ces deux cas sont d'ailleurs irré-

ductibles l'un à l'autre, puisque dans le premier cas la base contient

un nombre impair d'éléments et dans le second cas un nombre pair.

c. Revenons au cas d~un groupe quelconque et résumons cette

discusion

Il en résulte d'une part que le tableau d'enlacement peut être ramené

à une forme canonique unique s'il n'y a pas d'élément de seconde

catégorie, et à une forme canonique ne dépendant que de x dans le cas

contraire; d'autre part, que, sauf dans le cas ou x== i, les coefficients

de torsion peuvent être répartis en couples, chaque couple en contenant

deux égaux; si x == i il peut y avoir un couple exceptionnel contenant
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un coefficient impair égal à la moitié de l'autre ou un seul coefficient

égal à deux.

C~onvenonsque x ==o dans le cas a. Relativement au complexe bila-

tèrc à/t==/i/)+ ï dimensions, sa signification est la suivante six==o.

toute 2/chaïne (d~ordre fini) est enlacée un nombre entier de fois avec

une chaîne homologue; si x~o, 2~est l'ordre minimum d'une 2p-chaîne
enlacée un nombre non entier de fois avec une chaîne homologue.

Nous devons alors compléter le théorème III (§ i8) par le suivant

TnÉORÈMKI. /~o//yque tableaux d'enlacement attachés a ~?

complexes 6//af6' ~== ~p -t- i dimensions, ~ï~ mêmes groupes Y.

~p<t/ï~ la même c/<7.y. ~7y~ il ~7 que le nombre x soit le

/M~ ~c.

Et nous avons aussi le résultat suivant

THÉORÈMEI!. /yt~/CO/ ~C~/0/t.~7!6f~
seulement si X= 1, les coefficients de torsion de dimenfion 2 psont

deux <Ï~<~ ~7~y (' ).

CHAriTRE in.

VAKtÉTÉS. tNTÉGRALES MtJLTtPLES (~.

20. 67~M d'intégration et t/ï< Avant d'aborder les inté-

grales multiples~ il est nécessaire de définir avec précision ce qu'on
doit entendre par champ d~intégration à <ydimensions dans F<'spacc
à n dimensions.

L'ensemble de n fonctions .r,~ des q variables t, .<~
définies dans un polyèdre convexe T de l'espace des continues et

ay.tnt des dérivées partielles continues jusqu'au second ordre en tout

(') Dans une Note (Comptes r~/ï< t. J86, to~S, p. 6yo), ou ces rcsuitats sontt

énoncés, j'ai omis de signaler les circonstances relatives au cas ou il y a des élé-

ments de seconde catégorie je ne sai~ d aHieurs pas si ce cas peut euecttvement

se présenter,

(~) Quelques-uns des résultats obtenus dans ce chapitre ont été annoncés dans

une Note aux Comptes rendus, t. 188. p. t6oi.
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point de T~ représente dans l'espace des x ce que nous appellerons un

~-c~? ~/M~yï~ dont T sera dit le~~</r~ r~r~yï~
Un ~-<?/f~~ quelconque est représenté par la réunion de plusieurs

q-champs élémentaires, cette réunion sera indiquée par le signe -}-.

Supposons qu~on puisse établir~ entre 1~'spolyèdres représentatifs
de deux ~-champs élémentaires et c\ une correspondance biuni-

voque s'exprimant par des fonctions linéaires, telle que les fonctions

qui définissent <c~et c~ prennent en des points correspondants les

mcmes valeur! si !e déterminant de la correspondance est positif, c~

et c~ sont dits <~<r ==~; s'il est négatif, c~et c~ sont o~o~
< = c~.

Ces notions s'étendent aux champs quelconques. Un <champ est

nul, s'il est formé de champs élémentaires deux à deux opposés ou s'il

peut être rendu tel en subdivisant ses champs élémentaires.

~97!r~ Soient T~(/= ï~ 2, ) les faces (polyèdres à < i

dimensions) du polyèdre T relatif au q-champ élémentaire Par

une substitntion linéaire à déterminant positif sur f~

on peut obtenir que T< soit contenu dans l'hyperplan ~,==0. En

restreignant à T, les fonctions qui représentent c~ on obtient un

(q )-champ élémentaire c~ Soit ~==+1 ou t suivant q<jcles

points intérieurs de T satisfont à <( o ou > o. La y/wï/ <~

est <<9/~tw <?~

Par !à se trouve définie la frontière de tout q-champ elle en dépend
d'une manière linéaire et homogène, On vérine que la frontière est

toujours un champ fermé (c'est-à-dire dont la frontière est nulle).
M est commode de considérer aussi des o-champs, formés d'un

nombre fini de points dont chacun est anecté d'un coefficient entier.

Le polyèdre représentatif d'un i-champ c' se séduit à un segment

~<~< la frontière de <' se compose des points correspondant à

==~et<==~ le premier pris avec le coefncient i, le second avec -{-i
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ou les Aï, sont des fonctions de .r~ et où la som-

mation s'étend a toutes les combinaisons des n indices 1,2, n pris
a < sera appelée ici, pour abréger, forme de <y (~). C'est un

élément d'intégrale <y-uple.
Il est commode de considérer aussi les formes de degré o ce sont

les fonctions de point. Si M==y(~) est une telle forme, et si c" est un

o-champ formé des points ~<, pris avec les coefficients /.<,

/.2, i. on aura par dénnition

L'intégrale d'une même forme, étendue à des champs égaux (ou

opposés), prend des vateurs égales (ou opposées); elle dépend d'une

manière Impaire et hotnogéne du champ d'intégration.

~.r~/7~/v. Si les coefficients de (u sont des fonctions

dérivables, on en déduit une forme de degré <y+ i~ sa dérivée

(extérieure)) par la formule

Poury=~ cette opération se réduit à la différentiation ordinaire.

Nous dirons qu'une forme est régulière~ si ses coefficients sont des

fonctions à dérivées premières continues et s'il en est de même pour sa

dérivée extérieure. Toutes les formes envisagées seront supposées

régulières.

/M/ <S7o~ ~7~ Si c~ est un champ de frontière

< on a

Avec les hypothèses faites ici, la démonstration ne présente aucune

difficulté.

(') Ces expre-~ion~ sont appelées, par M. E. Cartan, formes extérieures de dif-

férent!et!es. Pour tout ce qui concerne leurs propriétés et leurs rentes de calcul,
?-< E. CAtTAN,~CCÛ/ .~M/' //ïf<?/<X/ï~ /7*~M~, Chap. VI et VII.
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Pro~~ ~r~7T~M/ De deux formes de degrés p et <y,< et (<~ on

déduit, si~+~y~/t, une forme de degré p-< [M, o~], appelée le

produit (extérieur) de to, et ~2. Rappelons les formules

21. Lemmes. On va établir ici quelques lemmes qui seront uti-

lisés plus loin.

LEMME1. Un ~-C~/Mp/7~ C~(~~>o) CO/Ï~ ~yt~t~~r~ t,,

]j?,j<;t 1 (/==t.<)

est ~/</OM~ la frontière ~M~ (q -t- 1 )-cAa/yïpc' co7ï~/ï~ <yï.y

si q =o, //y~ que la somme des cû~?c~ des points qui constituent

c" soit nulle, ce qui s'exprime par

dénonce relatif à <y==o est immédiat. Soit <y~>o et supposons le

lemme établi pour n ï dimensions (il est évident pour /t==o). Soit

1~, l'intersection de 1~ avec rhyperplan x, =o. Par projection sur

I, il est aisé de construire un (~-t- i)-champ <~ limité par c~et par

la projection, c~ de c~ sur 1~ étant fermé, on peut trouver dans

dans un champ c~ limité par c~. Alors, la frontière du champ
==c~ contenu dans I, est égale a <

Avant de passer au deuxième lemme, il convient de faire quelques

remarques.
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VoMrn. ,t/c<A,,tomeX.– Fasc.H,t~Sf.

Pour abréger, nous appellerons du type de T,,tout domaine qui peut

être mis en correspondance avec l'un des domaines ci-dessus, de telle

manière que les coordonnées d'un point soient des fonctions uniformes

et à dérivées premières et secondes continues des coordonnées du

point correspondant, qu'il soit à l'intérieur ou sur la frontière de son

domaine. Cela posé, on va montrer qu'on peut établir une correspon-

dance satisfaisant à ces mêmes conditions entre un domaine quel-

conque du type de et un domaine A tel que

.1 est situé dans le domaine <~ et contient le cylindre

et étant deux constantes positives.
2" L'intersection de avec rhyperpian ~=const. est un do-

maine T. du type de L-

et Y, ~<ï/<satisfaisant déjà à ces conditions, examinons le cas

d<* Posons

et soit /Y~) une fonction paire définie pour ).yj<~?, ayant dans cet

intervalte une dérivée seconde continue et jamais positive, égale

a -+-v~ pourj.r~ <~ ~et à une constante ~(?)~ son maximum,iÎ + r, 2- x pour 1x 1 < et a ulle constante son maximum

pour jj~<~y' Une K'ile fonction est aisée à construire. Si, sans

cl~ang~~rlns coc~rdonnées x" x2, on multiplie x" par
f~

changer l<'scoordonnées .r,, .r~ on muttiptie.r,, par –?

est transformé en un domaine défini par !.r,,) <(~) qui remptit
les conditions exigées pour -1; en effet, d'une part, cette inégalité

équivaut pour <~ à !.r~< d'autre part, elle peut se mettre

sous la forme ?(~< ce qui prouve que T~ est un

T~emême procédé peut ctre appliqué à ~x I, on n'a qu~à poser
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Notre assertion est donc établie.

LEMMEIL Soit (0une forme y~7/ < nulle hors ~M~

~/M~Ï~ type de 1,~telle que 0~~==0 ~? <~n /?~ f.j ==0 p ==n
~0

~o/y on peut trouver une forme 7' de ï, Aoy'.y

telle ~M~C7~==OJ.

Pour faciliter la démonstration, nous supposerons que (u dépende
d'une manière régulière d'un certain nombre de paramétres 1

pour certaines valeurs desquels elle s'annule; ces valeurs seront indi-

quées par l'inégalité ~(~)~> o; c?devra aussi dépendre d'une manien'

réguliers des t, s'annuler pour ~(<)~>o~ et l'égalité n~==h) dévia

avoir lieu pour toutes les valeurs de ces paramétres.
'<

Pour /ï==i, on n'a qu'à prendre ~==
w. En effet, f'j est une

~–x

forme de degré Y, (o==o(.r,, <)~.r,; o étant nulle pour .r,)~>(x

ou L(<) ~>o, il en sera de même de puisque M===«.

Pour passer à n quelconque, supposons le lemme établi pour moins

de n variables. D'après ce qui a été dit ci-dessus, on peut supposer que
se réduit au domaine A.

Soit ('j~ une forme régulière de de~ré n i, indépendante de x"
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et dont l'intégrale étendue à ce domaine vaut i La forme de

degré n-i, ~('~)< ou l'on considère .r,, comme un para-

mètre, satisfait aux conditions du lemme pour (n- i) variables,

T~ jouant le rôle de ~0; de plus elle s'annule pour '~(<)~>o

ou ).r~ ~> On peut donc trouver une forme régulière (~ nulle hors

de T,~ et pour ~(/) ou j telle que « == –/(.r~)<u~ en

considérant x" comme un paramètre.
Considérant comme une variable, on a

Si l'on considère comme un paramètre, est une forme régu-
ticre satisfaisant aux conditions du lemme pour (/ï i) variables. En

effet, si p <~n t, on a bien ==o si = n i soit T, + S la

frontière de l'un des domaines A, en lesquels T~ partage A; est

nulle sur S et l'on a

De plus, f'j, s'annule pour J/(~)~>o ou j.r~(~> On peut donc

trouver une forme régulière p?,~nulle hors de T, et pour ).r~ ~>~

ou ~(~)~>o, telle que ~==f~, en considérant .r,, comme un para-
mètre.
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La forme ~= ~r~(~–T~') sa dérivée nulle puisque

c'est le cas de f'j ~'t Considérant .r,, comme un paramètre, la forme

de degré c i, (u~– a donc sa dérivée nulle eLl'on peut trouver
<

une forme n- nulle hors de T, et pour ~(~) ~>o ou ~> telle

que~=(o, t/t
Considérant .r,, comme une variable, on a

La forme de degréjo–i, cr==: –p/~t~/j, est réguMérc, nultc

hors de .1 et pour ~(<)~> o, et l'on a c~==<o.Le lemme est donc étabH.

Le troisième lemme fait intervenir d'autres domaines. Nous appel-
lerons du /~?~ x S, tout domaine qui peut être considéré comme

l'ensemble des couples d'un point pris dans un domaine du type de î,

et d'un point pris sur une hypersphère à (n y')dimensions S, Les

couples qui correspondent à un point fixe de S, forment un

domaine f~ à dimensions~ qu'on peut considérer comme un y-champ.

LEMMEIII. Soit f'J ~C y~M~ 7'~7~~r~ de /ï/ /~7'.y

domaine ~M type de 1,'xS~~ ~a~a~~ à (u~===o,et de plus,

==/ï (.j ===o, si p ==r <i ==o~ on f/'<7' /ï~ /br/
~0

/M/ 1? ~? /ï/ hors de f7?'==

Cet énoncé suppose implicitement que d? est contenu dans un

espace à n dimensions; nous supposerons, pour fixer les idées, que

c'est rhypercylindre défini par l'équation

dans l'espace à (~-+-1) dimensions de coordonnées x., 1

y,, y~ t, et que ~9 est le domaine, situé sur cet hyper-

cylindre, défini par les conditions ).r;)<~i(~==~ 2, /'). sera

alors défini par les conditions
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Si /'== (D se compose de deux domaines du type de L, et Fon est

ramené au lemme IL Supposons y'<~ et raisonnons sur t,.>~ S,,

Coupons
ce domaine par les hypcrp~ans < == j

et <==–

il est partage
en trois parties; soit D, celle ou ~> D~ celle on

)< ctJ la
partie intermédiaire où < tl est aisé de

voir que
chacun des domaines D,, D~ D,-}-J, D~-t-J est du

type

de Par contre, J, qui est défini par
les conditions

<

est du type de I/ S,

Mest aisé de construire une fonction régulière de~ <p(~)~

nulle pour~ ,.t~– et égale à i pour~ La forme est

alors nulle hors de D, +.! et égale à oj dans D,.

C~?==/ï. Soit M, une forme régulière de degré n, nulle

hors dcJ. et telle cme

La forme satisfaisant aux conditions du le'nme H pour le

domaine D,-}- on peut trouver c~ nulle hors de D~J, telle que

C?',==~~)

La forme p7, satisfait aux conditions du lemme H pour le

domaine D~+J; en effet, elle s~annule hors dcD~-t-J, puisque hors

de ~9 = o et ==o et dans D, c?,==w; de plus,

On peut donc trouver c~ nulle hors de D~+ J et telle que c?,==f.j

La forme p7= c?,-p c~ répond alors aux conditions désirées.

b. C<t <( n. Le lemme étant vrai pour les domaines 1~x S,~

si c = n, supposons-le établi pour c ~>r.
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Nous montrerons que la forme [~o~~ de de~réj~+i~ satisfait aux

conditions du lemme III pour le domaine L Cela supposé fait, on peut
trouver nulle hors de .1 telle que (u,==~jj. La forme ~<u–(u,
satisfait aux conditions du lemme 11 pour le domaine D,+.~ et l'on

peut trouver t~, nulle hors de D,-t-J telle que !~==~j–(.j,. La

forme <o c?, satisfait aux conditions du lemme M pour le domaine

D~-<-J, et l'on peut trouver nulle hors de D~-i-J telle que

~==(o–c?' La forme c?==~n'~ répond alors aux conditions

désirées.

H reste ainsi uniquement à montrer que )~~ ) satisfait aux condi-

tions du lernrnc Il pour le domaine .1. Cette forme est bien nulle hors

de .1, puisque ~==0 hors de et ~==0 dans D, et dans D~ sa

dérivée extérieure est nulle. Ces conditions suffisent si son degré,~ +
est dinérent de n et de r- i.

Si jo-t- i = n, il faut de plus que </<pf~
==o. Soit T~ l~intcrsec-

tion de J avec rhyperplan~~ ==const. On a

On peut définir t~ par les conditions
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Soit le domaine à/'dimensions défini par les mêmes condi-

tions que sauf que l'inégalité <;
est remplacée par l'éga-

liLé ~==const. Lorsque y~ varie
de

à
+~ 1

h.daici; et. l'on a

Or
oj= o. En enet~ soit A, le domaine balayé par ~L lorsque

'"n. 1
T varie dc~ à i; A, est tirnité par'U,L~_ 1 et une portion
où ru ==o on a donc

et cette dernière intégrale est nulle par hypothèse, car 1i, n~est pas
autre chose que t".

22. r</y7~~ closes </ n <o/n. Nous supposerons qu'une
variété à dimensions, V, jouit de la propriété suivante, qu'on

pourra prendre comme définition.

V peut être comptétement recouverte par un nombre fini de

domaines c,, <~ dans chacun de ces domaines < les points sont

repérés au moyen de n coordonnées .r,, .r, qui mettent en

correspondance biunivoque avec l'intervalle 1, dans la portion com-

mune à deux de ces domaines o~et(~ on passe des coordonnées de l'un

des systèmes à celles de l'autre par des fonctions qui ont des dérivées

partielles continues jusqu'au second ordre.

Les définitions des champs et des formes régulières, données pour

l'espace à dimensions, s'étendent immédiatement à une variété telle

que V.

Un q-champ c~ est dit homologue à zéro (dans ), s'il existe
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(')

un (~-)- i)-cbamp c~' ayant pour frontière c'~ et l'on écrit

Une forme régulière de degré M, sera dite y~rw~ si sa dérivée

extérieure est nulle f</==o. On dira encore que(,) est /<o/~o/

~~ro, fu o, s~il existe une forme régulière telle que ~~==<.j.

La formule de Stokes montre que /~7!a/~ d'une y~M~ homologue
zéro à M/tcA~/?ï/~fermé nulle, et que l'intégrale <ï~

yo/MCy~M~ ~ï~<7 un C/M/~ /!OyMO/ ~f7'0est nulle.

Le but des paragraphes qui suivent est d~tablir les réciproques de

ces théorèmes, Il sera nécessaire pour cela de faire une hypothèse sup-

plémentaire sur V.

25. ~o/tjo~~W/'a/ Disons qu~un champ élémentaire c~

dans la variété V, est 7'~M/ si l'on peut trouver un système de

coordonnées .r,~ valable dans un domaine contenant c'~ et

tel que c~ soit représenté par les fonctions ~/==~(i~~v)? ~==~

(~<t). La frontière d'un q-champ régutier se compose évidem-

ment de (<y i)-champs élémentaires réguliers.
Une ~o~~ra~ de V est un système d'un nombre fini de

champs élémentaires réguliers, tel que la frontière de tout champ du

système soit formée avec des champs du système~ et tel que tout point

de Y soit à l'intérieur d'un champ du système et d'lin seul. Soient

ces q-champs élémentaires (<y==o, ï, //). La structure de

la subdivision pohédrale est représentée par un complexe dont les

éléments sont les o~. La frontière de a? est en en'et une combinaison

des et chacune des conditions f~ II et tll du paragraphe i est

vérifiée.

VcM.y~/y~o7M encore que, pour tout élément on peut trouver

un système de coordonnées, soit .r,, valable dans un

domaine contenant le domaine rempli par les /champs qui ont <

sur leur frontière, ayant son origine en un point de et tel que la

ligne représentée par les équations
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les </étant des constantes et un paramètre positif, ne coupe la fron-

tière de A qu'en un seul point.
()n peut alors établir la proposition suivante Soit d~ domaine

~r A; ~/t~ C~/Ï~M~'C domaine du ~p~ I, ~M/' à A

et contenant En en'ct, soit la distance à l'origine du point ou la

ligne (i) coupe la frontière de A; /'est fonction uniforme et continue

de < on peut trouver une fonction positive des a, infé-

rieure a continue et à dérivées continues jusqu'au second ordre,

telle que le domaine I~<~?~ (qui est du type de L) satisfasse aux

conditions désirées.

Dans la suite, on admettra toujours que la variété considérée admet

une subdivision polyédrale, sans chercher à remplacer cette hypothèse

par une autre d'apparence plus générale.

2~. /vM~~M~a/r~. Soient Ale complexe d'éléments ~défini

par une subdivision polyédrale de la variété V, et B le complexe réci-

proque de A, l'élément correspondant toujours à < On va cons-

truire, dans V, un système de domaines ~(~) en correspondance

biunivoquc avec les éléments de B et jouissant des propriétés sui-

vantes

i" Chacun de ces domaines est du type de

2" ~(~) est à l'intérieur du domaine A rempli par les n-champs
élémentaires qui ont sur leur frontière.

Si est sur la frontière de ~(~) est à l'intérieur

de <:0(/~).

La construction des ~(~') ne présente aucune difficulté on n'a

qu'à prendre un domaine du type de à l'intérieur de Supposons
construits les domaines ~(~) pour jo<~ et passons à ~(~?).
î/cnsemble des (D(~) tels que soit sur la frontière de forme

un domaine d~intérieur à A; en effet, <P(~ ) est par hypothèse inté-

rieur au domaine A~rempli par les ~-champs qui ont sur leur

frontière, et si est sur la frontière de est sur celle de
et fait partie de A. Nous savons alors construire un domaine, du

type de contenu dans A et contenant GJ (§ 25), qu'on pourra

prendre pour ~(~).
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Au moyen de ces domaines, on va construire, dans V, un système
de formes régulières, ~(~)? correspondance biunivoque avec les

éléments de B, et jouissant des propriétés suivantes

i" (o(~) est une forme de degré (/ ~y),nulle hors de ~(~).
2~ Si

Y.=~

on a

~(~)==~~(~).

f'(~)=i
i bt~==A.

Tout (Tahord, la construction des formes de degré ne présente
aucune difficulté il est aisé de construire ~(~') régulière et nulle hors

de ~)(~') telle que

~(~') étant contenu dans < l'intégrale ne change pas si on l'étend

à < et les trois conditions sont remplies.

Supposons construites les formes de degré supérieur à et

passons à celles de degré n <

lemme U (~21) pour le domaine ~(~); en effet, elle est nulle hors

de ~)(~)~ puisque chacune des formes qui la composent est nulle hors

d'un domaine contenu dans ~D(~); sa dérivée extérieure est nulle en

vertu de 2", car la frontière de est fermée. Cela suffit si n-q +

Si n q -t-1= n, ou q === il faut de plus que son intégrale étendue

à <D(~') soit nulle. Soit ~Ee~"+~ notre forme se réduit

à s(u(~') + ~(~') et ~(~! ) est intérieur à l'ensemble de et a~. On

pourra donc remplacer, dans l'intégrale, <~(~) par un champ tel

que d=
~'rh <ï~ en choisissant les signes de manière que < ne figure
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pas dans sa frontière. Or, puisque ===2~ + s~, < n~ure avec le

signe 2 dans la frontière de et avec le signe dans celle de < On

peut alors prendre le champ s~ ~<~ et l'intégrale devient

et comme ~== ~= f~ elle est bien nulle.

Appliquant le lernme H(§ 2t), on obtient une forme ~(~), régu-

lière, nulle hors de ~(~)~ et telle que

Ces formes oj(~) sati~font~ par construction~ aux conditions i"

et 2". La premicre partie de 3' resutte de < Pourvériner la seconde

partie, prenons un élément en relation positive avec <ï~; on

aura

2o. /~r ~~orc~ L'emploi des formes élémentaires et de la

subdivision polyédrale pour l'étude des propriétés générales de V

repose sur deux théorèmes qui seront établis ici. Ils permettront, dans
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certaines conditions, de remplacer une forme quelconque par une

combinaison des formes élémentaires et nn y-champ quelconque par
une combinaison des <

THÉORÈMEI. Toute forme fermée ~< homologue à une

combinaison /t7*~ à coefficients constants des formes ~/7?~/ï~y~.

La démonstration comprend deux parties réduction à un théorème

auxiliaire, et démonstration de ce théorème auxiliaire.

THÉORÈMEAUXILIAIRE. ~/ïCforme r~ <r nulle

~7! un ~/?Z~C contenant les ~/yï~yt~ de A <?~/Ï~7t inférieure
à q, et dont la C~t~ (0~~<nulle dans un domaine contenant on peut
construire une forme c?, /'r~M/ de ~r i nulle dans /</t

domaine co/M/~ tous r/yï~/ï~ A qui n'ont pas </?sur leur /t-

tière, et telle que l'on ait dans tin domaine contenant ~Y

si~ cy~==~): s!/?=~<y. n7'=~r,)–)(~

étant une CD~ï~.

Réduction < ~~7V/ a/7M/7' Soit donc '!n<' forme

fermée de degrép. D'après le théorème auxiliaire, on peut construire

une forme n? telle que ~=~ dans un domaine contenant <ï' Cela

revient à dire que fu est homologue à une forme (~7t') nulle dans

un domaine contenant 6f'

Supposons démontré que M est homologue à une forme nulle

dans un domaine contenant les éléments de dimension inférieure à <y

et les (t–i) premiers éléments de dimension < < et

montrons qu'elle est homologue à une forme nulle dans un domaine

contenant en plus < en supposant <y~jo. En vertu du théorème auxi-

liaire, on peut construire une forme c?, nulle dans un domaine contenant

en particulier les cléments de dimension inférieure à q et <

telle que c?,==dans un domaine contenant </Y.On a donc

<<L<(t), C~

la dernière forme s'annulant bien dans un domaine qui contient les

éléments de dimension inférieure à q et les i premiers de dimension q.

On tire de là deux conclusions
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1 f'j est homologue à une forme nulle dans un domaine contenant

les cléments de dimension inférieure àj9.
2' Si M est nulle dans un domaine contenant les éléments de dimen-

sion~ elle est homologue à zéro.

Partant de i~ supposons f'j elle-même nulle sur les éléments de

dimension inférieure à p. D~aprcs le théorème auxiliaire, on peut
trouver une forme régulière et une constante telles que l'on ait

dans un domaine contenant tous les éléments de A de dimension p. En

enet, dans un domaine convenable contenant <~ (~) se réduit à(t)~

puisque les m;,et <~(~~) s~annutent dans ce domaine si

Montrons que X~/f'j(~" ~) est fermée. Comme c~est une combi-

naison des formes élémentaires~ il suffit de montrer que son intégrale
est nulle lorsqu~on Pétcnd à la frontière de réimporte quel élément de

A à (p+i) dimensions ('); sur tel cbampy(2) a lieu; les intégrales du

premier membre et de fosont nulles, parce que ce sont des formes fer-

mées et que le champ est homologue à zéro; l'intégrale de 1/(/)
sera donc nulle aussi.

La forme ~(~(~ ~) est donc fermée, elle est nulle dans un

domaine contenant les éléments de dimension p; d'après 2% elle est

homologue à zéro

b. /MO/r~t'~ du ~~OT'~c auxiliaire. Prenons, pour repérer
les points d'un domaine contenant < des coordonnées .y,, ;y~
telles que soit contenu dans l'hyperplan P~

(' ) Car ces intégrales sont fiâtes aux coefïïctents de ia dérivée extérieure,

2/~(~ ). de ~(~).
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Soit, dans l'espace des x, C le cylindre engendré par les hypcrplans
à n q dimensions perpendiculaires à P~ et passant par un point de la

frontière de

D'après la définition des ~-champs élémentaires réguliers tels que

(~ 2~), il est aisé de trouver q fonction y, de .r,, .~y e
à dérivées premières continues cLà jacobien non nul à /ï~f/

de qui représentent sur la sphère

Comme ('js~annulc dans un domaine contenant la frontière de on

peut trouver deux nombres positifs, et 2,, assez petits pour que ~soit

nulle dans le domaine défini par

ce domaine tend en enct vers la frontière de lorsque &et s, tendent

vers zéro. On peut encore supposer &et assez petits pour qne ic

domaine D,, défini par r~ï–2 et ~2,~ contienne tous les points de

intérieurs à ~D(~) et ne contienne aucun point des domaines

~(&~) tels que n'a pas sur sa frontière; en en'et, la frontière de

est extérieure à ~)(~) et aYest à l'extérieur des ~9(~) considérés.

Soient ~3 un nombre positif inférieur à s, et D~ le domaine qui se

déduit de D, en substituant ~2à e~.

La frontière de D, se compose de deux parties adjacentes

La frontière de D~ se compose de deux parties analogues, F~ et ~a.

F est située sur F, y est à l'intérieur de D,. Ms'annule sur F,.

Cela posé, pour établir le théorème auxiliaire, il suffira de cons-

fr~~ une forme régulière mr,nulle ~o~ D, et telle que /~7ï ait ~y~
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En effet, cette égalité aura bien lieu dans un domaine contenant

puisque la portion de extérieure à D2 peut être enfermée dans un

domaine où c? == = o [et ~(&~)= o sip = ~].

Liquidons tout d~abord cas y==~. Alors, c n'a plus de signi-

ncation, D: est identique à D,, qui est un domaine du type de In,

intérieur à et contenant ~)(~). Diaprés le lemme II (§ 2i), on

peut trouver une forme c?nulle hors deD, et telle que l'on ait dans D,f

D est limité par y et F, F~.

Soit o(?) une fonction régulière de c, nulle pour ? e, et égale à i

pour ? <~ La forme [~] s'annule hors de D,, car sur F, eu= o et

sur <&~==o. La forme ~M]'~[<] s'annule en plus dans Dg où

~c==o; elle est donc nulle hors de D, et sa dérivée extérieure est

nulle. D'après le lemme HI(§ 2t), cela suffit pour que l'on puisse
trouver une forme régulière (')<nulle hors de D, telle que (u,==[~c<u]~

lorsque le degré, p +1, de [~oj] est différent de q +1 et de n.

Si~-t- i ==n, il faut que la condition
supplémentaire [<&)]==

o
t/B

soit vérifiée. Soit T, l'intersection de D avec l'hypersurface ? ==const.
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(déHnie par t ?~ const. )~ (o s'annulant sur on a

La condition supplémentaire est bien vcriilée.

La forme [c~M, est nulle hors de D,, égale à dans D~ et sa

dérivée est nulle. D'après le lemme 11 (~2t), on peut trouver une

forme régulière c?~nulle hors de D,, telle que :~=j~]–o~ Le

théorème auxiliaire est donc établi pour/~

Supposons maintenant t p =<y.

Soit le champ défini par

car ~(~) s'annule dans la partie de extérieure à On voit

d'ailleurs
que

~(~)ne dépend pas de .r,, pour .r,, <<? carie
"«

champ balayé par <~ lorsque part de o est limité par et une

partie où ~(~~) est nulle, et ~(~~) a sa dérivée nulle dans D,. Pour

les mêmes
raisons,

ne dépend pas de .r, En
posant

== on

est une forme de de~rép-t-t==~-{-ï, nulle hors de D, et dont la

dérivée est nulle. D~aUteurs
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en vertu de l'égalité précédente et parce que, quand varie de a

< balaie 1~

D'après le lemme III (§ 2i)~ on peut trouver (~) une forme

nulle hors de D, telle que

La forme j~j–~(~ ~)j– est nulle hors de D,, égale à

~(~) dans Da, et sa dérivée est nulle. Diaprés le lemme 11

( §21 ) on peut trouver une forme nulle hors de D, et telle que

Le théorème auxiliaire est complètement établi.

TnÉORÈMRIL 7o/~ champ y~v~ est homologue à ~y~ co/~&~a~/ï

r/~ champs élémentaires.

Ce théorème pourrait être établi par une marche analogue à celle

suivie pour le théorème I, en utilisant, outre le lemme 1 (~ 2Ê), un

lemme analogue au lemme !M (~ 21). Mais il a déjà été établi, d'une

autre manière, par M. J. ~V. Alexander (~); il est vrai que l'illustre

auteur se base sur des définitions un peu différentes des nôtres, en ce

qu~il ~Introduit aucune condition dedérivabilité; mais le raisonnement

subsiste sans aucune modification si l'on introduit ces conditions.

26. 77/yï~ ~/ï~7'a/ (~). On appelle jD~o~ d'une forme

fermée les valeurs de son intégrale étendue à des champs fermés.

THÉORÈMEf. Uney~/v~ y~/TM~dont toutes les périodessont ~M~ ~<

/«WÏO/<3~7~à zéro.

D'après le théorème J (~ 25), une telle forme est homologue à une

combinaison des formes élémentaires, S~~(~~), qui sera évidem-

(' ) Si /?~-t=: ==<). il y a une seconde condition supplémentaire, qui
est celle (lui a été vérinéeplus haut.

(~) J. W. ÀLEXAKMR,~4/oo/'o/<r/eo/ccr~ï ~'o/ï~a/ï~o/.<
/M~ (y/'<?/ 0/<A~am. math. ~or., <€)t5,p. t~8).

( ') Voir les Mémoiresde M. E. Cartan cités dans Introduction.
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ment fermée, et que nous désignerons par <o(~) en posant

~==S~f~(~) a toutes ses périodes nulles, et il suffit de

montrer quelle est homologue à zéro. Or on va voir que c'est la

dérivée extérieure d'une combinaison des formes élémentaires, ou, ce

(lui revient au même, que la chatne est homologue à zéro dans le

complexe B. En effet, si elle ne l'était pas, on pourrait, en vertu du

théorème de Poincaré du paragraphe t6, trouver une chaîne fermée

de A, c~==S.y~, telle que 2.rj~~ o; on en déduit

et notre forme aurait une période non nulle, contre Phypothcse.

THÉORÈMEIl. /~f7~ donnés P C/M <7!7'~<M/t y~r~M~~à

<y~~7MM/ï.~ /?/ï~rM~ ~CM7ï~ on peut trouver
une forme fermée de degré q, prenant, X/ï~ .y//7'ces P C/M/T~
P valeur.s données <Ïl'avance.

Diaprés le théorème H (~ 2a) et d'après le paragraphe 14, les

champs donnés sont homologues avec division à des combinaisons des

champs A~ ~(z=ï,2, .P~). Supposons donc que le

champ considéré soit

Désignons par ~(!~ ,~) la combinaison des formes élémentaires

qui se déduit de B~~ C'est une forme fermée, qui, intégrée sur

A~ prend la valeur i si ï==~ o si t~/ (§ i~! et i6). Cela

posé, si l'on cherche à déterminer les nombres .r/ de maniorc que la

forme

~(B~)

prenne, intégrée sur les champs (ï), les valeurs données

/p, on est conduit au système
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Ce système est toujours possible, car, les champs (i) notant liés

par aucune homologic (dans V et /<w/ dans A), le rang du

tableau est égal à P.

La condition que les champs donnés ne sont liés par aucune homo-

Iog!e est évidemment nécessaire. De là résulte que les P~ champs

A/ ne sont liés par aucune homologie (dans V), et P~ est

le nombre maximum de tels champs. On peut faire une remarque

analogue sur les oj(B~ ~). D'où

THÉORÈMEHt. Si P~ le < nombre de CO/~p~~ A,

P~ le /y~M <y-c/72/).yfermée V par aucune Ao/

(dans ), P~ le ~o//?~y'ry~y'/M~y~y'<

degré <y,on a
1 == P,~ (

27. P/Y~A/z~~.r/rr~y et intersections. De deux formes fermées de

degrés~ et <y,f'j, et o~ on déduit, sijo+~ï, une forme fermée de

degré p-~< leur produit extérieur [~('l' Si l'un des facteurs est

homologue à zéro, le produit l'est aussi. Il est alors naturel de se poser
le problème suivant Ca/c~y ~o~ [M, c~/ï/ï~M/?< c~

de fu, ('

Sans changer les périodes d'un produit ni des facteurs, on peut

remplacer ceux-ci par des combinaisons des formes élémentaires,

~(c~') et ~(c"), correspondant aux chalnes c' et c" de B(').
A~y .yM/c/'o/ï.y qu'on peut les choisir de manière que c" et c'~

n'aient en commun que des éléments de dimension rl au plus.

Remarquons ici que le complexe A est régulier; en effet, si l'on

cherche à établir cela par récurrence, on est ramené à prouver que les

frontières d'éléments et les asters de A jouissent de la propriété i" du

paragraphe or cela résulte, comme on sait, de ce que ces complexes

correspondent à des subdivisions polyédrales d~hypersphcrcs. B sera

donc aussi régulier. Si V est d'un seul tenant, A et B sont connexes.

Si V est bilatère, il en est de même de A et B si V est unilatcre, A est

unilatère de première espèce et B de seconde espèce.

(' ) Ce ne sont plus nécessairementdes chaînes entières les coefficients

peuvent être des nombresréels quelconques.
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Ces remarques faites, les deux chaînes c" et c" ont une intersec-

tion bien déterminée c' c"~ (les définitions du paragraphe 10

s~étendent d'elles-mêmes au cas des chaînes non entières), et le pro-
blème posé sera complètement résolu par le théorème suivant.

~7ï~ ~M/K?/ ~yb~ ~<? ~y/ ~/ï.y c" c'

Ce lemme admis, le théorème est immédiat les intégrales des deux

formes qui figurent dans son énonce auront la même valeur pour les

champs d~intégration formés d'éléments de la subdivision, elles auront

donc mêmes périodes et seront homologues.

y~/MO/Mf/v~o/t lemme. H n'est pas nécessaire que c" et c'~

soient fermées; nous supposerons seulement, dans l'énoncé du lernmc,

que ne figure pas dans la frontière de c" ou c" et n~est pas sur

la frontière d'un élément commun à c" et c" Soit A le nombre de

fois que figure dans c'c" il s~agit de prouver que

(.) H==~

Dans le cas où ne figure pas dans c'~ (ou c"~), (!) est évi-

dent, car X==o et H==o parce que (u(c" ~) jou ~(c" ~)) est nulle

sur~

Laissant ce cas, ~~jo/M <a~o7'<== o. Soit un étément ayant
sur sa frontière. Si figure fois dans c' et fois

dans c" on a par définition X== ~<~(§ i0). Mais alors

et (o(c~) est une fonction égale à en et dont la dincrentietle

s'annule sur <y~ (parce que n'est pas sur la frontière de <~).

oj(c~) est donc égale à pLsur < d~où H == 'j.~==A.
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Procédant par récurrence, supposons te lemme établi lorsque la

chaine qui joue le rôle de c" a une dimension supérieure &~–p.

Soit </ une chaîne de B telle que l'on ait, dans l'aster de centre

'~c~ et n'ayant, dans cet aster, que des éléments de

dimension /t–<y+i i au plus en commun avec c~. A~M~-

/w~ l'existence d'une telle chaîne; il resterait à s'affranchir de cette

restriction~ ce qui ne sera pas fait ici.

Soit la frontière de Si ngure fois dans

c~c"~on aura

La formule de Stokes montre alors que l'intégrale au premier
membre de (2) est égale à H. Sous réserve de l'hypothèse faite, le

lemmc et le théorème sont établis.

Ce théorème nous montre que le problème posé au débuta déter-

miner les périodes de [~, <~] connaissant celles de M, et ne néces-

site que la connaissance des tableaux d'intersections de B; inverse-

ment, la connaissance des périodes de produits extérieurs pourra servir
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à déterminer ces tableaux, ou du moins la partie de ces tableaux qui
subsiste lorsqu'on se borne à Fhomologie avec division.

Signalons quelques conséquences. Le produit de deux formes à

périodes entières a aussi ses périodes entières. Si Y est bilatèrc et si eu

est une forme fermée à périodes non toutes nulles, de degré p, on peut
trouver une forme fermée de degré /t –/), oj, telle que

2S. lloméomorphie et ~ïc~. Soient V, et Va deux variétés

donnant naissance, par subdivision, aux complexes A, ctA~. Il peut
arriver que A, et A2 soient équivalents sans que V, et V~2 soient

homéomorphes; cela résulte de l'existence, établie par Poincaré(~), de

variétés à trois dimensions ayant les marnes groupes c~ (q ===o, 1,2, 3)

que Fhypersphérc et non homéomorphes à celle-ci.

Par contre, il semble très probable, bien que ce ne soit pas prouvé,

que si V, et Va sont homéomorphes, alors A, et Aa sont équivalents.
Il y aurait lieu de prouver directement que les conditions nécessaires

pour l'équivalence de A, et A~, formulées au Chapitre II, sont aussi

nécessaires pour rhoméomorphie de V, et V~. Cette preuve a été faite,

en ce qui concerne les nombres de Betti et les coefficients de torsion,

par M. J.W. Alexander (~). En ce qui concerne les tableaux d'inter-

sections des chaînes d'ordre infini, et si l'on se restreint aux homéo-

morphies satisfaisant à des conditions de dérivabilité, un<' preuve est

implicitement contenue dans le théorème du paragraphe 27. Pour le

cas général, on pourra consulter le mémoire cité de M. Lefschetz.

(') H. POINCABË,Cinquième complèment à l'Analysis situs (/~<Ï/MC

/?C/t~C., '()0~).

(~)Zoc.§35(~).
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CHAPITRE IV.

CO~TKUf:TtO~DESCOMPLEXM.

29. 7~/M~ deux cc/y~ Le produit, A x A, de deux

complexes A et A, à et n dimensions, est un complexe à w+~

dimensions, dont les cléments sont en correspondance biunivoquc

avec les couples formés d'un élément de A et d'un élément de A celui

qui correspond au couple (<~ ~) <~+~ dimensions et sera désigné

par~ >
Si

Les trois conditions du paragraphe 1 sont bien vériûces.

Pour déterminer la structure des groupes du produit, réduisons

les schémas de A et A comme au paragraphe 14. Le schéma de A ~<A

devient alors
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Cherchons un système fondamental de chaînes fermées. On a

d'abord les chapes à un terme, produits de deux chaînes fermées, qui
se trouvent dans la quatrième ligne de notre schéma. Reste à déter-

miner les chaînes formées de plusieurs termes, dont les frontières se

détruisent.

Les chaînes du second membre de la première ligne, produits d'une

chaîne d'ordre fini avec une chaîne limitée, ne figurant que dans un

seul second membre, une chaîne fermée ne peut contenir de terme qui
se trouve au premier membre de la première ligne.

Une chaîne dans le second membre des lignes deux et trois s'y

trouve exactement une fois ou deux fois, suivant qu'un seul de ses fac-

teurs ou les deux sont d'ordre fini. De là résulte qu'on aura un système
fondamental de chaînes fermées en adjoignant aux chaînes à un terme

des chaînes à deux termes seulement; ces dernières sont les mêmes, à

un facteur près, qui se trouvent dans les seconds membres de la pre-
mière ligne elles sont donc d'ordre fini. Les homologies se lisentt

directement sur le schéma.

On aura une base pour les chaînes d'ordre infini, c'est-à-dire pour

les groupes de A ~< A, en faisant tous les produits de chaînes prises

dans des bases des groupes de A et À. En désignant par P~, i~, P;,

les nombres de Betti de A ~< A, A et À, on a

Notre schéma fournit aussi aisément des bases pour les groupes

de AxA. Désignons par ~(.r), ~(.r) et ~(~c) les nombres des

q-chaînes d'ordre x dans les bases des groupes de A x A, A et A.

Dans la base du groupe de A x A, on a d'abord L's produits d'une

chaîne d'ordre infini par une chaîne d'ordre fini; l'ordre est égal à

l'ordre de cette dernière. Ensuite, il y a les produits de deux chaines

d'ordre fini l'ordre est égal au plus grand commun diviseur des ordres

de ces dernières. Enfin, à chacun de ces derniers produits correspond

une chaine à deux termes, de mcme ordre et de dimension d'une

unité supérieure. En désignant par (~ f) le plus grand commun
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diviseur de </et on peut résumer cela dans la formule suivante (')

Kcmarquons que, diaprés la manière dont on a choisi les bases des

groupes ~v(~') et ~(.r)sont les nombres des coefficients de torsion

à <ydimensions égaux a x pour A et A; rnais en général il n'en est

plus de même de ~/(~) relativement à Ax A. 'Ces nombres'n~en

déterminent pas moins la structure du groupe de A x A et il est

aisé d'en déduire les coefficients de torsion.

Les résultats obtenus contiennent le suivant

Tt!KOt~MEt. .S7A A M/~ .M/~ ~0/X~ A X A <~ ~~y.Msans

et .t~' ~o//x~ sont </c~yï~</7' /a /b/M~/c (i).

Je me bornerai à énoncer les deux théorèmes suivants, dont les

démonstrations~ un peu longues, ne présentent pas de difficulté.

TitEOHEMEH. .S/ A et A .SY~~y CO/r~ /M/y, A X A

<t co/

TitKonhtEHl. Soient A, A~ ~r c~y ~ï~oyï~

<ï~ une //Ï~C~<~ bien ~Ï~, A< A2, CO/?ïp/C~/C'M-

A,~ /yï~/w/ï.ï.y,yo~/ï~ A, et A2 ~c~a~.y analogues, de

y~/ï~ < et c~rc /7~A à n ~7~ïy/ a/o/'y, dans

le co/y~ A x A, on a

5C. Somme de co/ Soient A et A deux complexes
bilateres~ orientés, à un même nombre de dimensions n; en les subdi-

visant au besoin, on peut toujours trouver deux éléments de dimen-

sion dans A et dans A, entre les frontières desquels existe un

isomorphismc tel que, si (resp. ~) et (resp. ~) sont les

(~) Cette fonnuic eL la orcccdcnte ont été déjà établies par M. Kttnncth

(~t..4/ï/~A?/<, t. 90, p. 65-85; t. 91, p. i25-i34).
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bases des groupes et c~, de la frontière de~ (resp. </) orientée

naturellement, ~"corresponde a ~'ct a En identifiant les

cléments correspondants de ces frontictes et supprimant et < on

déduit de A et A un nouveau complexe qui sera désigne par A -t-A.

Cette opération est analogue a la subdivision élémentaire et se

confond avec eltc si l'un des complexes A ou A est planoïde.
A-A est un complexe bilatere~ dont l~ori<'ntation se dédmt de

celles de A et A; on aura une base pour sc« groupes ~<<(~)en

juxtaposant les bases des groupes c~ de A et A, et ses tableaux d~n-

tersections s'ol~tiennent simplement <'n réunissant ceux relatifs a A

<'tÀ.

5i. <ï.7/6' <rr/ ~/ï/ ~/M/v/7//V/~ 12. t)csi-

gnons par S, un complexe phnotdc n dimensions; et S' seront

les bases de ses groupes c~ et

Considérons le complexe ( S~~ S,~,) S,. C est un complexe

hil.ttere~ sans torsion, a /~===~ 1.dimensions. !)'apr<'s le para-

graphe 2!), les cbaines suivantes formeront des l~asespour ses groupes

~(o<~<~
r'/

~(.~
X S~ ) S~,

r~ =:(S/'
~.S- ,) ~S~,

~(S~~ X S'/ ~.S-

~(S~x.<) x.<

~(.
x S~x-s'

x.s- xS~.

Les intersections de ces chaincs s~obtiennen! aisément au m<ett dn

théorème Ht (~29). On trouve que ccHes de dimension positive qui
ne sont pus nnUcs sont ics suivantes

r'r/'=:(- < ~<' ( < V~ '( <~ ''<

Si les entiers y, /< et /< sont tons distincts, te

nombre de Hetti P,/o <~.z'<~ /<) de notre comp!exe est e~a! a t on à o~

suivant que .r est e~ai a ~un de ces entiers on non; les seuls tableaux

T,(/~>o~ non nuls sont Tr, ~r et i\ qui contiennent

chacun un seul nombre égal à ~b ï.
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/), < /'et n ayant les mêmes valeurs que dans

Comme le précédent, ce complexe est régulier, hilatère et sans tor-

sion, il y a encore les mêmes nombres de Betti. Mais ses tableaux

T/(~ ~>o) sont tous nuls (car il en est ainsi pour ses parties constitu-

tives). Nos deux complexes ne sont donc pas équivalents, bien qu'ils
aient les mêmes groupes Q, c'est l'exemple annoncé au para-

graphe 12.

L'hypothèse que les entiers P, 7', /x–/), /t–<y et sont dis-

tiricts n'a rien d'essentiel. Si par exemple ~==3, ~==~=2, /'==r,on
obtient deux complexes dont les nombres de Betti sont P~=Pg= i,

P, == P~==3 le seul tableau à considérer, T\ a trois lignes et trois

colonnes; tous ses éléments sont nuls pour le second complexe, tandis

que pour le premier, avec ies bases choisies, les éléments de la diago-
nale principale sont i, i, i et les autres o. Ce dernier exemple est

celui qui a été signalé par M. J. W. Alexander (').

52. <7)~/v/c~r<?/s ~o~c~7Y~7Y/ 17. Con-

sidérons la variété close à 2~ dimensions représentée par l'espace pro-

jectif ponctuel complexe E,, a dimensions complexes. Tl est aisé de

prouver qu'elle admet une subdivision potycdrale, qui engendre un

comp!exe régulier A. Ensuite, on peut voir que A est sans torsion et

que ses nombres de Betti non nuls sont

t 2/t-– t

en raisonnant directement sur E~de la manière suivante.

D'abord, on a i\=P~=t, parce que la variété est connexe et

hilatère. Ensuite, si </<~2 n, on peut voir que tout champ c~fermé ou

dont la frontière est contenue dans l'hyperplan de l'infini E~< est

homologue à un champ contenu dans E, en projetant c~ sur E,~

d'un point de E,, non situé sur c~ ni sur E~ Il en résulte que les

nombres de Betti P~(~<~ 2 n) sont les mêmes pour E,, et pour E~

(~)T~yoc.o/</tc Acad. o/' .~c/c/~c~,voi. 10, 192~,p. 101.
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On est donc ramené de E,, à E, comme notre assertion est vraie

pour n = i (car E~ est la sphère)) elle est établie.

Choisissons n pair = 2/). Le complexe A, à dimensions, a

son nombre de Betti P~ égal à ï la forrnc quadratique attachée a A,
ne contenant qu'une variable et ayant d'ailleurs un déterminant égal
à -t- ï, se réduit à ou Le signe dépend de l'orientation de A.

En vertu du théorème IV (§ i7), A (et par suite E~,) n'admet pas de

transformation en lui-même qui renverse rorientation.

Prenons quatre exemplaires de A, A,, Ag, A:, et A, orientés de

manière .que leurs formes quadratiques attachées soient .r~ .r~ .r;;
et –.r~. Les complexes A, -p A~ctA:}- A,, sont sans torsion et ont les

mêmes nombres de Betti la forme attachée au premier est ==.r~ +

et ceHe attachée au second est <~===~ Comme n'appartient

pas à la même classe que ou –<I~ nos deux complexes ne sont pas

équivalents c'est l'application annoncée du théorème lit (~ i7).

55. Co/M/y~c~/ï ~y exeffiples ~/ï/ï0/ïc~ /)~r~c i8. On

va commencer par construire un complexe à un nombre impair de

dimensions, dont les nombres de Betti l\/(o<~</<~) sont mits, et

qui a un coefficient de torsion, et un seu!, égal a dans chaque
dimension impaire, et aucun dans les dimensions paires.

Considérons le complexe A, qui contient p éléments dans chaque

dimension, /~(/= i, .), défini par le schéma suivant (on convient

que~=~)

Madmet visiblement FautomorphismeJ qui change <cn < cL l'on

peut vcriner qu'il est planoïde.
On peut d'ailleurs déduire A d'une subdivision convenable de

rhyperspherc «–<1
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Fautomorphisme J correspondant à la transformation

qui engendre, comme J, un groupe cyclique d'ordre p.

L'automorphisme J s'étend évidemment à la subdivision normale C

de A. Les éléments de C se répartissent en systèmes contenant chacun

les p éléments qui se déduisent de l'un d'eux par J et ses puissances;
deux éléments d'un même système ne peuvent être sur la frontière

d'un même élément, ni dans un même aster. Appelons chaîne inva-

riante élémentaire la somme des éléments d'un même système.
Cela posé, les c//a</ï~M/x~.yc/c/?2~p~ être considérées

co~c ~c/M~/z~< /~o/ complexe C. A toute chaîne c~de C,

correspond une chaîne c~ de C, invariante par J; on dira que c~

recouvrer. Si c~~c~ et c~ étant recouvertes par c~ et c~,

on a c~~c~

Cest un complexe régulier; chacun de ses éléments est recouvert

parp éléments de C, dont les frontières ne se touchent pas et qui sont

centres d'asters ne se touchant pas; il en résulte que la frontière de

tout élément de C est isomorphe a la frontière d'un élément de C

et tout aster de C a un aster de C. La régularité de C entraîne donc

celle de G.

On remarquera d'ailleurs que C représente la variété, dont les

points correspondent aux systèmes de points de Fhypersphere (2),

qui se déduisent de l'un d'eux en répétant la transformation (3).
Pour déterminer le groupe de C, remarquons qu'en vertu de la

relation entre C et C, est le groupe formé par les ~-chaînes fermées

invariantes de C lorsqu'on assimile à zéro celles qui limitent une

(</+ i)-chaîne invariante.

On peut même remplacer C par A, et alors on constate direc-

tement sur le schéma (i) que pour q pair et positif, il n'y a aucune

chaîne fermée invariante, dans ce cas, se réduit a l'élément zéro;
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pour ~yimpair toutes les chaînes fermées invariantes sont les mul-

tiples de et si <~ /x, tes/ de cette chaîne sont les seuls qui
/~<

tirnitent une chamc invariante~ en sorte que est cyclique d'ordre D.
et sont cycliques d'ordre infini.

C représente donc bien le complexe qu'on vonhnt obtenir.

Faisons /t=~t-3 et ~=3. Le groupe y~ de octant cyclique
d'ordre ~=- 3, le tableau d'enlacement ne contient qu'un nombre

c étant une hase de (qui ne contient. que icséiétncnts o, c eL~c);
x ne peut drc nul en vertu du corollaire du théorème M ~)~ est

donc égal a ï ou 2. H ne change pas si l'on change la base de car

mais il change si l'on change Fonentation de C. De !a resuite que C

n'admet pas de transformation en lui-m~'mcqui renverse t'orientahon.

Prenons quatre exemptah'cs deC: C,~ C~ C;: et C., orientés de

manière que leurs tableaux d'enlacement contiennent
respectivement

et Les complexes C, + C~ et C,-{- C, ont mcmes nombres de

Betti et marnes coefficients de torsion (deux égaux n hois dans chaque
dimension impaire). Leurs tableaux d'enlacement t sontt respecti-
vement

Soient c,, et c,, c~ les bases correspondantes des groupes y~ fje

seul éiëment c ==.rc~+~2 du premier pour lequel c, cj = o est c ==o,
car
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h n~en est pas de même dans le second; ~==c,-t-c', n'est pas nul,
hten que c~ c~j ==~o. De là résulte que le tableau T~n'appartient pas
n la même classe que T ou T et nos deux complexes ne sont pas

équivalents c'est l'application annoncée du théorème Hï (§ i8).

54. Citons, pour terminer, d'autres exemptes qui se rattachent au

précédent.
Le compIcxeA considéré au début du paragraphe 35, de dimension

n = 2~ -+-1, admet encore l'automorphisme qui change a~ et en

a~' et < /< /), étant des entiers premiers avec~.

Commeci-dessus, on en déduit un complexe régulier C(~ 1.,),

qui a toujours les mêmes nombres de Betti et coefficients de torsion.

Si est une base de y~- sont des cléments de

Yz.? Y~ l'on peut prouver qu'ils peuvent servir de bases

pour ces groupes. De cette mam/'re, les tableaux d'intersections sont

ramenés à une forme canonique ceux qui ne sont pas nuls contiennent

le seul nombre i. Inversement, e.,étant fixé, c~est la seule manière de

choisir les bases qui ramené les tableaux a cette fonne.

En ce qui concerne les tableaux d'enlacement, on peut constater

que lorsque les bases sont choisies de la manière Indiquée, ils con-

tiennent tous le même nombre (déterminé [modi]). Pour une orien-

tation ~arllculuTt' et un choix particulier de ce nombre est

Si Fou change l'orientation, il change de signe; si l'on change
en //<étant premier avec p (ce qui est la base la plus générale

Y-)? rnukiplie par
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Ainsi, pour /x === 3,~ ==
t, === 5. ==/,== 1, === i et == 2, les

deux
complexes a trois dimensions C et C~ne sont pas équivalents~ car

la
congruence

) ~= ±: /M~~ [ tt)0(!

n~a aucune solution entière; cet exemple est celui qui
a été

signalé par

M.
Alcxander(').

On voit ici ia nécessité de considérer simultanément les tableaux

d'enlacement et les tableaux d~intersections. Pour pair, en parti-

culier~ les tableaux d~enlacements peuvent être ramenés a une forme

canonique; mais ils ne peuvent pas Fétrc en même temps que les

tableaux d'intersections.

On peut se demander s'il suffit, pour Féquivalcnce de C et C~ que ( < )

ait une solution. Désignons pary, < les fonctions symé-

triques élémentaires de /o, étant celle de degré i;

soient les fonctions analogues des et considérons le système

j/
j' (/).

) 2~ =: <

Il est aisé de prouver que c~/M/ .y~(2)~M~~
~/ï~

~/M~o/ï /M ~/ï~~ .y~/yf'.M/ï~ /~<y/M~ C C\ 11 semble

que cette dernière condition soit aussi nécessaire et que
la

première

soit insuffisante, mais la
question

n~est pas résolue.

(' ) 7~x/ /<w. ~<A. L :!0, t<~ p. <, et /~roc. c'/ <Ac yV<x/. Je.

o/.Sc- t. 10, i~ p.




