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INTRODUCTION

Ces Notes reproduisent des exposés faits au Séminaire
de Topologie de l'Université de Lausanne, durant l'année 1963-64
sauf un en 1960. Les deux premiéres éditions, multicopiées & un
nombre restreint d’exemplaires, étant épuisées, nous les reprodui-
sons ici sans changement, sauf quelques corrections mineures, pour
répondre & de nombreuses demandes. Nous espérons qu'elles seront
utiles comme introduction & une belle théorie qui est encore en
plein développement. Pour les travaux plus récents, nous renvoyons
le lecteur & 1l’excellent article de J. Milnor ¢ " Whitehead Torsion ",
Bulletin of the Am. Math. Soc. vol 72 (1966), p 358-426.

G. de Rham
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I. PROPRIETES DES SOMMES DE GAUSS ET DES SERIES DE DIRICHLET

THEOREME DE FRANZ

Exposé de G. de Rham

Le but de cet exposé est de rassembler ce quil est nécessalre
pour comprendre la démonstration d'un théoréme de théorie des nombres,
le théoréme de Franz, qui intervient dans un probléme de topologie
(classification des espaces lenticulaires et difféomorphie des rota-
tions). Seules les démonstrations des propriétés les plus simples
des caractéres (mod m) et des séries de Dirichlet n'ont pas été
rappelées. En passant on a reprodult la démonstration du célébre
théoréme de Dirichlet relatif aux nombres premiers d'une progression

arithmétique. L'exposé se termine par le théoréme des Franz.

1. Caractéres (mod m)

On appelle caractére (mod m) toute fonction arithmétique

X(n) joulssant des propriétés suivantes

1) xfa)} = x(b} si a=b (mod m)
2) x(tab) = x(a) x(b) pour tous entiers a et b
3) x(a) = 0 si (a,m} > 1, x(a) #0 si (a,m) = 1

Il existe ¢(m) caractéres (mod m) , quil forment par
rapport & la multiplication un groupe abélien, isomorphe au groupe
multiplicatif R(m) des classes résiduelles (mod m) premiérss
d& m . L'élément unité de ce groupe est le caractére principal x

o
tel que xotaJ = 1 si C(a,m) = 1.



On a les relations suivantes

¢(m) si X=X, $(m) si n=1 (mod m)
(1.1) I xtn) = ! xtn) =
n(mod m) 1] si x#xo X 0 si n#Z1 (mod m)
(On trouvera la démonstration par exemple, dans E. Hecke : Theorie

der algebraischen Zahlen). De ces relations on va déduire la propo-

sition suivante :

PROPOSITION (1.2) : Si les ¢(m) nombres a_ s associés 4 un systéme
complet de restes (mod m) premiers & m parcouru par n , satisfont &
) a x(n)= 0 pour tout caractére x(mod m) , ces nombres sont nuls.

n

Soit en effet n0 une valeur particuliére guelcongue de n

et nq tel que n, Ny = 1 (mod m). On a alors
0=} x(n,) I a xtn) = ] a 1 xtnn,) = ap_ ¢(m)
1 n n 1 0
X n n X
en vertu de (1.1) , d’'al an, = 0.

On appelle conducteur du caractére x(mod m) le plus petit
entier >0 tel que x{a) = 1 pour tout entier a satisfaisant a
(a,m) =1 et a =1 (mod ¥) .

Il est évident que f < m. Montrons que + divise m

Pour cela, posons (f,m) = f, . Soit a un entier satisfaisant &
(a,m} = 1 et a =1 (mod f5). On peut trouver des entiers y et =z
satisfaisant &8 a-1 = ym + zf, d'ol en posant x = a-ym = 1+zf ,

x = a (mod m) et x = 1 (mod f) . Cela entraine x(x) = Xx(a) et

X(x) = 1, donc x(a) = 1 . Par suite fg ne peut 8tre inférieur & ¥,

donc f = F et f/m . Le conducteur d'un caractére (mod m) est

o
un divissur de m

Si Ff = m , on dit que le caractdre est propre.

PROPOSITION (1.3) : Si f est un diviseur de m , tout systéme

complet de restes (mod m) premiers @ m est la réunion de _¢(m)
¢(f)

~

systémes complets de restes (mod f) premiers a f .



Montrons d'abord que tout systéme complet de restes (mod m)
premiers &8 m contient un systéme complet de restes (mod f) premiers
4 f , c’est-a-dire gque tout entier a premisr & Ff est congru
(mod f) & un entier premiser 8 m. Soit my le produit des facteurs
premiers de m qul ne divisent pas f. On peut alors trouver des
entiers y et z satisfaisant & yf+zmO = a-1 , et 1l'entier
X = a-yf = 1 «+ zm0 , étant premier &8 f et a my s est premier a m

et satisfait 8 x = almod f).

Si (a,m) = {(b,m) =1 , et si b aa'(mod m) , pour gue

b = a (mod f) i1 faut st 11 suffit que a' = 1 (mod f). Un systéme
complet de restes (mod m) premiers &8 m se divise alors en classes,
(mod f). I1 y a ¢(f) classes, chacune contient %%%% nombres.

La proposition (1.3) résulte immédiatement de 1la. (Cela est 1lié au
fait que R(f) est canoniquement isomorphe au quotient de R(m)
par le sous-groupe formé des classes ré&siduelles (mod m) dont lss

nombres sont congrus &8 1 (mod ).

PROPOSITION (1.4) : A tout caractére x(mod m) de conducteur + est

assoctié un caractére propre x'(mod f) , tel que x = Xg x' Xg

étant le caractére prinecipal (mod m) .

On définit x'(a), pour (a,f) = 1, en choisissant x tel que
(x,m) =1 et x z a (mod f), et posant x'(a) = x(x) . Cette valeur ne
dépend pas du choix de x , car si (x,m} = (y,m) =1 et x = y (mod f),

on a8 y = xx' {mod m) avee x' = 1(mod F), donc x{x') = 1 et

x(y) = x(x) .

Remarquons que le caractére principal a un conducteur égal
4 1, et 11l n'y a pas de caractédre dont le conducteur est &gal a 2,
car 11 n'y a pas de caractére propre (mod 2), le seul caractére

(mod 2) étant le caractére principal.



2. Propriétés des sommes de Gauss

On appelle somme de Gauss toute expression de la forme

L
G (x,t) = ) X(L) T
£(mod m)

ol X est un caractére (mod m) et T une racine m-iéme de 1l'unité.

PROPOSITION (2.1) : 8i X est unm caractére propre (mod m) et ¥
une racine primitive m-iéme de 1l'unité, on a G (x,tk) = X(k) 6 (x,2)
pour tout entier k et |G(x,z)| = /m

1, Alors X(%) = X(k£%) X(Kk)
Y(k) G(x,2)

Démonstration : Supposons d'abord (k,m)

d'od G(x,zK) = X(K) T xtke) gkt
2 (mod m)

(car k& parcourt un syst@me complet de restes (mod m) en méme temps
gque £). Remarquons que nous n'avons pas d0 supposer que { soit une

racine primitive m-idme de 1'unité.

Si ¢ n'est pas une racine primitive m-ieme de 1l'unitsé,
et cd = 1 pour un vral diviseur d de m , comme X est propre, on
peut trouver un entier k tel que (k,m) = 1, k = 1 (mod d) et
x(k)} # 1 . Alors ck = ¢ et la relation ci-dessus montre que
G (x,z) =0 .

o~

Supposons mailntenant (k,m)>1. Alors ck n'est pas une ra-
cine primitive m-iéme de 1l'unité, donc G[x,ck] = 0 , et comme
x(k) = 0 , la premiére partie de (2.1) est établie.

Pour établir la seconde partie, remarquons que

) [6¢x,2")]2 = ¢m)|G(x.2) |2
nimod m)
car en vertu de la relation qu’on vient d'établir, les termes dse

la somme non nuls sont tous égaux et 1l y en a ¢(m) .



Ensulte on a :

-— 2~
1 lex,z™ |2 = 1 I oxe2) Xy "KL
n(mod m) n(mod m) %,k
— 2~
= 7 x() XK ;o N AR
2,k n{mod m)
=m ) x(2) X(K) = m ¢(m)
L=k (mod m)

donc IG (x.c)l =/m .

Note : Cette démonstration est dde & M. Raghavan Narasimhan et m'a

été obligemment communiquée par M. Chandrasekharan.

PROPOSITION (2.2) : Si x est un caractére (mod m) de conducteur ¥
et T une racine primitive f-i2me de l'unité, on a, X' étant le

earactére propre (mod f) associé & X ,

. $(m)
$(F)

& (x,2%) 6 (x',t%)

et par suite G (X.Ck] = X'(k) G (X,T) pour tout entier k et

ls x,zy]| = ¥md /5
‘ o(F)

Il résulte en effet immédiatement de (1.3) que

¢(m)
$(f)

6 (X,5%) = 6 (x', ¢

et la proposition (2.2) résulte alors de (2.1) appliquée 2
6 (x'«Zk) , m 6&tant remplacé par + .



3. Séries de Dirichlet

On démantre, en utilisant la transformation d'’Abel, que
si la série fls) = f an converge pour s = sy = g *ity elle
converge uniformément1d2ﬁs l’angle du plan de la variable complexe
s = g+it dé&fini par Is—so|sH {0-04) quel que soit H>0 . En dé-
signant par o la borne inférieure des abscisses des points ol 1la

série converge, on en déduit que la série converge pour o>o ,

diverge pour o<a , et sa somme F(s) est holomorphe dans le demi-

plan o>a . Le nombre o est appelé abscisse de convergence de la

série.

En utilisant encore la transformation d'Abel, on démon-

tre que sl les sommes Sn = E ay sont bornées, la série convergs

pour 6>0 ., Par suite :

PROPOSITION : Si X est un caractdre (mod m) différent du caractére
X(n)

prineipal, L (s,X) = )
n=1 ns

converge et est holomorphe pour

9>0 , ear S_ = est alors une fonetion périodique de n , de pério-

de m , et est done bornée.

L'abscisse de convergence de la série E 13 sst égale
17 n
4 1, mais 1'on sait que sa somme, la fonction de Riemann z(s)
peut étre prolongée analytiquement dans tout le plan, ol elle n'a
qu'un point singulier, un p&le simple au point s = 1 . Pour la
suite, 1l suffit de savoir que r(s) se laisse prolonger dans le
demi-plan ¢>0, ce qu’'on établit rapidement en remarquant que,

guel que soit l'entier a>0 .

a ® ap 1 si n £ 0 (mod a)
(1-—) ¢(s) = ) —  avec a_ =
1

a® ns 1 - a s8i n 0 (mod a) .



Les sommes Sn sont bornées, de sorte que cette série converge
et sa somme sst holomorphe dans le demi-plan ¢>0. Le seul zéro

commun & toutes les fonctions entidres 1 - = - 1 B-[s—1)log a
a

étant s = 1 , z(s) est holomorphe dans 1le demi-plan ¢>0 sauf au
point 1. En prenant a = 2 on vériflie que 1 est p6le simple de

t(s) avec résidu 1 .

PROPOSITION (3.1) : 38i o est l'agbscisse de convergence de

© @
fls) = ) = et 8z 8,>0 , o est un point singulier de f(s) .
1 n

Démonstration : Si @ n'était pas point singulier de f(s) 1la séris

de taylor de f(s) relative au paoint 8y © a+8 (8>0) de 1l'axe réel

convergerailt en un point s,<a . Cetts série est
1

f(s1] = E — B (s -solk = Z

comme tous les termes sont >0 , on peut changer l'ordre des somma-

tions, et

n
~1
o
pu)

Cette série seralt convergente, ce qul est impossible puisque

s1<a « Donc o est un point singulier.



PROPOSITION (3.2) : 87 X est un earactére (mod m) dietinect du
caractére prineipal, on a L(1,x) # 0

Pour la démonstration, on utilisera l'identité d'Euler

Lis,x) = 1 (1- X—(JES’—’J‘1
p P

ol p parcourt tous les nombres premiers. En particulier

gls) = 1 (1 - —131-1 , et si Xq est le caractére principal
p p
x_(p) _ _
(mod m) Ls,x ) =1 (1- 22— 1. ¢ (-1 .
o s )
p p pim p
= ¢(s) @m (1 - 1;] de sorte qgue L(s,xO] a, comme ¢(s), un

plm P
p8le simple au point s = 1 8t pas d'autre point singulier dans
le demi~plan ¢ >0 .

Si 1'une des faonctieons L(s,x) , ol x est un caractére

(mod m) distinct du caractére principal, s'annulait au point s =

le produit P(s) = I L(s,X) , &tendu & tous les caractérses (mod m),

X
serait holomorphe dans le demi-plan ¢>0 . Pour établir (3.2), il

suffira donc de montrer que P(s) n'est pas holomorphe dans tout

le demi-plan o¢>0 .

L'identité d'Euler entraine, pour o>1

Kk
log L(s,x) = z liﬂil
s
p,k kp
d'ol pour la fonction 1log P(s) = Q(s) , 1l'expression
1 1
Qes) = ] R ) x(pk] = ¢(m) ) K
Sk kpt® oy K kp °
p p =21(mod m)

1



On a ainsi un développement de Q(s) en série de Dirichlet, ol
le coefficlent a_ est égal a i&ﬂl si n = pk 2 1 {(mod m) et

da 0 si n n'est pas une puissance d'un nombre premier ou n'est

pas congru & 1 (mod m).

Pour s réel, les termes de cette série sont > 0 . En
ne conservant gque ceux pour lesquels k = ¢(m) , la condition

p

vise pas m, on a la minoration

1 (mod m) étant alors vérifiée pour tout p premier qui ne di-

1
Qls) > Zm
PP
Cette série divergeant pour s = L , l'abscisse de convergencs
¢(m)
1

a de Q(s) est >

Le produit de deux séries de Dirichlet & termes 2 0 se
réduit & une série de Dirichlet & termes > 0 , qui converge lors-
que les premiéres convergent. Par suite toutes les puissances
On[s] sont des séries de Dirichlet qui convergent en mé&me temps

que Q , et il en sera de méme pour

92(s) Q_(s)
5

BQ[s)

P(s) 1 + Qls) +

3

La série de Dirichlet P(s) étant majorées par Q(s) , elle a

méme abscisse de convergence a. D'aprés (3.1),a est un point sin-
gulier de P(s) , qul n'est donc pas holomorphe dans tout le demi-
plan ¢>0 , cs8 qui achéve la démonstration. (Remarque : il en ré-

sulte que a = 1).

Note : La démonstration ci-dessus m'a &té communiquée par
M. Chandrasekharan gui me signale qu'une démonstration analogue
a été donnée par M. Siegel dans ses cours. L'idée remonts semble-

t-1i1 3 Landau et Hecke.
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4, Théoréme de Dirichlet

Nous allons é&tablir,.en passant, le célébre théoraéme

de Dirichlet :

THEOREME : Si (a.,m) = 1, {1 existe une infinité de nombres

Y

premiers congrug & a (mod m).

L'expression de log L(s,X) déduite ci-dessus de 1'i-
dentité d'Euler peut s'écrire, en séparant les termes pour les-

quels k = 1

x(pl . x(pk)
=]

P p k=2 kpks

log L(s,x) = Z
p

La derniére série sst majorée en valeur absolue par

Lo v v o <] —2 — < 7L < rees
2s 3s 2s -s s
p 2p 3p P 2p (1-p ) PP

et reste donc bornée pour s *1 + 0 ., Si X n'est pas le caractéres

principal, 1log L(s,X) reste aussi borné, puisque L(1,x) # 0 .

Par suits, Z llgl "reste aussli borné pour s > 1+ 0.
P P

Pour le caractére principal, L[s,xol ayant un péle

simple en s = 1 on a
1 X, (p) 1 1
log L[s.xol v log P et par suite — = Y ~vlog =1
P P pim p
Considérons alors la série z ) . S1 b est un entier

p=almod m) ps

tel que ab = 1 (mod m}, on a d'aprés (1.1},

¢ (m) si p a (mod m)

Y x(pb) =
X 0 si p £ a (mod m) .
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Par suite

R . x(p)
= ] x(pb) Mm]Zx[b] I XL

1__"2
s ¢{m)
P P X X P P

pzalmod m) p

Pour 8 =+ 1 + 0, seule la série relative au caractére principal

n'est pas bornée, de sorte que

.1_ n, 1— log L
p=almod m) pS ¢ (m) s-1
La série ) % est donc divergente, ce quil &tablit

psalmod m}
le théoréme.

5. Le théoréme de Franz

THEOREME : Soient ¢(m) entiers a s définis pour (n,m) =1
et ne dépendant que du reste de n (mod m), satisfaisant aux con-

ditone suivantes :

1) E a = 0

2) a = a
=N n
n an m
3) m(1-g) = 1 pour tout t # 1 tel que t = 1
n

l'indice n parcourant toujours un systdme complet de restes

(mod m) premiers & m . Alors tous les a_ sont nuls.

D'aprés (1.2), pour établir ce théordme, il suffit de

montrer que Z a_ x(n) =0 pour tout caractére X(mod m). Pour
n
le caractére principal, cela résulte de 1) , et si x(-1) = -1

cela résulte de 2) . On peut donc supposer X non principal et
x(-1) = 1 .
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On déduilt alors de 3) :

n z;kn
log 1 = ) a_ log(1 -z") = - la -
n N n o k

ne-18

1

Comme a, = a_.» cette derniére somme est réelle et sa valeur

est donc 0, détermination principale de log 1. On peut aussi rem-
placer ¢ par CJ et 1'on a
© kin
E a, 2 Ck =0 .
n k=1

En multipliant par x(Jj) = X(nj) x(n) et sommant,
J parcourant comme n un systé&me complet de restes (mod m)

premiers a m , il vient

(*) ) 1k I a, xtn) X(ny) A I )
k=1 J,n
- knj - _ -
Mals }x‘“” ¢ g x(3) ¢ - 6(X.2*), et drapras (2.2),

sl le conducteur de X est f et si C est une racine primitivs

f-1i8me de 1'unité, on a, pour tout entier k :

6(X,2%) = x'(K) B (X,2) ,

x'(k) étant le caractaére propre (mod f) associé & X . Par suite

(*) devient

Zanx(nl .6 (X,T) . L (1,x') =0 .
n

Comme G(X,Z) # 0 en vertu ds {2.2) et L(1,x') # 0 en vertu

de (3.2), 11 en résulte z a_ x(n) =0 . cqfd.
n
Référence : W, Franz. Ueber die Torsion siner Usberdeckung.

(Journal fUr die reine und angewandts Mathematik, vol. 173 (1935)).
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1T. TORSION D'UN COMPLEXE A AUTOMORPHISMES

Exposé de G. de Rham

1. La notion de (A,G)-systéme

Soit A un anneau ayant un élément unité et G un
groupe d'unités de A, c'est-a-dire un scus-groupe du groupe
multiplicatif des éléments inversibles de A. Si C est un

A-module libre de rang fini, & partir d’'une base e e

’ P
1 2 m
de C on peut obtenir d'autres bases par les opérations suivantes :

(a) permuter €4, B2, +a.. 8

i+

{(b) remplacer 1'un des ey par ye; » ol y e G

(c) remplacer ej par ej *+ Aej , ol XA e A et J A 1i.

Nous appellerons G-famille de bases de C 1'ensemble

de toutes les bases qui peuvent se déduire de 1l'une d'elles par un
nombre fini quelconque de ces opérations. L’ensemble de toutes les

bases de C se divise ainsi en G-familles deux & deux disjointes.

Nous appellerons (A,Gl~systéme l'ensemble de deux
A-modules libres de rang fini, C' et C' , munis chacun d'une

G-famille déterminée de bases, qu'on appellera bases distinguées,

avec un endomorphisme 3 de C' e C" tel que

3C'<c. C" , »¥C"c C' et 32 =10 .

Les restrictions de 3 8 C' et & C' sont aussi des homomorphis-
mes de C' dans C' et de C' dans C®' dont les produits sont
nuls. Soient H' = 3C'" et H'" = 3C' 1les images de ces homomor-
phismes, F' =C'na 10 et F'=c"n 310 1leurs noyaux. On a
H'C F' c C' et H''< F" ¢ C” . Les modules guotients B' = F'/H’
et B'' = F'" /H'" sont appelés les modules de Betti (ou modules

d’'homologie) du systéme. Se ces modules se réduisent & zéro, le sys-

téme est dit acyclique.
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Soient 81 et 82 deux (A,G)-systémes, formés des
A-modules C} , C¥ et C2’, Cé'. Un isomorphisme de 31 sur
52 consiste en isomorphismes de C; sur Cé et de C;' sur

Cé', qui changent des bases distinguées en bases distingudes,
et qui sont permutables avec 3 (on désignera par la méme lettre

9 l'’endomorphisme relatif & des systémes différents).

La somme directe S, @ S2 des deux (A,G)-systémes

1
S1 et 82 est le systéme formé des modules C' = C% ® Cé et
c” = ca'e C; ,» dans chacun des—-quels une G-famille de bases

distinguéss est déterminée par la base obtenue en juxtaposant des

bases distinguées des modules de S, et S_,, et od 8 est l’extension

1 2

naturelle des endomorphismes 3 relatifs a S1 et 82 . Les modules

de Betti de 81 e 32 sont canoniguement i1somorphes aux sommes

directes des modules correspondants de S1 et 82 .

Un systéme est dit trivial de rang 1, si C' et C'® sont

de rang 1, et s'il existe des bases distinguées a de C' et

b de C" , telles que

9a = b et 8b =D ou 2a = 0 et ab = a .

On appellera systéme trivial tout systéme isomorphe & 1la

somme directe d'un nombre fini quelconque de systémes triviaux de

rang 1. Dans un tel systéme, 11 existe des bases distinguées

L 1 ] ¥ ’ "y
84s 855 eres al, b1, N bs de C et
" ”n " " LJ
8y wees al b1. e br de C
[ L] [ I ’ .
telles que Bai bi et aaj bJ (1 <1 <r ;1< 3 < s8) .
Un systéme trivial est acyclique.
Deux (A,G)-systémes S1 et 82 seront dits égquivalents,
8'll existe des systémes triviaux T1 et T2 tels gque S1 <] T1

et 32 & T2 soient isomorphes.
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Il résulte de ce quil précéde que les modules de Betti
de deux systémes équivalents sont isomorphes. BDans le cas ol
A = Z anneau des entiers rationnels dont 1les seules unités sont
1 et -1 1la réciproque sst vraie : deux systémes dont les modu-
les de Betti sont isomorphes sont équivalents. Mais il n'en est
pas de méme en général. La torsion que nous définirons plus loin
fournira une nouvelle condition nécessaire d'équivalence. Déman-

trons encore ici la proposition suivante, qui ssra utile.
PROPOSITION (1.1) : Tout Z-eystéme acyclique est trivial.

Les modules C' et C' d'un tel systéme sont des
groupes abéliens additlfs purement infinis. On sait que toutes
les bases peuvent se déduire de 1l'une d'slles par les opérations
(a), (b) et (c) ci-dessus (ol Y=+ 1 et A € Z), de sorte que
toutes les bases sont distinguées. On sailt aussi que, comme
C'/F' est purement infini, on a une décomposition en somme
directe C’' = F' & E' et de m&me C”" = F" & E'"” , et le sys-
teme étant acyclique, ¢ induilt un isomorphisme ds E' sur F°®

et un isomorphisme de E' sur F" . Soit a

%, ceaa, a; une base de
E' , a!, ..., a' une base de E'", b'" = j3a’ et b' = 3a”
1 s i i J J
(1s4ix<r et 1< 3 < s). Alors a!, ..., a', b!, ..., b!
1 r 1 S
est une base de C' et a?. ' ees ag, b%, ceas b; une base de C",
d'ot la proposition.
2. Complexe a automorphismes

Soit K un complexe cellulaire localement fini st G
un groupe abstrait. Uns action de G sur K est un homomorphisme
de G dans le groupe des automorphismes de K. Supposons donnée

une telle action ; nous dirons alors que K est un complexe & auto-

morphismes qui représente G. Si y ¢ G, nous désignerons encore

par y l'automorphisme de K associé & y. Si a &est une cellule
de K, sa transformée par cet automorphisme sera désignée par vya.

Nous appellerons systéme fondamental de cellules de K tout
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ensemble de cellules de K tel que toute cellule de K spit la
transformée, par un automorphisme Y € G, d'une cellule de cet en-

semble et d'une seule. Nous ferons encore les hypothéses suivantes :

(1) Si un automorphisme y ¢ G change une cellule a en elle-

m8me, il laisse fixe tous les points de a .

(2] 1I1 existe un systdme fondamental formé d'un nombre fini
de cellules de K .,

Dans le cas ot G est fini, cette derniére condition re-

vient & supposer gue le nombre de cellules de K est fini.

Si tout automorphisme v € G distinct de 1'identité,
Y # 1, ne laisse fixe aucune cellule de K, on dit que G
opére librement sur K. S’'i1 n'’en est pas ainsi, 1l’ensemble des
cellules de K qui sont laissées fixes par au moins un automor-
phisme y # 1 forme un sous-complexe fermé de K, invariant par G.
Si L est un sous-complexe fermé de K invariant par 6 et con-
tenant Kf > G opere 1librement sur K - L .

Supposons qu’on subdivilise une cellule de K et de ma-
niére correspondante toutes ses transformées par les automorphis-
mes y eG , en sorte que ces automorphismes s'étendent au complexe
subdivisé. On obtient un nouveau complexe K' sur lequel opd&re
le méme groupe G , et au sous-complexe fermé invariant L de K

correspond un sous-complexe fermé invariant L' de K' .

Nous appellerons opération élémentaire le passage ds

1'un des complexes K et K' & 1'autre, ou de l'une des pairses
(K*, L') et (K, L) & 1l'autre. Nous dirons que deux complexes a
automorphismes, représentant le méme groupe G , sont combinatoi-

N

rement égquivalents, si1 l1'un pesut 8tre rendu isomorphe & 1l'autre

par un nombre fini d'opérations &lémentaires ; et 1l'on définit de

la méme maniére 1l'équivalence combinatoire de deux paires.
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Un cas important est celui ol K est un revS8tement ré-
gulier d'un complexe fini K et G 1le groupe des automorphismss
du revB8tement. Dans ce cas, l'opération élémentaire cerrespond a

la subdivision d'une cellule de K .

Notons que toute subdivision d'un complexe peut s'obte-
nir en subdivisant successivement ses aré&tes, puils les cellules de
dimension 2, puis cellss de dimension 3, etc, et se décompose ainsi

en une suite d'opérations élémentaires.

Supposons que G opére librement sur K - L, et soit A
l'algébre de G sur un anneau commutatif D (on prendra par exem-
ple 1'anneau des entiers rationnels Z , ou le corps des complexses).
A la paire (K,L) on associe 1l (A,G)-systéme S{K,L), défini

de la maniére suivante . Le A-module C' consiste sn toutes 1les

chalines de K-L & coefficlents dans D de dimension impaire,
c'est-a-dire en toutes les combinaisons linéaires & cosfficients
dans D des cellules de dimension impaire de K-L , chacune étant
prise avec une orientation déterminée. Cet snsemble forme d'une
maniére naturelle un A-module libre de rang fini, car si L PREERRL

r
sont les cellules de dimension impaire d'un systéme fondamental de

K-L et si Ei = 2 ci,YY[ci,y e D, Yy € G ) sont des é&léments
Y
de A, ) £, 8y représente la chafne ) cy [Yai] ,
1si<r i,y Y

et toute chaine de dimension impaire d peut &tre ainsi représen-
tée, d'une manieére unique. La base Bpseess 8 de ce A-module
définit une G-famille de bases distinguées de C' qui ne dépend
pas du choix du systéme fondamental ni du choix des orientations
des cellules. On définit de méme le A-module C" et ses bases
distinguées avec 1les chalnes de dimension paire. Enfin 3 est 1l'opé-
ration qui fournit 1e bord (mod L) d'une chaline. {0On considére
ici les chafnes du point de vue dit "naIf” : on sait que le module
des chalnes de dimension g de K peut &tre interprété comme le
module 1'homologls singuligre de k9 (mod Kq—1), K9 désignant le
g-squelette de K; C' est la somme directe de ces modules pour

toutss les valeurs impalires de q).
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La considération du systéme S(K,L) ainsi défini est

intéressante & cause du théoréms suilvant :

N
THEQREME (2.1) : 8% les paires (K,L) et (K,L) sont combinatoi=
n v
rement équivalentes, les systémee S(K,L) et S(K,L) sont équi-

valents.

Pour 1a démanstration, 11 suffit de considérer le cas ou

NNy
(K,L) se déduit de (K,L) par une opération élémentaire, consistant

3 subdiviser une cellule a% de K en méme temps que toutes ses

transformées par les automorphismes Yy € 6 . Si a% ¢ L, les deux

NNy
systémes S(K,L) et S(K,L) sont identiques et il n'y a rien 23

prouver. Nous pouvons alors supposer gue la cellule a , de di-

mension g, est la premiére cellule a% = a d'un systéme fonda-

1
1* 80 v de csllules de K-L . La subdivision a pour
effet de remplacer a par un ensemble B de nouvelles cellules

mental a a

de dimensions < g , qui formera avec a un systame

a .s
2* 73°

LY
fondamental de cellules de K—t >, 8t gui jouit des propriétés

suivantes :

1) La chaine bq, égale a8 la somme des cellules a g
dimensions de B, orientées comme aJ , a le méme bord que ad .
ab% = 3af » et toute g-chaine de B (& coefficients dans D )
fermée (mod Kq_1], c'est-a-dire dont le bord ne contient pas de

cellules de B, est égale & un multiple de bY.

2) Toute chaine de B de dimension <q (& coefficients
dans D ) qui est fermée (mod Kq-1] est le bord (mod Kq_1] d'une
chaine de B (& coefficients dans D).

3) Le bord dans R de 1'une quelconque des cellulss

8y, 83, +.. sE déduit de son bord dans K (représenté par une

)

combinaison linéaire & coefficients dans A de a
g
b

1° az, s

en y remplagant a, par
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Les deux premiéres propriétés expriment que les cellules

de B, qui remplacent a9 , forment un complexe (mod Kq-1] qui a

1'homologie d'une boule &8 gq dimensions modulo sa frontigdre. On

peut prendre D = Z. En ce qui concerne 3), les bords d'une cellu-
Ny

le 8y dans K 8t dans K ne différent que si ay est de dimen-

sion g + 1 et si son bord contilent a, -

Soient b b les cellules de B 8t supposons gue

17 bos e

b1 soit une cellule & g dimensions. On aura un systéme fondamen-
NN

tal de cellules de K-L en prenant 8y, 8gs e et b1, bz, cee

et 1’on en déduit des bases distinguées des modules C' et C' de

noony
S(K,L) . Dans ces bases distinguées, on peut remplacer b? par bq,

en appliguant 1l'opération c¢) définie au no 1. Les modules engen-

drés par bY, 85, 855 e forment alors un systéme 81 isomorphe
4 S(K,L) , 1'isomorphisme étant obtenu en remplagant b Y par a,.
D'autre part, en vertu des propriétés 1) et 2), b2. b3’ «s. engen-

drent des Z-modules qui forment relativement & 1l'opérateur E)
donnant le bord (mod Kq_1), un systéme acyclique, donc trivial, en

vertu de (1.1). On pourra par suite remplacer b b par des

PP
combinaisons linéaires & coefficients entiers, chaines de dimensions

paires et impaires, et ei et ?i , telles que 391 = ?i . Enfin,

en appliquant encore 1'’opération c), on pourra remplacer fi par

fi = 331 », et 1'on obtient en définitive des bases distinguées de
C' et C'" avec les chalnes ou cellules bq, a,, a et

f £

3%

n ny
e e Il en résulte que S(K,L) est la somme

1° 1° 2’ 27 "t ‘
directe du systéme S1 isomorphe a8 S(K,L) et du systéme trivial
engendré par e f
de (2.1).

1° ot Fos e ce qul acheve la démonstration

3. Torsion d'un (A,G)-systéme

s

Le théoreme (2.1) conduit naturellement & rechercher des
conditions d'équivalence de deux (A,G)-systémes lorsque A &e&st
l’'algébre du groupe G. L'isomorphie des modules de Betti en est une.
La torsion introduite par Reidemeister et Franz va nous fournir

d'autres conditions nécessaires.



-20-

Appelons volume, dans un sspace vsctoriel E de dimen-
sion m, tout élément # 0 de la pulssance extérieure m-iéme de
E (si m =0, on conviendra que c'est un scalaire # 0). Si F 6est
un sous-espace vectoriel de E, et F' un sous-espace complémen-
taire en sorte que E = F® F' , 3 des volumes f et f' dans
F et F' correspond un volume e = f ~ f' dans E. Comme F'
est canoniquement isomorphe 3 E/F , & f' correspond un volume
d dans E/F . On vérifie immédiatement que deux quelcongues des
volumes e, f, d déterminent le troisié&me, le choix de F' n'ayant

pas d'influence, Aussi nous écrirons e = fd et d = e/f .

Supposons maintenant que A est un corpe commutatif et
que le (A,G)-systéme S est acyclique. Les modules C' et C'"'
de S sont alors des espaces vectoriels, F' = H' = 3C" et
F' = H' = 3C' en sont des sous-espaces, F' @ F'" étant a la foils

l'image et le noyau de 1l'endomorphisme 3.

Soient ¢', ¢”", h', h'" des volumes dans C', C'", H', H"
respectivement. L'isomorphisme de C'/H' sur H' induit par 3
fait correspondre @ c'/h' un volume 3(c'/h') dans H", dont
le rapport & h” est un nombre # 0 du corps A. Dans le cas ol
C' = H' , ¢'/h' et h" sont des nombres de A et 1l'on convien-
dra de prendre 23(c'/h') = ¢'/h' . De méme, c"/h'" est un volume
dans C'/H" auquel correspond un volume d(c”"/h') dans H' dont
le rapport & h' est un nombre # 0 de A , et 1'on convient encore
de prendre 3(c'/h'") = c'/h" dans le cas o0 C" = H" . Le quotient

de ces rapports

ale’/h'  3(c’/h"}
h! ¢ h?*

= D (c'/c')

ne dépend alors plus gue des volumes ¢’ et ¢’ . C'est un nombre
# 0 de A, proportionnel & c'" et inversément proportionnel a c' .
Convenons maintenant de prendre pour les volumes c' et c'" les pro-
dults extérieurs des &léments de bases distinguées de C' st C'",
gue nous appellerons volumes distingués dans C' et C" . Il

résulte immédiatement de la définition des G-familles que le
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rapport de deux volumes distingués d'un mé&me module est un nombre
de A de la forme : y, 00 y ¢ G . Les volumes distingués <c’' et
c¢'" sont donc déterminés & un facteur priés de la forme ty , et il
en est de mé&me de la valeur de D(c'”/c’) gque nous désignerons par

A(S) et que nous appellerons la torsion du systeme S. C'est un

nombre # 0 du corps A, déterminé & un facteur prés de la forme
tY (Y € G) ou, ce qul revient au méme, un élément du groupe quo-
tient du groupe multiplicatif des nombres # 0 de A par le sous-

groupe des nombres de la forme + Y (Y € G) .

Considérons maintenant le cas o A n'est pas un corps,
le (A,G)-systéme S n'étant pas nécessairement acyclique. Soit ¢
un homomorphisme de A dans un corps commutatif D. On lui associe
d'une maniére naturelle un homom_orphisme de tout A-module libre C
dans un espace vectoriel E sur D de méme rang que C, qu'on
désignera encore par ® : s1 x ¢ C a pour composantes relativement
3 une base de C 1les Xy € A i=1,2,... 86(x) ¢ E aura pour
composantes relativement & la base correspondante de E les
etxi) £ D . L'image d'une base de C est une base de E , et les
images des bases d'une G-famille appartiennent & une méme 6(G)-
famille de bases de E , 6(G) étant 1'image par 8 de G dans le

corps D. En particuller, 6 fournit des homomorphismes des A-

modules C' et C" du (A,G)-systéme S dans les espaces vectoriels
E' et E® et transforme 1l'endomorphisme 3 de C' & C' en un en-
domorphisme de E' @ E' , qu'on désignera encore par 3 . Les images

par 6 des bases distinguées de C' et C'* déterminent des 6(G)-
familles de bases distinguées dans E' et E' , de sorte que E'
et E'' forment un (D,6(G))-systéme qu'on appellera image de S

par 6 et qu'on désignera par eS.

Si eS est acyclique, et cela peut arriver méme si S

n'est pas acycligus, sa torsion A(GS] est un nombre # 0 du corps

D, déterminé & un facteur prés de la forme 6(:y) ol y ¢ G . Ce
facteur dépend du choix des bases distinguéss de E' et E" dé-

terminant les volumes e' et e' qui interviennent dans 0O(c'/c’).
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Convenons de prendre pour ces bases les images par ¢ de bases dis-
tinguées de C' et C" choisies indépendamment de 6 . L'&lément

ty dans 8(ty) ne dépendra plus alors de 6.

Nous appellerons torsion du (A,G)-systéme S 1'ensemble

des A(eS] correspondant aux homomorphismes 6 de A dans un corps

OB, tel que ,S soit acyclique. A(eS] est unnombre # 0 du corps O,

]
déterminé & un facteur prés de la forme 6(:T) , o0 vy ¢ G et =y

ne dépend pas de 6.

Pour le calcul de la torsion, 11 suffit donc de considérer
le cas o0 A &est un corps et le systéme S est acyclique. Si les
modules C’' et C' sont de rang 1, des bases distinguées c' et
c” sont en méme temps des volumes distingués, et le systéme étant
acyclique on a ou bien 3c'" = tc' , 8¢’ = 0 , ou bien 3c’' = tec',
dc'' = 0 , avec 0 # t € A . Dans le premisr cas, H" = 0 , H' = C'
et en prenant h'"=1 et h' = ¢' , on obtient immédiatement
A(S) = t . Dans le second cas, i1 vient A(S) = t—1 . En particulier,

la torsion d'un systéme trivial de rang 1 est égale & 1.

Si S, et S sont acycligques, S = S, ® S, 1l'est aussi.

1 2
Chacun des modules C', C', H' et H'" de S est la somme directe
des modules correspondants de S1 et de 82, et tout volume dans

l'un d'eux est égal au produit de volumes dans ces derniers. On en
déduit immédiatement

PROPOSITION (3.1) : La torsion d'une somme directe de deux systémes
est égale au produit de leurs torsions.

La torsion d'un syst@me trivial étant par suilte égale & 1,
il en résulte

PROPOSITION (3.2) : Deux systémes équivalents ont la méme torsion.
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Dans le cas général ol l'anneau A n'est pas un corps,

si 8 = 81 & 52 , Oon a S = 681 & S. , et si S est trivial,

8 6 2 2
eS2 l'est aussi. Par suite, (3.1) et (3.2) sont encore valables.
Un systéme S1 , formé de A-modules C% et C%', est
appelé sous-systéme de S , si C% c?cCc', Cr cC'", 1l'opérateur 9
relatif a S,l étant la restriction du 8 relatif &8 S et si, de
plus, toute base distinguée de C% (resp. C%'] peut &tre complé-
tée en une base distinguée de C' (resp. C'). S'il en est ainsi

C'/C% est un A-module libre, dans lequel on définit d'une manidre
naturelle une famille de basss distinguées, en convenant gue des
éléments de C’/C% forment une base distinguée s'ils sont images,
par l'homomorphisme canonique de C' sur C'/C% des éléments qui
complétent une base distinguée de C% pour former une base distin-
guée de C' . D'autre part, l'endomorphisme 8 de C' é@ C' induit
un endomorphisme 3 de C'/C% () C'VC%' de sorte que C’/C% et

C'VC%' forment un nouveau (A,G)-systéme, gue l1l'on appellera le

systéme quotient de S par S et que 1'on désignera par S/S1.

1
Si S = S1 ® S2 » il est clair que S, est un sous-
systéme de S et que S/S1 est isomorphe a 82 . Nous dirons que
82 est un sous-systéme complémentaire de S1 dans S . Un sous-

systéme n'admet pas toujours un sous-systéme complémentaire.

Toutefois, on a :

PROPOSITION (3.3) : S1 S1 est un sous-gystéme de S , si A

est un corps et st S/S1 est acyclique, i1l existe un systéme com-

plémentaire de Sy dans S .

Soient en effet C', C", Ci, Ci', les modules formant S

et 81 . Ce sont des espaces vectoriels; le systéme S/S1 étant

acyclique, les espaces vectoriels C'/C% et C'VC%' sont des som-

mes directes de la forme

~

C'/ci = H' @ P! cr/cy = H @ P"
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H é H'* 6étant a la fois le noyau et 1'image de l'’opérateur 3
relatif a S/S1 .+ Soient P' et P" des~sous—espaces de C' et

C” ayant pour image isomorphss P' et P'" par les homomorphismes
canoniques de C' et C' sur C'/C% et C’VC%'. On a alors les

décompositions suivantes :

c! = C:l 9 Pt 6 QPH . c" = C';l e P"$3P'
les modules Cé = P' @ 9P" et Cé' = P"@ Jp' sont canoniquement
isomorphes & C'/C% et C'VC%' et forment un sous-systéme 82
complémentaire de S1 dans S .

4. Cas o A est 1'algébre d'un groupe cyclique G d'ordre fini

Considérons le cas o0 A est 1l'algébre d'un groupe cy-
clique G d'’ordre fini h , sur le corps de tous les nombres com-
plexes D. On sait qu'alors A est la somme directs de h corps
isomorphes @8 D , ce qu’on vérifie d’'ailleurs facilement. En effet,
si y désigne un générateur de G et ¢ , ' des racines h-iémes
de 1'unité, en posant

h=1
e = — ) (1)3
j=0 °©

-

on obtient les relations

1 = Zec . 92 = e_, e eé =0 sic#¢g' ., ye_ = ge .
z

Il existe h homomorphismes de A sur D, & chaque [ en corres-

pond un ec » gqul satisfait &

6 (y) = ¢, & = 2 o_(&) e pour tout &£ € A .
A r z

Les EC sont appelés les ldempotents de A .
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Tout A-module C se décompose en la somme directe

4
plication par 7 . Certains de ces espaces peuvent se réduire &

C = % e C , l'opération y se réduisant dans eC C & la multi-

zéro, mais si C est un A-module libre, 1l1ls ont tous le mé&me rang
4

sur 0 pour 7' # ¢ . Pour que y induise 1'identité sur C , 11

faut et 11 suffit quse ec C=0 pour z #1 . S1 h sest pair,

pour que y2 induise 1'identité, il faut et il suffit que BCC =0

sur D. L’'homomorphisme ec projette C sur e; C et e,' C

pour g # 1 .

Appliquée aux A-modules C' et C" d'’un (A,G)-systéme
S , cette décomposition est compatible avec 1l'endomorphisme 9§ ,
et 1'on en déduit que les composantes des modules de Betti B' (S)
et B" (S) de S sont identiques aux modules de Betti des systémes
e B'(S) = B'" (, S) s e B"(S) = B" (, S)
14 0 z 8¢

En tenant compte des remarques ci-dessus, on en déduit :

PROPOSITION (4.1) : Si S est acyclique, o S est acyeclique pour
9

tout ¢t . 82 y (resp y2) <induit l'identité sur les modules de Betti

de 5, g 5 est acyelique pour ¢ # 1 (resp ¢t # + 1 ).
4

5. Application aux complexes & automorphismes

Soit K un complexe a automorphismes, tel qu'on 1'a dé-
finli au n® 2 et L un sous-complexe fermé invariant de K conte-
nant K_F en sorte que le groupe G opére librement sur K-L .

Nous prendrons comme anneau commutatif D soit 1'anneau des entiers
rationnels, soit le corps de tous les nombres complexes. A la pairse
(K,L) st alors associé un (A,G)-systdme S = S(K,L) , A étant
l'algebre de G sur O. La torsion de ce systéme sera appelée
torsion de (K,L) , et nous écrirons A(eS) = Ae[K,L) pour tout
homomorphisme 6 de A dans un corps. Les propositions (2.1) et

(3.2) entrainent alors
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PROPOSITION (5.1) : Si les paires (K,L) et (K,L) sont combina-

toirement équivalentes, elles ont la méme torsion

Ae[K.L] = Ae(K.L) .

Soit M un sous-complexe fermé invariant de K conte-

nant L, KDM>DL . Alors S1 = S(M,L) est un sous-systéme de
S = S(K,L} et S(K,M) = S/S1 . D'apreés (3.3}, si eS[K,M) est
acyclique, 11 existe un systéme complémentaire de 651 dans eS,

qul est isomorphe a eS[K,M] et en tenant compte de (3.1), on

peut énoncer

PROPOSITION (5.2) (Milnor) : Si M et L sont dees sous-com—
plexes fermés invariants de K , teles que KDMDLDKF s et et
eS[K,MJ et eS[M,L] sont acyecliques, 6S[K,L] est aussi acyecli-

que et l'on a

(K,L) = (K,M) a_(Mm,L) .
Ae Ae 8

Convenons de dire que deux systémes S et S sont
opposés s'il existe des isomorphismes des modules T' et C" de
S sur les modules C® et C' de S respectivement, permutables
avec 3 et changeant des bases distinguées en des bases distinguées.
On obtient ainsil un systéme opposé @ S en permutant simplement

ses modules C' et C', Il est immédiat que

8l S et S sont opposés, 98 B8t e§ sont aussi opposés, si

l'un de ces systémes est acycligue, l'autre l'est aussi st

A(eS] AIOEJ = 1 18 produit de leurs torsions vaut 1 .

Considérons alors le produit K x Q@ du complexs & auto-
morphismes K avec un complexe cellulaire fini § , sur lequel on
fait opérer G en convenant que, a et b é&tant des cellules de

K et Q respectivement, +y(a x b) = ya x b . Soient b

i
(1 = 1,2,...,) les cellules de § , ordonnées de maniére que
dim bi < dim bi+1 et soit Qi le sous-complexe de @ formé par
les cellules b1""‘bi . 01 8 réduit au sommet b1 s Qi - 01_1
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se réduit a la cellule bi . Les cellules de

(K-L) x b, = (K-L) x [Qi -Q ) = K x @

: -1 - (K x QU Lxb)

i

étant les produits par bi des cellules de K-L , il en résulte que

le systéame

S, = S(K x Qi , K x Q

1 q Y L x b1]

i

est isomorphe ou opposé au systéme S(K,L) = S , selon que la di-

mension de bi est paire ou impaire. Si donc eS est acycligue,
dim b
i

€
’ = = -
eSi l'est aussi et A[eSi] A [eS) avec € (-1)

D'autre part, l'application répétée de (5.2) entratne

a a"_a'
A (K xQ, Lx@Q)= T A(,S,) = (A(,5))
0 671 ]
i=1
a' et o' é&tant le nombre de cellules de @ de dimensions paires
et impaires. La différence o' - o' = X est la caractéristique

d'Euler - Poincaré de Q, et l'on a ainsi (Milnor) :

(5.3) AgK x Q, L x Q) = A:[K.L) )

6. Complexes & automorphismes associés & une rotation d'’ordre

fini de gn

En introduisant des coordonnées convenables, réelles aou

deux & deux imaginaires conjuguées, dans Rn+1 o55" » les équations
d'une rotation r qui change le point 2z = (21...., zn+1] en
r(z) = z' = (2!,..., 2' ,) se raménent a la forme
1 n+1
(6.1) z' =7, z (3 = 1,... n+1)
37 R R .

ol les CJ

ristiques de la rotation. A chaque racine caractéristique réelle

sont des nombres de module 1 appelés racines caracté-
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(donc égale & :1) correspond une coordonnée réelle, et les racines
caractéristiques imaginaires se répartissent en couples de deux ra-
cines imaginaires conjuguées. Ce systéme de coordonnées correspond
4 une décomposition de ZRn+1 en somme directe de droites et de

2-plans de coordonnées, deux & deux orthogonaux, invariants par r.

Supposons la rotation r d'ordre fini h; alors les ra-
cines caractéristiques sont des racines h-iémes de 1'unité. Sur
les droites de coordonnées invariantes, correspondant aux coordon-
nées zj réelles et aux racines caractéristiques Cj : 1 , mar-
quons les deux polnts d'intersection avec la sphére § de centre
0 et de rayon 1 ; ces deux points sont laissés fixes ou permutés
par r , selon que CJ = 1 ou Cj = -1 , Dans chaque 2-plan de
coordonnées invariants correspondant & deux coordonnées imaginaires
conjuguéis Zj et ;j et & des racines caractéristiques non réelles
t, et Cj , marquons sur le cercle intersection de ce plan avec
5 le point ol arg zj = 0 et tous ses transformés par le groupe
engendré par r, qui forment lss sommets d'un polygone régulier
simple de centre 0 , dont le nombre des cétés est h ou un divi-
seur de h (égal & l'ordre de Cj). Les points ainsi marqués sont
les sommets d'un polygone convexs P(r) inscrit dans g" , inva-
riant par r , dont toutes les faces sont des simplexes ; une par-
tie de cet ensemble de points appartiendra & un méme simplexe de
P(r} si et seulement si elle contient au plus un des deux points
margqués sur les droites de coordonnées invariantes et au plus un
sommet ou deux sommets consécutifs sur chacun des polygones marqués
sur les 2-plans de coordonnéses invariants. La rotation r se traduit
par un automorphisme de P(r), gue nous désigherons encore par y ,

en sorte que P(r) est un complexe & automorphisme représentant le

groupe cvcligue G d'ordre h engendré par y .

Soit d wun vral diviseur de h (1<d<h). Les points =z
lalssés fixes par rd sont ceux pour lesquels =z, = 0 pour tout

J tel que cj # 1. Ils forment un sus-espace de IRn+1 somme directe
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de certaines droites de coordonnées et de certains 2-plans de coor-
données de Rn+1 » qui coupe " suivant une sous-sphére de dimension

< n. Sdit la restriction de r & ce sous-espace. L'intersec-

r
(d)
tion de P(r) avec ce sous-espace est un sous-complexe de P(r)

qui n'est pas autre chose gque Pl(r et il contient tous les sim-

(d)’
plexes de P(r) 1laissés fixes par Y9. La réunion des P[r(d]J
correspondant & tous les vrais diviseurs d de h est le sous-
complexe Pf[r] de P(rl), formé par tous les simplexes laissés

fixes par au moins un automorphisme distinct de 1'identité.

Désignons par r, la restriction de r au sous-espace

de Rn+ défini en annulant toutes les coordonnées z associées

J

aux Cj qul ne sont pas racines primitives h-iémes de 1'unité.

Les racines caractéristiques de r0 sont les racines caractéristiques
de r qui ne sont pas racines primitives h-iémes de . Il est clair
que Pf[rJ est un sous-complexe invariant de P(rol gqui est lui-

méme un sous-complexe invariant de P(r) si T est d'ordre < h ,
P[ro) = Pf[rl » 81 aucune des racines caractéristiques de r n'est
primitive d’ordre h (ce qui peut bien arriver malgré que r soit
d'ordre h}, P(rOJ = P(r) . Mais en général ces trois complexes
seront distincts, et G opére librement sur P(r) - Pf(r] ainsi

que sur P(r ) - P_(r) et P(r) - P(r ) .
o] f o}
Considérons alors les (A,G)-systémes
S[P(r].Pf(rJJ , stplr ) , P_(r)) , S(P(r), P(r )]
o f o

A étant l1l'algébre de G sur le corps des nombrss complexes U
et un homomorphisme ©6 de A dans D , caractérisé par la racine

h-iéme de 1’'unité 6(y) = ¢z . On a la proposition suivante :

PROPOSITION (8.2) : 81 r conserve l'orientation et si 8ly) # 1

les systémes
gS(P(r), Pf[rJJ s eS(P(rol, PF(r]], pS(P(r), P[rOJJ

sont acycliques; il en est de méme si T renverse l'orientation,

pourvu que O(y) # 1 .
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Considérons par exemple le premier de ces systémes.
D'aprés (4.1), il suffit de montrer que y (resp y2) induit 1'iden-
tité sur les modules de Betti du systéme S(P(r) , Pf[r]]. Ces
modules de Betti ne sont pas autre chose que les modules de Betti
(ou groupes d'homologie) de "  (mod SE ), $2 étant la pro-
Jection de Pf(r] sur $n faite du centre 0. Si r conserve
l'orientation, r appartient & un groupe continu de rotations a
un paramétre de la paire [$n , $:J , et par suite induit 1'identité
sur ses groupes d’'homologie. Si r renverse l'’orientation, r2 la

conserve et r2 induit 1'identité sur ces mémes groupes. Par suite

Y , ou yz dans le second cas, induit 1'identité sur les modules
de Betti de S(P(r}, Pf[r]] . La démonstration est la mé&me pour les

autres systémes.
Il résulte de 1a que les torsions
Ae[P[r], P[roll. Ae[P{rOJ, Pf[r)], Ae[P(r]. Pf[r)l

sont déterminées, pourvu que 8(y) =z # 1 ou # :1 selon le cas.

Et en vertu de (5.2}, on a
(6.3) Ae[P(r], Pf[r]] = Ae[P[r], P[ro]] . Ae[P(rOJ. Pf(r]]

Il peut arriver que deux complexes parmi ceux envisagés
soient identiques, ou que 1'un soit vide. Aussi nous conviendrons
que Ae[K,K] = 1 et Ae[K,L] = Ae[KJ si L est vide, en sorte

que (6.3) ait toujours un sens.

Nous allons calculer Ae(P[r], P[roll , 8t nous suppo-

serons h > 2, Soient ;1, E1....,;m, cm les racines caractéris-

tiques de r qul sont racines primitives h-iémes de 1'unité.

5$'il n'y en a pas, m = 0 et P(r) = P[ro] . Supposons m > 0,

et désignons toujours par ZJ la coordonnée complexe associée a

cj dans (6.1). Soit rk la restriction de r au sous-espace
n+1

de IR défini par 21 " Zyyp T oere = Z 0= 0 de sorte que
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pour k=0 on retrouve la rotation ro déja considérée et rosTo.

P(r __,) est un sous-complexe invariant de P(r ), et de (5.2)

1’on déduit

m
(6.4) Ae(P[r). P(rOJJ = E Ae(P[rk]. P(r, _,)]

P[rk] est un complexe de dimension n-2(m-k) contenu dans le sous-
espace invariant de dimension n+1-2(m-k). Dans P(rk]. le sous-

complexe P(r ] contient tous les points satisfaisant & zk = Q.
L'inégalité 0 <arg Zk<'%g définit dans P(rk) ung cellule a de

nk=n-2[m-kJ qui est le "joint” de P(rk_1] et d'un

c6té du polygone invariant marqué dans le 2-plan de coordaonnées

k-1
dimension

associé a z . De méms, 0 = arg z, définit dans P[rkJ une cel-

lule b de dimension nk-1 . Sepit Q[rk) le complexe cellulaire

formé par tous les simplexes de P[rk_1) et par les cellules a

et b et toutes les transformées par la rotation. P[rk] est une

subdivision de Q(rk], de sorte qu'en vertu de (5.1} on a

(6.5) AetP(rkJ. P(rK~ }) = Aetm(rk], Q[rk_ )) .

1 1

Les cellules a et b forment un systéme fondamental

pour Q[rk] - Plr ) . Soit u un entier (déterminé mod h) tel

k-1 k
Mk M
que Ck = exp (2in/h) . Sous 1l'’sffet de r s zk est multiplié
u
par exp (2iw/h) et la celluls b est changée en la cellule ¥y kb ’
u
définie par arg z = %F qui borde & 1la fois a et Yy a . Con-
venons d'orienter a et b de maniére que b figure dans 2da
Mk Mk
avec le coefficient -1 . Alors ¥y b figure aussi dans dy a
avec le coefficlent -1 et par suite dans 3a avec le cosefficient

+1 ou -1 selon gque r conserve ou rsnverse l'orientation. On a donc
Mk
(v - 1J)b si r conserve l'orientation
da = n

(-v ko 1)b si r renverse l'orientation
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D'autre part, ab = 0 mod Plr, _4) -

Dans 18 cas o r conserve l'orientation, en se reportant
au calcul de la torsion (n® 3) pour les systémes od C' et C"
sont de rang 1, on obtient si ¢(y) = ¢ ,

u

P
Bgtatr ), Plr, 1) = (g

_1]t1
avec l’'esxposant +1 ou -1 selon que n est pair ou impeir. Dans
le cas o0 r renverse l'orientation, h est pair, uk est im-

palr parce que premier @ h, -z est en mé&me temps que I uns racins

h-idme de 1'unité et 1'on obtlent exactement la mé&me expression en

supposant que ©6(y) = - ¢ . De (6.4) et (6.5) résulte alors
m l-lk c
(6.6) bo(PLr), P(r )) = T (2 - 1)
o
k=1
ol € = (—1]n et ©6(y) =-¢t ou + £ selon que r renverse ou conssrve

l'orientation, ¢ étant une racine h-iéme quelconque de 1l'unité

distincte de 1.

Rappelons que cetts valeur de la torsion n'’est déterminée
qu'a un facteur prés de la forme tcd . Effectivement, nous avons

cholsl arbitrairement 1l'unse ¢ des deux racines caractéristiquss

(3
conjuguées Ck et ;k 5 si nous avions pris 1l'autre, v aurait
été remplacée par gL et commse
- -H H
(g K- 1) = g  keg k- 1y

on
auralt bien le mé&me résultat & un tel facteur prés.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorame

suivant :

THEOREME : (6.7) : Si P(r) et P(r') sont combinatoirement équi-

valents, r et r' ont les mémes racines caractéristiques.
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Si P(r) et P(r') sont combinatoirement éguivalents,
les paires (P(r), %[r]] et (P(r']), Pf[r']J le sont aussi, et
en vertu de (5.1), elles ont méme torsion. S1 h = 2 1les racines
caractéristiques valent 1 ou -1 , le nombre de celles qui sont
égales & 1 est égal & dim Pf(r) + 1, ce qui entraine immédia-

tement la conclusion.

Raisonnant par récurrsnce, supposons le théoréme &tabli
pour les rotations d'ordre < h et h > 2. Si1 d est un vrai di-
viseur de h, les sous-complexes P(r(d]) et P(r’(d]] de P(r)
et P(r'), formés de toutes les cellules laisséss fixes par Yy ,
étant combinatoirement équivalents, ont les mémes racines caracté-
ristiques. Par suite, r et r' ont less m8mes racines caractéris-
dtiques d'ordre d. Cela étant vrai pour tout vral diviseur de h,
r, et ré (rotation définie a partir de r' comme r, & partir
de r) ont les mé&mes racines caractéristiques, par suite P[rol et

P[ré] sont isomorphes et les paires [P[rol, Pf[r]) et [P(ré],

Pf[r']] ont la méme torsian.
B'autre part, en vertu de (6.3) et (6.8), on a

o
(z k-1]

=3

Ae[P(r], Pf[r]J = Ae[P(rO], Pf[r]).

k=1

et une expression analogus avec r' au lieu de r. Les premiers
facteurs étant &gaux en vertu de 1'hypothése de récurrence, on en
déduit
u ’
(¢ K -1)
1

U
tc * 1) = («0)¢
1 k

"= 3
n =3

pour toute racine h-iéme de 1'unitéc # 1, et en égalant les
carrés des modules (pour éliminer le factseur indéterminé [*CJd]

Mk L K L

m
(6.8) (z -1) (z -1) = 1 (g -1) (¢ -1)

"n=3
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Soit m le nombre des entiers Hies THg (k = 1,..., m) gqui sont
congrus &8 v (mod hJ, m; le nombre analogue relatif aux u&, -ué
et av = mv - m; . Les entiers av , définis par v parcourant

un systéme complet d'entiers premiers & h, satisfont aux hypo-
théses du théoréme de Franz (voir ce séminaire pour uns démonstra-

tion), ils sont tous nuls. Les entiers Mo coincident donc

“H
k

(mod h) et & 1'ordre prés avec les entiers “é , -u'k s

d'ol résulte que r et r' ont les mémes racines caractéristiques

qui sont racines primitives d'ordre h, ce gui achéve la démons-

tration.

Dans le cas o0 toutes les racines caractéristiques sont
primitives d'ordre h, Pftr] et P(rol sont vides, le facteur
Ae[P(rOJ, Pf(r)] est par définition égal & 1 et il est inutile

de faire une récurrence.

7. Espaces lenticulaires, complexes de Milnor

Dans 1le cas ol toutes les racines caractéristiques de r
sont primitives d'ordre h > 2 , r conserve l'orientation, n est
impair, G opére librement sur P(r) et le quotient P{r)/G = L(r)
est un complexe cellulaire, dont 1l'espace topologique sous-jacent,
quotient de g par le groupe des rotations G, est une variété

appelés un espace lenticulaire. Si (k,h) = 1 , r et rk engen-

drent le m8me groupe et par suite L(r) et L(rk) sont identiques.

Si L(r) et L(r') sont combinatoirement équivalents,
lgur équivalence combinatoire induit une équivalence entre leurs
revB8tements universels P(r) et P(r'), dans laquelle r' corres-
pond & une puissance rk de r, de sorte que ' aura les mémes

racines caractéristiques que r . Ainsi, pour que les espaces

lenticulaires L(r) et L(r') soient combinatoirement équiva-

lents, 11 faut et il suffit que r' ait les mémes racines carac-

téristiques gu’une puissance rK de r, k étant premier avec
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l'ordre h de r et de r' . Uans ce cas, les complexes L(r) et

L(r') sont isomorphes.

Soit § un complexe cellulaire finl simplement connexe,
dont la caractéristique d'Euler-Poincaré est x # 0 . Si les com-
plexes & automorphismes P(r) x @ et P{r') x @ sont combina-
toirement équivalents, ils ont la méme torsion. En tenant compte
de (5.3}, on en déduit gue les puissances d'expgsant x des deux
membres de (6.8) sont égales, et comme ces deux membres sont po-
sitifs, 1ls sont égauc et par suite r et r' ont les mémes ra-
cines caractéristiques. Or P(r) x @ et P(r') x @ sont les ra-
vétements universels de L(r) x Q et L(r') x @ . On en déduit
comme ci-dessus gque si L(r) x § et L(r') x Q@ sont combinatoi-
rement équivalents, r' a les m8mes racines caractéristiques

gqu'une puissance rk de r et L(r) = L(r') .

Cela s'applique en prenant pour Q@ un disque b" ou
2
une sphére S n de dimension paire. Pour une sphére de dimension

impaire, on ne peut rien conclure 8t le probléeme est ouvert.

Considérons P(r) x D" , en faisant opérer les auto-

morphismes trivialement sur o™ . C'est une variété de bord

Pir) x s™ 1 et 1'on déduit de (5.2) et (5.3)
by (PLr) x ", p(r) x 8" =A;[P[r]]
m m-1 N
avec € = -(-1)" . En réduisant P{r) x 8 & un point 0 , on

réduit P(r) x 0™ & un complexe M(r) avec des automorphismes

laissant 0 fixe, et l'on a

_ A€
Ae[M[rJ , 0) = Ae[P[r]) .

Le quotient de M(r) par le groupe d'automorphismes est un com-
plexe N(r) avec un point singulier 0, image de O , seul

point n'ayant pas de voisinage homé&omorphe & un espace cartésien.
N(r) se déduit de L(r) x D™ en réduisant le bord L(r) x Sm-1

au point 0 , et M(r) est un revétement de N(r) ramifié en 0.
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Soient M(r') et N(r') 1les complexes assoclés de la
méme maniére & la rotation r' , 0' le point fixe de M(r). Si
N(r) et N(r') sont combinatoirement équivalents, il existe un
entier k tel que les paires [M(rk). 0) et (M(r'), 0') sont
combinatoirement équivalentes, ce qui entraine comme ci-dessus

L(r) = L(r") .

Or, si L(r) et L(r') sont & trois dimensions &t ont
le méme type d'homotopie, un théoréme de B. Mazur (voir ce Sé-
minaire, exposé 5} permet d'affirmer que N(r) et N(r') sont
homéomorphes si m > 4. Comme il existe des espaces lenticulailres
de dimension 3 non combinatoirement équivalents ayant le méme type
d'homotopie, par exemple les espaces déduits des rotations de ra-
cines caractéristiques <¢,c , c_1, ;-1 et ¢, CZ, C—1, ;-2 avec
t = exp(2in/7) (volr exposé B), on voit que N(r) st N(r') peu-
vent &tre homéomorphes sans 8tre combinatoirement équivalents. C'est

le contre-exemple de Milnor 3 1la Hauptvermutung.
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III. TYPE SIMPLE D'HOMOTOPIE (Théorie algébrique)

Exposé de S. Maumary

1. Le groupe de Whitehead W(G) d'un groupe G

Solt A = ZG 1'anneau des combinaisons linéaires for-
melles d'éléments de G & coefficients dans Z. Pour n < m on

a une injection Jnm de GL(n,A) dans GL(m,A) donnée par

) X 0
n 0 1

ol x € GL(n,A) , 1 € GL(m-n,A).

Il est faclle de vérifier que (GL(n,A), jnm] est un
systéme inductif de groupes ; on désigne par GL(A) sa limite

inductive GL(n,A). Dans la suite nous identifierons tou-

lim
e e
Jours les matrices x € GL(n,A} , (n € N) & leur image canoni-

que dans GL(A).

Considérons le sous-groupe SL(A) de GL(A) engendré
par les matrices de la forme ’I+>\EiJ , 1 A3, X e A ob (Eij)

est une matrice carrée dont tous les termes sont nuls sauf celui

d'indice (4ij). qui vaut 1 .

PROPOSITION 1 : SLI(A) est le groupe des commutateurs
[oL(A) , 6L(A)] de BL(A)

Pour trois indices distinects i, j, k, on a, en remar-
-1

quant que [1+AE1JJ =1 - AEiJ .
(1+AEij)[1+uEJk](1-AEij](1-uEJk] = [1+AEij+quk+AuEiK]-
-[1-AEij-uEJk+AuEik] = 1+)\uEik .
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ce gqui montre que :
SL(A) C [6L(A) , GLCA)] .

Pour vérifier 1’inclusion contraire, introduisons la re-
lation d'équivalence "iléxiste a,B € SL(A) tels gque x = ayB” ,
que nous noterons simplement x = y . Nous allons montrer que
Xy = yx quels que socient x , y dans GL(A). En effet, failsons
des transformations par blocs, dont les matrices blocs appartien-

nent & SL(A) ; on a successivement, pour 1, x, y dans GL(n,A),

Xy 0 Xy X 0 X 0 X
0 1 0 1 -y -y ©

[}
L]
"
I

1
y X y X y 0 y 0
-y 0 0 X 0 X =X X )
y y 0 y yx 0
-X 0 ~X 0 0 1

En appliquant d’abord ce résultat au cas ol y = x_1y

avec y e SL(A) et x e GL{A), on voit que y = x yx , c'est-a-

dire que SL(A) est invariant. Enfin, pour x, y e GL(A),

Xy = ayxB , a, B s;SL(A]-'--=-=--9xyx-‘|y_1 = glyx) B(yx)—1 et comme

SL(A) est invariant, (yx) Blyx) | & SL(A) , d'od
xyx-lly—1 e SL(A) .

On remarquera qu’'il nous a suffit de transformer les
2n premiéres lignes et colonnes pour montrer que Xy = yX

Considérons maintenant le sous-groupe €5 de GL(A)

engendré par SL(A) et les matrices de la forme

1+
o

o

[w]
oQ

[y ]

[y}
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€ contient les matrices qui permutent deux vecteurs distincts

G
A[N)

de la base canonique de et 11 contient le groupe dss com-

mutateurs, donc GL[A]/EG est commutatif.

Définition 1 : On dit que le groupe W(G) = GL(A)/EG est le groupe

de Whitehead du groupe G . C'est un groupe abélien que l'on note-

ra additivement. L'homomorphisme canonique

T : GLIA) — 5 W(G)

s'appelle 1'homomorphisme de torsion et, pour tout x € GL(A) , on

dit que t(x) est la torsion de la matrice x .

Remargues
X z
1) La torsion d'une matrice triangulaire par blocs ( )
0 y

ne dépend que des torsions de x et y. En effet

O R IR TS L R N
donc ((U z))”m”m :

2) Si G =Z ou si G est cyclique d'ordre 1, 2, 3, ou 4,
alors W(G) = 0 .
Si G est un groupe abélisn finl et s'il existe des &léments
ZG , W(G) estiofini ;

inversiblesyd'ordre infini dans A
c'est par exemple le cas lorsque G = Z/S z pour u = 1+Y+Y—1
od y est le générateur de G . (cf. Higman : Proc. of London
Math. Soc. 46, 1840).

2. A-modules avec G-famille de bases finies.

Etant donnée une base finle [ei] d'un A-module C , on

peut considérer toutes les bases quli s'obtiennent & partir de [ei]

4 l'aide d'une matrice P de torsion nulle (remarquons gue P est
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nécessairement carrée, vu l’homomorphisme A——Z) ainsi :

Définition 2 : On appelle G-famille de bases de C engendrée

par une base [ei)i=1 n la famille des bases (P(eiJ] obte~

nue lorsque P € GL(n,A) parcourt l'ensemble des matrices telles

que T(P) = 0 .

Etant donné deux A-modules avec G-famillle de bases,
la juxtaposition des bases représente une G-famille déterminée
dans C ® C' ce ,qui définit la somme directe de A-modules
avec G-famille de bases. Nous sous-entendrons dans " somme

directe " qu'il s'agit de cette G-famille.

A tout isomorphisme f : C —— C' de A-modules, on
fait correspondre la matrice [f] relative aux G-familles de ba-
ses données dans C et C' respectivement. [f] n'est pas unique,
mals sa torsion ne dépend pas des bases représentant les G-familles

données.

Définition 3 : Pour des modules & droite (resp. & gauche) on dit

que T([f]) (resp. 1l ﬁjt) ) est la torsion de l'isomorphisme
f : C——>C' et on la note 1(f) . St 1(f) = 0 , on dit que f
est un igomorphisme simple, ce que l'on note f : C = C' (I) .

(Il est évident que l'isomorphisme réciproque d'un isomorphisme

simple egt encore simple).

3. A-systames.

Un A-systéme est une suite de A-modulss C avec

G-famille de bases, munie d'une différentielle d,(d2 = 0) telle

que sa graduation soit positive, st Ci = 0 pour 1 assez grand.
dp dq
€t vee 0= C—y .t cer —C, > C y 0



-41-

Un isomorphisme simple de A-systémes est une famille

d’'isomorphismes fi H Ci__~_+Ci (1 2 0) telle que

di f' 5 F d, et T[Fi] =0 ; on note f : C = C' (Z) .

On dit qu'un A-systéme est un systéme trivial &lé&men-

taire si tous ses modules sont nuls sauf deux Cn s Cn_1 et si

d Cn———e-Cn est un isomorphisme simple. On dit qu'un A-sys-

n -1
téme est trivial s’'il est somme directe finie de systémes triviaux

élémentaires.

Définition ¢ : On dit que deux A-systémes C et C' sgont dqui-

valents et l'on note
C=2C'" (%)
8'?l existe deux systémes triviaux T , T' tels que
C&T1T =C"®T' (Z) .

(On vérifie sans peine qu'il s'agit d'une relation d'équivalence).

4, Torsion d’'un A-systéme acyclique.

Un A-systéme C est dit acyclique si la suite

d d1

n
Ct et 30— C ... cov 34— C 0

est exacte ou, ce gui revient au mé&me, si les groupes d’homologie

Hn(C] sont tous nuls. Comme les modules C, (i 2 0) sont libres,

i
il existe un opérateur de déformation n : C——=C tel que

nd + dn = 1C

Il est avantageux de remplacer n par 6§ = ndn qui

est encore un opérateur de déformation :

8d + d§ = ndnd + dndn = nd + dn

u
-



mals qui jouit de la propriété
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62 = ndnndn = n2?dn - n2dndn = n2dn - n2dn =0 .
Le morphisme & = d + § est alors un automorphisme de
C car 32=(d+6]2=d6+6d=1c .
Considérons les modules suivants :
c = @ C. c = @ C
pair 120 21 imp 150 21 +1
La restriction de 3 & cpair est un isomorphisme :
0—— C "——Eﬁ c —0
pair imp

Montrons que la torsion

pend que du systéme C

et non de

de 1'homomorphisme 3 ns dé-

l'opérateur de déformation n

choisi. Soit ; un autre opérateur de déformation qui définit
5 et 3 =d + 8 et considérons 1le diagramme

c__. 4 — C

pair imp

1+ 86 [ 1+ 86
3

pair * Cimp
Il est commutatif car
3(1 + 868) = d + d66 + 6 =d + 6 +6 - 8d6 =

=d+ 8+ 6 -6+ 66d=1(1+ 662

1 + 36 est un isomorphisms simple car la matrice de sa restri-
tien &8 C est \trianguleire par blocs :

peir
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Co C2 .
c, / 1 0
C, r 86 1
C, o 56 1
\
et la matrice de sa restriction a Cimp est
C1 Ca .

Le diagramme montre que
1(3) = 1(3)

ce qui permet de poser la définition suivante

Définition 5 : On appelle torsion d'un complexe acyclique C et
l'on note 1(C) 1la torsion t(3) de

d: C _ > C

pair imp

ol 3 se définit par un opérateur de déformation quelconques de
ecarré nul.
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Remarques

Pour tout 1 2 0 , la suite exacte de modules (sans G-famille

de bases)
dn nd
‘_-t —
0——dcC, ,, = C, »6C, _, ——0

est scindée. Ainsi, les sous-modulss pair et impair et 1'isomor-

phisme 4§ se décomposent en

Cpair } dCimp ® 6Cimp
d &
= ] sC
Cimp dcpair pair

Considérons un homomorphisme A——K o0 K est un corps commuta-
tif (per exemple A ——3 Q). Par extension des scalaires, les mo-
dules ci-dessus deviesnnent des espaces vectoriels et les bases dis-

tinguées dans C st C y donnent des volumes distingués
palr imp

c” et c' . On a alors [3] = [‘{;+—:% ] ot d est l'isomorphisme

cpair/dcimp idcpa:lr induit par 3 et & 1l'isomorphisme

/ . [P = ' "y
inverse de C, /dC_ .. ———dC, . D'od dét[3] = Dlc'/c”)

(cf. de Rham, exposé 2, p. 20).

Il est clair que
T(C’" @ C'" = t(C') + T(C")
Remarquons gue si la suite sxacte de systémes

1] »
0——>2¢C’ 1 4+ C P >C" >0

est scindée en tant que suite de modules, st si C" est acycliqgue

alors la suilte est scindés pour les systdmes (il suffit de rempla-

v ”
cer les homomorphismes C'(-E—— C el———C" tels que
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1'p' + 1" = 1, par Cec o ou §=diM™ o+ ivnd
g =9p' - p'di'hp” , n étant un opérateur de déformation dans C* :
dj = jad” i'q + Jp" = 1. d'q = qd )

Donc si C' et C' sont acyclique, C l'est aussi et
si 1la G-famille de bases dans C @est la somme directe de celles
dans C' et C",

t(C) = T(C') + T(C™)

THEOREME 1 : Pour que C = C'(L) od C et C' sont acycliques,
1l faut et 11 euffit que T(C} = t(C')

Preuve : En effet si C = C'(X) , 11 existe des syst@mes triviaux
T et T' tsels que

CeT =C"e® T'(Z)
et 1'on a alors <(C) = t(C') .

Réciproquement, pour montrer que € = C'(Z) si t(C) = t(C'),
on va se ramener au cas ol C et C' ne comportent chacun que
deux modules non nuls. Pour cela, on définit un systéme C6 a
partir de C , & 1'aide de l'opérateur de déformation & tel que

82 = 0

C5 : ... —30 »C d; e »C éac e C (d+:6dc — 00
[y 3 s 2 o sed 1

(étant sntendu que les homomorphismes notés indiquent les restrictions

convenables aux modules figurant aux extrémités de chaque flachel.
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LEMME :
() cd est de longueur strictement plus petite que
C (La longueur est le nombre de modulees non nuls)
(1%) ety = teo
(i) c® =iy .

Démonstration : (1) est trivial. Pour montrer (ii), remarquons gque

C0 C2 C4 N CU Cz C4 ves
c, /& d 0 C, § d 0
[a]= C,f o s d [a] = C, o & d
;{0 o & c, 0 0 &
3 =d + 6 ¥ =ds+ 8 d, § étant la différentielle
et la déformation dans C  , ce qui donne r[CGJ = 1(C) .

Pour montrer (iii), considérons le diagramme

d d d
C __,U_,Cn_.) a e -—-}Cz_)cz —_— C1 ‘erU ‘;U
i ®0 J'ffbo ’
de d+0
CeT ! ... —0 _.)Cn_). . __)Cs_)CZQCO — C1$CU —_ CO —30
ARAE
¥
~(z) Cy C, -1
1 1
& L ' 4
C a7 R -—-)D"qu--- an—yczﬁLUML,iGCUW CU-——->U
e l |
()
c HE ans > Y Y
—+U-—+Cn——9 _+C3"*C2$CD PP C1 - 0 30

I1 est commutatif ; vérifions les commutativités non évidentes :
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C2 & ED )Eq 8 EU
1l & l1
‘lQ g
c, @ T, A ,1 dl‘1
C
i)
solent c2 € C2 » cU € CU H

f(d+1)[c2+col = f(dcz+cn) =

dc2+600 = [d+6][02+c0] car d6|cu
Voyons encore :
d+0
C1 D ’ED
[ :
f E @ C -1
1j\ 1
0+1
§
c, €y » Cq
soient c1 € C1 N c0 € C0 H

(0+1) f(c1+c0] = [0+1)[1-d][c1+6c0+00] =

= [0+1)[c1-dc1 0* %o

= (0+1][c1-dc1+600) = - dc

Le lemme étant établi,

tous deux de la forme
d
C H ..--—}C __*C ——+0—-
n n-1
’
C’ d

L—sCl— €' 0 ..,

-déc_+c +6c0]

[1-d](dcz-6cg+col =

on peut supposer que C

on a successivement

dc2+6c0-d6c0+c0 =

on a successivement

(-1][d+0)(c1+c0]

et C' sont

avec t(d)

T(d’).
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On a donc :

c a ”Cn .,Cn_1 - L0 _, 0
ClT : Q ,l:l o _get l 0 __,0
° roL L. ngcn _,.Cn‘qm Y —
’ 4
(1) I( 1oy ld d
C'OT' H '“D_*Crlecr; —;Cn 9[: 1_.._,|.D__,|.. -_—.—}D
’ . 3] ' 1
C Do __ﬁ,cn N Cn_1 - 40— 40
ce qul montre que C==cCc'(z).
5. Torsion d'une équivalsnce homotopique.

Etant donnés deux A-systémes C et C' et deux applications
(de systame) f, g + C——C' , on dit que f et g sont homotopes
s'il existe une application de systémes h : C——C' telle que

f - g =d'h + hd
ce qu'on note f =g .
On dit gqu’'une application f : C ——C’' est une Eéquivalence
homotopique s'il existe une application g : C'—>C telle qus
fg = 1C’ et gf = 1C et 1'on note ¥ : C = C' .

A tout morphisme f : C——+C' on psut associer le systame
M(f) suivant

= ’ .F='_
M[-F)i Ci-1 ® Cy ] d d + ¢
’ '
En effet, soient Cy_q € Ci-1 s Cj € Ci ., 0On a
T of ') o= af¢- et ) =
9" 9 ey 4 +c3) = 3 do,_4 * fo,_q +d'ey ) =
= -fdc + d'fc =0
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On dit que M(f) est le cylindre de 1'application f (mod C)

ou le céne de f

La suite de A-systémes

0 5 C’ — M(f) — C — 0
est exacte et scindée en tant que suite de A-modules.
Si f est une équivalence homotopigque C = C' , la suite

exacte d'homologie

’ H(F) .
_.._)Hi[c ]__;.Hi[M['F]]__,.Hi_,](C]____)-Hi;1[C J— ous
montre que H(M(f)) = 0 puisque H(C) et HIC') sont isomorphes
par H(f) . Ainsi M(f) est un systéme acyclique:

Définition 6 : On appelle torsion 1(f) d'une équivalence homoto-

pique f : C = C' , la torsion 1(M(Ff)) de son cylindre (mod C}.

Remarques

1) Si £ : C=¢C'" et si C, C' sont acycliques, on a

t(f) = «(C') - t(C) .

2) Si 1'équivalence homotopique f est un isomorphisme simple
f : C =2cC'(z) , alors =1(f) =0

En effet, sans hypothéses sur l'isomorphisme f, 1 6 f—1 est

un isomorphisme de M(f) sur M[1C]

M(F) : ... _,0_,C——C eCc’ U odf) ¢

n n-1 n n-2 En 1
‘IO'F_J1 1 1 -1 1 J_F-‘l
: C__ C




1+d

3)
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D'autre part, M[1C] est simplement isomorphe au systéme
Mo suivant (MD triviall

¢ 1 +0
Cn Cr-1
— C #L —— ... —C —0

o ‘'t n y n-2 sn-1 o]
1 [ 1 \Q\ 1 1
M[1C] t.. —D -+C —3C E —_ Cn ZQC e A —QCU——*O

Ainsi, T[1C) = 0 . Considérons le diagramme de A-modulss suivant:

= ] > c?
Ivl':'F)pair l:impec pair M(.F]imp Cpaire imp

105 1087

= _ : ®C
Ivl['”pa:l.r' Cimp ecpair Ivl[”imp Cpair imp

Il est évident gu'’il est commutatif et il fournit la relation:

- I r[fZi) + T(1C] = 1(f) - T[f21+1]

quil s'écrit encore

() = 1 (-1t T(f,) F:C =C'.
i

Si f est simple, T[Fi) = 0 pour tout i et, par conséquent,
T(f) =0

t(f) ne dépend que de la classe d'homotopie de l'équivalence
homotopique + , car si des morphismes g, h : C——C' sont
tels que g - h =d'k + kd

k : C——C'

alors @l + k) est un isomorphisme simple de M(g) sur M(h) .
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4) st £f ¢+ C=C*" , g C' C"” sont deux équivalences homoto-

pigues, on a

tlgf) Tlg) + T(f) .

En effet, le module DO = M(f) @ M(g) muni de la différentielle

”» H )
cr ® C!, e C! e cC.
an g dr N [d' £ ld
" 1 ) @
Ci.q ® LI, & "Ly Cioo

est un A-systéme st on a la sulte exacte

0 ——M(f) —— D ——> M(g) ——0

qui donne
(D) = T(f) + t(g) .

D'autre part, le module D' = M[gf)elﬁ[-1c,l munl de la dif-
férentielle
L] 1 @ r
ci—‘l o C @ /Ci-’i [:1
d J g-F Ld" g ld' -1 kdl
~ [ fa.y 1 53] '
“i-2 ® By “icz 0 Biog

est un A-systéme et 1l'on a la suite exacte
0——M(gf) — 4+ D —;-M[-']C,J—-)U

ce qui donne
T(D') = t(gf)

et comme el 0(1--991 est un isomorphisme simple de 0 sur D' ,

on a T(D) = 1(D') d'ol notre assertion .

Définition 7 : On dit qu'une équivalence homotopique f : C = C°

est simple 8'il existe des syetémes triviaux T,T' et un isomorphis-

me simple h tels que le diagramme
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(9}
4
(e}

tH

soit homotopiquement commutatif.

THEQOREME 2 : Pour qu'une équivalence homotopique f 1 C=C" soit
simple, il faut et il suffit que t(f) = 0 .

Preuve : La condition est nécessaire. Remarquons tout d'abord que

i est une éguivalence homotopique ; en effet, la suits

r s
g——C ﬁ:ﬁ;:;(l@]‘*:ﬁf:;'T____+G

est scindée et comme T sest acyclique, il admet un opérateur de

déformation n : T——bT , 1T = d"n + nd® . On peut alors écrire

-—
1

[S
e}
"
(2}
je)
[}

ceT s(d"n + nd")p

sd'mp + snd"p

d(snp) + (snp) d

La suite exacte

A 4

0————+M[1C]————+M[i) > T

montre que (i) = 0 .

p' est également une équivalence homotopique simple :

si 1'on applique les résultats ci-dessus & la suite exacte

sl
U———)T'iT-—,_tc' eT'&—=2C'—— 0
on vaolt que p' @ast un inverse homotopique de s' et

0 = r[1T,] = t(p’'s') = 1(p') + t(s') = 1(p")
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Comme f est homotope & p'hi et comme <t(h) =0 , on a

t(f) = 0 .,

La condition est suffisante. Appelons dimension d'un systéme
€ 1le plus grand indice n tel que Cn # 0 . Montrons par récurren-
ce sur k qu'il existe des systémes triviaux T, T' de dimension

inférieure & k et une application
g : E=C®@T ———E'= C'O®T"' avec f = p'gi
ot i : C—E , p' ¢ E'—C*
gul est un isomorphisme simple en degrés inférieurs &8 k - 1,

{Cette hypothdse est trivialemsent vraie pour k=0).

Désignons par B = Im d et par H 1le groupe d'homologle de

E et considérons le diagramme suivant, dont les lignes sont exactes :

g > Hy > B /B » 8y = — 0

H[g)[lt < L

0 — H&-——ﬂ——a Ei/BA s Bk_1_____+ U

On en déduit que E est un isomorphisme. Le diagramme exact

0 ;Bk ',—Ek + Ek/Bk——;O
gl gJ =
D Bp E! Lﬁ‘ Eo{( ] 0
— B > By > By ——
montre alors qu'il existe des applications
LI ’ ' ’ '
g Ek—————ﬁ Ek s : Ek ——————+Ek+1

telles que 1-gg' = d's' (g' se construit en relevant E_1¢' 3
on a donc ¢g' = E~1¢',

$'(1-gg') = ¢'-gég' = O



ce qui montre que 1 -gg' : E;———+Bé ; enfin s8' relgéve 1-gg' .
E! ———rdl 58 ——0
k+1 k
\ /-gg'
Ek

ol g

K est un isomorphisme simple.

Lorsque k 2 {dim C, dim C'} , on aboutit & la situation

stationnaire suivante :

i g p’
cE——— CeT7T —,C'"eo T' ———3 C'
£ =E’
T, T' triviaux; avec f = p'gi, et g 4isomorphisme simple esn touts

dimension sauf la plus grande, c'est-a-dire n. Alors g, est un

isomorphisme car dans le diagramme commutatif & lignes exactes

7 .-
+
m
~N
m
m
3

]

-

o
m
|
m

De plus, «t(f) = t(g) = ¢ t(gnl =0 . Ainsi, g est un

isomorphisme simple.
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Iv. TYPE SIMPLE D'HOMOTOPIE (Théorie géométrique)

Exposé de S. Maumary

1. CW-complexes et homologie cellulaire

(Pour plus de détaills le lecteur pourra consulter : HILTON
An introduction to Homotopy Theory, Chap. VII, Cambridge 1961).

Un CW-complexe localement fini K est un espace topologique

séparé réunion disjointe de "cellules” e" telles que

e" = £(0™M pour une application continue

£: (0N,30") — — 4+ (k", k" ") (k™= réunion des cellules el pour 1 sm)
flbn étant un homéomorphisme sur " et chaque <c¢ellule étant con-
tenue dans un sous-complexe fini. Autrement dit K s'obtient par
récurrence de la maniére suivante

n-1 U Dn canon, n-1 n n-1 n

K K U D =K Ve
disjointe

f est dite application caractéristique pour en. Ainsi connaissant
une application f : 30" — k"1 gn psut attacher a KN-1 une
cellule de dimension n de bord f pour former le nouveau complexe

kn-1 (o D" (1'application caractéristique de la nouvelle csllule est

k"M Ul o™ .

", k"1 U D" .

Pour des CW-complexes K et L, on a
1) Toute application f : K—4L continue admet une approximation

cellulaire g (c’est-a-dire que g(k") < L") .

2] Si f = f' ¢+ K—sL , elles sont cellulairement homotopes (il

existe une homotopie f. telle que f, (KMcLn+t
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3) Tout revétement de K est un CW-complexe.

4) Si une application f : K—> L 1nduit un isomorphisme
H1[K]———+H1[L) et un isomorphisme H(K) —s H(L) (K revéte-

ment universel de K), f est une équivalence homotopiqus.

A tout complexe K, on assocle le systéme C(K) des groupes

Hn[Kn , En_1l (homologie relative singuliére & coefficients entiers)

muni de la différentielle

~n ~n-1 9 ~n-1 j “n-1 ~n-2
Hn(K , K J———-,Hn_1(K J____.,Hn_1 (K , K )
d est le bord de la sulte exacte associée & [En, En—1] , J est

induit par ’injection canonigqgue.

On sait que l'homologie du systeéme C(K) est égale & 1'ho-
mologie singuliére de E .Les groupes Hn[Kn s R“'1J sont 1libres

sur Z , ce quil se voit par excision.

2. Passage K———C(K) d'un CW-complexe localement fini & un

systame avec famille de bases,

K &tant un rev8tement simplement connexe de K, nous pose-
rons C_(K) = Hn[lzn, K1y . crest un ZZ[II,](K]] -module & gauche
libre (on considére H1[K] comme le groupe opérant & gauchse sur K
et induisant 1y}, pour lequel une base naturelle est formée d'une
cellule &" au-dessus de chaque cellule e" ¢ K . Toutes les bases
naturelles engendrent une méme H1[K]—familla. I1 est clair que
Cn___Eﬂ__+Cn_1 commute avec 1I4(K) de sorte que C(K) est un

Z[ﬁ1(Ki] -systéme 3 gauche.

Une application cellulaire f : K——L se rsléve en une
application cellulaire f i Kk—atL {non unigquel) qui induit une

application C(f) de C(K) dans C(L) associée a 1'homomorphisme
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f, H1(K)———+H1(L] défini par f . Toute autrs relévement est de

« ©en oy Ff, , o4 étant

la forme of , a ¢ H1[L] ce qui change
1'automonphisme intérieur de H1[L] induit par o

Si fo s f1 t K——=L sont deux applications cellulaires

homotopes par ft (gu'on peut supposer cellulaire), soit Ft un
relevement de ft égal & fo pour t = 0 , donc Fy = af1 ,

FO et F1 induisent des applications homotopes (associées a + )
donc aC(f1] = C(fol s Oy f = f .

o*
1* o™

En particulier, si 1'on pese C(f) = C(f) pour toute appli-
cation f continue, ol f est une approximation cellulaire de ¥,

C(f) est définie & une homotopie prés,et isomorphisme simple prés.

THEOREME 1 : Pour qu'une application continue f : K—>L soit une
équivalence homotopique F : K = L , 21 faut et il suffit qu'elle

induise une équivalence homotopique C(f) : CI(K) ce(L).

Preuve : Si f : K = L , soit f un reldvement de f, et F' un
relévement de ' (inverse homotopique de f) tel que F'¥Ff = 1E .
Alors f§7 = 17 car si
afF' = 1~ , g = 1~===§¥¥' = FF0 %?'a =z 1~
L L L
' ~ ' 13

Ainsi C(f) C(+'") 1C[LJ C(+f') C(f) 1C[K)

Réciproquement, si C(f) est une éguivalence, f, est un

isomorphisme, ainsi que 1’homomorphisme induit par f : H(K)—sH(L)

donc f est une équivalence (voir Hilton, Homotopy theory, p. 113).

Si f : K = L, on peut identifier n1[K] avec H1[L] par
f, » et 1l'équivalence homotopigue C(f) devient linéaire. On poss

alors comme définition de la torsion de +

£+ t(f) = t(C(Ff)) ¢ W[H1(K])
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Soit M(f) , le cylindre de 1l'équivalsnce homotopique ¥,
{supposée cellulaire), c'est-a-dire le quotient de (KxI)JuU L par

l'application ¢ .
(K x I L——sKuLuUlK x I)

donnée par

¢(x,0) = x,¢(x,1)

Flx),plx,t) = (x,t),dly) =y

x € K, y e L, tel.

C'est un CW-complexe qui se rétracte par déformation sur L et

ind. M(f) — 5L ; la deuxiéme

f + K——1L se scinde K
fléche étant une rétraction. Donc HP(M,K] =0 pour r 2 1, et
1'injection de K (resp. L) dans M induit un isomorphisme de

H1(K) {resp. H1(L] } sur H1(M] .

En relevant les équivalences K—— M——=L , on obtient
des équivalences K—s ﬁ-———+[ , alnsi une base naturelle de C(M)
est obtenue en juxtaposant une base naturelle de C(K) et de C(L)
(e" x (0,1) identifié & e") et le bord dans C(M) est donné par

c (L) ® C (K} @ C (K)
n n-1 n
dl C(F) -d \—1 d

c ® C _(K) ea\x )

n-1 n-2

On voit que C(M) mod C(K) gst le cylindre de C(f) mod C(K).
Donc <t(f) = t(C(M,K)) (C(M,K) = C(M) mod C(K) ) .

Définition : Une équivalence homotopique + : K L est dite sim-
ple 82 1(f) = 0 et on note + : K = L(I) .

On dit que K et L appartiennent au méme type
simple d'homotopie si et seulement s8i il existe F : K = L(I)

On note alors K = L(EZ) .
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THEOREME 2 : Le type simple d'homotopie est un invariant com-—

binatoire. (En d'autres termes, si i : K—>K' egt l'applica-

tion identique de K dans une subdivision K' , on a t(i) = 0 .

Preuve : (M(1), K) est une subdivision de [M(1KJ. K) donc
ctM(i), K) = C[N[1K], KY®T

(cf. exposé 2) ce qui entraline (i) = T[1K] =0

3, Déformatlions formelles

S1i @ est un sous-complexe de K (& automorphismes]
tel que K mod @ admette un systéme fondamental formé& ds dsux
cellules dont la seconde borde la premidre mod @, K est appelé

une expansion formelle élémentaire de Q. Une suite finie de telles

opérations sera appelée expansion formelle, son inverse une con-

traction formelle, Une suite d’'expansions et de contractions for-

melles sera une déformation formelle.

On notera K = K*'(0) 1la relation d'équivalence : il

»

existe une déformation formelle (K,) avec Ko = K
i"i=0,..,n 0

Kn = K'. Pour une telle déformation formelle F = [Ki) on con-

sidére alors la classe d'homotopie [F] des applications K——K’'

contenant une application de 1la forme K— K1___;... __+Kr = K’

olt la fléche Ki—-——-)Ki+1 indigque 1'injection si Ki+1 est une
expansion formelle ds Ki » une rétraction si Ki+1 est uns
contraction formelle de K, .

i

On a [FZ] [F1] - [Fz F’J [F]L—F-q - [1]

THEQOREME 3 : Sotent K et K' deux CW-complexeg connexes, du
méme type d'homotopie. Pour que K = K'(D) , 21 faut et il suffit
que K = K'(Z) . L'ensemble des [FJ pour toutes les déformations
formelles F est l'ensemble des classes d'homotopie d'équivalences

homotopiques simples.
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Preuve : La nécessité est évidentse, car si F : Ki'_——’Ki+1 est
une expansion formelle, 1le cylindre de F mod Ki est le cylin-
dre de l'identité plus un systéme élémentaire ; 1l'injection

J : K,—K, est une équivalence simple. Donc si F ¢ [F]

i+1
t(f) = 0 . S1 g ¢ [F'1], g st un inverse homotopique de f
donc est simple. On voit donc que dans les deux cas (F expan-

sion ou contraction formelle) F ¢ [F] entratns «<t(f) = 0 .

Réciproquement soit ¢ : K = L(X) et P 1le cylindre
de ¢ mod K . On a C(P,K) = 0(z) . D’'autre part, il existe

une déformation formelle §Q de P rel K telle que

2
Q = |<ue:+‘l U ---UB:+1 (W) e:+2 Jo... U e:+

en vertu du lemme 1 cl-dessous . On vient de voir qu’alors
C(Q) = C(P) rel C(K)=—=C(Q,K) = C(P,K) = 0(I) .

Or C(Q,K) est de la forme

0 —=sC — €1 430 ——3.ee. — 50

donc d est un isomorphisme simple. En particulier s = t et par
le lemme 2, @ est une déformation formelle F1 de K rel K .
Donc P = K(D) rel K. Par ailleurs P se contracte toujours for-
mellement sur L : en effet, si K = KO\J en ol en est une cel-
lule principale de K ,

P = POL)enL)en+1 ™1 " x 1, P cyl. de o|K_ )
se contracte dans P0 . Par récurrence sur les cellules princi-
pales de K , on obtient une contraction F2 t P—— L . Donc
P = L(D) . Enfin & : K——L se scinde en

K 1 _ L r oL

A

Comme 1 € [F1] , I € [Fz] pour tout r ,% € [ F2 F1]

Avant d'aborder la démonstration des lemmes indiqués,

falsons quelques remarques.
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Supposons qu’on ait deux complexes QO. 01 formés a

partir d'un complexe K en attachant respectivement les cellules
n n-1

eq e? par deux applications f, , f1 : 3 ———»K gui sont

homotopes par fy . Alors Qg

@4(D) rel K. Car si 92 , eq sont

disjointes, le complexe K U el v e u e™1 obtenu en attachant

0
a Kuej L)e? une n+1-cellule par 1'application g:I%1u3I%IulV0—

glx,1) = f,(x) glx,0) = £ (x)
n n 1 s}
————+K\JEO(J8 n

gly,t) = ft(y] x e I , y e aIn
se contracte sur QD et Q1 . Si 92 ) e: se rencontrent, il
suffit de former un complexe intermédiaire entre QO et Q1 en
attachant & K une cellule e" gul ne rencontre ni eg ni e: .

Appliquons cela & la situation suivante : on considére

un complexe Q* et un sous-complexe K* tel que
Q* = K* v e" en(ﬁ K* = @

on suppose que K* admet une contraction formelle F dans un
sous-complexe K . 892 C K* peut se ramener dans K par la ré-
traction K* ——K . Donc, par une déformation formelle F' de

@* rel K on obtient 392 C K . Alors FF'(Q*) est défini :
c’est un complexe @ contenant K tel que Q - K est formé
d'une n-cellule, comme Q* -K*. Nous dirons qu'on a prolongé

F & @Q* . De méme si F est une expansion formelle : par une
déformation formelle F' , on peut obtenir que e" ne rencontre
aucune des cellules ajoutées & K*. Il est permis alors d'ajouter

ces dernieres & Q* , c'est-a-dire de prolonger l'expansion.

Plus généralement, si Q* est un complexe contenant
le sous-complexe K*, toute déformation formelle K*—_K rel K
peut étre prolongée en une déformation formelle Q* —,Q rel K
(c'est-a-dire qu'il y a autant de q-cellules dans @ - K que

dans @* - K* pour tout g 2 0 ).
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LEMME 1 : 8% le complexe P connexe et le sous-complexe K

vérifient Hi[P.K] = 0 Vi 21, 21 existe un complexe
Q = P(D) rel K tel que
n+1 n+1 n+2 n+2
[;J—Kue,l U"'Ues ue1 u...Uer

pour n assez grand ( > dim (P-K) + 3 ) ,

Démonstration : Hypothése de récurrence : P - K ne contient

aucune cellule de dimension < p-1 , [(pour p

theése est vide). Soit

0, 1'hypo-

Fi : mp______+E§ 1 =1,...,s8

les applications caractéristiques des p-cellules de P-K . On a
Lo wP—— PP - kP ok
donc f définit, si p > 0 un élément de Hp[P,K] . Ce dernier

i
étant nul, il existe une application

g + (DP  opP oy P, k)

telle que gy | D? = m? ,ID?) sont les hémisphéres nord et
sud de 3 DP*' ). Le résultat vaut aussi pour p = 0 , car toute
O-cellule de P - K peut 8tre reliée & une O-cellule de K par
un chemin dans P1 . Formons l'expansion

* o p+2 _ p+2 p+1
P Pug, D PuUel " Uel

(i varie de 1 a s et Dp+1 hémisphére sur ymp+2 ] . Le

sous-complexe K* = K v e§+1 v ei est une expansion simple de K.
Il existe alors un prolongement P*—3Qml K de la contraction
formelle K*——3K , et § - K contient autant de g-cellule

que P* - K pour tout g , c'est-a~-dire 0 en dimension < p,

et le méme nombre que dans P - K en dimension =2 p + 3 .
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Cela acheve l'induction sur p .

Dans ces conditions, le systéme

d
C@.K) :+ 0 ——cC_,, &+ C 40

est acyclique. Cn+1(Cn+2] est le Z[ﬁ]-module libre, de base les

cellules 92*1 (resp. 52+2) I = H1(K] . La torsion du systéme
est donc au signe prés celle de la matrice (xijl donnée par
“n+2 I i = indice ligne
d i = inj
3 3 } = indice colonne

LEMME 2 : Si le systéme CI(Q,K) est de torsion nulle, n 2 1 ,

et Q, K connexesa, alors § = K(D) rel K .

Preuve : L'hypothése signifie que peut 8tre réduite a 1la

[xiJ]
matrice vide par un nombre fini d'opérations du type suivant

I. Multiplier une 1ligne (colonne) par ¢ 1

II. Multiplier une ligne (colonne) par x ¢ H1(QJ a gauche (a

droite ).
III. Changer la matrice u en (; 2) ou l'opération inverss.
Iv. Remplacer une ligne li par 1i + lj , 1 A3

Chacune des opérations ci-dessus peut se réaliser par une dé-

formation formelle de § rel K :



I.

II.

III.

Iv.
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Q@ 1inchangé, mais on prend §;+2 (§:+1J avec l'orienta-

tion opposée

Q@ inchangé, mais on remplacs §2+2 [§:+1] par x§:+2
(x"1 e
5 .

Q subit une expansion (contraction) qui ajoute (supprime)

deux cellules en+2 et 9n+1 telles que

K 1
ge™? = ™' nod K .

k 1
n+2
Soit Qi = Q - ei pour un certain 1 . Attachons 2 Qi
une cellule €n+2 par une application dans la classe d'ho-

motopie
n+2 n+2 n+1 n+1
aei + aeJ € Hn+1 (Kue1 U ses U es ) .

n+2 n+2 .
aei dans Hn+1(Qi] d'od

D'une part 23e¢

n+2 _ n+2 n+1 n+1
g = Qiu e, = Qiu € = Q'(D}) rel Kue1 v ..-LJBS

D'autre part, on a le diagramme commutatif

C,,(07.K) € bq(87,K)

9

ML, T — % om () s T, (T,K)

ot T = KL)e?+1L)...(Jeg+1 et ol les isomorphismes

verticaux sont ceux de Hurewicz

Cn+2[0'.KJ = Hn+2(0',K\Je

nt1 n+1
1 Ue.eve )

—_— e —
) — n+4 n+t =
Cn+1[0 »K) -_fnn+1[KLJe1 Yieeeve o, K )

+1

n+1k1...k)e: étant induit par 5' R

1
donc simplement connexe puisque n+2 2 3, et K induit par

(le revétement Kue

5' ) composés avec les isomorphismes induits par la projec-

tion des rev8tements. Ainsi, on identifie 1lss images d'une

cellule 9n+2 dans Cn+2 et nn+2 , et de méme celles d'une
cellule en+1 dans [ et I .Donc den+2=den+2+den+2 .
n+1 n+1 i J
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V. THEOREME DE MAZUR

Exposé de S. Maumary

1. Fibrés vectoriels différentiables.

Un k-fibré vectoriel différentiable est 1'objet
(E, B, p) formé de deux variétés différentiables E et B ,
d'une application surjective p : E—B telle que pour tout
x € B , 51 (x) est un espace vectoriel de dimension k et qu'il
exliste un voisinage U de x pour lequel 51[U] est difféomor-
phe & U x]RK » le difféomorphisme induisant un isomorphisme des

espaces vectoriels x xIRK et 51(x] .

Citons l'exemple des vecteurs tangents & une variété
v" quil forment un n-fibré vectoriel différentiable (V) de
base V , la fibre en chaque point x € V étant 1l'espace vec-

toriel tangent a x .

Un morphisme (E, B, p]——JL—+(E',B',p’] de fibré

vectoriel différentiable est une application différentiable
E-——iL—+E' gui induit sur chaque fibre 51[x] de E une appli-
cation linéaire dans une fibre &1[y] de E'. On en déduit

une application différentiable F : B——sB' telle gue

.F

_ —F

f B

o
oDF—m

*

soit commutatif. Par exemple, une application différemtiable f

d'une variété V dans une variété V' induit une application
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des fibrés tangents f telle que

T
.F
(V) T LT (V")
v L l'

soit commutatif.

Etant donnée une application différentable f d'une
variété B dans la base B' d'un k-fibré vectoriel différen-
tiable (E',B’',p'), on peut construire un k-fibré Ff*E'=(E,B,p}
et une application de fibreé f : E—>E' telle que

E f y £
p p'
8 f + B
soit commutatif. E est la partie de B x E' formée des couples

(b, e') tels que f(b) = p'(e’') , p et f sont les projections

~

naturelles. Les filibres de E sont isomorphes & celles de E' ,

On vérifie que F*E' Jjouit de la propriété universelle suivante :
6tant donné une application de fibrés

(E,s B, p,) ¢ L{E',B",p")
telle gque
o4 N »
E1 y E
p1l [p'
B f — B!

soit commutatif, il existe une application de fibré

(E,, B, p)—F (e, B, p) = F*E’

unique induisant 1'identité de la base telle que a = f8 .

s

Cela caractérise F*E’' & un isomorphisme prés : on l'appelle
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fibré induit de E' par f . Les fibrés vectoriels différen-
tiables de méme base forment une catégorie additive : la som-
me de [(E,B,p} et (E',B ,p') est définie comme le fibré
induit par 1l'application diagonale B——B x B du fibré
produit (E x E', B x B, p x p') . Les morphismes sont ceux
quil induisent 1'identité de B. Un morphisme est dit injectif
(resp. surjectif) s'il 1l'est sur chaque fibre. On peut définir
le coker (ker) d'un morphisme injectif (surjectif) st de plus,

si la suite

0— L E' — 4 E — 3 E" — 540

est exacte (c'est-a-dire exacte sur chaque fibrel, alors
E~E'®E'", E' et E" étant complémentaires orthogonaux

dans E (on peut introduire dans E une métrique qui ne dépends
gue de la fibre et différentiablement : cela se voit localement

et 1'on raccorde par une partition de 1'unité).

Par exemple, soit f : V— _3V' une immersion (resp.
submersion). Alors f induit une application injective (resp.
surjective) T(V)——>Ff*t(V') dont le coker est appelé fibré

normal Vv(f) & l'immersion (resp. fibré annulé par fJ).

C'est ainsi que le noyau de l'application T(E)— p*T(B)
induit par la projesction p d'un fibré vectoriel différentiable
(E,B,p) est p*E de sorte que T(E) = p*t(B)® p*E .

2. Voisinages tubulaires.

Soit f : V———>V' un plongement de variété différen-
tiable. On appelle voisinage tubulaire de f 1la donnée d'un fibré
vectoriel différentiable E de base V et d'un plongement
¢ + E—>V? sur un ouvert de V' tel que ¢ & = F , £ = section
nulle de E . Un tel voisinage existe si (V) est fermé : il
suffit de voir qu'un voisinage de la section nulle du fibré nor-

mal & f est isomorphe & un ouvert de V' par un isomorphisms
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gui prolonge f. De plus, si 1'on munit deux tels volsinages

>

V'

E, 94

d’une métrique ne dépendant que de la fibre, ils sont isotopss

& un isomorphisme « de fibré prés respectant la métrique, c'est-

d-dire que ¢ est isotope a ¢ e -

On peut aussi considérer des volsinages tubulaires fer-
més de f : V——V' : on munit E d'une métrique riemannienns
ne dépendant que de la fibre, ce qui permet de définir le fibré
en boules E(r) formé des vecteurs de E de longueur < r .
Alors ¢ : E(r)——V' @ast un voisinage fermé de f . La pro-

pri&té d'unicité précédente devient dans ce cas : si

Vl

2N
E(r) eqr)

sont deux voisinages tubulaires de f, 11 existe un isomorphisme
a E-———+E1 de fibré respectant la métrique tel que pour
0 <r, <r, ¢1a|E1(r1] soit isotope a ¢]E(r1] . S1 V est

compacte, 1'isotopie est forte.

3. Homotopie tangentiells.

Une équivalence homotopique ¢ : V—— V' east dite tan-
gentielle si ¢*t(V')® T~ (V) ®&T" od T, T' sont des fibrés

triviaux sur V .

4. Critére d'isomorphisme.

Pour que deux k-fibrés vectoriels E, E’ sur une va-
riété de dimension n, k > n soient isomorphes, 11 suffit que

E®T=x=E'"®T' od T, T' sont triviaux.
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5. Limites inductivses.

Déf%nition : Appelons plongement intérieur ouvert f : V— W
- V, W variétés différentiables 4 bord - un plongement de V
dans W tel que F(VICW et £(V) ouvert dans W . (En par-

ticulier, l'image par + d'un ouvert est un ouvert, et dim V =

= dim W .}
Considérons une sulte infinie de variétés Vi et de
plongements intérieurs ouverts fi ’ i eN
v f1 Y fz y fs
1 7592 —> 3 > ceoe
Identifions V & une sous-variété de V par f,
i ) i+1 i
ce qui donne une suite croissante de variétés V1<:_V2 CV3 C e
Soit V_ = U Vi l’espace topologique dans lequel un ensemble
i
est ouvert si et seulement si Uf\Vi est ouvert dans Vi pour
tout i . V°° est une variété de mé&me dimension que les Vi :
o
soit x e V , et J 1le plus petit indice tel que x ¢ Vj T un
voisinage U de x homéomorphe & wR" dans VJ est homéomorphe
au voisinage
T f
U —j_>*Fj[U] 3 s —

de x dans V_ . On appelle V_ 1la limite inductive du systéme
[Vi,fi] formé par les variétés Vi et les plongements fi s

i € N . Elle ne change pas si on compose un nombre fini de plon-
gements successifs ou si on supprime un nombre fini de variétés
au début. Enfin, si on a deux syst&mes [Vi,fiJ , [Vi,fi) et des
difféomorphismes ai : Vi_—_ﬁVi tels que fiai =ai+1 fi R V°°

est difféomorphe a v

Soient f ¢+ V——W , g : W-——V deux plongements

intérieurs ouverts. Les limites inductives
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v—Ff sw_8& v _*f w_8&8 v_TF,
y g.f v g.f v g.f4
W f.g . W fe ...

sont égalss.

6. Théoréme de Mazur.

THEQREME (MAZUR) : Soient (E, M, p) , (E1.M1.p1] deux k=fibrés
vectoriels, avee M, M, variétés différentiables compactes sans

bord de dimension n, et k 2 n+2 . S ¢ : E—E, est une équi-
valence homotopique tangentielle des variétés E et E, , alors E

1
est difféomorphe Q E, -

Une contraction différentiable de E ré&alise un difféo-
o [-]
morphisme de E sur E(r) . Nous allons donc montrer que E(r)

est difféomorphe a E1[r) pour r > 0 .

LEMME : Deux plongements intérieurs homotopes ¢ : E(r)—— E(r]),

o' : Elrl—4 E(r) sont fortement isotopes.

Démonstration : Si £ est la section nulle de E(r) , ocf est

fortement 1isotope & o'Z (théoréme de Thom). On peut donc supposer

0F = ¢'¢ ce qui donne deux voisinages tubulaires de £ dans E(r).

Cela nous raméne au cas ol o|E(r1] = o'IE(r1] pour 0O0<r,<r .

Soit w, E{(r)———E(r) une contraction radiale telle que

w = identite, m1(E(r]] = E[r1J . Pour t >0 ,w

ment 1intérieur. On a ow, = o’w1 . Or ow,

isotops @ ¢ (06') par un chemin de plongements intérieurs.

£ est un plonge-

(resp. c'm1l est

Donc ¢, o' : E(r)—— E(r) sont isotopes et fortement

(car E(r) compact ) .
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En particulier, supposons que ¢ et o¢' solent ouverts.

Alors les limites 1inductives

E(r) — 2 4 E(r) — % , E(r) —%

E(r) — % L E(r) — %, E(r) %,

sont difféomorphes car on a successivement

E(r)—%, E(r) E(r) 2 ,E(r)
Il & a=1 a & R g =1 etc.
E(r)_—% L E(r) E(r) % E(r)

Prenons alors le plongement E[r]._g_fE[r] défini par
la contraction radiale de E(r) sur E(%] . La limite inductive

E(r) — % L E(r) — % ,E(r) % ...

est difféomorphe & la limite inductive

E(r)—< 5 E(2r) —< 4 EC(4r) S ...

(-]
qui est E ou E(r) . En conclusion, si o¢ : E(r)— 4 E(r) est
un plongement intérieur ouvert homotope a 1'identité, la limite
inductive

E(r) —% 4 Etr) —% L, E(r) —% ...

est difféomorphe &8 E(r) (ou E[r] }.

Le théoreéme sera ainsi démontré quand nous aurons réalisé
.F

une équivalence homotopique E(r]z:::::=iE1[r] par des plongements
g

intérieurs ouverts. La construction de f peut se faire comme suit:

¢ : M—Eq est une application différentiable d'une
variété compacte sans bord de dim n dans une variété de dim > 2n
Pour tout € >0 , il existe donc une e-approximation de ¢& par
un plongement f, Si ¢ est assez petit, ¢&£ est homotope & .
Alors E st un voisinage tubulaire de f : en sffet, par défi-
nition du fibré normal, v(f) & f , on a f*T[E1) = t(M)® v(f)
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et par ailleurs, f‘r(E1] = €‘¢*T[E1] ; ¢ étant une équivalence
tangentielle,

¢*T[E1] T =~ t(E)] 7T’

ol T, T' sont des fibrés triviaux sur E. Appliquons &*

f*T[E1J ® T =~ £*1(E) © T

ot T, T' sont considérés comme filbrés triviaux sur M. Mails

E*1(E) = (M)  E ce qul donne
T(M)® vif) ® T =~ t(M) ® E®T' .

I1 existe un fibré F sur M tel que T(M)®F soit trivial
(par exemple F = fibré normal au plongement de M dans un es-

pace euclidien) d'od finalement
v(f) @ trivial ~ E @ trivial.

La dimension commune des fibres de v{(f) et E est > n

Danc E == v(f) .

Il résulte de 14 que +f se& prolonge en un plongement
auvert f : E-._—.>E1 « Pour r>0, ¢ (E(r))c €1tr1] pour un
certain nombre r1> 0 , car E(r) =est compact. On peut supposer
r =r, car E1(r]:s E1(r1J d'od enfin un plongement intérisur
ouvert f : Etr)___;E1(rJ tel que fE& = ¢& . De méme, on ob-
tient un plongement intérieur ouvert g : E1(r]————+E[r] tel
que gE = ¢1 51 [51 section nulle de E
topique de ¢ ). Denc

1" ¢1 inverse homo-

gfE >~ £ = gf =~ identité

fGE,] > 51 = fg = identité
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APPENDTITCE

Application : Equivalence stable de variétés.

Etant donnée une équivalence homotopique ¢ : M1___+M2
de variétés différentlables, on dit que I"I1 et M2 sont stable-
ment équivalentes s'il existe undifféomorphisme

k Kk
$ M1 xR M2 x R
tel que
k L k
M1 xR _ ,Mz x IR
proj. | Py prOj.l Po
v
]
M1 s M2

soit homotopiquement commutatif.

Pour que deux variétés compactes sans bord de dim n
M1 et M2 soient stablement équivalentes, il faut et il suffit

que ¢ soit une équivalence homotopique tangentielle :

Nécessité :

* k k = K =
p1(¢*T[M] ® 1) @tpé[t[le ® 1) = T(N1 xIR )

T(m, x TRE)

p;[T(M1] ® 1k) .

Suffisance : ¢ se prolonge trivialement en une é&quivalence tangen-
tielle M1 xIRK__~$—E—iEL4 M2 X IRK . Pour Kk =2 n+2 , on applique

le théoréme de Mazur .

Autre application : Si deux variétés compactes sans bord, M1 et
M2 de dimension n, homotopiquement é&quivalentes par ¢ :M1___rM2
sont plongées dans Rn+k , Kk 2 nt+2 leurs voisinages tubulaires

ouverts sont difféomorphes, car ils sont parallélisables :

T[V1) = p*T(M1] ® p*\)1 = p*(tM, @ v

) :
1 1
—
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VI. THEOREME DE DUALITE POUR LA TORSION ET APPLICATIONS AUX NOEUDS

Exposé de G. de Rham

1. Bref rappel des définitions de la torsion.

Etant donné un groupe G d'automorphismes d'un complexe
cellulaire K, agissant librement, et un sous-complexe invariant
L de K, K/G é&tant un complexe fini, nous avons associé a la

paire K, L, le (Z(G), G)-systame
S(K, L) = (Cc', C", 3)

et tout homomorphisme 6 de Z(G) dans un anneau A 1lui fait

correspondre un (A, 6(G))-systéme eS[K, L) .

Deux systémes S1 et 82 ont été appelés équivalents
s'il existe des systémes triviaux T1 et T2 tels gue S1 e;T1
et 52 @ T2 spient isomorphes. On aalors le

THEOREME : Si les paires K, L et K', L' sgont combinatoirement
équivalentes, ou si l'une peut &tre changée en l'autre par une
déformation formelle (au sens de Whitehead), les systémes eS[K.L)
et S(K, L'} sont équivalents (pour tout 6 ).

(Voir 1'exposé de S. Maumary sur la torsion).

Le systéme S est dit acycligue, si Ker 3 = Im 3 s'il
en est ainsi, 1l existe un opérateur d'homotopie n , tel que
n2 = 0 et (3+n)2 = 3n+nd = 1 . Alors Ker n =Imn est un sous-
module supplémentaire de Ker 3 , qui détermine n . La restriction

de ©93+n & C" est un isomorphisme de C'" sur C' ,
8+n| c" : C"—>cC'

et les matrices qui représentent cet isomorphisme appartiennent &
une méme classe tT(S) de Whitehead ; cette classe est un &lément

du groupe de Whitehead st on 1'appellera la W-torsion de S .
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Elle n'est définie que pour S acyclique. On a le

THEQREME : La condition nécessaire et suffisante pour que deux
systémes acycliques soilent équivalents, c'est qu'ils aient la

méme W-torsion.

COROLLAIRE : Les classes d'équivalence de systémes acycliques
forment, par rapport & la somme directe © , un groupe isomorphe
au groupe de Whitehead. La classe nulle est formée des systémes
triviaux, deux classes sont opposées (leur gomme est nulle) si
les systémes de l'une se déduisent des systémes de l'autre en

permutant C' et C' .

S1 1'anneau A @est commutatif, on peut considérer le
déterminant des matrices ds T(eS] 3 11s ne différent que par
des facteurs de la forme :0(y) , o0 y e G . Ce déterminant
est appelé la RF-torsion (torsion de Reidemeister-Franz) du
systéme, st est désignée par A(eS] ou Ae[K,L] si S = S(K,L).
D'une maniere précise, & cause de ce facteur indéterminé, 1la
RF-torsion est un &l1ément du groupe quotient du groupe de toutes

les unités de A par le sous-groupe des unités de la forme :gly).

2. Dualite.

Nous considérons dans Z(G) 1'antiautomorphisme £ ——>E

tel que, pour tout y ¢ G, y = 7_1 . Et si1 6 est un homomor-

phisme de Z{G) dans A , nous supposons donné un antiautomor-

phisme de A tel que 6(y) = e[y'1l .

Tout A-module & gauche libre C a un dual C* = Hom(C,A)

=

que l’on considére comme un A-module & gauche en convenant que si
celC e feC*, <c,f> ¢ A désignant la valeur de f en c ,
pour X e A, Af est défini par <c,Af> = <c,f> 2 . 81 h est un
homomorphisme de C dans C_, , son dual h* est 1'homomorphisme

1 2

de C; dans C; défini par <he, f> = <e, h*f> ,
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Nous appellsrons dual du systé&me S = (C',C",3) le systéme
(c'*,C"*, 3*) , étant entendu que les bases distinguges de C'*

et " C"* sont les bases duales des bases distinguées de C' et C".
Soit n l'opérateur d'homotopies d'un systéme acyclique
S , n* son dual. Le dual de l'isomorphisme
5 +T'||C" : C" —— (! .

gst alors

3" ""ﬂ*lc'* s C'*
et ce dernier est 1'inverse de

9* +n*|C"‘ s C"* — s C'»*

Par suite, si S* est le dual du systéme S , les matrices de

t(S*) sont les inverses transposées conjuguées de celles de

©(S) . Et cela entrafne A(.5*) - A[eSJ'1 .

Supposons maintenant que K est un complexe régulier

sur une variété orientable V & n dimensions, avec bord bV,

avec toujours le groupe d'automorphismes G . Si aq sont les

i
cellules d'un systéme fondamental, définissons le produit sca-

q

a .
laire des chaines c1 251 ai

q _ q
et 02 = Zni ai en posant

c? cg = 251 ;i +« Chaque chafne ¢ détermine ainsi un homomor-

2
phisme c? ___—___+2 Ei ;i et 1'on a un isomorphisme du A-mo-
dule des chalnes sur son dual qui permet de les identifier, et

? ’ cg> le produit scalaire. Le dual 23* de 3

est alors noté & (cobord).

1'on notera <c

On sait qu'il existe un complexe réciprogue K* de K

combinatoirement é&quivalent a8 K , formé de cellules bg qui cor-
respondent aux cellules a" 9 de K et en plus de cellules
qui correspondent aux celliles ag-q dans bK. En posant

q _ n-q n-q _ ,q-1 n-gq
bi 3‘31 .@1 ay Bi si ai C bk
et
n-q _ n-q
@1 a, 0 si a, " C bK

on & ai)=$c+t-nq$1
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Les cellules B§-1 étant contenues dans bK* , le bord (mod bK*)
satisfait a 8&5 =§DG . Comme E)conserve ou change la parité de
la dimension selon que n est pair ou impair, 11 résulte de 13

que S(K*,bK*) est isomorphe cu opposé au dual de S(K), selon

que n est pair ou impair.

Mais S(K*,bK*) est équivalent & S(K,bK) puisque
K*,bK* et K, bK sont combinatoirement équivalentes. Oonc si
eS(K] est acycligue, les matrices T[eS[K,bKJ] sont les trans-
posées conjuguées des matrices de T(eS(KJJ ou de leurs inverses,
selon que n est pair ou impair, et dans le cas ol A est

commutatif
_____(_1)"+1
A,.(K, bK) = Ae(K] .

Comme

Ae(KJ =4, (K, bK) Ae(K]

[*]
s (-1)7
i1 vient (2.1) Ae(bK] = Ae(K) ﬁe(K]

égalité qui a lieu au facteur indéterminé prés * 6(y) , v € G .
[Reidemeisterﬂﬂ. Milnorb]].

3. Application. PolynSme d'Alexander.,

Dans la suite G sera le groupe cyclique infinl avec
un générateur désigné par t. Z(G) est alors l'anneau des poly-

t_1 a coefficients entiers. Nous ferons usage

némes en t et
de 1'homomorphisme injectif © de Z(G} dans le corps des

fonctions rationnelles de t & coefficients rationnels.

Prenons d'abord la droite TR et la translation
t = (x—x+1). Le sommet a° = (x =0) et 1’aréte a! =(0<x<1)
forment un systéme fondamental de cellules d'un complexe & auto-
morphismes régulier sur R, que nous désignerons encore par IR.
Gn a 2a' = (t-1) &° , 3a® = 0 . Le systéme S(R) n'est pas
acyclique, car a® ¢ Ker?d et a° ¢ Im 3 . Mais eS[ R) est
acyclique et admet 1'opérateur d'homotopie n défini aipsi :
1 1 1

na® = =7 @ » na =0 . La matrice de 3+n|C’'" se réduit
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1
t-1
prés indéterminég rgky

1
au seul é&lément P

de sorte que Ae( R) = — {au facteur
D'aprés (2.1) , comme bIR est vide, Ae(b R) = 1 et

n =1, on doit avoir Ae(IR] = Ae[IR] (+tkK) ce gul est bien vé-

rifié, la conjugaison changeant simplement t en % , de sorte

que r(t) = T(%J .

Dans le cas d'un produit R x L , t opérant identi-
y XLy
étant la caractéristique d'Euler-Poincaré. En particulier pour le

1 , ONn a Ae( R X 81] = 1

guement sur L , on obtient Ae[ R x L) = (t-1
cylindre R x S

LEMME (MILNOR) : Si K a un groupe cyclique infini G d'auto-

morphismes et 81 K/G a la méme homologie que le cercle, eS[K]

est acyclique.

Prenons en effet un systéme fondamental ag [i=1,..,aq]
de cellules de K et soit 3al = Z ed (t) aq-1 les relations
i ij J
J=1
d'incidence, rq le rang de la matrice ”agj [t]ll .

Il suffit de montrer que les nombres de Bsetti

p. = a - r -or sont tous nuls. Les nombres de Betti de
q q q g+1

K/G sont donnés par p' = o - r' - r’
1ed, < Yo ot par :
€ 1 > r_, donc ' 2 et par suite = 0 our g>1.
1] q Pq Pq P pq P q
On a aussi Py = 0, car K @est connexe, toute o-chaine est homo-

[a]

cld 1r' rang de

logue & un multiple d'un sommet a0 , et comme taofsla
(t-1)1a’~ 0 d'oy a%~ 0 (dans eS[K] , et non dans S(K) ).

Enfin, la formule d'Euler-Peoincaré entraine Py = 0 .

Prenons maintenant un noeud dans 83 , et soit T un

voisinage tubulaire de ce noeud, K un complexe cellulaire sur
83 - T et K son revétement cyclique, associé au groupe dérivé
]'I'[S3 - T) du groupe nes® - T) du noeud, G étant le groupe
de ses transformations de revétement. D'aprés le lemms, eS(K]

est acylique, car K/G a 1'homologie d'un cercle. Cherchons sa

torsion Ae(KJ .
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Par des contractions formelles, E = K/G peut Etre
"collapsé" sur un caomplexe & 2 dimensions, et 1l'on peut réduire a

1 1le nombre de sommets. Il sn résulte que l'on se raméne au cas

ol K a un systéme fondamental formé d'un sommet a® , de 2-cel-
2
lules a; (i = 1,...,n = ap) et d'arBtes a1 (i =1,..,n+1=qa,].
i i 1
On a en effet a, = a, *+ 1 par la formule d'Euler-Poincaré. 0On
peut ensuite trouver une base distinguée Aj (j = 1,...,n+1) du
module des 1-chaines (auguel se réduit C') telle que
3A, = 0 (3 =1,....n) et 3A = (t-1) a° .
J n+1
On a alors les relatians
n+1
da, = Z € (t) A
PETEREE 3
2 . = i
et comme 3 o, ei[n+1][t] 0 , de sorte gue la matrice
H eij(tll| se réduit & uns matrice carrée n x n . Cette ma-

trice est appelée la matrice d'Alexander et son déterminant

dét||eij(t]|| = A(t) est le polyndme d'Alexander du noeud. En

remplagant t par 1 , on obtient la matrice définissant le bord
des 2-cellules de K/G = R , matrice dont tous les diviseurs élé-
mentaires sont égaux a8 1 puisque K est sans torsion (au sens
de Paincarél). Donc A(1) = 21 , Comme A(t} n'est déterminé

qu’ad un facteur prés de la forme % tk (gu'on peut modifier en
remplagant par exemple af par #* tk af ), on peut le normaliser
en sorte que son terme de plus bas degré soilt de degré 0 , c'est-

d-dire A(D0) = entier fini # 0 et A(1) = 1 ,

Pour calculer Ae(K] , 11 suffit de définir 1'opéra-

teur d'homotopie n sur C" et l'on peut poser
na® = ?%T An+1 nai =0 .
La matrice de 3+n | C" est alors
||eij(t]|| 0
0 t j 1
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d'ol Ae(K] = T—— . La torsion est égale au polyndms d'Alexandsr

divisé par t-1

Cherchons encore Ae[bKJ +« On a bK = IR x S1 car c'est
un revétement cyclique de la surface d'un tore, donc Ae[bK] = 1
d'aprés ce qu'on a vu, bK est un cylindre. La relation (2.1)

se réduit alors a Ae(K] = Ae[K] et entraine

Alt) = ¢ ¢™ A(—::-) .

Le polynfme A(t) é&tant normalisé, m est son degré. Comme
A(1) = 1, on a le signe + et A(t) est symétrique : les

coefficients de tk et de tm—k sont des entisrs égaux. Il

en résulte que le degré m de A(t) est pair et le coefficient

m
de t¥ est impair, sinon A(1) serait pair.

D'une maniére plus générale, le théoréme de dualité en-

traine que la matrice H e, ,(t)] et sa conjuguée transposés

Ileji[%)” appartiennent ;Jla mé&me classe de Whitehead, et si
Ak[t] est le pgecd des mineurs d'ordre n-k+1 de cette matrice,
ce polyndme Ak(t] supposé normalisé, gqui se réduit a A(t)

pour Kk = 1 , jouilt encore des mémes propriétés et Ak+1[t]

sst un diviseur ds Ak(t] .

Ces propriétés ont été établies par Seifert [5]. Voir
[3] pour une autre démonstration et une étuds détaillée de ces
polynémes avec de nombreux exemples. La démonstration ci-dessus
est de Milnor [1].

4, Un théoréme de Fox-Milnor.

Etant donnés deux noeuds C0 et C1 , courbes diffé-

rentiables dans 83 ,» disons qu'ils sont FM-équivalents, s'il

existe une surface différentiable S plongée dans s3 x 1 ob

I = (0, 1) , homéomorphe & une couronne I x S1 bordée par Cgx0

et C1 x 1 . Le théoréme de Fox—Milnor[4]peut alors d'énoncer ainsi:
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THEOREME : Le produtt A(t)B(t) des polyndmes d'Alexander de

deux noeuds FM-équivalente est égal au produit de deux poly-

némes (& coefficients entiers) symétriques l'un de 1l'autre.
ACE)B(E) = P(£)t" P(Z)

3

Soit T = S x D2 un voisinage tubulaire dans S™ x I

de la couronne S bordée par C0 x 0 et C1 x 1 . La variéte
33 x I - % a 1'homologie d'un cercle, soit K wun complexe cel-
lulaire sur son revétement cyclique (associé & II'(S3 x I -T))
admettant le groupe G des transformations de revé&tement. C'est
un complexe sur une variété a 4 dimensions, de bord

bK = K0k1K1LJL , ol Ki est le rev8tement cyclique de

83 x i - %f\[SS x 1) (1 =1, 0) , et L =S xIR un revé&tement
cyclique de S x sz

on a, A(t) et B(t) étant les polynfmes d'Alexander de C, et Cy4,

S x S1 . D'aprés ce qu’on a vu au no 3,

_ACt) _ B(t)
Ae[K0] = t_1 2 Ae[K1] =

Ae(L] =1

1 ,car b L est 1la

réunion disjointe de deux complexes isomorphes a S1 xR , d'od

parce que x(S) = 0 . On a aussi Ae[L, bL)

Ae[L]
Ae[bL] =1 et A, (L, BL) = ——— =1 .,

6
Ae(bL)

Ensuite il vient

Ae[bK] = Ae[bK, KOLJK1] . Ae[Kou K1]
et commse

Ae[bK, KDU K1) = Ae(L. bL) = 1
et

Ae[KDLJK1] = Ae[KOJ Ae[K1J

on a en définitive

_ A£)B(t)

A_(bK) = A_(K_ ) A_(K,)
® 6o 8 (t-1)2

1
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Mais d'aprés (2.,1) , cela est &gal a Ae(KJ . Ae[KJ (1'expo-

sant (-1)" = 1 puisque n = 4 ) d'od, en posant
Ae[K] = Q(t)
AEIB(E) = = t°t-17 gre)geg)

Q(t) est une fonction rationnelle & coefficients rationnels. La
conclusion résulte de 1a en tenant compte de l'unicité de la dé-

composition des polyndmes rationnels en facteurs irréductibles.
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VII. LE THEOREME DE BARDEN - MAZUR - STALLINGS

Exposé de M. Kervaire (1)

Soient M, M' deux variétés orientées fermées connexes

de méme dimension n

Dérinition : Un h-cobordisme entre M et MN' est une variété

orientée, de dimension n+1 , telle que

1) bW = M' + (-M)

2) W se rétracte par déformation sur chacune des com-

posantes connexes de son bord.

On dira que M et M' sgont h-cobordantes s'il existe un h-cobor-

disme entre M et MN' . C'est une relation d'équivalence.

Smale [ﬁ] a démontré que si M, M' sont des variétés
connexes
h-cobordantes simplementiet si dim M = dim M’ 2 5 alors M et

M’ sont difféomorphes (par un difféomorphisme de degré +1).

D'autre part Milnor donne dans [1] un exemple de variétés
h-cobordantes qui ne sont pas difféomerphes. Ce sont L(7,1) x s4
et L(7,2) x S* o0 L(p,q) désigne la variété lenticulaire de

dimension 3 de type (p,q) . On a

n, (Llp,ql) =12

1 /

P Z

Soit W un h-cobordisme entre M 8t M' et soit W
le revétement universel de W. Le sous-espace de W au-dessus
de M s'identifie au revétement universsl de M. (H1 M——+H1 W

est un isomorphisme).

{1) Cet exposé a été publié également dans Comment. Math, Helv.
40 (1865) , p. 31 - 42.
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On désignera par (Wt, ﬁtl une C1—triangulation de
(W,M) reldvement d'une C1—triangulation de (W,M). Le complexe
C*[wt;Mt] est acyclique et comme c'est un Z[ﬁ]—module libre
(m = H1 M et H1 M:sII1 W) , on psut lul associer une torsion
T(W,M). C'est un élément du groupe de Whitehead Wh(I) de I .
D'aprés des théoreémes connus rt(W,M) ne dépend pas de la trian-

gulation t .

THEOREME : Avec les notations ei-dessus, supposons que dimW> 6 ;
alore W est difféomorphe & M x I ei et seulement st t(W,M) = 0.
De plug 81 M et T, € Wh(N) sont donnée arbitrairement, il existe

un h-cobordisme W entre M et une variété M' tel que T[W,M)=T0 .

La démonstration utilise essentiellement les méthodes de
Smale [3].

Il est évident que si W est difféomorphe 3 M x I , on
a t(W,M) = 0 . En effet, on a alors W = Mx I et Wt collapse

sur Mt .

Soit maintenant W un h-cobordisme quelconque entre M

et M' . Supposons que dim W = n+1 2 6 . On a

LEMME 1 : Pour tout entier r tel que 2 s r s n-2 il existe une
décomposition en anses de W de la forme

r r+1 r+1

(*) w=MxI+(¢:J+...+[¢aJ+(¢1]+...+[¢>a]
ol [¢i) désigne une anse d'indice e (i.e. difféomorphe a
D% x DN~8*1) gattachde par le plongement ¢: de s°71 & p"st

En d'autres termes, on psut éliminer toutes lss anses

de W en les remplagant par des anses de deux indices consécutifs.

LEMME 2 : Si W est de la forme (*) et s8i t(W,M) =0 ona
W=MxTI.
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On rappelle qu'il existe une décomposition en anses ordon-
née d¢ (W,M) , i.e. les anses d'indice s < t sont attachées avant
les anses d'indice t pour tout couple d’'indices (s,t) . Pour dé-
montrer le lemme 1, on élimine successivement les anses d'indices
g < r en ne rajoutant que des anses d’'indice gq+2 . En appliguant

=

la mé&me méthode & la décomposition duale, on obtient la formule (*).

Notations. Soit

[s]

W=MxI+(¢$]+...+[¢a1

) 4 ., s t¢j) o

une décomposition ordonnée en anses de W mod M. On désignera par

Xq la réunion de M x I et des anses d'indices < g . On pose

Yq = bxq - M x (0) . Autrement dit, Yq est la composante du bord

de Xq a laguelle on attache les anses d'indice 2 g+1 . (Tout au
moins pour g 2 1). L'anse [¢§) est difféomorphe 3 b9 x Dn—q+1'

On désignera par Dg 1'image de D9 x (0) dans 1'anse [¢q] . De

i
méme Sg 9 et D; g+t désignent les images de (0) x s"TY et
(0) x Dn_q+1 dans (¢g] respectivement.

Elimination des anses d'indice 0 .

Cette opération est facile. Une anse d’indice 0O est un
(n+1)-disque disjoint de M x I . Comme W est connexe, l'une au
moins des anses d'indice 1 joint M x I au (n+1)-disque. Si 1'an
supprime ces deux anses, on ne change pas W (& un difféomorphisme
prés). On a ainsi diminué d'une unité le nombre des anses d'indice O
et le nombre des anses d'indice 1. Aprés un nombre fini d’opérations

il n'Y a plus d'anses d'indice O .

Elimination des anses d'indice 1

On considere

Xp = X+ (4) v oou s [¢l1]
ol X =M x I ., Comme M x I est connexs, X est somme connexe

1
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le long du bord de X avec oy tores pleins 81 x D" . On a donc
H,1 [X1J=H1M* [X1,..., Xa1)
ol [x1...., X o )] désigne le groupe libre a o, générateurs. Soient
1
81,.... Su des représentants des classes de conjugaison dans
H1[X1] données par les plongements ¢§ : S1 X Dn_1 —————-—-)bX1 et
soit H1(M] = [a1,..., ag R1,..., Rt) une présentation de H1M.
Le groupe H1(X2] admet alors la présentation
H1(X2] = [a1,...,as, x1.....xa1 ;R1,...,Rt, 81""'Sa2 ) .
Comme l'inclusion X————>X2 induit un isomorphisme du groupe de
Poincaré, on a Xg = oWy (a1....,aS) dans H1[X2) , 1 = 1,...,a1 .
ol Wy st un mot ne contenant que les symboles CORERRL .
-1
' = o~
Considérons 1'élément X Wy dans H1(X1) . Comme ]I1X1 afﬂ1Y1 .
il existe un plongement
v, + s x0Tl Ly
i 1
représentant xiw; . On peut supposer
(1) que les images des wi sont disjointes entre elles et
disjointes des ¢§ (81 X Dn-1J . J = 1.....a2
(2) que wi [S1 x (0)) coupe 82-1 (cf notation ci-dessus)
transversalement en un seul point, et que
n-1 n-1 _ )
vy [S1 x D N Si» = g st 1' # 1 .

On observe que wi » considéré comme plongement dans

Y2 » 8st homotope & zéro car devient trivial dans

X1y
H1[X2] Q5H1[Y2] (n +1 > 6) .

2
Soit [wiJ l'ansse d'indice 2 attachée par wi » On
sait que la condition (2) ci-dessus implique :

X=X+t&>:]])+...+(¢ll+[w$]+...+(¢§] )

1 1



-87-

En vertu de la condition (1) , on peut former la variété

X, + 5 e e 2y (631 + vt v (92 )
1 2
et les anses ( 2] et 2
8 wi ¢1] commutent. Donc
Xo + (021 % wur 020 = X+ (820 ¢ au. (42
2 1 o 1 N
1 2
Or, wi est homotope & zéro dans Y2 . Comme dim Y2 =n 25

wils1 x (0) est isotope & un plongement canonique dans le voi-

sinage d'un point de Y Aprés changement de wi en wi donné

2 1

par wi[x.yl = (x, f(x) . y) aveec f : S ——S0 si cela

n-1 "
est nécessaire, on peut donc supposer que les anses [wil sont

trivialement attachées @ X, . Il en résulte que 1l'on peut atta-

2
cher &
2 2
X2 + (¢1J + .. 4 [wa1]
des anses d'indice 3 , disons [wi) , 1 = 1,...,a1 , telles que
_ 2 2 3 3
Xz = x2 + (‘p1] + LI | + (wall] + {w1] + aea (¢a1]
On a alors
~ 2 2 3 3
X2 = X + (¢1] + L. (¢a1] + [w1l + e * (wa1]

i.e. les anses d'indice 1 de W ont &6té éliminées et remplacées
par des anses d'indice 3 (en nombre égal aux anclennes anses d'in-
dice 1) .

Elimination des anses d'indice g avec 2 s g < r < n-2

(r est l'entier arbitraire du lemme 1)

Soit
W=MxTI+ (¢?] + eae * (¢2] + (¢$+1J + e

une décomposition en anses du h-cobordisme donné entre M et M°

avec 2 < g <r < n-2 (dim W = n+1 > 6) .
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On rappelle gue Xq désigne 1la réunion de M x I avec
les anses d'indice < g, et que Yq = qu -(M x (0)) est la com-
posante connexe du bord ds X & laquelle sont attachées les anses

d'indice > g+1 . Soit ag un relevement de Dg dans Yq , le re-
vétement universel de Xq qui s'identifie avec le sous-espace ds
W au-dessus de X _ . On identifie ag avec sa classe dans

Hq[Yq.Y] qui est alors un Z[N}module libre engendré par les &

i

Soit f : Sq————-->Yq un plongement différentiable. Un
reldvement de f dans Yq représente une classe de la forme
q Y X - ;
Xi X8y € Hq (Xq,X] (x; € zZ[n]) univoquement déterminéed 1la
multiplication par un élément x € I prés.

LEMME 3 : Le plongement + : SQ_—_--.>Yq est isotope dans Y a

un plongement g s v tel que g(Sq] coupe s" 9 trang-
p g q q p 3

versalement en un seul point, et g[Squ\S:_q = @ pour k # ]

8t et seulement si les relévements de F représentent
q

xa, € H (X _,X) avee x (g < n - 2) .
**8y % Tq'7q e nhd

Supposons ce lemme démontré. On peut alors éliminer les

anses d'indice q comme suit

On prend pour point base de Yq un n-disque plongé
(dans Yq] disjoint des anses d'indice g . On notera ce di-
gue P . Pour chaque indice k (1 s k <€ B) on choisit un chemin

W de P au bord de l'image ¢E+1 (s% x b"79) 1es chemins Wy

étant disjoints et contenus dans Yq - int U ¢E+1 (s? x 0" .
k

Soit P un point base de au-dessus de P, et soient

q+1
a, u
qg+1 déterminés par le point P , les relévements des w d'origine

P, etc... (cf notations ci-dessus. DE+1 a pour bord ¢E+ (s x (0))).

X
q
les relévements des cellules DE*1 &mes des anses d'indics

On notera d 1'opérateur bord d : H (X s
g+1 q+1

X )——H (X_,X).
- — q q q
Puisque (W,M) est acyclique, d est surjectif. Pour tout index
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j (1 < 3 < a), il existe donc des x € z[q]tels qus

Ik
}. x d(aq+1] = af
k "jk k J
(observer que d est un homomorphisme de ZDﬂ-modules) .

Si maintenant on se donne un plongement
sty - U (59 x 0"
q Kk K
passant par P , la classe f de son relédvement (par P) est bien
déterminée. Je dis gue si 1'on se donne x ¢ I arbitrairement et

un index 1 e [1,8] , il existe un plongement

g sq____,Yq -U ¢E+1 (s x "M
k

isotope &8 +f dans Yq+1 tel que g = ¥ * xd [a?+1) ol 1ls signe

-

peut encore 8tre choisi & volonté. Il suffit pour obtenir g de
déformer f en "tirant” F[Sq) tout d'abord le long d'un lacet
représentant x [H1 Yq ~ I car q < n-2), puis le long du chemin

w Jusqu’d ce que 1l'’on arrive au voisinage de ¢?+1[Sq X Dn-q]'
pd*1
1
{(cf Smale [3]]. Apreés cette opération on obtient un

Ensuite on fait passer f(sY par-dessus par isotopie sur

q+1 n-q-1
D1 X S1
plongement

g SQ____,Yq ~U ¢E+1 (s9 x 0"
K

isotope @ f sur Y 1 (mais évidemment pas sur Yq] tel que

g = f #x . d[a§+1l . Il est facile de voir qu'il y a deux fagons
pd*1
1
signes + ou - dans cette formule. Par itération de ce procédé,

de fairs passer f (s9 par-dessus qui déterminent les
on peut donc modifier f par n'importe quel é€lément de la forme

zk X d[aE+1J avec x, e Z[n] .

Soient alors wi : s9 x Dn-q———-yYq des plongements

canoniques (triviaux) disjoints et contenus dans P . On forme

x o+ @Yy . L tw2”

q 1 ) .
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Comme ces anses sont triviales, il existe des anses [¢g+2]
1=1,...,0a telles que

Xq * Xq * A B A T £ SAR R (¢2+2] :
On forme Xq+1 + z[w§+1] + Z[wg+2] . C'est possible car les
images des wi et des ¢E+1 sont disjointes). Or sur Yq+1 le
plongement wi est isotope & un plongement w; dont le rele-
vement représente 0 -I X4k d [aﬁ+1) = ag , d’apraés la remarque

précédente. On a donc

X + IL(y

qQ+1, | .
q+1 } o= X + I(y3)

i q+1
et, d'aprés le lemme 3 , on peut supposer que w; (s x (0)) coupe

sh4

4 en un seul point (transversalement), et

¢I (s x o""9) n S;_q = @B pour J £ 1 .
Il en résulte que

X = X+ z(¢gl * I(y})

et comme les anses (¢E+1J et [wIJ commutent

- q+1
Xqeq * TV = X« 2lo ")

Il s'en suit

X = X + z(¢?*13 +ztwg+2J

q+2
q+1 q+1 i )

Xq+1 +Z[¢;J + Iy

q+2
i

X + zt¢2*11 + zp?T
Autrement dit, on & éliminé les anses d'indice g pour les rem-

placer par des anses d'indice q+2 .

Reste & démontrer le lemme 3 .

Il est évident qu'uneisotopis de f dans Y ne change
q n-q
J

pas la classekson relavement. D'autre part, si f(sT caoupe S
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en un seul point (transversalement) et si £(s9) n S:_q = f
pour Kk # j , 11 est clair que F = ixaq avec x € I .

J

Réciproquement, soit f : Sq___.>Yq un plongement avec

T = txat? » On peut supposer que toutes les intersections de f(Sq)
avec les Sz-q sont transversales. Il est facile de construire un
n-disque plongé P dans Y gqui a des intersections contractibles

n-q+1] . On prendra P pour

non vides avec tous 1les ¢g [Sq_1 x D
"point base” de Y_ . On suppose également que 7(s9) rencontre P.
seit A e s9 tel gue F(A) € P . Soient alors Qz les points

de sY9 tels que f[Q;] € S;-q . On peut supposer qu'il existe des
q-disques fermés UX (disjoints) des centre Q: sur S99 tels que

ftu‘i’] = p9 x ftm‘i’l c b9 x s:'q = bord de 1'anse (4’? )

et aussi que f(u‘i’l NP # 8B . Soit A‘i’ € bUi tel que f[A‘i’J e P .
Pour toute paire d'indices (i,v) soit uI un chemin sur sY R
disjoint des int Ug et joignant A & Az . Alors f(ui) est un

lacet wz de Yq {i.e. un chemin d'origine et d'extremité conte-

nues dans P ) représentant un certain €lément x; e I . Il est

clair que

i
il en résulte

ot e’ = I (F(U¥], Sz_q] =t 1 , Comme f = ixa? par hypothése,
i

I €, 6 x, =%§ X pour tout i

[Hq(?q,?] est un Z[ﬁ}module libre). Il s'en suit que pour tout

i # j, on peut grouper les points Q; en paires [Qi , QE]

telles que xi = x? et s; =-e; « Pour i = j , il existe un Q; ,
disons Q; tel que x; = x , et les QV avec v > 1 peuvent é&tre
groupés en paires [Qg . Qg) telles que ><j = x? et e; = e; .
Il est alors facile de voir que toute paire (0%. Qg) ., méme
pour i = j peut &tre éliminée par la méthode de Whitney. En
effet, le chemin [u23—1 . u; se projette par f sur [wi]_1.wg

qui est homotope & zéro dans Yq et en fait dans Yq -U Sz_q s
K

{(dont le groupe de Poincaré est 1 ).
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Il soustend donec un 2-disque (aprés qu’on en ait fait un vrai lacst
fermé en lui adjoignant un chemin de P 1le long de Sg—q
dans  Y_ -UJ sz'q , et dont 1'intérieur peut 8tre supposé dis-

Joint de f%SqJ car g + 2<n . On déforme f(sh le long de ce

} plongé

disque par un procédé bien connu dd & Whitney. Le nouveau plon-
gement, 1lsotope &@ f , ne présente plus la paire de points

(foi , fQ;] de points d'int?rsection avec S:_q . Rien n'est
i,. Q?:J . Par récurrencs on ob-

tient la conclusion du lesmme 3.

changé aux autres paires (§

Le lemme 1 est ainsi complétement démontré.

Démonstration du lemme 2: Soit W un h-cobordisme entre M et

M' de la forme

() W= Mx T (or) + aue v 0 e I e Ll el

(le nombre d’anses d'indice r est en sffet nécessairement égal
au nombre des anses d'indice r+1 dans ce cas). Supposons
t{W,M) = 0 . On va montrer que les anses d'indice r et r+1

se détruisent mutuellement.

On sait que 1'on peut calculer la torsion & partir du
complexe

d

...4__0(__Hr [Xr,X)4._ Hr+‘| (X ,XrJ Qe

r+1

ol comme on 1’a vu, les deux groupes non nuls sont des Zfi}modules

libres sur a:,...,a: et a:+1,...,ar+1 respectivement, relave-
ments des cellules D:,.... DZ et D:+1....,DZ+1 respectivement.
r+1 q
On a alors dl(a ) = . x a et la matrice x = (x,,) repré-
1 1713 %) 137 T°P

sente <t(W,M) par définition.

L'hypotheése <t(W,M) = 0 signifie que 1l'on peut trans-
former x en une matrice & une ligne et une colonne formée d'un

élément de 1N avec signe par une suite finie d'opérations du type :
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(1) addition & une ligne d’un (#NI)-multiple a gauche d'une

autre ligne ;

(3) 1'inverse de (2).

Il s'agit de montrer qu'a ces opérations correspondent
des transformations de la décomposition en anses qui ne changent

pas la classe de difféomorphismes de W .

Or nous avons déjad vu que (1) pesut &tre obtenue en pas-
sant une anse d'indice r+1 par dessus une anse ds méme indice.
(Pags B89). L'opération correspondant & (2) est évidente : on
ajouts une paire d'anses triviales d'indices r et r+1 qui se
détruisent mutuellement. Une opération du type (3) signifie que
r+1] r

a =@ - On a vu précédemment (démonstration du
1

lemme 3) gue l'anse [¢E+ ] ast alors isotope & une anse qul se

1'on a d(a

détruit avec [¢E) . On en conclut que W=MxTI.

Pour démontrer la derniére assertion du théoréme, con-
sidérons une variéte M, H1 M =1 et soit T, € Wh(Il) . Soit
x = (x,,) une matrice carrée inversible d'ordre o« représentant

iJ

On attache & M x I , le long de M x (1) ,a anses
[¢i 1 =1,...,0a , d'indice r par des epplications
¢§ : Sr—1 X Dn_r+1_———___—___>M x (1) triviales

Soit X =M x I + £(¢°) . oOn a
r i

r
avec o termes S x S .

L'inclusion fournit un homomorphisme (injectif) du

Z(n)-module libre engendré par ar,...,a; dans I (er) .

1
On attache alors 1l'anse (¢§+1] par un plongement
1 -
¢§+ : st x 0" r—-___———a,.bxr représentant 1'élément
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r , , < a
ZJ xiJ aj € Hr(bxr] . C'est possible & condition que r <in . On
vérifie sans difficulté que

W=mMxTs+ zt¢§) + I (¢§+1]

est un h-cobordisme entre M et une variété M' et que T[W.M)=TO

APPLICATIONS

Soit W un h-cobordisme guelcongue entrs M et M’

avec dim W 2 6 . Alors
(1) w-m =mx [0, 1)
(2) M x (0,1) = M x (0,1)

(3) M x SlI = M' x 81 (Cette derniére remarque sst due &8 G. de Rham)

Démonstration : Il est clair que (1) = (2) , car (1) entraine

W-MuM' =M x (0,1) , et on obtient (2) en permutant M et WM'.

Pour démontrer (1), solt <t 1la torsion de (W,M), et

soit W' un h-cobordisme entre M' et M" avec 7T(W',M') = -1
On a
T(WUW', M) = t(W, M) + (W', M’) = 0O
Donc
W oUW = Mx I et M= M",
Par suite -
mx [0,e) = (J Mmx [1, 1e1]
i=o
= U wuuwn)
i=o 1
00 les copies (WLJW']i », 1 =0,1,... de WuW' sont collées
bout a bout.
- [--]
' = ’
Or U wowd, =w o U wjow,
i=o i=0

et comme T(W'OUW, M') = 0 on a également

M' x [0,%) = }30 Wiv W, .
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On en tire

M x [0,1) = wu M x [0,1))

d'od (1) en observant que le deuxidme membre est difféomorphe &
w-mM .,

Pour démontrer (3) on observe que si W est un h-cobor-
disme entre M et M' et si N est une variété fermée, alors
W x N est un h-cobordisme entre M x N et M’ x N . De plus, on a
la formule

(W x N, M x N) = E(N) . 1. t(W, M) ,

ol 1. : Wh[H1M]————+Wh(H1[MxNJ] est canonique et E(N) est 1la

caractéristique d'Euler.

Dans 1le cas N = S1 , ona E(N) = 0 et (3) résulte du
théorame principal.

La démonstration de la formule ci-dessus est facile. On
en trouvera un exposé dans l’'’article de K.W. Kwun et R.H. Szczarba,
Product and Sum Theorems for Whitehead Torsion, Ann. of Math.B82
(1965), p. 183-1890.
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VIII. TYPE D’HOMOTOPIE DES ROTATIONS ET DES ESPACES LENTICULAIRES

Exposé& de G. de Rham (1960)

1. Rotations.

2n-1
Soit R une rotation d'ordre fini h de la sphére S n »

qul engendre un groupe sans points fixes. Les racines caractéristi-

ques de R sont des racines primitives h-iémes de 1'unité, qu’'on

désignera par ka et ;-mk , ol [ = e21"/h et les my
(k = 1,..., n) sont des entiers premiers &8 h . A l'aide de coor-
données complexes 21""’Zn convenablement choisies dans l'espace
R2n cantenant SZn-1 . les équations de R s'écrivent
Mk

(1) R[Zk) = z, (k = 1,..., n) ,
Nous possrons z, = rkezi"¢k . Supposant SZn-1 centrée a l'ori-

2n o 2
gine de R et de rayon 1, on ar > 0 et ) reo= 1.

k=1
Nous dirons que les entisers m, (k=1,..,n) sont les

invariants de R. Ils ne sont déterminés que (mod h), & l'ordre
prés et au signe prés. En changeant zk en ;k .en effat, m, est

changé en -m . Toutefois, le changement de l'une des coordonnées

en l'imaginaire conjuguée est une transformation qul change l'o-

riegntation de SZn-1 . Si 1l'on prend la sphére SZn-1 munie d'une

orientation déterminée, 1liée & un systéme de coordonnées ZyseeesZ o,
on ne psrmettra de changer le signe que d'un nombre pair des Mme s
de sorte que leur produilt sera un entier bien déterminé (mod h).

Soit a?m-Z 1'ensemble des points de Szn_1 tels que
r = 0 si k>m et ¢m = J/h , et ajm_1 l'ensemble des points
tels que T, = 0 si k>m et Jj/h s ¢m < (j+1)/h . Ces ensem-
bles sont des cellules : aZm—z est en effet le "joint"” de m-1
cercles et d'un point, et . a?m—1 le joint de m-1 cercles et

d'un segment. On a ainsi h cellules (j = 0,..., h-1) de chaque
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dimension (m = 1,...,n) , qui définissent une subdivision poly-

edrale de SZn—1 invariante par R .

- h
Soit R' wune autre rotation ds 82n 1, telle que R’

se réduise & l'identité. Ses éguations sont aussi de la forme (1)

avec au lieu des m, des entiers m& que nous appellerons sncore
les invariants de R' mais quil ne sont plus nécessalrement pre-
miers & h, car R' n'engendre pas nécessairement un groups sans

points fixes et ses racines caractéristiques sont des racines

h-ieémes de l1'unité non nécessairement primitives.

Définition : On appellera applicaticon (R,R') toute application

continue f de s°" ' en elle-méme qui satisfait 4

(2) £ .R=R'.f

Deux applications (R,R') seront dites (R,R')-homotopes s8'il

existe une appliecation (R,R') dépendant contintliment d'un para-
métre réel t et se réduisant & l'une pour t = 0 et & l'autre

pour t = 1

THEQOREME 1 : Deux applicatione (R,R') sont (R,R’')-homotopes si
elles ont le méme degré, et dans ee cas seulement. Pour qu'il
existe une application (R,R') de degré d , il faut et il suffit

que l'on ait

(3) M, Moes-m_d = m! m! «se m’ (mod h)
n 1 2 n

P M = 1 (mod h)

(k = 1,...,n). L'application f de S2P-1 @an elle-méme telle que

Soit Pi un entier tel que

= = ’ Y
f[rk) r et f[¢k] P Me ¢k satisfait & (2) , car

= ’ ’ ’ = ’ '
f.Rﬁ¢k] pkmkcbk MR M et R .F[¢kl pkmk¢k + mk/h et ces
deux valsurssont congrues {mod 1). Le degré de f est égal &

do = Py m% ser P ma , car un point dont aucune des coordonnées

T n'est nulle est 1'image par +f de |d0| points exactement,

en chacun desquels le jacoblien de f n'est pas nul et a le signe

de d
o
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En modifiant f seulement au voisinage d'un point P
de SZn-1' on sait qu'on peut obtenir une application de SZn-1
en elle-méme de n’importe guel degré, soit d0+e . Cette appli-
cation ne satisfera plus & (2), mais en modifiant +f de maniére
correspondante dans le voisinage de chacun des points qui se dé-
duisent de P par R et ses puissances, on obtient une appli-
cation qui satisfait & (2) et dont le degré est d0+h e . On a
ainsi prouvé l'existence d'une application (R,R') de degré d
pour tout entier d qui satisfait & (3). Pour achever la démons-
tration, 11 suffira de prouver que les degrés de deux applications
(R,R') sont toujours congrus {mod h) , et que deux applications

(R,R’) sont (R,R')-homotopes si elles ont le mé&me degré.

Soient fo et ¥ deux applications (R,R') .Pour

1
gu'elles soient (R,R')-homotopes, 11 faut et i1 suffit qu'il
existe une application F du produilt SZn-1 x I de SZn—1
avec l'intervalle I = (0,1) , dans SZn-1 , telle que

(4) F(z,0) = fotz) , Fl(z,1) = f1[z] , F(R(z),t) = R'(F(2)) .

soit K% 1e squelette & s dimensions (ensemble des

cellules de dimension £ s) de la subdivision polyédrale de

SZn—1 x I formée des cellules a? x I, aq x 0 et ad x 1

J J
(3 = 0,17,...,h-1 ; g = 0,1,...,2n-1). Les conditions (4)

déterminent F sur K° . Supposons qu'on ait pu définir F sur

K® . Si 1'on peut étendre sa définition a 1'intérieur de al x 1,

s +1

elle sera déterminés par (4) sur K , car le groupe engendré
par R permute d'une maniére transitive les h gsllules aj

(3 = 0,1,...,h=-1). Cela est toujours possible si s< 2n-1, de
sorte qu'on pourra toujours définir F sur K2n-1 . Désignons

par F‘:| sa restriction au bord ds a?n-1 x I . ;our qu'on puisse
étendre la définition de F a 1'intérieur de aDn-1 x I , 8t par
sutte & K%" = s%"T 4 1, 11 faut et 11 suffit que le degré de

F0 soit nul. Or, comme la somme des ggffs des cellules ain_1 x I

(j = 0,1,...,h-1), orientées comme S x I , est égale au cycle
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- - 2n-1
S2n L x 1 - S2n ! x 0 , dont 1'image par F est f1[S -
¢ (s 2 (a, - 418%™, oa d, et d_ sont les degrés
o 1 o 1 o

de ?1 st fo , la somme des degrés des FJ sst é&gals & d1-d0.

Mais en vertu de la derniére condition (4) , les F ont toutes

J

le méme degré d que F0 , de sorte que d1 - dO = hd , Ainsi

d, et do sont toujours congrus (mod h) , et si d1 = do s

le degré d de F, étant nul, on peut définir F sur KZ2N et

fo et f1 sont (R,R')-homotopes.
CQFD

2. Type d'homotopie des espaces lenticulaires.

L'sspace quotient de SZn-1 par le groupe sans points

fixes et cyclique d'ordre h engendré par une rotation R est
une variété L appelée un espace lenticulaire (Linsenraum, lens-

space). Nous dirons que h est l'ordre de L . Le systéme de

coordonnées Zyseees2 4 laide duquel les équations de R s'é-
crivent sous la forme (1) détermine une orientation de L, c'est-
a-dire une base ¢ du groupe d'homologie & coefficients entiers
H2n_1[L] , et & R correspond une base g du groupe fondamental
H1(L]. Ainsi, la donnée des invariants Mysees, Mo de R déter-

mine, en méme temps que L, les bases ¢ de H _1[LJ et g de H1(L].

2n
Supposons que les invariants m%,...,m; de R' soient
aussl premiers 8 h , soit L' 1'espace lenticulaire gu'ils dé-
terminent, c¢' et g’ 1les bases analogues &8 c et g . Une

application F de L dans L' ~change c et g en F(c) =d c’
et F(g) = g'a », o0 d est le degré de F et a un entier

{mod h) gqui caractérise 1'homomorphisme de H1[L] dans H1[L')
induit par F . Cette application poss&de un relévement f qui

est une application [R,Rﬂ] de degré d . Inversément, toute appli-
cation (R,R'®) est le relavement d'uns application F de L

1
de L dans L' , telles que Fotg] = F1(gJ = g'a , sont homo-

dans L' telle que F(g) = g'a . Deux applications F0 et F

topes si lesurs relévements sont [R,R'a]-homotopas, donc, sn vertu
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du théoréme 1, si1 elles ont le méme degré. Il est clair enfin

que si R' @8st définie par les formules (1) avec mé au lisu
de me s R'® est définie par ces mémes formules avec a m&
au lieu de m o Le théoreme 1 entraine alors le suilvant

THEOREME 2 : Soient L et L' les espaces lenticulaires orien-
tés d'ordre h & 2n-1 dimensions déterminés par les rotationes
R et R' d'imvariants m . et my (k = 1,2,...,n) , et soient
g et g' les bases de H1[L) et H1[L') correspondant 4

R et R' . Deux applications F, et F, de L dans L' sont
homotopes 8i elles ont le méme degré et satisfont 4 FO (g) =

F1 (g) , et dans ce cas seulement. Pour qu'il existe une applica-
tion F de L danse L' de degré d telle que Flgl) = g'a s L1

faut et 71 suffit que
(5) dm,m., «.. M = a m!m! ... ma (mod h)

Supposons que (5) soit vérifiée avec d = + 1 ou - 1
et un certain entier a, st soit b tel que a b = 1 (mod h) . On

a alors dm! m! ... ma = p" My My wee mo (mod h) , et le théoréme

2 entrailne ljexistence de deux applications F : L——L' st

G : L' ——L , de méme degré d = +# 1 ou - 1 , telles que

Flg) = g'a et Glg') = gb . Les applications composées GeF:L—sL
et FoG : L'——L' sont alors de degré + 1 et satisfant a
GoF(g) = g et FeGlg') = g' , elles sont par suite homotopes a

l'identité. Ainsi

THEOREME 3 : Pour que les espaces lenticulaires L et L' d'or-
dre h & 2n-1 dimensions définie par les rotations R et R'

d'invariants m et mé (k = 1,...,n) aitent le méme type d'ho-
motopie, il faut et il suffit qu'il existe un entier a satisfai-

sant & la congruence (5) avee d = + 1 ou - 1
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Disons que deux variétés orientées V et V' ont le

m8me type d'homotopie orienté , s'il existe deux applications

f: V—V' et g : V' ——V de degré + 1 , tellesque feg

et gef =soient homotopes & 1l'identité. Naous pouvons alors ajou-

ter au théoréme 3 1le complément suilvant :

Pour que leg espaces lenticulaires L et L' aient le
méme type d'homotopie orienté, il faut et 7l suffit qu'il existe
un entier a s8atisfaisant 4 la congruence m Myseem = a™m!m!...

1 12
vee m'  (mod h).
n

Les résultats exposés ci-dessus sont dus a M. Rueff et W. Franz.
Voir

W. FRANZ : Abbildungsklassen und Fixpunktklassen dreidimen-
sionaler Linsenrd8ume (Journal flr die reine und

ang. Math,, 185 (1943), p. 65-77)

M. RUEFF t+ Beiltr&ge zur Untersuchung der Abbildungen von
Mannigfaltigkeiten (Compositio Math. 6, (1838),
p. 161-202)

G.DE RHAM t Sur les conditions d'homéomorphis ... (etc)

(Colloque de Topologie algébriqus, CNRS, Paris
(1947), p. B87-85) .
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