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Einleitung. 
Zwei Faserr~iume ~3~ = {B~, Pi, X,  Yi, Gi}, i---- t, 2 (zur Definition s. 

STEENROD [8] 1)) fiber der gleichen Basis X heiBen fasernweise homotopie- 
~tquivalent (vgl. THOM [9], S. 164), wenfi es stetige Abbildungen hl:B1-->B e 
und he: Be--~'B1 gibt, die fOr jedes x C X die Faser fiber x in die Faser fiber x 
abbilden. [d.h: h I (p{-1 (x)) (p~-i (x) und h e (p~-i (x)) ( p~-I (x); sog. fasernweise 
Abbildungen] und die die Eigenschaft haben, dab die zusammengesetzten 
Abbildungen he o h 1 und hi oh e durch fasernweise Deformationen in die Iden- 
titbit yon B 1 resp. B 2 fibergeffihrt werden k6nnen. Dabei ist eine fasernweise 
Deformation eine solche, bei der jeder Punkt nut  innerhalb seiner Faser sich 
bewegen darf. 

Es wird der Satz bewiesen (w 2), dab zwei Faserritume ~3i = {B~, Pi, X, Y/, Gi}, 
i = t, 2, X ein zusammenh~ingendes Polyeder, Yi lokal kompakt, sehon dann 
fasernweise h0motopieiiquivalent sind, wenn es eine fasernweise Abbildung 
h:By-->B e gibt, deren Einschr~nkung auf eine Faser eine (gew6hnliche) 
Homotopie~quivalenz zwischen Bild- und Urbildfaser ist. Beim Beweis und 
auch bei den Anwendungen dieses Satzes in w 3 spielen die in w t untersuehten 
Abbildungsr~iume (~ (Yi, Y~), i, k----t, 2, eine Rolle; ~ (Yi, Yk) bezeichnet die 
mit  der ,,kompakt-offenen" Topologie versehene Menge der stetigen Abbil- 
dungen von Y~ in Y k. 

Der dritte Paragraph enth~lt eine Klassifikation der Faserr~ume ~---- 
{B, p, S '~, Y, G}, Y lokal.kompakt , S m die m-Sphere, bezfiglich der fasern- 
weisen Homotopie~quivalenz, die der auf FELDBAU zurtickgehenden, in [8], 
w 18 dargestellten Klassifikation dieser Faserr~tume bezfiglich der gew6hnlichen 
Aquivalenz entspri'cht. Genauer gesagt handelt es sich beide Male nut um eine 
Zurfickffihrung des .Klassifikationsproblems auf die Berechnung gewisser 
Homotopiegruppen. 

Unter Benutzung der Ergebnisse yon J. P. SERRE [6] fiber die Gruppen 
~r,~ (S *) werden im Falle Y ~  S ~, G ~-0.+ 1 = Gruppe der orthogonalen Selbst- 
abbildungen yon S *, die in Frage kommenden Homotopiegruppen teilweise 
berechnet. Damit ergibt sich: 

Eine volle Klasse fasernweise homotopie~tquiva!enter Faserr~tume ~3= 
{B, p, S '~, S'~,0,,+1} enth~lt genau dann unendlich viele paarweise nichs 

1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende 
der Arbeit. 
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/tquivalente Faserr/iume, wenn m ---~ 0 (4) und n > ___m ist. Ffir m ~ 3 oder n ~ 2 
2 

ist fasernweise Homotopie~iquivalenz gieichbedeutend mit Aquivalenz. 
Insbesondere ist damit die yon R. THOM ([9]/S. 167) gestellte Frage be- 

antwortet, ob es Faserritume mit Faser S ~ und Strukturgruppe 0,+~ gibt, die 
fasernweise homotopie/iquivalent, aber nicht /iquivalent sin& 

w 1. Eigenschafte n yon AbbildungsrAumen. 

Es werden in diesem Paragraphen gewisse Abbildungsr/iume untersucht, 
die im folgenden eine Rolle spielen. Dabei setzen wit diejenigen topologischen 
R/iume, die mit lateinischen Buchstaben bezeichnet sind, als lokal kompakt 
(insbesondere Hausdorffsch) voraus. Diese Voraussetzung ist mitunter sch/irfer 
als n6tig; sie vereinfacht jedoch die Daxstellung und ist fiir die wichtigsten 
Ergetmisse wesentlich. 

A. Es seien Y und Z topologische R~iume. Die Menge der stetigen Abbil- 
dungen yon Y in Z werde mit der ,,kompakt-offenen" Topologie versehen 
(Topologie der kompakten Konvergenz bei BOURBAE! [21, w 2, Def. 1). D a -  
dutch entstehe de r topologische Raum @ (Y,Z). Ist g E (~ (Y, Z) und y E Y, 
so bezeichnet g �9 y das Bild von y bei g. 

B. Der Abbildungsraum (~ (Y, Z) besitzt folgende Eigenschaff (s. ~[2], w 2, 
Prop. 9): 

Es sei~ ein topologischer Raum. Eine Abbildung [: ~--->(~ (Y, Z) ist genau 
dann stetig, wenn dutch [(L Y)=7(~) "Y, ~ E~, y E Y eine stetige Abbildung 
[: ~ • Y--->Z Cleiiniert wird, 

Hieraus folgt: Die Zuordnung T--~] definiert eine eineindeutige Beziehung 
zwischen den stetigen Abbildungen ~-+@(Y,Z) und den stetigen Abbil- 
dungen ~ • YL~Z. 

C. Y und Z seien topologische R~iume, g~: Y->Z, k = 0 ,  t, stetige Abbfl- 
dungen, go und gl sind genau dann homotop, wean sie sich in @ (Y, Z) dutch 
einen Weg verbinden lassen, 

Beweis .  Es sei I =  [0, 1] das abgeschlossene reelle Einheitsintex:vall. DaB sich go 
und gl in @ (Y, Z} dutch einen Weg verbinden lassen, bedeutet, daft es eine~stetige Ab- 

bildung ~: i-+ (~ (Y, Z) mit 7(0) = go, ~(t) = gl gibt. Dies ist nach B gleichwertig mit der 
Existenz einer stetigen Abbildung f : I•  Y-+Z mit 1(0, y) =go " Y; f(t ,  y) =gx"  Y, YE Y- 

Dies  wiederum bedeutet, dab go und gl homotop sind. 

D. Y, Z, W seien topologische R~ume, g E | (Y, Z), g' E @,(Z, W) (s. A). 
Die Abbildung g' o g ~) ist stetig, also ein Element von@ (Y, W). Es gilt (s. [21, 
w 2, Prop. t0): 

Die Abbildung (g', g)-->g'og yon @(Z, W)• in @(Y, H0 ist stetig. 
Ist insbesondere Y = Z =  W, so ist durch (g', g)-->g' og eine stetige, assoziative 
Mnltiplikation in @ (Y, Y) gegeben. Die identische Selbstabbfldung yon Y 

- -  wir bezeichnen sie mite  -- ist Einselement beziiglich dieser Multiplikation, 

2) Sind ~, ~0~, ~J~', ~ Mengen, ~:~-+~0~, /~:~J~'-+~ Abbildungen und 9 ~ < ~ ' ,  dana 
bezeiehnet / ,o  $: ~ -+ ~ die zusammengesetzte Abbildung l,--~/z ()t ($)), l E ~. 
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E. ~ . , Y , Z , W  seien topologische R~iume, g:~-->@(Y,Z) (s.A) und 
g': ~-->@ (Z, W) stefige Abbildungen. Wir definieren g' $ g: ~->@ (Y, W) durch 

0) ( ~ ' o ~ ) ( ~ ) -  ~'(~)og(~), ~E~. 

Die Abbildung g'~ g ist stetig, denn man kann sie durch Zusammen- 
setzen zweier stetiger Abbildungen erhalten: 

t ~ -+ (g (L, g (~)) --> g'(~) o. g (~), (s. D) 

F. Mit den Bezeichnungen yon E seien gk:~->~ (Y, Z), g~:.~-->@ (Z, W), 
i t I 

k = 0, I, stetige Abbildungen und go ~ gl 8), go ~ gl. Dann ist auch go �9 go ~-~ 
g'l e gl. Bezeichnen wir.allgemein die Homotopieklasse einer stetigen Abbil- 
dung / mit []], so k6nnen wir also das o-Produkt yon [go] mit [fl0] durch 
[g'o] O [g0] = [go O go] in eindeutiger Weise definieren. 

B e w e i s .  Nach  Vorausse tzung  g ib t  es s te t ige Abb i ldungen  g:~• Und 
g':2gxX-~(z, w) (z= [o, ~]) mit 

g(~, o ) =  go(~), g(~, 1 ) =  g~(~), 

W i t  b i lden  
g ' $ g : ~ x I - + { ~  (Y, W) (s. E). 

Fi i r  ~ E ~ i s t  
g' �9 fl (~, O) = g'(~, O) o g (~, O) = g'o (~) o go (~) = fl'o �9 go (~). 

Ebenso  is t  
g'r (~, ~) , , , ~--- gl(~ gl (~), also fl0Ogo_~ g l ~ g l .  

G. ~o sei ein Teilraum des topologischen Raumes ~. Die Menge der stetigen 
Abbildungen g :~---~@ (Y: Y) (s. A), bei welchen ganz ~o in e (s. ]3) fibergeht, 
ist abgeschlossen bezfiglich der ~-Multiplikation [d.h. wenn g und g' solche 

t ~ )  �9 Abbildungen sind, dann auch g g, dies folgt unmittelbar aus der Definitions- 
gleichung (~) ]. 

Wie in F erhalten wi r eine r der Homotopieklassen der 
stetigen Abbfldungen g : (~, ~o) -+ (@ (Y, Y), e) ~). Bei der Bfidung dieser 
Homotopieklassen werden' wie fiblich nur solche Deformationen zugelassen, 
die das Bild yon ~o festlassen. 

Insbesondere betrachten wir den Fall, dab ~ ein mdimensionaler WfiHel 
(n > 0), ~0 sein Rand, oder auch, dab ~ eine ~-$ph~re und ~o ein fest gew~hlter 
Punkt darin ist. Die Homotopieklassen der stetigen Abbildungen g:(~, ~o)--~ 
(.@(Y, Y), e) bilden dann die Homotopiegruppe ~. (~ (Y, Y), e) (s. [8], w ~5). 
Uber diese Gruppen beweist man fast w6rtlich wie bei ST~E~gOD. ([8], ~6.7 
bis ~6.9)den folgenden 

HiHssa tz  ~. Es sei Y ein lokal kompakter topologischer Raum, g~ = @ (Y, Y) 
(s. A), ~, (~, e) die n-re Homotopiegruppe (n > O) v6n ~ zum Bezugspunkt e 
(= identitiit yon Y) und ~ ~ ~ (@, e), i = t,  2. Dann gilt: 

~. ~ + ~. = a ~ .  ~ (s. G). 

~) Das  Zeichen ~ b e d e u t e t :  homotop .  
~) Die Schreibweise g: (~, ~o) -~  ( ~  (Y, Y), e) besagt ,  dab  fl eine Abb i ldung  yon 3~ 

in ff~(Y, y) ist, bei  der  ~0. in e f ibergeht.  

8* 
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2. Die Operatorengruppe ~r 1 (03, e) yon :r~ (03, e) wirkt trivial, d.h. fiir ieden 
g~schlossenen Weg C: [ -+03 , C (0) : e = C (t) ist der induzierte A utomorphismus 
C ~ :~,~(@, e) -+rr~ (03, e) (s. [8], w t6, insbesondere t6.4) die Identit~t. 

H. Mit den •ezeichnungen des Hilfssatzes I sei g E @ und g--~ e. D :1-+03 
sie ein Weg von e ilach g (s. C). Der durch D induzierte Isomorphismus 
D ~+ :7r~(03, g) -+Jr~ (03, e) ist unabh~ngig yon der Auswahl des Weges D (die 
Bogenkomponente yon e in 03 ist n-einfach nach H.S. t ;  s. [8], t6.5). Wit 
identifizieren 7r~ (| g) mit ~r~ (03, e) verm6ge des Isomorphismus D ~. 

Diese Identifikation l~tBt sich folgendermaBen beschreiben (s. [8], w 16): 
Es seien g : (S ~, x0) -+ (03, e) resp. ~': (S ~, Xo) --~ (03, g) Abbildungen .aus 
o'~C~,~(03, e) resp. o~'E~r~(@,g), (S ~, Xo) die n-Sph/ire mit Bezugspunkt x o. 

und ~' werden genau dann identifiziert, wenn ~ und g' ineinander defor- 
miert werden k6nnen. 

I. ~ und ~ seien beliebige topologische R~ume. Eine stetige Abbildung 
Y: ~ - + 8  heiBt Homotopie~quivalenz, wenn es eine stetige Abbildung Y-: ~3--> 
gibt derart, dab y-o  y und yo y-  der Identit/it yon ~ resp. ~ homotop ~Md. 
Y- heiBt dann ein Homotopieinverses von Y- Man sagt ~ und S seien yore 
gleichen Homotopietyp, wenn es eine Homotopie/iquivalenz ~-->S gibt. 

Sind Y und Z lokal kompakte toFologische R/iume, dann bezeichnet 
@1 (Y,Z)  die mit der induzierten Topologie versehene Menge der Homotopie- 
/iquivalenzen in 03 (Y; Z) (s. A). 

J. Es sei g : Y - + Z  eine Homotopie~iquivalenz und g- ein Homotopie- 
inverses yon g (s. I). 

1. Ist "g eine s tetige Abbildung von Y in Z und 'g ~_ g, dann ist auch 'g 
eine Homotopieaquivalenz, und g- ist ein Homotopieinverses yon 'g. 

2. Ist ' g - : Z - + Y  eine stetige Abbildung und ' g - o g ~  ey ( :  Identit~t von 
Y), dann ist ' g - ~ g - ,  

Hieraus und aus C folgt: 031 (Y, Z) (s. I) besteht aus vollen Bogenkom- 
ponenten yon 03(Y, Z). Alle Holnotopieinversen von g C031(Y,'Z) liegen in 
der gleichen Bogenkomponenie yon 03 (Z, Y). 

B e w e i s .  ey ,  e z seien die iden t i schen  Selt~stabbildungen yon  Y, Z. 

t .  Aus  'g~--g folgt g - o ' g ~ g - o g ~ - - ~ e y ,  ebenso ' g o g - ~ e  z .  
2. Aus  " g - o g , ~ e y  folgt  g - = e y o g - ~ ( ' g - o g )  o g - - - ' g - o ( g o g - ) ~ ' g - O e z = ' g - .  

K. Sind Y , Z ,  W topologische R~tume, g l : Y - + Z  und g~:Z-+W Homo- 
topie~quivalenzen (s. I) und g; resp. g~ Homotopieinverse yon gt resp. g2, 
dann ist g~og~ eine Homotopie~quivalenz und g;og~ ein, Homotopieinverses 
von g2 o ga. Insbesondere ist @I(Y, 17) (s. I) abgeschlossen beztiglich der 
o-Multiplikation. 

] 3 e w e i s .  ey ,  ez ,  e W seien die Iden t i tRten  yon Y, Z, W: D a n n  is t  (g~ogl) o (g~og~) 
gao (glOgl) o g ~ - - g 2 o e z O g ~ = g 2 o g ~ -  e w ,  ebenso (g~og~) o (g2ogl) ~_ ey .  

L. Ffir k :  0, t ,  seien g~, g'~ ~ 03 (Y, Y) (s. A), go ~ g,, g'o "~ g~. Dann ist 
go ~ ~ g'~ og~. 13ezeichnet allgemein ~ die Bogenkomponente von g ~ 03 (Y, Y) 
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(~ is t  nach  C gerade die Homotop iek lasse  von g), so k6nnen wir  also das  
o -P roduk t  von g0 mi t  gl durch  googl = 1 ~o g o"  in e indeut iger  Weise  definieren. 

Beziiglich dieser Mul t ip l ika t ion  b i lden  die Bogenkomponen ten  von 
631(Y, Y) [die nach  J auch Bogenkomponen ten  von |  Y) s ind I eine 
Gnlppe ,  die wir  in Analogie  zu [81, 16. t0  mi t  ~0 (| (Y, Y), e) bezeichnen.  

Beweis.  Es seien g, g', g" beliebige Elemente yon (91(Y, Y), g- ein Homotopie- 
inverses yon g, e die Identitlit yon Y. 1. Abgeschlossenheit beziiglich der o-Multiplikation : 
Nach K ist gog'C (91(Y, Y), also g o ~ ' =  gog" eine Bogenkomponente von (91(Y, Y). 
2. Assoziativitiit: ~ o (F o ~vT) = g o g'o g" = g o (g' o g") = (g o g') o g" = (~ o g') o g". 
3. Existenz der Linkseins : ~ o g = e o g = ~. 
4. Existenz des Linksinversen: g=0g = g-og = ~. 

M. Es  seien Y und  Z topologische R~iume vom gleichen H o m o t o p i e t y p ,  
gl C |  Z) und  g~ ei n Homotop ie inverses  yon  gl (s. I). W i r  definieren eine 
s te t ige  Abb i ldung  ~ (Y, Y) - + ~  (Z, Z) (s. A) durch  

g- -~g~ogog-~ ,  g C ~ 3 ( Y , Y )  

und  nennen sie eine Trans /ormat ion  mi t  gl. 

N.  Y , Z ,  W seien topologische R~iume vom gleichen H o m o t o p i e t y p ,  g 
resp. 'fl sei eine Trans fo rmat ion  mi t  gl ~ | (Y, Z) r e s p .  'gl C | (Z, W).  Dann  
ist  'fl o g eine Trans fo rmat ion  mi t  'gl o gl- 

Beweis.  g resp. "fl sei durch g~gxogog~ ,  gE ~ (Y, Y) resp. 'g-~'gzo'go'g'~, 'g~ (9 (Z, Z) 
gegeben (gl resp. 'g{ homotopieinvers zu gl resp. 'gl). Nach K ist 'gx o gl6 (~1 (Y, W) und 
g~o 'g~ h0motopieinvers zu 'gl o gl. Die Abbildung g-+ ('gz o gx) o g o (g'~o 'g~) (d. i. 'g o g) ist 
also eine Transformation mi.t 'gl ~ 

O. I s t  fl, :@ (Y, Y) -~r (Z, Z), k = 0, t ,  eine Trans fo rmat ion  mi t  gk E| (Y, Z) 
(s. M) und  ist  go ~" gl,  dann  ist  auch ~0 ~ gl. 

Be wei s. flk sei durch g-+ gk o g o g~, gE {9 ( Y ,  Y) gegeben (g~ homotopieinvers zu gk). 
Aus go~gl  folgt go~--gl (s. J). C : I ~ ( ~ ( Y , Z )  resp. C-:I--~(9('Z, Y) sei ein Weg, der 
go mit gl resp. go mit g~ verbindet (s. C). Dann ist 

(g,t)--+C(t)ogoC-(t), gE(9(Y,  Y), t E I  

eine Deformation yon go in gl. 

P .  Jede  Trans fo rma t ion  mi t  e inem E leme n t  aus |  Z) (s. M) is t  eine 
Homotopie~iquivalenz.  Insbesondere  : Sind Y und  Z topologische Rs  vom 
gleichen H o m o t o p i e t y p ,  dann  anch | (Y, Y) und  | (Z, Z) (s. A). 

t3 e w ei s. E s seien g eine Transformation mit g E (91 (Y, Z), g- ein ~Iomotopieinverses 
yon g und g- eine Transformation mit g-. Nach N ist g-o ~ eine Transformation mit 
g-og. Die Identit~it yon (9 (Y, Y) ist eine Transformation m i t e  (= Identit~t yon Y), 
also wegen e ~--g-og in fl-o fl deformierbar (s. O). Entsprechend kann go g- in die Iden- 
titbit yon (9 (Z, Z) deformiert werden, g ist also eine Homotopie~iquivalenz und g- ein 
Homotopieinverses yon g. 

Q. Eine  Trans fo rma t ion  mi t  g C @ I ( Y ,  Y )  (s. M) is t  eine s te t ige  Selbst-  
abb i ldung  yon 6 5 = t ~ ( Y ,  Y), bei  der  e, die Identi t~it  von Y, in g o g -  i ibergeht  
(g- ein gewisses Homotop ie inverses  von g). Sie induzier t  daher  einen Homo-  
morph i smus  g . : ~ ( ( ~ ,  e)-+~,~(| go.g-), n ~  ~ (s. ~8~, ~5.5). W e g e n  gog-~-~e 
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k6nnen wir ~ (@, e) und ~ (@, gog-) in natfirlicher Weise identifizieren (s. H). 
g6 wird damit zu einem Efldomorphismus yon n~ (@, e). 

Transformationen mit Elementen aus der gleichen Bogenkomponente yon 
@1 (Y, Y) sind homotope Abbildungen (s. O) und induzieren daher dengleichen 
Endomorphismus g. .  Bezeichnet ~ die Bogenkomponente von g, so k6nnen 
wir also durch die Festsetzung ~,-----g. :in eindeutiger Weise jeder Bogen- 
komponente ~ yon (~I(Y, Y), d.h. jedem Element von ~o(63, e) (s. L), einen 
Endomorphismus ~. yon n~ (@, e) zuordnen. 

Eine Transformation erst mit g C @1 (Y, Y), dann mit g'C @1 (Y, Y) ergibt 
eine TransformatiOn mit g'og (s. N), Als0 ist (g'og).-~g.og,. Daraus folgt 
(~o~). = ~'~0~,. Die Identitiit  v o n @  (Y, Y) ist eine Transformation m i t e ,  
also ~. die Identit~tt von ~ (@, e). Wit erhalten somit: 

Durch die Zuordnung g-+ g. wird no (@, e) zur 
Operatorengruppe yon ~,, (@, e), n > O. 

Diese Aussage bleibt richtig ffir n-----0, wenn wir 
Fig.~. dann unter ~, den durch ~ bestimmten inneren 

Automorpbismus von n 0 (r e) verstehen. 

B e m e r k u n g  !. Die Menge der Hom6omorphismen yon Y auf sich ist in 
@x(Y, Y):(s. I) enthalten. Das Beispiel der Sph~ren k6nnte vielleicht zur 
Vermutung fiihren, dab allgemein jede Homotopieiiquivalenz Y-->Y sich in 
einen Hom6omorphismus deformieren l~il3t, zumindest wenn" Y zusammen- 
hAngend ist. Wir geben folgendes Gegenbeispiel: 

Y bestehe aus einem abgeschlossenen Kreisring, einer Kreislinie und einer 
Strecke, die beide verbindet (s. Fig: l). Die Abbildung g : Y - + Y  bestehe 
darin, dab man znn~ichst den Kreisring Iadienweise auf den AuBeren Rand- 
kreis driickt und dann das so entsteher~de Gebilde an der Mittelsenkrechten 
der Verbindungsstrecke spiegelt. Dann ist go g ~_ e, aber ~ nicht in eine topo- 
logische Abbildung deformierbar. 

w 2. Fasernweise Abbildungen und fasernweise Homotopie~iquivalenz. 

R. Es sei ~ ein Faserraum (fibre bundle bei STEENROD E8], w 2). Dutch 
die Schreibweise ~ = {B, p, X, Y, G} bringen wir zum Ausdruck, dab B tier 
gefaserte Raum (bundle space), X die Basis (base space), p : B ~ X  die Pro- 
jektion (plojection), und G die Strukturgruppe (group of the bundle) von ~ ist. 

Ist A ein Teilraum yon X, dafin bezeichnet ~[A = {p-l(A), p•, A, Y, G} 
den fiber A gelegenen Tell von ~ ;  /SA:p-!(A)-->A ist dabei die durch p deft- 
nierte Abbildung s) (vgl, [8], 9.2). 

D e f i n i t i o n  I. Es seien ~3 ~ {B, p, X, Y, G} und ~ ' =  {B', p', X', Y', G'} 
Faserr~ume, h:X--~X' eine stetige Abbildung. Unter einer f a s e r n w e i s e n  

~) ~ und ~ seien Mengen,/~: ~-->~t  eine Abbitdung, 93~" ( 9J~, ~ ' (  ~ und/z (Tfr ( ~ ' .  
Wir nennen die Abbildung/z ' :  ~YJ~'-+ ~ ' ,  die durch/z'(m) = ~u (m), m E ~J)~' gegeberx ist, die 
dutch/ ,  definierte Abbildung. 
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A b b i l d u n g  h:23--~23' zur  A b b i l d u n g  h (kurz: / - A b b i l d u n g  zu r  A b b i l -  
d u n g  h) verstehen wir eine stetige Abbildung h: B--> B' mit der Eigenscha]t 

(2) ~ o p = p' o h. 

Ist insbesondere X = X '  und h die Identit~t, dann sprechen wir yon /-Abbil- 
dungen schlechthin (ohne den Zusatz: zur Abbildung h), 

Eine ]-Abbildung zur Abbildung h bildet also fiir jedes x C X die Faser 
p-l(x) stetig in die Faser p-l(h(x))  ab, im Gegensatz zu einer fasertreuen 
Abbildung (s. [81, 2.5) jedoch im allgemeinen nicht topologisch. 

D e f i n i t i o n  2. Es seien 23 = {B, p, X,  Y, G} und 23'= {B', p', X' ,  Y' ,  G'} 
_Faserriiume, h: X--> X '  eine stetige A bbildung und 23 • I = { B • I, q, X • I, Y,  G} 
das Produkt von 23 mit I = E0, t]  (s. [8], 1t.1). q : X • I -+ X sei durch ~ ( x, t) = x, 
x E X, t C I de/iniert. Eine ]-A bbildung ~ : 23 • I ~23' zur A bbildung ~ = h o e 
(s. Def. 1) h e i ~ t / - H o m o t o p i e  zur  A b b i l d u n g  h. 

Ist insbesondere X : X '  und h die Identitiit, dann sprechen wir von [-Homo, 
topien schlechthin (ohm den Zusatz: zur Abbildung h). 

D e f i n i t i o n  3.. Es seien 23 : {B, p, X,  Y,  G} Und 23 ' :  {B', p', X' ,  Y' ,  G'} 
Faserr~ume, h: X-+ X '  eine stetige A bbildung. Zwei ]-A bbildungen h k: 23 ~73', 
k-----0, t, zur Abbildung h (s. Def. Q heiflen / - h o m o t o p ,  in Zeichen ho,,~ha, 
wenn es eine ]-Homotopie ~:23• zur Abbildung h (s. Def. 2) gibt mit 

(b, O) = h o (b), ~ (b, 1) = h I (b), b C B.  

selbst hei~t dann auch eine /-De/ormation von h o in hi; m. a. W. : Bei einer 
]-Deformation von h o in h I beschreibt der Bildpunkt von b C B einen stetig 
yon b abh~tngenden Weg, der h 0 (b) mit h I (b) verbindet und der ganz in der 
Faser p-a (x'), x '=  h o p (b), verl~uft. 

S. Folgendes ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen 1-bis 3: Sind 
23k = { Bk, Pk, Xk,  Yk, Gk}, k = t, 2, 3, Faserr~ume und h iund  h'i ]-Abbildungen 
23i--->23i+1 zu den Abbildungen hi:Xi-+Xi+~, i = t ,  2, dann ist h2oh 1 eine 

t .  t t /-Abbildung 231-+ 23a zur Abbildung h~ o hi, und aus hi "7" hi folgt h, o h 1 7" h2 o hv 
Die identische Selbstabbildung von 23 = { B, p, X,  Y,  G} ist e ine/-Abbildung 
(zur Identit~t der Basis). 

B e m e r k u n g  2. Wit werden uns im folgenden fast ausschlieBlich mit 
]-Abbildungen resp. /-Homotopien zur Identit~t der Basis besch~ftigen (ins- 
besondere werden als0 Bild- und Urbildfaserraum die gleiche Basis  haben). 
Diese BeschrRnkung kann in folgendem Sinne als unweSentlich angesehen 
werden : 

Es seien 23---- {B, p, X, Y, G} und 23'= {B', p', X',  Y' ,  G'} Faserr~tume, 
h : X - + X '  eine stetige Abbildung, ~-1(23,)= {~,~, X, Y',  G') der induzierte 

Faserraum, h~ -1 (23')-+23' die induzierte fasertreue Abbildung (s. E8], w 10) 
und h~ ~-~ (x) _+p-1 (~ (x)) die durch h 0 definierte AbbildungS). 

Wir ordnen_ jeder/-Abbildung h:23-+23' zur Abbildfing h die/-Abbildung 
h':23-+h-a(23 ') zu, die dutch h'(b)=(h~ b C B, x=p(b)  gegeben ist. 
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Einer/-Abbildung h': 73-+ ~-1 (73,) hingegen ordnen wir die/-Abbildung h ~ o h": 
~-+73' zur  Abbildung ~ zu. 

Die beiden Zuordnungen sind invers zueinander und stiffen eine einein- 
deutige, /-Homotopien erhaltende ]3eziehung zwischen den /-Abbildungen 
h': ?3-+ h -~ (~') und den /-Abbildungen h: 73-+ ?3' zur Abbildung h: 

D e f i n i t i o n  4. Es seien 73 und ?3' Faserrdume iiber der gleichen Basis. 
Eine [-Abbildung h:73--->73' (s. Def. I) heiflt / - H o m o t o p i e / i q u i v a l e n z ,  
wenn es eine i-Abbitdung h':73"-->73 gibt mit (s. Def. 3) 

h' o h ,7, e, h o h" 7- e :, e, e' die Identit~ten yon 73, 73'. 

D e f i n i t i o n  5. Zwei Faserr~ume ?3 und ?3' iiber der gleichen Basis heiflen 
t - h o m o t o p i e ~ i q u i v a l e n t  (oder v o m  g l e i c h e n  / - H o m o t o p i e t y p ) ,  wenn 
es eine ]-Homotopiedquivalenz h:73-->73' (s. Def. 4) gibt. 

Wir wollen ein einfaches Kfiterium dafiir angeben, dab eine ]-Abbfldung 
eine/-Homotopieiiquivalenz ist. Als Vorbereitting dazu dienen die folgenden 
Betrachtungen einschliel31ich Hilfssatz 2. 

T. Es seien ~, ~' beliebige, Y, Y '  lokal kompakte topologische R/iume. 
Wit bilden die (trivia!en) Faserr/iume ~ •  Y, ~ ' •  Y' (Basis ~ resp. ~'). 
a : ~ ' •  Y'-~-Y' sei dutch a(~', y ' ) = y ' ,  ~'C ~', y'~C Y' gegeben. ~ : ~ - - ~ '  sei 
eine stetige Abbildung. 

Ist ~ : ~ x  Y - + ~ ' •  Y' eine /-Abbildung zur Abbildung ~ (s. Def. t), dann 
ist a o ~ : ~ •  stetig , also auch (s. B) die dureh ~(~) �9 y = a o ~ ( ~ ,  y), 

C ~, y E Y definierte Abbildung ~ : ~--->~ (Y, Y'). 
Es sei umgekehrt ~: ~--->(~ (Y, Y') eine stetige Abbildung, Die Abbildung 

(~, y) --->~ (~) �9 y yon ~ • Y in Y' ist stetig (s. B), also aueh die dutch ~* (5, Y) ~- 
(~(r;), ~(~) ' Y) definierte Abbildung , /* :~•  Y-->~'• Y'. ~?* bildet die Faser 
~• Y in die Faser ~(~)• Y' ab, ist also eine /-Abbildung zur A'bbildung 
(s. Def. ~). 

Es ist (~)* (L Y) ---- (~ (~), ~ (~)" Y) = (~ (~), ~ o ~(r, y)) ---- ~ (~, y), also (~)* = ~', 
ebenso (~'6)=~. Die beiden Zuordnungen ~-+~ lind ~/-->~1" sind also i-rivers 
zueinander und stiffen somit eine eineindeutige Beziehung zwischen den f- 
AbbildUngen ~: ~ • Y-+~ ' •  Y '  znr Abbildung ~ und den stetigen Abbildungen 
~: ~r162 (Y, Y'). 

H i l f s s a t z  2. V sei eine abgeschlossene n-dimensionale Vollkugel (n>  0), 
S ihre Randsph~re. Y, Y" seien lokal kompakte topologisc~e R4ume. V• Y,  
V • Y', S x Y, und S X Y '  werden als (triviale) Faserr4ume iiber der Basis V 
resp. S au]ge/aflt. Es seien gegeben : 

~) Eine ]-Abbitdung (s. Def. t) H : V • 2 1 5  mit der Eigenschafl: 
Die durch H de/inierte Abbildung h~ :v •  'a) ist eine Homotopie- 
iiquivalenz flit redes v ~ V, 

fl) eine [-A bbildung h' : S • Y'---> S x Y, 

y) eine ]-Homotopie(s. Def. 2) ~0: S • Y • I--> S • Y, I = [0, t ], mit q~ (x, y, O) = 
~' (H(x, y)), ~(x, ~, ~)=(~, y), ~ S ,  ~ :  
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Dann gibt es eine /-Abbildung H': V• Y'--> V X Y und eine '/-Homotopie 
q ~ : V x Y • 2 1 5  mit 

n ' ( x ,  y')  ' ; - - h ( x , y ) ,  ~(x,y,t) =r q~(v,y,o) =H'oH(v,y), 
q~(vly, l )=(v , y ) ,  xES ,  v EV, y 'CY' ;  t ( I .  

Beweis .  Wir fibersetzen entsprechend der in T gegebenen eineindeutigen 
Beziehung die Voraussetzungen a) bis ~) und die BetiauPtung des Hilfs- 
s~tzes 2. 

Es seien gegeben die stetigen Abbildnngen 

~) -~: V-+@(Y,  Y') mit/~(V) ( |  Y') (s. I), 

fl) ~': S-+@(Y' ,  Y), 
~) ~ : S x I - + @ ( Y , Y ) m i t  ~(x, 0)=-h '(x)oH(x),  ~(x, t )  e, xES ,  edie 

Identit~it yon Y. 

Dann gibt es stetige Abbildungen/t '  : V-+(~ (Y', Y) und ~ :  V x I -~  | (Y, Y) 
mit 

H' IS=h, - '  ~ ( v ,O )= -q ' ( v )o# (v ) ,  ~ff,~)=r ~ISXZ=~, vCV .  

[Die der Abbildung ~ in T entsprechenden Abbildungen H, h', H '  sind gleich 
der Identit~it, w~ihrend ~ und ~ durch ~ (v, t) ~ v, ~ (x, t) = x, v ~ V, x E S, 
t C I gegeben sin& 

Es sei x 0 ein fester Punkt aus S. H(x0) ist eine Homotopie~iquivalenz 
(s. a) und h'(xo) o/-7(Xo) --~ e (s. ~), also/7(Xo) oh'(xo) __~ e (s. J). Hieraus folgt 

~' = ~' |  s. (i) 

- ~ ' | 1 7 4  s.F 

= (~'|  (~0)) | 

~- (h'| (/tl S)) | h'(xo) wegen HI S ~H(xo) 6) und F 

-~ ~ | 7~'(Xo) = ~'(Xo) s. ~. 

h' ist also homotop einer konstanten Abbildung, d.h. stetig auf V erweiter- 
bar. Sei 

(3) 'H:V-*e~(Y' ,  Y), 'HIS =h'  

eine solche Erweiterung. Ferner sei S* ~ V X 0 ~ V X 1 w S X I die Rand- 
sphere von V X I  und '~:S*--->~(Y, Y) durch 

(4) ' ~  (v, O) = 'H (v) o H (v), "~ (v, t) = e, "~ ] S X I = ~, v C V 

definiert. Diese Definition ist widerspruchsfrei. Nach ~ ist n~imlich ~-~ e 
in S x t,  und in S x 0 ist ~ (x, 0) = h'(x) o/-7(x) = '/-I(x) o/-7(x), letzteres naeh (3). 

6) Wir verwenden bier wie auch spiiter manchmal dasselbe Zeichen ffir einen Punkt 
eines topologischen Raumes und die entspreohende konstante Abbildung in diesen tiaum. 
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' ~  repr~isentiert ein gewisses Element  ~ aus r% (@ (Y, Y), e) [wir denken 
uns S ~ orientiert und nehmen als Bezugspunkte  e twa (x o, 1)]. Wir wZhlen 
nun eine Abbildung "~: (S", (x o, t ) ) - +  (| (Y, Y), e) aus der Homotopieklasse 

- -  c~ derart,  dab 

(5) I sxz  v x l  - -  e") 

ist. Das ist  immer m6glich; sollte " ~  die Eigenschaft  (5) zun~ichst noch nicht 
besitzen, so kann dies  durch eine einfache Deformation (dutch , ,Konzen- 
t ra t ion"  der Abbildung "~ in V • 0) erreicht werden. 

Die Abbildung "q~o'~b repr~isentiert nach Hilfssatz l das E l e m e n t  
~ - - ~ = 0  aus r Y),e), kann also auf V X I  stetig erweitert  werden. 
Es sei 
(6) ~ : V x I - + |  ~ t S ~ = " ~ o ' $  

eine solche Erweiterung. 
Definieren wir H' : V-+~3 (Y' , Y) durch 

(7) fi '(v) = " $  (v, 0) o '/r v E V, 

dann  sind H '  und ~ die gesuchten Abbildungen. 
so gilt: 

Is t  n~tmlich x C S, v C V, 

= ' @  (x, o) s. (7) 

= h'(x) s. (5) und  (3), 

(v, 0) = " ~  (v, 0) o ' ~  (v, 0) s. (6) und (t) 

="$(v,O) o'H(v)oH(v) s. (4) 

= /7 ' (v )  o/-I(v) s. (7), 

(v, t) = " ~  (v, 1) o '6 (v ,  t) s. (6) und (t) 

- -  e s. (5) und  (4), 

 lsxz=(" lSxZ) c' isxz) ~. (6) 

= ~ s, (5) und  (4). 

S a t z  t.  Es sden 2 = {B, p, X, Y, G} und 2 ' =  {B', p', X, Y', G'} Faser- 
r~ume, Y und Y' lokal kompakt, X ein Polyeder. h:~)-*2' sei eine [-Abbildung 
(s.  Def. t) und h,:p-1 (x)--',p'-1 (x), x E X, die durch h definierte AbbildungS). 

h ist genau dann eine/-Homotopieiiquivalenz (s. Def. 4), wenn h, eine Homo- 
topie~quivalenz (S. I) ist [iir /edes x C X. 

K o r o l l a r  1. Es seien 2 = {B, p, X, Y, G} und 2"= {B', p', X', Y', G'} 
Faserr~ume, Y und Y' lokal kompakt, X ein Polyeder. h:X-+X'  sei eine 
stetige Abbildung, h:2-+~Y eine [-Abbildung zur Abbildung h (s. Def. t), und 
/ar /edes x 6 X sei die durch h de/inierte A bbildung h~: p-1 (x) -+ p'-1 (~ (x) ) 5) eine 
Homotopie~quivalenz (s. I)~ 

Dann sind ~3 und der induzierte Faserraum ~-1 (~,) (s. [81, w 10) l-homotopie- 
~quivalent (s. Def. 5). 
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Korollar t folgt aus Satz t auf Grund der Bemerkung 2, S. t i 7 

K o r o l l a r  2. Ein Faserraum ~3 = {B, p, X, Y, G}, X ein Polyeder, Y lokal 
kompakt, ist genau dann dem Produkt X X Y ]-homotopiedquivalent (s. Def. 5), 
wenn es eine stetige A bbildung h:B-+ Y gibt derart, daft h[ p-1 (x) eine Homo- 
topie~'quivalenz ist /iir ]edes x E X. 

Z u K o r o 11 a r 2. ~: X • Y-+ Y sei durch ~ (x, y) --  y, x E X, y C Y definiert. 

H:~3-->X• Y sei eine /-Homotopie~quivaienz. Dann ist h = ~ o  H e i n e  
stetige Abbildung von B in Y. Die durch H definierte Abbildung H,:  p-1 (x) --> 
x x Y  ist eine Homotopie~quivalenz ftir jedes x C X  (s. Satz ~), also auch 
h[p-l(x) : (~[x• Y)oH~, denn ~ ] x •  Y ist ein Hom6omorphismus. 

Umgekehrt sei h:B-+ Y eine stetige Abbfldung und h] p-1 (x) eine Homo- 
topie~[quivalenz ftir jedes x E X. Dann ist durch b->(p(b), h(b)), b ~ B eine 
/-Abbfldung H:~3-->X• Y gegeben, und die durch H definierte Abbildung 
H~ :p-lr X Y ist eine Homotopie~[quivalenz fiir j edes x ~ X. H ist also 
eine ]-Homotopie~quivalenz (s. Satz ~), 

K o r o l l a r  3. Es sei X ein Polyeder, Y ein lokal kompakter topologischer 
Raum. Die Homotopieklassen der stetigen Abbildungen X-~|  Y) (s. I) 
bilden eine Gruppe bezi~glich der @-Multiplikation (s. F). 

Zu K o r o l l a r  3. Die Assoziativit~t der *-Multiplikation folgt unmittel- 
bar aus ihrer Definition. Die Homotopieklasse der konstanten Abbildung 
x-->e (----- Identit~t yon Y) ist Einselement. Es bleibt die Existenz des Links- 
inversen nachzuweisen. 

[r174 Y) sei eine stetige Abbildung, Durch (x, y)-+(x,h(x) .y) ,  
x EX, y E Y definieren wir eine /-Selbstabbildung h von X •  Y (s. T). h(x) 
ist eine Homotopie~quivalenz, also auch die durch h definierte Abbildung 
yon x • Y in sich 5). h selbst ist also nach Satz I eine/-Homotopie8quivalenz. 
Wir wahlen (s. Def. 4) eine f-Abbildung h':X•  Y-->X• Y und eine f-Defor- 
mation ~ : X •  Y X I - + X •  Y yon h'o h in die Identit~t yon X •  Y. Die in T 
hergestellte eineindeutige Beziehung liefert dann eine stetige Abbildung 
7d:X-+@(Y, Y) und eine Deformation ~ : X • 1 7 4  Y) yon h'Q/~ in die 
konstante Abbildung x-~ e, x C X. Wegen h (x) C @1 (Y, Y) und/~'(x) o h ( x ) ~  e 
ist h'(x) C| Y) (s.J),  wegen ~ ( x , t ) ~ ( x ,  t ) = e  ist ~(x,t) C| Y) 
(s. J). h' ist also eine Abbildung von X its@ 1 (Y, Y) und die Homotopieklasse 
yon/~' ist linksinvers zu der von h. 

B e w e i s  des  S a t z e s t .  Es sei h eine /-Homo topie~iquivalenz. Aus 
Definition 4 und aus I folgt, dab dann h~ ffir jedes x C X eine Homotopie- 
~iquivalenz ist. 

Umgekehrt sei jetzt  h~ eine HomotopieSquivalenz ftir jedes x f X. 
t. Es bezeichne X~, n = 0, 1 . . . .  das ~r Gertist einer festen 

Zellenzerlegung yon X, h~ :~31X~-+~Y[ X~ (s. R) die durch h definierte [-Abbil- 
dungS~. Wir konstruieren fiir j edes n ~ 0 eine/-Abbildung h'~:~'] X~-->~3]X, 
und eine f-Deformation q),~ von h~ o h, in die Identit~it von ~31 X~ derart, dab 
h~ (b') = h'._ 1 (b') und q~. (b, t) = q~. -a (b, t) ist fiir b ff p-1 (X._I) ' b' ff p '-I  (X._~), 
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I EI .  Die/-Abbildungen h~ setzen sich dann zu einer/-Abbildung h':~'~->~3 
ztlsammen, die/-Deformationen 9~ zu einer/-Deformation 9 von h'o h in die 
Identitttt yon ~3. 

Um den Fall n = 0  zu erledigen, nehmen wit ffir jede gcke x E X ein 
Homotopieinverses h', yon h, (s. I) und eine Defoimation von h', o/ i ,  in die 
Identittit von p-1 (x). h' o resp. ~00 ist dann einfach die Gesamtheit dieser Abbil- 
dunge n resp. Deformationen. 

Wit nehmen nun ah (Induktionsvoraussetzung), h~_ 1 und ~0~_ 1 ( n ~ l )  
seien bereits konstruiert. V sei eine n-Zelle von X,,, S ihr Rand. Da V in 
einen Punkt zusammenziehbar ist, kann ~l V (s. R) resp. ~3' I V als das Pro- 
dukt VX Y resp. VX Y'  aufgefal3t werden (s. [8], 11.6). Dutch h~, h',_ 1 und 
9~-1 werden dann ]-Abbildungen by: V x  u Vx  Y', hs: S.X Y ' - + S x  Y tlnd 
eine/-Deformation 9s: S x Y x I -+  S • Y definiert ~), die den Voraussetzungen 
des Hilfssatzes 2 genfigen. Es gibt also eine /-Abbildung hv: V x Y'---> V x Y 

t 
und eine /-Deformation ~v von hv o h v in die Identit~t von V x Y mit 
h V (x, ' ' ' y ) = hs (x, y') und ~v (x, y, t) -= ~s (x' ~ Y, t), x C S, y C Y, y' C Y',  t E I. 

Wir schreiben jetzt wieder ~31V resp. ~ ' !V  statt  VX Y resp. Vx  Y'. Dann 
lautet das Ergebnis: Ks gibt eine /-Abbildung ' ' hv:~B [V-->~] V und eine 
/-Deformation 9v yon h i oh  v (hv:~3 ! V-+~ ']V  die" durch 'h definierte /-Ab- 
bfldungS)) in die Identit~it von ~1V mit hv(b') -- h'~_l(b') und ~u(b, t) = 
9,,_~(b,t) ffir bCp-~(S), b'Cp'-~(S), t E I .  

Wir wtthlen ffir jede n-Zelle V e i n  solches Paar hv, 99v und erkl~ren h',~ 
und 9n durch h~ (/;') = h v (b'), 9- (b, t) = ~v (b, t) fiir b E p-~ (V), b' E p'-~ (V), t C I. 

P . t - 1  - 1  2. h , .p  (x)-+p (x), xE  X sei die durch h' definierte Abbildung. Nach 
Konstruktion yon. h' ist h', 0 h, in die Ident i t t t  von p-~(x) deformierbar. 
h', ist also eine Homotopiettquivalenz (s. J). Wir k6nnen demnach auf h' den 
im ersten Tell dieses Beweises durchgeftihrten SchluB anwenden und erhalten 
eine /-Abbildung h":9~-+93" mit h"o h ' ~  e' (-- Identitttt von ~3'). Dann ist 
aber h ' . 7 ~ h " o ( h ' o h ) = ( h " o h ' ) o h ~ h ,  also hoh '7*e ' .  Sa tz t  ist damit 
bewiesen. 

B e m e r k u n g  3. Die Voraussetzungen des Satzes I lassen sich abschwttchen. 
Es gentigt z. B. anzunehmen, dab X ein CW-Komplex ist im Sinne von J. H. C. 
WHITEHEAD ([11], S. 223); der Beweis wird dadurch nicht wesentlich kom- 
plizierter. Auch auf die Eigenschaff yon Y, lokal kompakt zu sein, kann man 
verzichten, allerdings nicht, ohne den Beweis erheblich zu tindern. SchlieBlich 
liiBt sich die Voraussetznng fiber die Abbildungen h~ mit Hilfe des nnten 
folgenden Satzes 2 reduzieren. 

~Dagegen wird der Satz t falsch, wenn man tiber X keinerlei einschr/inkende 
Voraussetzungen macht. Wit gebefl als BeispieU) eine /~Selbstabbildung h 
eines Fasetraumes ~3 ~- {B, p, X, Y, G} mit lokal kompakter Faser Y an, die 
keine/-Homotopie~iquivalenz ist, obwohl ffir jedes x C X dureh h ein Hom6o- 
morphismus h~: p -1 (x)-+p-I (x) definiert wirdS)." 

~) Das angeff ihr te  Beispiel ~indet sich in ande rem Z u s a m m e n h a n g  bei ARENS [1~, 
S. 60t .  
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X und Y sind Teilr~ume der reellen Zahlengeraden. X besteht aus den 
1 1 �88 Punkten t, �89 ~ und 0, Y aus den Punkten 0, i, 2, und ~, ~, 

Die Gruppe G besteht nur aus der Identit/~t yon Y, ~ ist also das Produkt 
X •  Y, P die Projektion auf den Faktor X. 

Ftir k =  ~, 2, 3, . . . ,  co, m = 0 ,  4, 2, ... sei 

[ ) 

h(~- ~ ) = / ( k ' - - ~ )  ftir O < m < k  

' (1 1 ) ffir m � 8 9  k 
�9 k - '  m + a  

h ist stetig. (0, 0) ist die einzige Stelle, an der dies fraglich scheinen k6nnte. 
Wenn  aber x E X und y E Y gegen 0 konvergieren., dann konvergiert h (x, y) 
gegen (0 ,0)=h(O,  0). h ist also eine /-Abbildung. Die dutch h definierte 
Abbildung h,: x • Y--> x • Y ist ein Hom6omorphismus ftir jedes x C X. 

W~re heine/-Homotopie~tquivalenz, dann g~be es (s. Def. 4) eine [-Selbst- 
abbildung h' von X • Y mit h o h' ~ e und h'o h -7 ~ e (r ---- Identit~t von X • Y). 
In X • Y sind abet keine zwei verschiedenen Punkte dutch einen Weg ver- 
bindbar. Bei einer Deformation kann sich als0 eine stetige Abbildung in X • Y 
nicht ~ndern. ES mfil3te'also h o h ' =  e und h'o h =  e sein, d.h. h ein Hom6o- 
morphismus und h ' =  h -1. Nun ist zwar h eineindeutig, aber h -1 an der Stelle 
(0, 0) nicht stetig. Durchl/iuft n~mlich k die Folge t, 2, 3 . . . . .  so kon'r 

( ~ ,  k )  gegen (0, 0 ) abe r  h- l . (k  ; k ) = ( k '  k) nieht gegen h-l(0, 0 ) =  (0, 0). 

Als Erg~nzung zu Satz 1 beweisen wir den. 

S a t z  2. Es seien f3 == {B, p, X, Y ,  G} und ~ ' =  {B', p', X' ,  Y', G'} Faser- 
r~ume, X bogenweise zusammenh~ngend, h : X - + X '  sei eine stetige Abbildung, 
h :~8---~f3' eine/-Abbildung zur Abbildung h (s. Def. 1) usd h, :p-1 (x) _~p,-1 (~ (x)), 
x C X,  die durch h de]inierte A bbildungS). Fiir ein gewisses .~ C X sei h~ eine 
Homotopie~quivalenz. 

Dann ist h, fiir ]edes x E X eine Homotopieiiquivalenz. 

Beweis .  Es sei x ein beliebiger Punkt aus X. C:I---~X, C(O) = ~,, C(I) = x 
sei ein Weg von ~ nach x" Und ~t:p-~(~)-~p -1 (C(t)) resp. r 
p,-1 (~ o C (t)), t C I eine Verschiebung yon p -~ (~) resp. p,-1 (~ (~)) l~ngs C resp. 

o C (s. [s], t3.1). 
Dutch (~;)-1 o h c o) o ~t, 0 ~ t ~ t is t  eine Deformation yon h~ in (~;) -1 oh, o ~x 

gegeben. Nach Voraussetzung ist h~ eine Homotopie~tquivalenz, also auch 
(~)-1 o h, o ~1 (s. J ) u n d  damit h, (denn ~ und ~1 sind Hom6omorphismen). 

1 
s) W i r  v e i ' e i n b a r e n :  - -  = 0, oo  > m.  

OQ 



124 ALBRECHT DOLD: 

B e m e r k u n g  4. I)er Begrift der/-Homotopie~iquivalenz wurde neuerdings 
atach yon M. L. CtJR~IS (Area. of Math. 60, 304) untersucht. Daneben ffihrte 
CURTIS den Begriff der a-Abbildtmg und der a-Aquivalenz yon Faserr~tumen 
ein. Eine a-Abbildung ist eine/-Abbildung h:f3--->f3' (Bezeichnungen S. Def. t) 
mit der Eigensehaft : Die durch h definierte Abbildung hx:P-1 (x) ~ p'-~ (h.(x)) 
induziert in allen Homotopiegruppen Isomorphismen auf. Wenn die Fasern 
CW-Komplexe sind, so ist dies gleiehbedeutend damit, dab h, eine Homotopie- 
~iquivalenz ist ffir jedes x E X (s. [11], Theorem 1, S. 2t5). Eine a-Abbitdung h 
zur Identit~tt der Basis (d. h. p = p'o h) ist dann also nach Satz t eine [-Homo- 
topie~iquivalenz (zumindest wenn X ein Polyeder ist). Da naeh CURTIS zwei 
Faserr~ume ~3 und ~3' fiber der gleiehen Basis a-~iquivalent 'heigen, wenn es 
a-Abbildungen h:f3-->~' und h':f3'--->N zur Iddntit~it der Basis gibt, folgt 
hieraus insbesondere : 

Sind ~3 und ~3' Faserriiume (ira Sinne yon STEENROD [8~, bei CURTIS werden 
allgemeinere ]Taserrgume zugelassen) mit CW-Komplexen als Fasern und einem 
Polyeder als gemeinsamer Basis und sind ~ und ~' a-~quivalent, dann sind sic 
sogar./-homotopiegquiValent (A-iiquivalent bei CURTIS). 

w 3. Faserr~ume tiber Sph~iren. 

U. Es sei G e ine  topologische Transformationengruppe des lokal kom- 
pakten topologischen Raumes Y. Das bedeutet : Gist eine topologische Gruppe 
yon Hom6omorphismen yon Y auf sich, und die Abbildung ~ : G • Y-+ Y, die 
dem Paar (g, y), gC G, y C Y das Bild yon y bei g zuordnet (~7 (g, Y) = g" Y), 
ist stetig (vgl. [8], 2.2). 

Die Elemente ,yon G sind Hom6omorphismen, also insbesondere stetige 
Abbildungen. Indem wir so  die Elemente yon G als Elemente v o n |  (Y, Y) 
(s. A) auffassen, erhalten wir die ,,Injektion" i: G-->| (Y, Y). Aus der Stetig- 
keit yon ~ Iolgt nach B die stetigkeit von/'. /" induziert daher einen Homo- 
morphismus 7"*:~z~(G, e)--~z~ (| (Y, Y), e), e die Identitfit yon Y, n ~ 0 .  

Wir beschreiben den Homomorphismus i* ffir den Fail n-~0 (ffir n > 0 
s. [8], 15.5): 

Ist g E G, so bezeichnet ~ die Bogenkomponente yon g in G, f (g) die Bogen- 
komponente yon f(g) in | (Y, Y). Wegen der Stetigkeit yon 4" ist 7"(g)C 1" (g). 
Da die Elemente von G Hom6omorphismen sind, ist i(G)C| Y) (s. I), 
also i(g)CZ~o(| Y), e) (s. L). Die Elemente von no(G, e) sind die Bogen- 
komponenten yon G (s. [81, 16.10) und 7"* :=o( G, e)-+~r 0 (| (Y, Y), e) ist durch 
i*(g) =f(g),  g C G gegeben. Es ist leicht einzusehen, dab die so definierte 
Abbildung i* ein Homomorphismus ist. 

V. ~ =  {B, p, S ~, Y, G} sei ein Faserraum fiber tier m-Sph~tre S '~, m >  0, 
E 1 resp. E~ sei die ,,obere" resp. ,,untere" abgeschlossene Hemisphere yon S% 
S '~- I=EI~E~ der ,,Aquator", x 0 ein fester Punkt aus s m - L  

Da  E~, k = 1, 2, in einen Punkt zusarhmenziehbar ist, gibt es fasertreue 
Abbildungen. q)#:E~• k (s.[8~, tt.6). Ffir x E S  ~-1, y E Y  ist 
q~-i (q~(x, y)) = (x, g , .  y), g,C G, und durch T(x)--g~ ist eine stetige Ab- 
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bildung T: sm-1-->G gegeben. Ist T(xo)=e (das kann dutch geeignete Wahl 
yon q)l stets erreicht werden), dann heiBt T eine charakteristische Abbildung 
yon ~3. 

Jede stetige Abbildung T: (S ~-1, x0)-+(G, e) kommt als charakteristische 
Abbildung eines geeigneten Faserraumes ~3 = {B, 15, S", Y, G} vor (s. [8J, t8.2). 

Zwei Faserrttume ~ = {Bi, p~, S", Y, G}, i-~ t, 2, mit den charakteristi- 
schen Abbildungen Ti sind genau dann ~quivalent, wenn es ein a E G gibt, ftir 
welches die Abbildungen x-+ T 2 (x) und x--~a "s (x) a -1 yon S "-1 in G homotop 
sind (s. [8], t8.3). Wir beweisen den analogen 

S a t z  3. Es seien 73i = {Bi, Pi, S*", Yi, G~}, i-= i, 2, Faserr~ume iiber der 
m-Spl~re S~, m > 0 ,  Y~ lokal kompakt und Ti:(S m-l, Xo)-->(G~,ei) (ei die 
Identit~t yon Y~) charakteristische Abbildungen von ~3i (s. V)../'i bezeichne d~e 
,,Iniektion" yon G~ in @(Y~, Y~) (s. U). 

~31 und ~3, sind genau dann /-homotopieSquivalent (s. Def. 5), wenn es ein 
Element g C ~1 (Y~, Y~) (s. I) gibt, fi~r welches die Abbildungen x-+]2o T, (x) 
und x-+g o (]1o T 1 (x))o g- von S "-1 in ~3 (Y~, Y2) homotop sind (g- ein Homo- 
to~ieinverses yon g; s. I). 

K o r o l l a r .  Y sei ein lokal kompakter topologischer Raum. [~,,-1 (* (Y, Y), e)] 
bezeichne die Ordnung der Gruppe z~,~_ 1 (@ (Y, Y), e), m > 0, (s. G und L). 

Es gibt h6ehstens [~,,-1 (g3 (Y, Y), e)] #aarweise nicht /-homotopieiiquivalente 
(s. Def. 5) Faserrtiume mit Basis S '~ (= m-Sphere) und Faser Y.  

B e w e i s  des  K o r o l l a r s .  (~3~ = {B~, p~, S ~  Y, G~}), ~ CA sei eine Familie 
yon Faserr~umen, /'~: G~-+@ (Y, Y) bezeichne die ,,Injektion" (s. U). 

Sei T,." IS"-1 ~. t , , x0) ~ (G~, e) eine charakteristische Abbildung yon ~3~ (s. V). 
Aus /'ao T~ ~ 1"~,o T~, (~,  ~ , C A ) f o l g t  nach Satz 3, dab ~3~ und ~ ,  [-homo- 
topie/~quivalent sind. Es gibt also h6chstens [~,,-1 ((~ (Y, Y), e)] paarweise 
nicht /-homotopietiquivalente Faserr~ume in der Familie (~) .  Der letzte 
SchluB ist auch ffir m = t richtig: Aus der Definition yon ~o ((~.(Y, Y), e) 
(s. L) folgt leicht, dab es h6chstens [~0(@(Y, y),  e)] paarweise nicht homo-" 
tope Abbildungen (S o, Xo)-+(@i (Y, Y), e) gibt. 

]3 e We i s d e s S a t z e s 3. Es seien #~: E,  • Y~-+ ~3~ I E, ,  i, k = ~, 2, fasertreue 
Abbfldungen mit (s. V) 

(8) ~ - ~  (qb) (q~2(x,y~)) (x,T~(x).y~)---(x,]~oT~(x).y~), x E S " - I ,  y~CY~. 

~. Es sei h:~31-+~, eine /-Homotopiettquivalenz. h~:~.3x[E,~3,[E, sei die 
dutch h definierte /-Abbildung~). Dann ist g~ = (#~)-~o h~o q~l eine /-Abbil- 
dung yon E~ • Y1 in E~ • Y~ und es ist 

(9) h~ = 6~ o gk o (#~)-1. 

D a  h~ und h, auf ~311 S '~-x iil3ereinstimmen, ergibt sich aus (9) 

(~ o) ~ o g~ o ( ~ ) - 1  (b) ~ = ~ o g ,  o (~)-~ (b), b C p~-i ( s ~ - l )  

oder 

(~)  g~~ Yl))=:-(q~)-l(q~gog~(x,y~)), xC S ''-~, y~CY~. 
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Wir ~e-fin~.r#n rr~: E k • Y2-~ Y~ durch Jr~ (v, y~) = Y2, Y2 C Yz und ~ :  E k-+ 
@(Y~, Y2) d u r c h ' ~  �9 yl----~r~o g~(v, Yl), v C E k ,  YIE Y1. Nach B ist g~ stetig, 
und es ist 

(15) gk( v, Yl) = (v, gk(v) " Yl), v C E k, yIC Y1. 

Damit wird die rechte Seite yon (11) zu (#~)-1 (q~ (x, ~{x) .  Yl)) und dies 
nach (8) zu (x, (/'~o T2(x))og2(x ) �9 Yl)- Die linke Seite yon (11) wird bei 
entsprechender Behandlung zu (x, g, (x) o (/'to 2~ (x)) �9 y~). Es ist also 

(13) ~1(~)o (i,o ~ (~ ) )  = (ho T~(~) )o~(~) ,  ~ S~ - I  
oder (s. E) 

(i4) (~,1 s ~ - , )  �9 (11o T~) = (i~o T~) | S~- I )  �9 

Nun ist ~# auf ganz E k definiert, also ~ [  S ~-1 in  die konstante Abbildung 
gk(Xo) 6) deformierbar, also (s. F) 

(15) ~,(Xo) r (/',o T~) --_~ (i2o T2) *g2(xo) = (I'2 ~ Tz) ogl(Xo). 

Bei der letzten Gleichung haben wit g, (%)=  g2 (%) benutzt; dies ergibt sich 
aus ( t3)wegen/ '~oTi(xo)=e i. 

h ist nach Voraussetzung eine pHomotopie/iquivalenz, also auch hk und 
damit gk = (~5~)-1 o hk o ~5~. Die durch gk definierte, Abbildung v x YI-+ v x Y2, 
v E Ek, fiihrt (v, Yt) in (v, g~ (v). y,) fiber Is. (t2)] und ist nach Satz I eine Homo- 
topie~iquivalenz, d.h. gk (v) ~ | (Y~, Y2) (s. I). Es sei g- ein Homotopie- 
inverses (s. I) von g=~,(xo).  Dann folgt aus (15) 

g | (il o T~) * g-  ~_ /'~ o T v  

2. Es sel umgekehrt gr  (ito T~) r  _~ 1"~o T2 e) far geeignetes g E(~t(YI, Y~) 
( g -  ein Homotopieinverses yon g). 

Wit multiplizieren diese Homotopierelation yon links mit (/'a o T2-1 ) 9), von 
rechts mit g und erhalten (s. F) 

(i, 0 T2-') * g ~  (?'10 T~) ~g6).  

Die Abbildung atif der linken Seite dieser Relation ist also homotop einer 
konstanten Abbildung, d. hl stetig auf E~ erweiterbar. Wir.w&hlen eine solehe 
Erweiterung ~:Ez--->@(Y~, :2"2) und bezeichnen m i t  ~I:EI-->(~(Yt, Y2) die 
konstante Abbi!dung ~, (El) = g, Dann gilt: 

~, I S ' - '  = (i~.o To,) | (~, I s ' - ' )  | (rio T,) oder 

( {6)  (gl ] S , - 1 )  (.7"10 T1) = (]'2 o ~.>) (]) (g2 [sm-1)  �9 

Wir definieren eine /-Abbildung g~: E~ X Y~-+E~ X Y2 durch 

(tz) g~ (~, yl) = (~, ~ (v). yd, ~ ~ ~ ,  ~,, ~ v,. 

(Zur Stetigkeit von .g~ vgl. B.) 

~) T~-! i s t  die A b b i l d u n g  x --~ (T 2 (x)) - t  y o n  S m - 1  in  Gz. 
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Die Formeln (16) und (17) stimmen mit (t4) und (12) fiberein. Wir k6nnen 
die Rechnung, die yon (t0) fiber (i2) zu ~t4) geffihrt hat, rfickw~rts verfolgen 
und erhalten: 

~ o gl o (~1)-~ (b) = ~ o g2 o (a~)--1 (b), b E.p~ 1 (S~-1) .  

Die beiden/-Abbildungen ~ o gk ~ (~b~)-J : ~ [ E k - +  ~ ] E ~ ,  k =  t, 2, sfimmen 
also au/~1[S ~-x fiberein und setzen sich daher zu einer/-Abbfldung h :~1--> ~2 
zusammen. 

h ist eine/-Homotopie/iquivalenz. Nach Satz t genfigt es zu zeigen, dab 
die durcl~ h definierte Abbildung h v :p~l (v)--~p~l (v) 5) eine Homotopie~iqui- 
valenz ist ffir jedes v E S ~. Das ist nach Satz 2 der Fall, wenn h~o eine Homo- 
topie~quivalenz ist. Da r die Faser xo• Yi hom6omorph auf p~l(xo)ab- 
bildet, genfigt es zu zeigen, dab die durch gl definierte Abdildung xo • YI "~ 
xo • Y2 eine Homotopie~quivalenz ist. Dies folgt wegen (t7) aus gl (xo) ---- 
g E r  Y~). 

W. Es sei Y ein lokal kompakter topologischer Raum, ~ (Y, Y) der Raum 
der stetigen Selbstabbildungen von Y (s. A). 

Zwei Elemente ~1 und ~2 yon z~ (@ (Y, Y), e), n>-O, heiBen ~quivalent be- 
ziiglich der Operatorengruppe ~o (~ (Y, Y), e) (s. Q), wenn es einen Operator 
y E z~o (@ (Y, Y), e) gibt, der Qq in ~z fiberffihrt (y-1  ffihrt dann ~2 in 0q fiber; 
die Definition ist also symmetrisch). 

Es seien ~ i  ~ {Bi, P~, S~, Y, G}, i - -  t, 2, Faserr/iume mit den charak- 
teristischen Abbildungen T i: (S '~.-1, xo) --> (G, e) (s. V). ]: G ---> @ (Y, Y) be- 
zeichne die ,,Injektion" (s. U). Nach Satz 3 sind ~1 und ~ ,  genau dann 
/-homofopie/iquivalent, wenn es ein ~ ~ @1 (Y, Y) gibt, ffir welches die Ab- 
bildungen x -> f o T~ (x) und x -+ g o (j o T~ (x)) o g- von S ~-1 in @ (Y, Y) 
homotop sind (g- ein Homotopieinverses yon g). Dies bedeute t  aber gerade, 
dab die durch ~ o T~ und ] o T~ repr/isentierten Elemente von ~ (@ (Y, Y), e) 
/iquivalent sind bezfiglich Z~o(@ (Y, Y), e). Da nach [8], t8.2 jede stetige Ab- 
bildung T: (S ~-1, Xo)--> (G, e) als charakteristische Abbildung eines geeigneten 
Faserraumes ~ = {B, p, S ~, Y, G} vorkommt, ergibt sich hieraus der 

Sa t z  4. Y sei ein lokal kompakter Raum, G eine topologische Trans]or- 
mationengruppe yon Y (s. U ) .  Es bezeichne ~ (Y, Y) den Raum der stetigen 
Sdbstabbildungen yon Y (s. A), ]: G--->@ (Y, Y) die ,,In]ektion", ]* :z~,(G, e)--~ 
~ (~ (Y, ~ ,  e), n ~ O, den durch ] induzierten Homomorphismus (s. U) und S ~, 
m > O, die m-Sphere. 

Die Klassen ]-homotopie~quivalenter (s. Def. 5) Faserr~ume. mit Basis S '~, 
Faser Y und Strukturgruppe G stehen in eineindeutiger Beziehung zu den Klassen 
yon Elementen von ]* (~,~_~ (O ,e) ), die beziiglich z~ o (@ (Y, Y), e) aquivalent sind 
(s. W). Man erMilt eine solche Beziehung, wenn man ]edem f3 = {B, p, S m, Y, G} 
das dutch ] o T (T:  (S "-1 Xo)-+(G, e) eine charakteristische Abbildung yon ~3; 
s. V) repriisentierte Element yon ]* (~,~_~ (G, e)) zuordnet. 

Wir betrachten im folgenden Faserr/iume fiber der m-Sph/ire S ~' mit einer 
n-Sph~ire als Faser (m> O, n >  0). Dabei setzen wir:zur  Abkfirzung @~---- 
@ (S ~, S ") (s. A) ; e bezeichnet die identische Selbstabbildung yon S ". 

Mathematische Zeitschrift. Bd. 62. 9 
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H i l f s s a t z  3. Es sei yo6 S ~ ein /ester Punkt. :Durch P ( g ) : g ' Y o ,  gE |  '~ 
ist eine stetige A bbildung p :@n_+ S ~ gegeben, p ist Pro~ekiion eines Faserraumes 
{| p, S ~, G ~, 0~} mit der Faser G~= p-1 (Yo) uncl der orthogonalen Gruppe in 
n-Variablen als Strukturgruppe. 

B e w e i s .  Die IdentitAt yon ( ~  ist stetig. Nach B ist also die Abbildung 
(g, y) ->g �9 y von | • S ~ in S ~ stetig, also erst recht  die Abbildung p. 

Es sei 0~+ 1 die Gruppe der orthogonalen Selbstabbildungen yon S ~, 
/':0~+1-+(~ ~ die , , Injekt ion" (s. U). Die Abbildung # o i ist Projekt ion eines 
Faserraumes {0~+1, p o i, S~, 0~, 0~} mit  Faser  und  Gruppe 0,, - -  (p o/') -1 (Y0) 
(s. [8], 7.6). ~ Es gibt also ein System oftener Mengen V k ~ S ~ und  stetiger 
Abbildungen ~k: 14-+0~+1 mit  U Vk = S~-und x = (p o]) (gk (x)) ---- (]o 9k (x)) .  Y0, 

x E Vk (d. s. lokale Schnittfl~chen in 0,,+1 ). 
Wir machen 0~ zur topologischen Transformat ionengruppe von G ~ (s. U), 

indem wit  die Elemente  r yon 0,~ als , ,Linksverschiebungen" yon G" auffassen : 
r .  g = ]  (r) o g, g C G ~. Wir mtissen nachweisen, dab r �9 g stefig ist in beiden 
Variablen. Das ist abet  der Fall, weil ] und  die o-Multiplikation stetig sind 
(s. D). 

Wir definieren nun 4k:  V~ • G~-+p -1 (V~) durch  4 k (x, g) ~ ( /o  ~k (x)) o g, 
x C V~, g C G ~. 4k ist stetig, weil/ ,  ~ und  die o-Multiplikation stetig sind. En t -  
sprechend ist die durch 4Z (b) = (p (b), ( /o  ~-1 (p (b))) o b)10), b C P-~ (V~), deft- 
nierte Abbildung 4~:  p-1 (Vk) _+ Vk • G ~ stetig. 

Ftir x C Vk, g C G ~ ist 

p o 4k (x, g) = P ((i o ~ (x)) o g) = (i o ~ (x)) o g .  Yo = x, 

und daher  ffir x ~ V~ n ~ ,  g ~. G": 

47 (4,, (x, g)) = (x, (i.o 971 (x)) o (i o ~,, ('1) o g) = (x,.( i  (~71 (x) ,p,, (x))) o g). 

Daraus geht  hervor  

1. 4~  o 4k (x, g) ---- (x, g), x C lZ~, g C G ~. Man beweist entspreehend : 
4~ o 4~ (b) = b, b E ~-1 (V~)- 4k ist also ein Hom6omorphismus,  4~ = 4~ 1. 

2. Ffir x E  V ~ n ~ ,  g~  G ~ ist 471 (4,.(x, g)) = (x, g~k(x) "g), g ~ ( x ) ~  epiC(x) 
~0k(x ) ~0, , ,  und g~,~(x), h~tngt stetig von x ab. 

Dutch  @~, S ~, p, G ~, 0,,; ~ ,  4~ ist also ein ,,Koordinatenbfindel" (s. [8], 
2:3) eines Faserraumes {| p, S ~, G ~, 0~} gegeben, und der Hilfssatz ist be- 
wiesen. 

Wi t  bet rachten die Homotopiefolge '  des Faserraumes {| 73, S ~, G ~, 0~} 
(s. [8], w ~7): 

A n ~* P* 
(J 8) "--->" ~'~m+l ( Sn, YO) "-+~'~m (G , e) --> ~m (C~"., e) --> ~m ( Sn, Yo) -+ ,  m > 0. 

(Wir h~ t t en  uns zur Herlei tung dieser Folge auch auf das allgemeine Theo-  
rem 4 in [8] berufen k6nnen.) 

Die Fotge (~8) ist exakt ,  also 

e)) p, e)). 
1~) 9~-! ist die Abbildung x-+ (~D(x)) -1 yon V k in On+ i. 
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Bezeichnen wir allgemein die Ordnung einer Gruppe ~ mit Eze], so folgt hieraus 

,J" [~,,, (~' ,  e)] = f-i* (~,,.(C", e)) l "  ~ *  (~,. (~' ,  e)] 
(19) [ (G", e)]- [a= (S ", Y0)I, m > o. 

G~ sei der Teilraum yon G", der aus, den stetigen Abbildungen vom Grade 1 
besteht. Eine Selbstabbildung von S ~ vom Grade 1, die den Punkt  Yo fest- 
l~tBt, kann so in d ie  Identit~tt yon S ~ deformiert werden, dab der Bildpunkt 
von Y0 w~hrend der'gan*en Deformation test bleibt, m: a. W. G~ist die Bogen- 
komponente von e in G ~ (s. C). Wir k6nnen daher az,~ (G", e) und azm (G'~, e), 
m >{) , in  natfirlicher Weise identifizieren. Nach [10 l, 2.10 l~tB{ sich ein I s o -  
morphismus 11 : ~= (G'~, e) --+ ~z,~+,~ (S", Yo) angeben. Ant  Grund der Identifika- 
tion ~= (G", e) - -  ~e= (G~, e) wird hieraus 

(20) I i : ~ , n ( G " , e ) ~ z e = + ~ ( S " , y o ) ,  m , n > O .  

Aus (20) und (19) fo lgt  

(2t) [~m(~3",e)]~[mg=+.(SU, yo)].[az.~(S",yo)], m , n > O .  

Hieraus und aus dem Korollar zu Satz 3 folgt 

S a t z  5: E s  gibt h6chstens [=m+,_l(S")] .  [z~m_l(S")] paarweise  nicht  
/-homotopietiquivalente (S. Def. 5) F a s e r r ~ u m e  mi t  Bas i s  S ' ,  m > t ,  u n d  Faser  S" , '  
n >0 .  ([az~(S")] bezeichnet die Ordnung der Gruppe .~ (S" ,  Yo).) 

Satz 5 gewinnt wesentlich an Inhalt dutch die Ergebnisse von J. P. SERRE 
fiber die Gruppen zc=(S"). Bekanntlich ist z~=(S ") = 0  ftir m < n  und ~,{S") 
frei zyklisch (s. LEFSCI-IETZ: Introduction to Topology, S. t76). Hieraus und 
aus [6], S. 498, Prop. 5 ergibt sich: 

Die Gruppen ze=(S") s ind endlich mit Ausnahme VOlt azk(S k) und 
(22) ~4k_l(S=k), k, m, n = l ,  2, ozk(S k) ist frei zyklisch und ~ tS=k~ - �9 �9 . J ~ ' , I / ~ .  1 ~ / 

ist direkte Summe einer frei zyklischen und einer endlichen gt-uppe. 

Wir gehen nun au f  die Frage ein, ftir welche (m, n) es Faserr~tume ~3 = 
{B, p, S =, S ", O,+1} (O,+ 1 = Gruppe der orthogonalen Selbstabbildungen von 
S ") gibt, die /-homotopie~tquivalent (s. Def. 5) aber nicht /iquivalent sind. 
Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist in Satz 6 zusammengefal3t. 

H i l f s s a t z  4. E s  sei O,,+1 die Gruppe der orthogonalen Selbstabbildungen 
der n-Sphi ire  S",  |  ~, S ") (s. A). 

Die  Gruppen  ~z,, (O,§ e) und  z~,~ (| e), e = Identiti i t  yon S ~, m, n > O, 
s ind  endlich erzeugt, u n d  wenn  p,~,, resp. p / , ,  den Rang  yon z~ m (0~+~, e) resp. 
z~ m (| e) bezeichnet (Rang = Rang  des # e i e n  Antei ls) ,  so gilt 

t .  /r m ~ O (2) p , ~ . . : ' O = p , . , . ,  

2. f i ir m ~- t (4) p,.,,. = 0 = p . . . .  ./iir n =t= m ,  

P,~,m : 1 : p . . . .  
9* 
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3. fiir m - - - - t  (4) p,,,, ---- 0 = p,,,, far n < m + i 
2 ' 

"p,~,~ = t, p,~.~ = O fi~r n >  m+ 
2 

rr/, :=~:: n ,  

Der Kern  yon ]* :~,~ (0,+i, e) -+z,~ (@% e) (s. U) hat den Rang I/igr m ~- -- t (4), 

n > m + t und den Rang 0 in allen anderen Fiillen. 
2 

Beweis .  Wit betrachten den Faserraum ~ ' =  {(~", p, S% G% 0~} des Hilfs- 
satzes 3. Die Abbildung /5o ]:0~+1-+S '~ (s. U) ist Projektion eines l~aser - 
raumes O.+l---- {0~+1, P o ], S% O,~ 0,}. (s. [8], 7.6). ] is t  also eine/-Abbfldung 
yon O.+1 in ~ (s. Def. 1) und induziert daher einen Homomorphismus der 
Homotopiefolge yon O~+1 in die von ~* (vgl. hierzu [8], t7.5; dort werden 
zwar fasertreue Abbildungen betrachtet, benutzt wird jedoch nur, dab es sich 
um fasernweise Abbildungen handelt): 

r 

\ s 
(s"). / i* r rs. / 

(S") 

Wir haben bei der Bezeichnung der Homotopiegr. uppen in (23) die Bezugs- 
punkte weggelassen. Der Bezugspunkt ist Y0 bei ~i (S') und e bei den fibrigen 
vorkommende~l Homotopiegruppen. fo:O,~--->G" bezeichnet die dmch 7" deft- 
nierte Abbitdu{ig~), ]* d~n durch/'o induzierten Homomorphismus. 

Ist L~-~M~-%N eine exakte F01ge abelscher Gruppen und sind L u n d  N 
endlich erzeugt, dann ist auch M endlich erzeugt, und es ist Rang ( M ) =  
Rang (2 (L)) + Rang (# (M)) < Rang (L) + Rang (N). Dies wird im folgenden 
ohne besonderen Hinweis benutzt werden. Der Beweis dafiir ist sehr einfach; 
wit ffihren ihn ffir die erste Behauptung dutch: 

L u n d  N sind endlich erzeugt, also auch $ (L) (als Faktorgruppe yon L) und 
# (3/) (als Untergruppe yon N). {li}, {Mk} seien endliche Erzeugendensysteme 
yon ~ (L), ff (M). Ffir jedes k sei m~ C M so gew~hlt, dab # (ink) = M~ ist. Dann 
ist {li} ~ {m~} ein Erzeugendensystem von M. Sei nAmlich a ein beliebiges 
Element aus M. Es ist # ( ~ ) =  ~. bk M, mit gew~ssen ganzen Zahlen b k. 

k 

Setzen wit x ' = ~ - - ~ ,  b,m, ,  so ist #!a')-----0, also s  also ~ ' = ~ a ~ l ~  
k i 

re.it gewissen ganzen Zahlen a~. Hieraus ergibt sich abet oc = ~ a i l i + ~. b~ m, .  

Nach (20) und (22) sind ~ (G *) und z~ (S ~) endlich erzeugt. Aus der zweiten 
Zeile voi1 (23) folgt dann, dab ~,~ (@*) endlich erzeugt ist. EntSprechend folgt 
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aus der ersten Zeile von (23) durch vollst/indige Indukfion nach n, dab 
am(O,+l) endlich erzeugt ist. Den Anfang der Indukt ion liefert z~,~(02)~ 
~ ( s , )  (s. Is] ,  w 22). 

t .  m - o  (2). 
Nach (2!) und  (22) ist ~r,~ (~") endlieh auBer eventuell ftir n = m. Ferner 

ist ib*:~r,~(@ ~) -+ ~r,~(S ~) Null. Ware n/imlich p* ~ 0, g/~be es also eine 
stetige Abbildung ]: ( S~, Yo)-+ ( ~ ,  e) derart, dab p o T ein von 0 verschiedenes 
Element  ,r C ~rm (S ~) repr/isentierte, so w~ire [: S ~ • S ~-+  S '~, definiert durch 
[(x, x ' )=[(x)-  x', eine wegen B stetige Abbildung vom Typus (~, t) (s. [4], 
S. 431). Eine solche gibt es aber nieht naeh [4], Satz I I I  und  Satz I, S. 427. 
i*:~r~(G~)-+~r~(~ ~) ist also ein Homomorphismus auf. Daraus folgt aber 
nach (20) und  (22), dab ~rr~ (~m) endlich i'st. 

Aus der ersten Zeile von (23) schlieBt man dutch Indukt ion nach n und  
unter  Benutzung yon (22), dab ~r~(O~+l) endlich ist ftir n <  m. Ferner ist 
~b* : ~r,, (0,~+1) --> ~r,, (S '~) Null, denn p* =/5* o i* und  p* = 0 .  Also ist ~r,~ (OR+x) 
endlich, und  durch vollstiindige Indukt ion nach n folgt aus der ersten Zeile 
von (23): ~r~(O~+l) ist endlich ftir n ~  m. 

Da ~r~ (O~+x) endlich ist flit m ----- 0 (2), mul3 auch der Kern yon ]* : ~,, (On+x) --> 
z~,~ ((~*) endlich sein. 

2. u n d 3 .  m ~ 1 ( 2 ) .  
Nach [8], 23.4 ist p*:~r~(O,~+l)-->~r,~(S m) nicht Null [mindestens alle 

durch zwei "teilbaren" Elemente yon z~ (S ~) sind Bild~. Daher ist 
Rang (~r,~(O,~+~)) = R a n g  (/~ (zr, (0,~))) .+ I. Nun ist ~ + ~  (S ~) endlich nach 
(22), also Rang" (~r~ (0,~)) = Rang ( r  (ze~ (0~))), somit 

(24) p~,~ = p~,~_~ + t ,  m ~ 1 (2). 

Aus f*  (zr (O,~+x)) @ 0 und p* : p* o f* folgt : 
a )  p* : ~rm ( ~ ) ~  ~r~ (S '~) ist nicht  Null. Da ~r~ (G ~) endlich ist nach (20) 

und  (22), ergibt  sich aus der zweiten Zeile von (23) 

(25) ~ , ~  = t ,  m - - t  (2). 

b) Der  Kern yon ]* : ~r~ (0~+1) --> ~r~ (@~) ha t  hSchstens den R a n g  p.~, ~ -- 1. 
W e g e n  p,~, ~ = t hat  er mindestens d e n  Rang p,~, m -- t ,  d.h.  

(26) der Kern yon i* : ~rm(0,~+x) ->~r,~ (@~), m ~ t (2), hat  den Rang p,~,~ -- 1.- 

Der Homomorphismus p*:~r,~+l(O,~+o,)-->z,~+~(S '~+~) ist Null wegen 
m + t ---- 0 (2) (s. t .  Teil dieses Beweises). /Ix: ~r,~+x (S ~+x) --> ~r~ (0,~+~) ist also 
ein Isomorphismus und der Kern yon i~i~r.,(O,~+x)-+~rm(O,~+~ ) hat  den 
Rang 1. Dasselbe gilt fiir den Kern von i* : ~r~ (G ~+~)--> z~ (@'~+x), Wegen 
~rm (S ~+~) = 0 folgt hieraus und  aus der ersten Zeile yon (23) 

(22) #~ ,~+~  = #~,  ~ - ~, ~ . -  ~ (2) ,  

a u s  der zweiten Zeile Rang (~m ((~,~+a)) = Rang (~rm (G'~+x)) --  t ,  also wegen 
(20) und  (22) 

(28) ~,~+1 = 0, m --- ~ (2) .  
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Wit  unterscheiden nun 

2. m - t  (4). 
Aus der ersten Zeile von (23) und aus (22) ergibt sich durch Induk t ion  nach 

n:  p~ , .  = 0 ffir n < m, aus (24) p,~,,. = 1, aus (27) /~,n,,.+l = 0 und wiederum 
durch vollst/indige Induk t ion  nach n aus der ersten Zeile von (23)" p,~,. = 0  
ffir n ~ m +  t. 

H i e r a u s  und aus (26) folgt die fiber den Rang  des Kernes  yon ]* : ~m (0,+1) -+ 
~m ((~") im Falle m - -  1 (4) gelnachte Aussage. 

Nach  (2t) und  (22) ist p~,,  -~ 0 auBer eventuell  ffir n = m oder n = m + t. 
Nach  (25) und  (28) ist p ,~, ,~=l ,  9,~,.~+~=0. 

3. m - - - - -  1 (4). 
Aus der ersten Zeile yon (23) 'und aus (22) ergibt  sich durch Induk t ion  

nach n: p,~,~-----0 ffir n <  m + ~  Ffir diese n i s t  dann auch der Kern  von 
2 

]* : ~r~ (On+~) -+ ~m ((~") endlich, wie b e h a u p t e t .  

z m _ ~ ( O _ ~ )  ist endlich wegen m - -  t---- 0(2) (s. t. Teil dieses Beweises), 

und  zemkS ~ ) ha t  den Rang  t [s. (22)3, Der  Kern  yon Al"~r ~kS z ] - +  
~ . . 1  ( 0 _ ~ i ) ,  .d" i. p* ( z . ( 0 _ ~ + ! ) )  , muB also den Rang1  haben.  ~ .  (0 ,n+l ) i s t  

endlich, also p,~, ~+x = t. 

\ \ ~ , . 2  z H 2 

( / f -  m+l'~ 
a) Rang kP~ k:rrm (q6-~)))= 1. Da g.  kG " ]  endlich ist nach (20) und 

(22), ergibt  sieh aus der-zwei ten geile yon (23) 

(29) p,~, ,,+~, = 1, m ~ - -  1 (4). 

b) Der Kernvon'~*:~(O,r J den Rang  0. 

Aus der essten Zeile yon (23) und aus (22) ergibt  sich durch Induk t ion  

fur : 2 nach n:  p ~ , ~ = l  ~ m+t ~n<m,  aus (24) p , , ,~-=2,  aus (27) p~,~+~----t 

u n d  wiederum dutch  v611st~ndige Induk t ion  nach n aus der ersten Zeile von 
(23): p ~ , . = t  ffir n ~ m + l :  

Nach (21) und  (22) ist P~,n = 0 aul3er eventuell  ffir n - -  m + ~ n = m o d e r  
2 ' 

n = m + t .  Nach (29), (25) und (28) ist p~, ,~+1 = 1, p,~,,~ !,  p,~,~+l = 0. 
2 

Der Rang. des Kernes  yon /'* : ~m (0,+1)-+ ~ (| ist t ffir n > m + t .  
2 

Dies folgt ffir n ~: m aus p~, ,  = t ,  p**,,---- 0 und  ffir n---- m aus p,~,~ = 2 
und (26). 

B e m e r k u n g  5. Nach [7], Prop. 3, Coroll. 2, S. 289 ist p,~,n gleich der 
m-ten Bett ischen Zahl yon R,,., ( =  Gruooe der Drehun~en der S"). Die 
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Bett ischen Zahlen yon R,~+I sind yon PONTRJAGIN LSI U. a. bes t immt worden. 
Wit  h/it ten uns also, was die p~, n betrifft ;  auf diese Ergebnisse berufen kSnnen. 
Der  Beweis des Hilfssatzes 4 w/ire dadurch jedoch nicht wesentlich einfacher 
geworden. 

S a t z  6. ES seien m und n natiirliche Zahlen, 0~+ 1 die Gruppe der ortho- 
gonalen Selbstabbildungen der n-Sphiire S ~. 

I .  Genau dann, wenn m = 0 (2), n = m - -  1 

oder m ~ 0(4),  n ~ - ~  ist, 

gibt es unendlich vide f)aarweise nicht iiquivalente Faserrdiume 

f3 = {B,  p, S m, S", 0,,+~}. 

1I. Is t  m -~ 0 (2), n - -  m - -  t 

o d e r m ~ O ( 4 ) ,  n - -  m 
2 ' 

so gibt es unendlich Vide paarweise nicht [-homotopie@uivalente (s. Def. 5) 
Faserrdiume ~3-- {B, 15, S '~, S ~, 0~+1}. 

Is t  dagegen (m, n) ein Zahlenpaar, das keiner dieser beiden Bedingungen 
geniigt, so gibt es nur endlich vide paarweise nicht /-homotopie@uivalente Faser- 
rdume mit  Basis  S '~ und Faser S ~. 

I I I .  Is t  m ~-- 0 (4) und n > m so gibt es zu ]edem Faserraum 
2 

= {B,  p, 

unendlich vide zu f3/-homotopidiquivalente aber untereinander paarweise nicht 
dquivalente Faserr~ume ~ ='{B~, p~, S '~, S ", 0~+1}, v = t,  2, . 

m 

Is t  dagegen m ~ 0 (4) oder n ~ - - ,  so gibt es nur endlich vide/-homotopie ,  
�9 - -  2 

@uivalente aber paarweise nicht @uivalente Faserr~ume mit  Basis  S m, Faser 
S '~ und Gruppe  0~+ 1. 

1V.  Sind ~ ,  = {n , ,  p,, S '~, S ~, O~+~}p i = 1, 2,/-homotopiedquivalente Faser- 
rdume und ist m ~ 3 oder n ~ 2, dann sind ~ und ~3z @uivalent. 

B e w e i s .  Es sei |  ") (s.A), ]:O,+x--->~Y' die , , Injektion",  
n ]* : zc,~_ 1 (O,+ 1, e) a,~_ 1 (@ , e), n ~ t,  m ~ t der durch ] induzierte Homo- 

morphismus (s. U), e die Identi t / i t  von S ~. 

O~+l zerf/illt in zwei Bogenkomponenten;  die eine, R,+I ,  enthttlt die Dre- 
hungen der S '~, die andere enth/ilt Abbildungen vom Grade - - t .  @1( S'~, S ~) 
(s. I)  zerf/illt ebenfalls in zwei Bogenkomponenten;  die eine besteht  aus den 
Selbstabbildungen der S n vom Grade 1, die andere aus den Abbildungen 
vom Grade - - t .  Die Gruppen ~0(0~+i, e) (s. ~8], t6A0) und z~o(@" , e) (s. L) 

s i nd  also zyklisch y o n  der Ordnung 2 und ]*: Z~o(O~+l, e) -+ z~o(65", e) ist 
e i n  Isomorphismus auf. Wir identifizieren: Z~o(0~+ x, e) =z~0(@", e) =z~ o. 
]* : ~ . ~ ( O n + a ,  e) -+ zt,~_ 1 (@n, e) wird damit  zu e inem Operatorhomomorphis-  
mus bezfiglich der Operatorengruppe z o (s. E8], t6 . t0  und  Q). 
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Es seien ~i -= {Bi, P~, Sin, S", O,+1}, i =- t,  2, Faserr/iume mit  den charak- 
teristischen Abbfldungen T~ (s. V). Ti* bezeichne das durch T i repr~isentierte 
Element  von~r  m_ 1(0,+i,  e). 

~31 und ~2 sind genau dann/ iquivalent ,  wenn T* und T* ~iquivalent sind 
beziiglich ~r o (s, [8], t8.3). 

~31 und ~2 sind genau dann /-homotopie~iquivalent, wenn ]'*(T~*) u n d  
]* (T**) iiquivalent sind beztiglich ~r o (s. Sa tz  4). 

J ede  stetige Abbfldung T : ( S  '~-1, Xo)-->(O,+l,e ) k o m m t  als charakteri- 
stische Abbildung eines geeigneten Faserraumes f3 = {B, p, S m, S ~, 0,+1} vor 
(s. [8], t8.2). 

Hieraus ergibt  sich: 

a) Ist  ]* : ~ = 1  (0.+1, e) ~ ~r . - i  (@", e) ein Isomorphismus und sind ~31 und 
~, /-homotopie~iquivalent ,  dann sind sie sogar ~quivalent. 

b) Ist der Kern v0n ]*: rr,_x(0,+x, e) -+rrmLl(@ ~, e) endlich, dann gibt es 
nur endlich Viele /-homotopie~quivalente aber paarweise n ich t  ~[quivalente 
FaserT~iume ~3,---= {B, p, S '~, S", 0~+1}. Ist  n~imlich 0r E ~r~_l (| e) und ~' das 
Bild yon e bei dem einzigen eventuell n ich t  trivialen Operator aus ~ro, dann 
gibt es nut  endlich viele Elemente von ~r,,_ 1 (0,,+1, e), die sich bei ]* in ,r oder 
0t' abbilden. 

c) I s t  der  Kern yon ]* : ~r,~_ 1 (0,+1, e) --> ~r,~_ 1 (@*, e) unendhch, dann gibt 
es-zu jedem Faserraum ~3 = {B, p," S'*, S ~, 0~+1} unendlich viele zu ~ / - h o m o -  
topie~iquivalente aber paarweise nicht ~iquivalente Faserr/iume ~3, = {B,, fl,, 
S '~, S~; 0,+ 1}, v = 1, 2 . . . . .  Dann gibt es n~imhch zu j edem ,r E ]* (rr,~-i (0~ + 1' e)) 
unendlich viele fl, C ~r,~-1(O,+1, e) mit  ]* (fly)=0r HSchstens je zwei der fl, 
sind ~iquivalent beziighch ~r o, 

Wi t  beweisen zuniichst die Aussagen des Satzes 6 flit den Fall m = 1. Es 
gibt zwei nicht iiquivalente Faserr~tume {B, 15, S 1, S", 0,+1}, denn ~ro(0,+l, e) 
enth~ilt zwei Elemente (s. [8], t8.5). Diese beiden Faserriiume sind nicht 
/-homotopie~iquivalent, denn ]*:~ro(O,+l, e)-->~ro(@ ~, e) ist ein Isomorphismus 
Is. a)]. Es gibt nu t  zwei nicht /-homotopie/iquivalente Faserr~iume "mit 
Basis S 1 und  Faser S", denn ~r o (| e I enth~ilt nur  zwei Elemente (s. K0roll. 
zu Satz 3). 

Wir setzen yon nun an-m > I voraus. 

I. Die Gruppe ~r,,_l(O~+ 1, e) ist nach Hflfssatz 4 genau dann unendhch, 

wenn m = 0  (2), n = m - - t  oder m------0 (4), n ~  2 ist. H6chstens j e  zwei 

Elemente yon ~r,~_ 1 (0,,+1, e) sind ~iquivalent beziiglich ~r o. Hieraus und  aus 
[8], t 8.5 folgt die Behauptung.  

m II.  Ist  m - -  o (2) ,  n - -  m. - t oder m ~ 0 (4), n = ~ - ,  SO ist die Gruppe 

]*(re,~_l(O,+l, e)) nach Hilfssat~4 unendlich. H6chstens je zwei Elemente 
dieser  Gruppe sind ~iquivalent beztiglich ~r 0. Hieraus und aus Satz 4 folgt die 
erste Behauptung von II. Geniigt das Zahlenpaar (m, n) keiner der beiden eben 
genannten Bedingungen, so ist die Gruppe ~r~_ 1 (~", e) endlich nach Hilfssatz 4. 
Hieraus und aus dem Korollar zu  Satz 3 folgt die zweite Behauptung yon II.  
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III.  Nach Hilfssatz 4 ist der K e r n  yon /*:z~_l(O,+ ~, e)-+z~,l(@ ,, e) 

genau dann unendlich, wenn ~n ~ 0 (4) "und n > ' ,n i s t .  Hieraus und aus b) 
2- 

und c) S. 134 folgt die Behauptung. 

IV. Wir beweisen, dab ]* :zr 1 (O,~+1, e) --->-~-1 (~", e) ein Isomorphismus 
ist fiir m < 3  oder n ~ 2 .  Dann folgt die Behauptung aus a)S.,134. Da R,~-i-1 
die Bogenkomponente von e in O,+ 1 ist, unterscheiden wir ,ni cht z wischen 
z~m-~ (O,+1, e) und ~ - 1  (R~+I, e). 

m = 2: Wir  be, trachten das Diagramm (23) m i t m  = t. Nach  [i0], 5.2 ist 
!loj*:zq(O,)->z,,+~(S") e in  Isomorphismus auf, also wegen (20) auch I"*. 
SeA ~ C zq (O,+x)"und ]* (~) ----- 0. Dann ist/~* * (cr = P3 o ] .  (cr Die ers teZef le  
yon (23) ist exakt,, also ~ = f f  (fl) ftir geeignetes fi E z~l (0,). Nun is t i* o ]* (fl) = 
"]* o f f  (fl)=]* (~ )=0  und die zweite Zeile yon (23) exakt, also ]*(fl)=A,(7) 
f i it geeignetes 7 ~ z~3 (S*) �9 Hieraus folg t fl = (]*) -~ o'A ~ (7) = Ai (~)). Die erste 
Zefle yon (23) ist exakt, also 0 = ff  o A1(7)= f f  (fl) = a., ]* :z~l (0,+1) --'>~x (@") 
ist  also ein Isomorphismus. 

: m = 3 :  Nach [81, 22A0 i s t  z~2(O~+~)-----0. ]*:~3(O,+x)-+zr '~) ist als0 
sicher ein, Isomorphismus. 

n = t. Wir betrachten das Diagramm (23) mit n =  1 und m - - i  statt  ~n. 
p* :z~m_x (02) ->z~_~ (S 1) ist ein Isomorphismus auf (z~,~_~(03)=z~_x(R~), 
R ~ =  $1). Wegen p* = p *  o ]* ist also auch ],:z~m_!(O2)-+z~,~_x(@ 1) ein Isq= 
morphismus. 

n = 2. Wir  setzen m > 2 voraus und betrachten (23) mit .n ~ 2 und m -  t 
statt  m. Nach [8], 22.2 ist ~ _ ~ ( 0 3 ) = 0 ,  a lso i* (~m_~ (03)) .= 0, also 
p*:ze,~.l(Oa)--->~,~_~(S~ ) ein Isomorphismus und wegen p~* _ P3* o ]* auch 
]* :z~m-~ (Oa)--->zr~-~ (~3) ein Isomorphismus. 

X. Die einfachsten Beispiele von Faserr/iumen ~ = {Bi, pi, S ~, S", 0,4~}, 
i =  t, 2, die /-homotopie/iquivalent abet nicht .iiquivalent sind, erhtilt man 
nach Satz 6 ffir m =  4, n = 3 .  Wir geben zur Erl/iuternng der allgemeinen 
E~gebnisse einen Faserraum ~ =  {B, p, S ~, S a, 0~} an, der dem Produkt 
S*• S ~ /-homotopie/iquivalent aber nlcht /iquivalent ist. Wit definieren 
durch eine charakteristische Abbildung T:S~-->O~ (s. V). 

zr (03, e) ist frei zyklisch und ein erzeugendeS Element dieser Gruppe wird 
durch die zweibltittrige ~lberlagernng z: S3-+Ra repr/~sentiert (s, [8], 22.3). 
�9 ~ ~: S ~'-->0~ sei durch x--> (~ :(x)) ~ 3, x ~ S 3 erkliirt. ~ 3 repr~senti6rt das Element 
t2 z * ~ ( O ~ ,  e) (s. [8~ r, t6.7). 

Wir betraehten das Diagramm (23) flit m = 3, n = 3: Nach: [Z], Prop. ~0, 
S. 284 hat ~ (S*)I die Ordnung t2. Hieraus and aus (20) folgt ]'* ( t 2 , * ) =  
t2/'o* ( * * ) = 0 .  Dagegen ist i* (t2~*)4=0, den~ i* :z~(03)~a(O,)  ist eiri. Iso- 
morphismus (s. [8~, 22.6). 

Es sei .nun ~ =  {B, p, SL-SL 0,} ein Faserraum mit charakterisfischer 
Abbfldung T'=ilO ~3 (s.[8], t8.2), q:O~-40i  die Injektion.- ~ ist dem 



1~6  ALBRECHT DOLD: ~ b e r  fasernweise HomotopieAquivalenz yon FaserrAumen. 

P r o d u k t  S 4 x S  8 n i c h t  ~ q u i v a l e n t  (s. [8], t8 .3 ) .  W e g e n  i * ( i * ( t 2 , * ) ) - - - -  

i*  o / ' *  (t 2 z*) = 0 i s t  j' o T n u l l h o m o t o p ,  a lso ~ d e m  P r o d u k t  S 4 X S 3 / - h o m o -  

t o p i e ~ q u i v a l e n t  n)  (s. S a t z  3). 
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n) Dagegen ist der zu ~ assoziierte Hauptfaserraum , ~ =  {B, ~, S 4, 0~, 04} dem 
Produkt  S4XOi nicht  /-homotopieAquivalent (vgl. M.L.  CuRTIS, Ann. of Math. 60, 

Theorem 10A). Sonst gAbe es nAmlich eine /-Abbildung SIXOl-+ ~ .  Eine SchnittflAche 

in S 4 >," 0~ ginge dabei in eine SchnittflAche in ~ fiber. ~ ware also dem Produkt  S~• O 4 
Aquivalent (s. [8], 8.3), also auch ~ Aquivalent zu S 4 X S 3 (s. [8], 8.2). Dies beantwor te t  
eine Frage yon R. THOM [9], S. 167. 
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