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Uber fasernweise Homotopieiquivalenz
von Faserriumen.

Von
ALBRECHT DOLD.

Einleitung.

Zwei Faserrdume B;,= {B;,$;,X,Y,, G}, i=1,2 (zur Definition s.
STEENROD [8]1)) iiber der gleichen Basis X heiBen fasernweise homotopie-
dquivalent (vgl. THOM [9], S. 164), wenn es stetige Abbildungen %,:B;— B,
und 5,: B,~> B, gibt, die fiir jedes x € X die Faser iiber x in die Faser iiber x
abbilden. [d.h. &, (p7(x)) Cp5* (%) und h, (p; (%)) <prt(w); sog. fasernweise
Abbildungen] und die die Eigenschaft haben, daBl die zusammengesetzten
Abbildungen Ay0 4, und %,0h, durch fasernweise Deformationen in die Iden-
titdt von B; resp. B, tibergefiihrt werden kénnen. Dabei ist eine fasernweise
Deformation eine solche, bei der jeder Punkt nur innerhalb seiner Faser sich
bewegen darf.

Es wird der Satz bewiesen (§2), daB.zwei Faserrdume 8; ={B;, p;, X, Y, G},
1=1, 2, X ein zusammenhingendes Polyeder, Y; lokal kompakt, schon dann
fasernweise homotopieiquivalent sind, wenn es eine fasernweise Abbildung
h:B,— B, gibt, deren Einschrinkung auf eine Faser eine (gewOhnliche)
Homotopiedquivalenz zwischen Bild- und Urbildfaser ist. Beim Beweis und
auch bei den Anwendungen dieses Satzes in § 3 spielen die in § 1 untersuchten
Abbildungsriume & (Y;, Y;), 5, k=1, 2, eine Rolle; ®(Y;, Y,) bezeichnet die
mit der ,,kompakt-offenen‘* Topologie versehene Menge der stetigen Abbil-
dungen von Y in'Y,. '

Der dritte Paragraph enthilt eine Klassifikation der Faserriume B=
{B,p, 5", Y, G}, Y lokal kompakt, $" die m-Sphire, beziiglich der fasern-
weisen Homotopiedquivalenz, die der auf FELDBAU zuriickgehenden, in [§],
§ 18 dargestellten Klassifikation dieser Faserrdume beziiglich der gewdhnlichen
Aquivalenz entspricht. Genauer gesagt handelt es sich beide Male nur um eine
Zuriickfithrung des Klassifikationsproblems auf die Berechnung gewisser
Homotopiegruppen. '

Unter Benutzung der Ergebnisse von J. P. SERRE [6] iiber die Gruppen
7,,(S") werden im Falle Y = S*, G =0, ., = Gruppe der orthogonalen Selbst-
abbildungen von S”, die in Frage kommenden Homotopiegruppen teilweise
berechnet. Damit ergibt sich:

Eine volle Klasse fasernweise homotopiedquivalenter Faserriume B=
{B, p, 5™, 5", 0,,} enthilt genau dann unendlich viele paarweise nicht

1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende
der Arbeit.
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dquivalente Faserrdume, wenn m = 0(4) und # > % ist. Fir m< 3 oder n <2

ist fasernweise Homotopiedquivalenz gleichbedeutend mit Aquivalenz.

Insbesondere ist damit die von R. THOM ([9], S. 167) gestellte Frage be-
antwortet, ob es Faserrdume mit Faser $” und Strukturgruppe 0, gibt, die
fasernweise homotopiedquivalent, aber nicht iquivalent sind.

§ 1. Eigenschaften von Abbildungsriumen.

Es werden in diesem Paragraphen gewisse Abbildungsriume untersucht,
die im folgenden eine Rolle spielen. Dabei setzen wir diejenigen topologischen
Réume, die mit lateinischen Buchstaben bezeichnet sind, als lokal kompakt
(insbesondere Hausdorffsch) voraus. Diese Voraussetzung ist mitunter schirfer
als nétig; sie vereinfacht jedoch die Darstellung und ist fiir die wichtigsten
Ergebnisse wesentlich.

A. Es seien Y und Z topologische Ridume. Die Menge der stetigen Abbil-
dungen von Y in Z werde mit der , kompakt-offenen Topologie versehen
(Topologie der kompakten Konvergenz bei BourBAKI [2], § 2, Def. 1). Da-
durch entstehe der topologische Raum & (Y, Z). Ist g€®(Y,Z) und y€Y,
so bezeichnet g - ¥ das Bild von. y bei g.

B. Der Abbildungsraum & (Y, Z) besitzt folgende Eigenschaft (s. [2], § 2,
Prop. 9):

- Es sei X ein topologischer Raum. Eine Abbildung f:¥—>®(Y, Z) ist genau
dann stetig, wenn durch f(z, y)= F) -y, t€X, yEY eine stetige Abbildung
fEx Y —Z definiert wird,

Hieraus folgt: Die Zuordnung 7 — f definiert eine ememdeutlge Bezlehung
zwischen den stetigen Abbildungen ¥—>@®(Y,Z) und den stetigen Abbil-
dungen XY —Z.

C. Y und Z seien topologische Riume, g,: Y —Z, k=0, 1, stetige Abbil-
dungen. g, und g, sind genau dann homotop, wenn sie sich in (Y, Z) durch.
einen Weg verbinden lassen.

" Beweis. Es sei I=[0, 1] das abgeschlossene reelle Einheitsintervall. DaB sich g,
und g; in (Y, Z) durch einen Weg verbinden lassen, bedeutet, daB es eine stetige Ab-
bildung f:I— ® (Y, Z) mit (0) =g,, /(1) =g, gibt. Dies ist nach B gleichwertig mit der
Existenz einer stetigen Abbildung f:IXY—~Z mit f(0, ¥)=g,- ¥, f(1, ¥) =g % y€Y.
Dies wiederum bedeutet, da g, und g homotop sind.

D. Y, Z, W seien topologische Riume, gc@®(Y, 2), g €@(Z, W) (s. A).
Die Abbildung g’ og 2) ist stetig, alsa ein Element von & (Y, W). Es gilt (s. [2],
§ 2, Prop. 10):

Die Abbildung (g’, g) >g’og von & (Z, W) x® (Y, Z) in B (Y, W) ist stetig.
Ist insbesondere Y =Z =W, so ist durch (g', g) g’ o g eine stetige, assoziative
Multiplikation in ®(Y, Y) gegeben. Die identische Selbstabbildung von Y
— wir bezeichnen sie mit ¢ — ist Einselement beziiglich dieser Multiplikation.

2) Sind g, S)i, M, | Mengen, A1:8—M, u: W~ N Abbild'ungen und PP, dann
bezeichnet po 4: 2 — % die zusammengesetzte Abbildung I~ u(A(), 1€ 8.
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E. ¥,Y,Z, W seien topologische Riume, q:¥—®(Y,Z) (s. A) und
g’ :¥—®(Z, W) stetige Abbildungen. Wir definieren g'0 ¢:X—® (Y, W) durch

(1) (g'0g) (1) =g egl), r€X.
Die Abbildung g'®g ist stetig, denn man kann sie durch Zusammen-
setzen zweier stetiger Abbildungen erhalten:
r—> (g’ 8() > g'(®)ogl®), (s D).

F. Mit den Bezeichnungen von E seien ¢,:X¥—>®(Y, Z), g,: X—>& (Z, W),
k=0, 1, stetige Abbildungen und g,~g, 3), go~g;. Dann ist auch go®gy~
0,0¢,. Bezeichnen wir allgemein die Homotopieklasse einer stetigen Abbil-
dung f mit [f], so kénnen wir also das ©-Produkt von [g,] mit [g,] durch
[60] @ [@] = [@o © 8,) in eindeutiger Weise definieren.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es stetige Abbildungen g:ZxJ—> @ (¥, Z) und
g EXI->@(Z, W) (I=[0,1]) mit

(5 0)=g(®). 8 1=80)

J@ =g, gk1)=g0) €&

Wir bilden
gog:EXI->@(Y, W) (s.E).
Fiir ¢ € ¥ ist
g’ 0g(z, 0) = g’(z, 0) 0 g(r, 0) = g (&) © go (&) = GO g (1)
Ebenso ist

g’ 1) =g,0g,(z), also g OB~ g DOk-

-G. %, sei ein Teilraum des topologischen Raumes X. Die Menge der stetigen
Abbildungen g:X—->®(Y, Y) (s. A), bei welchen ganz %, in e (s. D) iibergeht,
ist abgeschlossen beziiglich der o-Multiplikation [d.h. wenn g und ¢’ sclche
Abbildungen sind, dann auch g’© g; dies folgt unmittelbar aus der Definitions-
gleichung (1)]. ' : ‘

Wie in F erhalten wir e¢ine ¢-Multiplikation der Homotopieklassen der
stetigen Abbildungen g: (¥, ;) — (8(Y, Y),¢)%). Bei der Bildung dieser
Homotopieklassen werden' wie iiblich nur solche Deformationen zugelassen,
die das Bild von X, festlassen. :

Insbesondere betrachten wir den Fall, daB ¥ ein #-dimensionaler Wiirfel
(n> 0), X, sein Rand, oder auch, daB X eine #n-Sphire und ¥, ein fest gewihlter
Punkt darin ist. Die Homotopieklassen der stetigen Abbildungen g: (¥, %,) —
(8(Y, Y), ¢) bilden dann die Homotopiegruppe 7, (8 (Y, Y), e) (s. [8], §15).
Uber diese' Gruppen beweist man fast: wértlich wie bei STEENROD. ([8], 16.7
bis 16.9) den folgenden

Hilfssatz 1. Esset Y ein lokal kompakter topologischer Raum, ® =& (Y, Y)

(s. A), 7,(®, ¢) die n-te Homotopiegruppe (n>0) von & zum Bezugspunki e
(= Identitit von Y) und o, €, (®, ¢), i=1, 2. Dann gilt:

1. oy tay=0y 0, (5. G).

%) Das Zeichen ~ bedeutet: homotop.

4) Die Schreibweise g: (X, ¥y) = (& (Y, V), ¢) besagt, daB g eine Abbiidung von ¥
in (Y, Y) ist, bei der %, in e iibergeht.

8*
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2. Die Operatorengruppe 7, (®, €) von 7, (®, ¢) wirkt trivial, d.h. fiir jeden
geschiossenen Weg C: I -8, C(0)=e=C(1) ist der induzierte Automorphismus
Ct:m, (@, ) >, (®, ) (s. [8], §16, tnsbesondere 16.4) die Identitit.

H. Mit den Bezeichnungen des Hilfssatzes1 sei g€@® und g~e. D: I +@
sic ein Weg von ¢ nach g (s.C). Der durch D induzierte Isomorphismus
D*:7, (8, g) >, (®, ¢) ist unabhingig von der Auswahl des Weges D (die
Bogenkomponente von e in @ ist #-einfach nach H.S. 1; s. [8], 16.5). Wir
identifizieren w, (&, g) mit 7, (®, ¢) vermdge des Isomorphismus D,

Diese Identifikation 1dBt sich folgendermaBen beschreiben (s. [8], §16):
Es seien g:(S* %) (®, ¢) tesp. g':(S* %)—(®, g) Abbildungen .aus
2 €m, (O, ¢ resp. a'€m, (B, g), (5 x,) die #-Sphire mit Bezugspunkt zx,.
o und o’ werden genau dann identifiziert, wenn g und g’ ineinander defor-
miert werden kénnen.

I. 9 und 3 seien beliebige topologische Réume.. Eine stetige Abbildung
y:9—3 heiBt Homotopiedquivalenz, wenn es eine stetige Abbildung y~:83—9)
gibt derart, daBl y~oy und po y~ der Identitit von ¥ resp. 8 homotop sind.
y~ heiBt dann ein Homotopieinverses von y. Man sagt 9) und 3 seien vom
gleichen Homotopietyf, wenn es eine Homotopiedquivalenz §)— 8 gibt.

Sind Y und Z lokal kompakte topologische Rédume, dann bezeichnet
®;(Y, Z) die mit der induzierten Topologie versehene Menge der Homotopie-
dquivalenzen in @ (Y, Z) (s. A).

J. Es sei g:Y—>Z eine Homotopiedquivalenz und g~ ein Homotopie-
inverses von g (s. I).

1. Ist ‘g eine stetige Abbildung von Y in Z und ‘g~g, dann ist auch ‘g
eine Homotopiedquivalenz, und g~ ist ein Homotopieinverses von ‘g.

2. Ist 'g7:Z—Y eine stetige Abbildung und ‘g og~ ¢y, (= Identitit von
Y), dann ist ‘g7 ~¢".
Hieraus und aus C folgt: &,(Y,Z) {s. I} besteht aus vollen Bogenkom-

ponenten von & (Y, Z). Alle Homotopieinversen von g€ ®,(Y,Z) liegen in
der gleichen Bogenkomponente von & (Z, Y).

Beweis. ey, ez seien die identischen Sell;stabbildungen von Y, Z.
1. Aus ‘g~g folgt g7o’g~g og~ey, echenso ‘gog~e,.
2. Aus gTog~ey folgt g =eyog (g og)ogT="g"0(gog ) =g 0e="¢g".

K. Sind Y, Z, W topologische Réiume, g,:Y —Z und g,:Z—W Homo-
topiedquivalenzen (s. I) und g7 resp. gz Homotopieinverse von g; resp. g,,
dann ist gyog, eine Homotopiedquivalenz und gjog, ein Homotopieinverses
von gyog. Insbesondere ist &;(Y,Y) (s.I) abgeschlossen beziiglich der
o-Multiplikation.

Bdéweis. ey, ez, ey seien die Identititen von Y, Z, W. Dann ist (g,0g,) 0 (g 0g;) =
£20(8108]) 085 =g, 06708, =g, 08, ey, ebenso (gog;)o(gog) ~ey.

L. Fir =0, 1, seien g, g, €®(Y, Y) (s.A), gy~~g;, go=g:. Dann ist
2008y~ g10g;. Bezeichnet allgemein g die Bogenkomponente von g€ & (Y, Y)
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(g ist nach C gerade die Homotopieklasse von g), so kénnen wir also das
o-Produkt von g, mit g; durch g,0g, =g, 0¢, in eindeutiger Weise definieren.

Beziiglich dieser Multiplikation bilden die Bogenkomponenten von
®,(Y,Y) [die nach J auch Bogenkomponenten von &(Y,Y) sind] eine
Gruppe, die wir in Analogie zu [§], 16.10 mit 7, (@(Y, Y), e) bezeichnen.

Beweis. Es seien g, g, g beliebige Elemente von &, (Y, Y), g~ ein Homotopie-
inverses von g, ¢ die Identitit von Y. 1. Abgeschlossenheit beziiglich der o-Multiplikation:
Nach K ist gog’€ (Y, Y), also gog’= gog’ eine Bogenkomponente von &, (Y, ¥).
2. Assoziativitit: go(g’og”) =gogiog '’ =gol(g og ) = (goglog =(gog)og" .

3. Existenz der Linkseins: ¢og=z¢og = 2.
4. Existenz des Linksinversen: gog=gog=-¢.

M. Es seien Y und Z topologische Riume vom gleichen Homotopietyp,
8§ €®,(Y, Z) und g; ein Homotopieinverses von g, (s. I). Wir definieren eine
stetige Abbildung & (Y, Y)—>®(Z, Z) (s. A) durch

g>gogogr, geB(Y,Y)
und nennen sie eine Transformation mit g, .

N. Y,Z, W seien topologische Riume vom gleichen Homotopietyp, g
resp. g sei eine Transformation mit g, € ®, (Y, Z) resp. ‘g, €®,(Z, W). Dann
ist ‘gog eine Transformation mit "g;o0g;.

Beweis. g resp.’qg sei durch g—Sglogogl‘, g€ (Y, Y)resp. 'g—>'g 0’g0s], '€ H(Z, Z)
gegeben (g, Tesp. ‘g; homotopieinvers zu g, resp. gy). Nach K ist ‘g;0,€ &, (Y, W) und
gy 0’g, homotopieinvers zu ‘gy0g,. Die Abbildung g (g;0g,) ogo(go’g;) (d. 1. ‘gog) ist
also eine Transformation mit ‘g;og;.

0.Ist g,:8(Y, Y)—>®(Z, Z), k=0, 1, eine Transformation mit g:€6,(Y,2)
(s- M) und ist gy~g,, dann ist auch gy~g,.

Beweis. g sei durch g—+g,0g0g5, g€ (Y, V) gegeben (g, homotopieinvers zu g).
Aus gy gy folgt gi~gl (s. ). C:I—>® (Y, Z) resp. C~:I—>@(Z, V) sei ein Weg, der
g mit g; Tesp. gy mit g7 verbindet (s. C). Dann ist

&) >C)ogoC (1), g€®(Y,Y), 1€l
eine Deformation von g, in G-

P. Jede Transformation mit einem Element aus ®,(Y, Z) (s. M) ist eine
Homotopiedquivalenz. Insbesondere: Sind Y und Z topologische Riume vom
gleichen Homotopietyp, dann auch ®(Y, Y) und ®(Z, Z) (s. A).

Beweis. Es seien g eine Transformation mit g€, (Y, Z), g~ ein Homotopieinverses
von g und g~ eine Transformation mit g-. Nach N ist g~og eine Transformation mit
¢ og. Die Identitat von G(Y, Y) ist eine Transformation mit ¢ (= Identitst von Y),
also wegen e~g-og in g-og deformierbar (s. O). Entsprechend kann gog~ in die Iden-
titit von §(Z, Z) deformiert werden. g ist also eine Hometopiedquivalenz und g~ ein
Homotopieinverses von g.

Q. Eine Transformation mit g€®,(Y,Y) (s. M) ist eine stetige Selbst-
abbildung von 8 =@ (Y, Y), bei der ¢, die Identitit von Y, in gog~ iibergeht
(g™ ein gewisses Homotopieinverses von g). Sie induziert daher einen Homo-
morphismus g, :7, (®, €) >, (, gog™), n=1 (s. [8], 15.5). Wegen gog=~e¢



116 ALBRECHT DOLD:

konnen wir x, (8, ¢) und =, (&, gog~) in natiirlicher Weise identifizieren (s. H).
g4 wird damit zu einem Endomorphismus von #,, (®, ¢).

Transformationen mit Elementen aus der gleichen Bogenkomponente von
®, (Y, Y) sind homotope Abbildungen (s. O) und induzieren daher den-gleichen
Endomorphismus g,. Bezeichnet § die Bogenkomponente von g, so kénnen
wir also durch die Festsetzung g, =g, :in eindeutiger Weise jeder Bogen-
komponente g von &, (Y, Y), d.h. jedem Element von 7,(®, ¢) (s. L), einen
Endomorphismus g, von 7, (®, ¢) zuordnen.

Eine Transformation erst mit g€ ®,(Y, Y), dann mit g’ € ®,(Y, Y) ergibt
eine Transformation mit g'og (s. N). Also ist (g'0g), =gy 0gs. Daraus folgt
(§708)x = Eg%098 . Die Identitit von &(Y, Y) ist eine Transformation mit'e,
also 2, die Identitit von 7, (®, ¢). Wir erhalten somit:

Durch die Zuordnung g >, wird 7y(®, ¢) zur
Operatorengruppe von =, (®, €), n> 0.
Diese Aussage bleibt richtig fiir #=0, wenn wir
Fig.1. dann unter g, den durch F bestimmten inneren
Automorphismus von 7, (®, €) verstehen.

Bemerkung 1. Die Menge der Homdomorphismen von Y auf sich ist in
®,(Y,Y) (s. I} enthalten. Das Beispiel der Sphiren kénnte vielleicht zur
Vermutung fithren, daB allgemein jede Homotopiedquivalenz Y Y sich in
einen Homgomorphismus deformieren 148t, zumindest wenn' Y zusammen-
hingend ist. Wir geben folgendes Gegenbeispiel: '

Y bestehe aus einem abgeschlossenen Kreisring, einer Kreislinie und einer
Strecke, die beide verbindet (s. Fig. 1). Die Abbildung g:Y—Y bestehe
darin, daB man zunichst den Kreisring radienweise auf den ZuBeren Rand-
kreis driickt und dann das so entstehende Gebilde an der Mittelsenkrechten
der Verbindungsstrecke spiegelt. Dann ist gog~¢, aber g nicht in eine topo-
logische Abbildung deformierbar.

§ 2. Fasernweise Abbildungen und fasernweise Homotopiedquivalenz.

R. Es sei B ein Faserraum (fibre bundle bei STEENROD [§], § 2). Durch
die Schreibweise 8= {B, $, X, Y, G} bringen wir zum Ausdruck, daB B der
gefaserte Raum (bundle space), X die Basis (base space), ¢: B—X die Pro-
jektion (p1ojection), und G die Strukturgruppe (group of the bundle) von B ist.

Ist A ein Teilraum von X, dann bezeichnet B|A = {p~2(4), p,4, 4, Y, G}
den iiber 4 gelegenen Teil von B; p,:p2(4)—4 ist dabei die durch  defi-
nierte Abbildung?®) (vgl. [8], 9.2).

Definition 1. Es seien = {B, p, X, Y, G} und B'={B', ', X', Y', G’}
Faserriume, h:X->X' eine stetige Abbildung. Unter einer fasernweisen

5) M und N seien Mengen, u:IM— N eine Abbildung, I <MW, <N und g (R} R
‘Wir nennen die Abbildung u: IR'— ', die durch u'(m) = u(m), mc M’ gegeben ist, die
durch g definierte Abbildung.
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Abbildung %#:8-s%B’' zur Abbildung % (kurz: f-Abbildung zur Abbil-
dung &) verstehen wir eine stetige Abbildung h: B—B' mit der Eigenschaft

(2) hop=2p'oh.
Ist insbesondere X =X’ und h die Identitit, dann sprechen wir von f-Abbil-
dungen -schlechthin (ohne den Zusaiz: zur Abbildung h).

Eine jf-Abbildung zur Abbildung % bildet also fiir jedes » € X die Faser
p71(x) stetig in die Faser p71(k(x)) ab, im Gegensatz zu einer fasertreuen
Abbildung (s. [8], 2.5) jedoch im allgemeinen nicht topologisch.

Definition 2. Es seten 8= {B,», X, Y, G} und B'={B',$', X', Y, G'}
Faserrdume, h: X — X' eine stetige Abbildung und BxI = {Bx1I,q, Xx1,Y, G}
das Produkt von B mit I = [0, 17 (s. [8], 11.1). 0: X XI—>X sei durch o (x, §) = x,
x€X, t€1 definiert. Eine f-Abbildung §:8 xI—>B' zur Abbildung H="hop
(s- Def. 1) heift f-Homotopie zur Abbildung 4

Ist insbesondere X = X' und h die Identitiit, dann sprechen wir von f-Homo-
topien schiechthin (ohne den Zusatz: zur Abbildung h).

Definition 3. Es seien 8= {B, p, X, Y, G} und B'= {B', p', X", Y’, G}
Faserriume, h: X —X' eine stetige Abbildung. Zwei {-Abbildungen h,:B—>%B',
k=0,1; zur Abbildung h (s. Def.1) heifen f-homotop, in Zeichen h, o7 M,
wenn es eine f- Homotopw D:BXI B zur Abbildung k (s. Def. 2) gzbt mit

B(b,0) =hy(8), BH(b1)=h(b), bEB.

Y selbst heift dann auch eine f-Deformation von kg tn by, m.a. W.: Bei einer
f-Deformation von 4, in k; beschreibt der Bildpunkt von b€ B einen stetig
von b abhingenden Weg, der /,(b) mit 4, (b) verbindet und der ganz in der
Faser p71(x"), x'=hop(b), verliuft. '

S. Folgendes ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen 1-bis 3: Sind
By ={By;, pr, X}, Yy, G}, k=1,2,3, Faserraume und %; und %; f—Abbildungen
B;—>B;,; zu den Abbildungen %;:X; > X,.,, =1, 2, dann ist hyohk, eine
f-Abbildung B, —%B; zur Abbildung %,0%,, und aus %; i 7 hi h; folgt hyo by T hyo hy.
Die identische Selbstabbildung von = {B, ;b X, Y, G} ist eine fAbbxldung
(zur Identitit der Basis).

Bemerkung 2. Wir werden uns im folgenden fast ausschlieBlich mit
f-Abbildungen resp. f-Homotopien zur Identitit der Basis besché’.ftigen (ins-
besondere werden also Bild- und Urbildfaserraum die gleiche Basis haben).
Diese Beschrinkung kann in folgendem Sinne als unwesentlich angesehen
werden:

Es selen 8= {B,$, X, Y, G} und %’*{B’ P, X', Y’, G'} Faserrdume,
“h:X—>X' eine stetige Abbildung, %~ 1(%B") = {B, $, X, Y', G’} der induzierte
Faserraum, A%: %~ 1(% )%’ die induzierte fasertreue Abbildung (s. [§], §10)
und /3: 57 (x) >p1(k(x)) die durch A° definierte Abbildung?).

Wir ordnen jeder f-Abbildung 4:B-—+%" zur Abbildung % die /-Abbildung
W :B—>k1(B') zu, die durch (b)) = (R)1(h (b)), bE B, x=p(b) gegeben ist.
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Einer f-Abbildung 4’:% —%-1(®’) hingegen ordnen wir die f-Abbildung 4%0/’:
BB’ zur Abbildung % zu.

Die beiden Zuordnungen sind invers zueinander und stiften eine einein-
deutige, f-Homotopien erhaltende Beziehung zwischen den f-Abbildungen
K :B-—>h1(%’) und den f-Abbildungen %:B-—>®B’ zur Abbildung %.

Definition 4. Es seien B und B’ Faserrdume iiber der gleichen Basis.
Eine f-Abbildung h:B->B" (s. Def. 1) heift f-Homotopiedquivalenz,
wenn es eine f-Abbildung b’ :B'—>B gibt mit (s. Def. 3)

Koh~e, hoW~¢, e dic Identititen von B,

Definition 5. Zwei Faserviume B und B’ tiber der gleichen Basis heifien
f-homotopiedquivalent (oder vom gleichen f-Homotopietyp), wenn
es ewne f-Homotopieiquivalenz h:B—B' (s. Del. 4) gibt.

Wir wollen ein einfaches Kriterium dafiir angeben, daB eine /~Abbildung
eine f-Homotopiedquivalenz ist. Als Vorbereiting dazu dienen die folgenden
Betrachtungen einschlieBlich Hilfssatz 2.

T. Es seien X, X’ beliebige, Y, Y’ lokal kompakte topologische Riume.
Wir bilden die (trivialen) Faserriume XxY, ¥'XY’ (Basis X resp. X').
7 xY'>Y’ sei durch =(y, y') =1, ' C¥, y*€ V' gegeben. E:X—>¥' sei
eine stetige Abbildung.

Ist £: XX Y% XY’ eine f-Abbildung zur Abblldung & (s. Def. 1), dann
ist mo&: XX Y Y’ stetig, also auch (s. B) die durch £(z) - v=mof(z, y),
t €%, y €Y definierte Abbildung £:X¥>@(Y, ).

Es sei umgekehrt #:X¥—>® (Y, Y”) eine stetige Abbildung. Die Abbildung
(&, y)—>nE) -y von £x Yin Y’ ist stetig (s. B), also auch die durch 7* (g, ¥) =
(E(x), m(x) - y) definierte Abbildung #*:XX Y >X'XY". n* bildet die Faser
tXY in die Faser £ (g)XY’ ab, ist also eine fAbblldung zur Abbildung &
(s. Def. 1).

Esist (§)* (5, ) = (F(0).& (1) - 9) = (E (), w0k (1, %)) =&z, 9), also (B)* =&,
ebenso (7*)=1. Die beiden Zuordnungen £—£ und 5->#%* sind also invers
zuemander und stiften somit eine eineindeutige Beziehung zwischen den /-
Abbildungen £: ¥ X Y —X'x Y’ zur Abbildung & und den stetigen Abbildungen
E:X->G(Y,Y").

Hilfssatz 2. V ser eine abgeschlossene n-dimensionale Vollkugel (n> 0),
S ihre Randsphive. Y,Y' seien lokal kompakie topologische Riume. VXY,
VXY, SXY, und SXY' werden als (triviale) Faserrdume tiber der Basis V
vesp. S aufgefafi. Es seien gegeben:

a) Eine f-Abbildung (s. Def. 1) H:VXY—>VXY' mit der Eigenschaft:
Die durch H definierte Abbildung h, v xY—>vxY'3) ist eine Homotopie-
dquivalenz fiir jedes v €V,

B) eine [~Abbildung W':SXY' —-SxY,

y) eine f-Homotopie (s. Def. 2) p: SX Y X I->Sx Y, I =10, 11, mitp(x,v,0) =
W (H(x, ), ¢(x, 9, 1)=(x9), €S, y€Y:
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Dann gibt es eine f-Abbildung H':V X Y'sVXY und eine }‘-Homotopz'e
D VXYXI>VXY mit
H(xy)=Wxy), Okyt)=¢xy) ©O@y0=HoHby)
@(v; y, 1) = (v,v), x€S, wvEV, €Y, (€1
Beweis. Wir iibersetzen entsprechend der in T gegebenen eineindeutigen
Beziehung die Voraussetzungen «) bis p) und die Behauptung des Hilfs-

satzes 2. (

Es seien gegeben die stetigen Abbildungen

& H: V-8, Y) mit HV) &, (Y,Y) (s 1),

B W:S—>6(Y,Y),

5) §:SxI—>@(Y,Y) mit F(x,0) =h'(x) o H(x), H(x,1) =e, xE€ S, e die
Identitdt von Y.

Dann gibt es stetige Abbildungen H': V& (Y’, Y) und @:V xI->@ (¥, )
mit

H|S=W, D@ 0)=H@woHw), Pwi1)=e¢ &|SxI=7, veV.

[Die der Abbildung & in T entsprechenden Abbildungen H, %', H' sind gleich
der Identitit, wihrend @ und @ durch @ (v, &) =v, P(x,8)=x, vEV, 2€S,
t €I gegeben sind.] "

Es sei %y ein fester Punkt aus s A (%) ist eine Homotopieiquivalenz
(s.&) und A'(x)oH (xo) ~e¢ (s.p), also H (x,) ok’ (%) ~e (s. J). Hieraus folgt

=Hoeb) s. (1)

o (H (x) o' (%)) s.F

oH (%, )) @7 (x,)

ol (H| S)) ok (%) WegenHl S ~H (x,)%) und F
W (w0) = (%) s. 9.

ll

Wo
=
=

B
B
o

R

R ist also homotop einer konstanten Abbildung, d.h. stetig auf ¥ erweiter-
bar. Sei

(3) HV->6(Y,Y), HS=k

eine solche Erweiterung. Ferner sei S"=Vx0uVx1uSxI die Rand-
sphire von V' xI und ‘®:5*—>® (Y, V) durch

@) '®@0)="H@)oHp), 'Pw1)=c¢ 'B|SxI=p vEV
definiert. Diese Definition ist Widerspruchsfrei Nach ¥ 1y ist ndmlich P=c¢
in Sx1,undin Sx0ist & (x, 0) = 4'(x) o H(x) ="H(x) o H(x), letzteres nach (3).

%) Wir verwenden hier wie auch spiter manchmal dasselbe Zeichen fiir einen Punkt
eines topologischen Raumes und die entsprechende konstante Abbildung in diesen Raum.
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7 reprdsentiert ein gewisses Element « aus 7, (@(Y, Y), ¢) [wir denken
uns S” orientiert und nehmen als Bezugspunkte etwa (x,, 1)]. Wir wihlen
nun eine Abbildung “®: (S*, (%,, 1))~ (® (Y, Y), ¢) aus der Homotopieklasse
—o derart, daB

(5) "@|SXI UV x1=e)

ist. Das ist immer méglich; sollte '@ die Eigenschaft (5) zunéichst noch nicht
besitzen, so kann dies durch eine einfache Deformation (durch ,,Konzen-
tration* der Abbildung “® in V'x0) erreicht werden.

Die Abbildung “@ o'® reprisentiert nach Hilfssatz1 das Element.
a—a=0 aus =, (®(Y,Y),¢), kann also auf V' xI stetig erweitert werden.
Es sei

(6) BV XI>6(Y,Y), B|S"="Bo'd

eine solche Erweiterung.
Definieren wir H': V —®(Y’, Y) durch

7) H'w)="®w0)0'H), veEV,

dann sind #’ und @ die gesuchten Abbildungen. Ist némlich xC S, v& V,
so gilt:

H' () ="® (x,0) 0 'H (%) s. (7)
=W(x) s- (5) und (3),
& (v, 0) ="® (v,0) 0 '® (v, 0) s. (6) und (1)
="®v,0)0'Hw)o H¥) s (4)
=H'(v) o H(v) s (7);
D, 1) ="®,1)0'®(v,1) s. (6) und (1)
=g s. (5) und (4),
B|SxI=("®|Sx)o(D|SxI) s. (6
=9 s. {5) und (4).

Satz 1. Es seien B={B,$, X, Y, G} und B'={B', 9", X, Y’, G’} Faser-
viiume, Y und Y’ lokal kompakt, X ein Polyeder. h:B->B' sei eine f-Abbildung
(s. Def. 1) und h,:p72(x)—>p'"1(x), x € X, die durch h definierte Abbildungs).

h ist genau dann eine f-Homotopiedquivalenz (s. Def. 4), wenn h, esne Homo-
topiedgquivalenz (s. 1) ist fiir jedes x € X.

Korollar 1. Es seien B={B,p, X, Y, G} und B'={B, 9", X', Y, G}
Faserriiwme, Y und Y' lokal kompakt, X ein Polyeder. h:X—>X' sei eine
stetige Abbildung, h:B—B' eine f-Abbildung zur Abbildung h (s. Def. 1), und
fiir jedes x € X sei die durch h definierte Abbildung h,:p~(x)—>p' (7 (x))®) eine
Homeotopiedquivalenz (s. I).

Dann sind B und der induzievte Fasevraum h™2(B’) (s. [8], § 10) f~homotopie-
dquivalent (s. Def. 5).
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Korollar 1 folgt aus Satz 1 auf Grund der Bemerkung 2, S. 117

Korollar 2. Ein Faserrawm B= {B, p, X, Y, G}, X ein Polyeder, Y lokal
kompakt, ist genaun dann dem Produkt X XY f-homotopiedquivalent (s. Def. 5),
wenn es eine stetige Abbildung h:B—Y gibt devart, daf h|p~'(x) eine Homo-
topiedquivalenz ist fiir jedes x € X.

ZuXKorollar 2. m: XX Y—Y seidurchz(x, v)==v, x € X, y € Y definiert.

H:B->XxY sei eine f-Homotopiedquivalenz. Dann ist h=no H eine
stetige Abbildung von B in Y. Die durch H definierte Abbildung H,:p7*(x)—
xX Y ist eine Homotopieiquivalenz fir jedes x€X (s. Satz 1), also auch
hlp7t(x) =(w|x X Y)oH,, denn m|xx Y ist ein Homéomorphismus.

Umgekehrt sei 4: B—Y eine stetige Abbildung und %|p7*(x) eine Homo-
topiedquivalenz fiir jedes ¥ € X. Dann ist durch b—(p(b), h(b)), b€ B eine
f-Abbildung H:B—>X XY gegeben, und die durch H definierte Abbildung
H,:p%tx)—>xx Y ist eine Homotopiedquivalenz fiir jedes x € X. H ist also
eine f~Homotopiedquivalenz (s. Satz1).

Korollar 3. Es sei X ein Polyeder, Y ein lokal kompakier topologischer
Raum. Die Homotopicklassen der stetigen Abbildungen X-—->®,(Y,Y) (s.I)
bilden eine Gruppe beziiglich der o-Multiplikation (s. F).

Zu Korollar 3. Die Assoziativitit der o-Multiplikation folgt unmittel-
bar aus ihrer Definition. Die Homotopieklasse der konstanten Abbildung
x%—>¢ (= Identitdt von V) ist Einselement. Es bleibt die Existenz des Links-
inversen nachzuweisen.

h:X—>®,(Y,Y) sei eine stetige Abbildung. Durch (¥, y)——>(x,ﬁ(x) - 9),
x€ X, y€ Y definieren wir eine f-Selbstabbildung # von XxY (s. T). %(x)
ist -eine Homotopieiquivalenz, also auch die durch % definierte Abbildung
von x X Y in sich®). % selbst ist also nach Satz1 eine /-Homotopiedquivalenz.
Wir wihlen (s. Def. 4) eine f~Abbildung 2": X XY —+X XY und eine f~-Defor-
mation g: X XY XI—-XXY von %o % in die Identitit von XX Y. Diein T
hergestellte eineindeutige Beziehung liefert dann eine stetige Abbildung
#:X—>®(Y,Y) und eine Deformation §:XxI—>®(Y,Y) von ok in die
konstante Abbildung x—>¢, x € X. Wegen /(%) €®, (Y, Y) und &'(x) o /i (x) ~e¢
ist (%) €6, (Y, Y) (s. J), wegen @(x, §) ~P(x,1) =e ist P(x,£) €G, (Y, Y)
(s. J). %' ist also eine Abbildung von X ine®, (Y, Y) und die Homotopicklasse
von %’ ist linksinvers zu der von k.

Beweis des Satzes1. Es sei % eine f-Homotopiedquivalenz. Aus
Definition 4 und aus I folgt, daB3 dann #%, fiir jedes x € X eine Homotopie-
dquivalenz ist.

Umgekehrt sei jetzt 4, eine Homotopiedquivalenz fiir jedes x € X.

1. Es bezeichne X,, n=0,1, ... das »n-dimensionale Geriist einer festen
Zellenzerlegung von X, 4,:9B| X,—%8'| X, (s.R) die durch % definierte /-Abbil-
dung?). Wir konstruieren fiir jedes #=0 eine jf-Abbildung 4,:%’| X, —%8| X,
und eine /-Deformation ¢, von 4, o 4, in die Identitit von B|X,, derart, daBl
By (U') =R,y (b) und @, (5, 1) = @, 1 (b, 1) ist fir DEp(X, ), b€ H(X,),
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t€ 1. Die f-Abbildungen %, setzen sich dann zu einer f-Abbildung #’':%’—>®B
zusaimen, die f-Deformationen @, zu einer f-Deformation ¢ von %o % in die
Identitdt von 9.

Um den Fall n=0 zu erledigen, nehmen wir fir jede Ecke x€ X ein
Homotopieinverses %, von %, (s.I) und eine Deformation von 4,0 4, in die
Identitdt von $(x). %, resp. ¢, ist dann einfach die Gesamtheit dieser Abbil-
dungen resp. Deformationen. ‘

Wir nehmen nun an (Induktionsvoraussetzung), %,_, und @,_, {(#=1)
seien bereits konstruiert. V sei eine #-Zelle von X,, S ihr Rand. Da V in
einen Punkt zusammenziehbar ist, kann B|V (s. R) resp. 8’|V als das Pro-
dukt VXY resp. VXY’ aufgefaBBt werden (s. [8], 11.6). Durch 4,, k,_, und
Pu1 werden dann fAbblldungen hy VXY =>VXY, B5:SXY'—-SxY und
eine f-Deformation g5: SX Y xI—Sx Y definiert5), die den Voraussetzungen
des Hilfssatzes 2 geniigen.  Es gibt also eine f-Abbildung Ay : VXY =V xY
und eine f-Deformation ¢, von kyo hy in die Identitit von ¥V XY mit
By (%, )= hs(%, ¥') und gy (x, v, ) =s(x, 9,9, x€S, y€Y, y€Y', €L
i i i i _ resp. VX Y'. Dann
lautet das Ergebnis: Es gibt eine f-Abbildung A :%®’|V—%B|V und eine
f-Deformation @y von hy o hy (hy: 9| V—>W]V die durch k definierte f-Ab-
bildung®)) in die Identitit von SB[V mit Ay (b)) = h,_;(b') und @, (b, ) =
@,—1(b,9) fir b€ H™H(S), '€ p1(S), t€l.

Wir wihlen fiir jede #-Zelle V ein solches Paar Ay, ¢, und erkliren 4,
und ¢, durch #, (") = &, (b'), @, (b, 8) = @, (b, 8) Lir b Ep1(V), b’ €Ep"1(V), ¢t C L.

2. Byip' A (x) P2 (x), # € X sei die durch %’ definierte Abbildung. Nach
Konstruktion von 4’ ist %, o0 k, in die Identitit von p~1(x) deformierbar.
K, ist also eine Homotopiedquivalenz (s. J). Wir konnen demnach auf 4’ den
im ersten Teil dieses Beweises durchgefithrten Schlufl anwenden und erhalten
eine f-Abbildung %" :8 B mit 4o W ¢’ (= Identitit von B’). Dann ist
aber h“7 B'o(Woh)=(k"oh)oh~h, also hoh'~e. Satz{ ist damit
bewiesen.

Bemerkung 3. Die Voraussetzungen des Satzes 1 lassen sich abschwéchen.
Es geniigt z. B. anzunehmen, dal X ein CW-Komplex ist im Sinne von J. H. C.
WHITEHEAD ([11], S. 223); der Beweis wird dadurch nicht wesentlich kom-
plizierter. Auch auf die Eigenschaft von Y, lokal kompakt zu sein, kann man
verzichten, allerdings nicht, ohne den Beweis erheblich zu éi_ndern. SchlieBlich
148t sich die Voraussetzung tiber die Abbildungen 4, mit Hilfe des unten
folgenden Satzes 2 reduzieren.

Dagegen wird der Satz 1 falsch, wenn man iiber X keinerlei einschrinkende
Voraussetzungen macht. Wir geben als Beispiel?) eine f-Selbstabbildung %
eines Fasetraumes 8= {B, p, X, Y, G} mit lokal kompakter Faser Y an, die
keine f-Homotopiedquivalenz ist, obwohl fiir jedes » € X durch % ein Homdo-
morphlsmus by p71{(x)—>p'(x) definiert W1rd5) -

%) Das angefiihrte Beispiel findet sich in anderem Zusammenhang bei ARENs [1],
S. 601.
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X und Y sind Teilriume der reellen Zahlengeraden. X besteht aus den
Punkten 1, §, },... und 0, Y aus den Punkten 0,1,2,... und §,%,4%,....
Die Gruppe G besteht nur aus der Identitdt von Y, % ist also das Produkt
XxY, p die Projektion auf den Faktor X.

Firr k=1,2,3,..., 00, m=0,1,2, ... sei

o) e
=) o more
-(L,m—1> fir m>k
(?i) fir O<m<k
(%ﬁ) fir m>k

h ist stetig. (0, 0) ist die einzige Stelle, an der dies fraglich scheinen kénnte.
Wenn. aber x € X und vy €Y gegen 0 konvergieren, dann konvergiert 4(x, v)
gegen (0,0)="%(0, 0). & ist also eine f-Abbildung. Die durch 4 definierte
Abbildung %,: x X Y->x XY ist ein Homdomorphismus fiir jedes x € X.

Wire % eine -Homotopiedquivalenz, dann gébe es (s. Def. 4) eine f-Selbst-
abhildung 4’ von X X Y mit o '~ eund A’ &+ e (¢ = Identitdt von X X Y).
In X xY sind aber keine zwei verschledenen Punkte durch einen Weg ver-
bindbar. Bei einer Deformation kann sich also eine stetige Abbildung in X x Y’
nicht #ndern. Es miiBte also ok =e¢und Ao h=e¢ sein, d.h. %2 ein Homoo-
morphismus und 4’ =#4"1. Nun ist zwar % eineindeutig, aber 27 an der Stelle
(0, 0) nicht stetig. Durchlduft nimlich % die Folge 1, 2,3, ..., so konvergiert
( ; , k) gegen (0, 0) aber 471 (7,' %)—(%, k) nicht gegen %471(0, 0) = (0, 0).

Als Erginzung zu Satz 1 beweisen wir den.

Satz 2. Es seien B=={B, p, X, Y, G} und ¥'={B', p', X', Y', G'} Faser-
riume, X bogenweise zusammenhingend. h:X—X' sei eine stetige Abbildung,
1:B—>B' eine [-Abbildung zur Abbildung b (s. Def. 1) und h,:p1(x) - p' 1 (h(x)),
x€X, die durch h definierte Abbildung®). Fir ein gewisses X C X sei h; eine
Homotopiedguivalenz.

Dann ist b, fiir jedes x € X eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Es sei x ein beliebiger Punkt aus X. C:J/—X, C(0)=%, C(1)=
sei ein Weg von % nach x und G,:p71(Z)—>p71(C(#) resp. € :p"1(h (X))~
p' (ko C(t)), t €I eine Verschiebung von p7*(%) resp. #'* (%(%)) lings C resp.
hoC (s.'[8], 13.1).

Durch (€;) ' o0 Ay o€, 0 < ¢ <1ist eine Deformation von 4z in (€;) 0.4, 0,
gegeben. Nach Voraussetzung ist A; eine Homotopieiquivalenz, also auch
@) ok, o€ (s. J) und damit h, (denn §; und €, sind Homéomorphismen).

8) Wir vetreinbaren: - 0, 00 > m.
oo
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Bemerkung 4. Der Begrift der /~Homotopiedquivalenz wurde neuerdings
auch von M. L. Curtis (Ann. of Math, 60, 304) untersucht. Daneben fiihrte
Curtis den Begriff der a-Abbildung und der a-Aquivalenz von Faserrdumen
ein. Eine a-Abbildung ist cine f-Abbildung 4:8—+%B’ (Bezeichnungen s. Def.1)
mit der Eigenschaft: Die durch 4 definierte Abbildung %,:p71 (%) —p'1 (h{x))
nduziert in allen Homotopiegruppen Isomorphismen auf. Wenn die Fasern
CW-Komplexe sind, so ist dies gleichbedeutend damit, daf %, eine Homotopie-
dquivalenz ist fiir jedes x € X (s. [11], Theorem 1, S. 215). Eine a-Abbildung %
zur Identitit der Basis (d.h. p=p’o %) ist dann also nach Satz 1 eine /~Homo-
topiedquivalenz (zumindest wenn X ein Polyeder ist). Da nach CURTIS zwei
Faserrdume B und ¥’ tiber der gleichen Basis a-iquivalent *heiBen, wenn es
a-Abbildungen 2:8—>%’ und 4»:%' B zur Identitit der Basis gibt, folgt
hieraus insbesondere: ,

Sind B und B’ Faserviiume (im Sinne von STEENROD [8]; bet CURTIS werden
allgemeinere Faserviume zugelassen) mit CW-Komplexen als Fasern und einem
Polyeder als gemeinsamer Basis und sind B und B' a-dquivalent, dann sind sie
sogar: [-homotopiedquivalent (A-dquivalent bei CURTIS).

§ 3. Faserrdume iiber Sphiren.

U. Es sei G eine . topologische Transformationengruppe des lokal kom-
pakten topologischen Raumes Y. Das bedeutet: G ist eine topologische Gruppe
von Homdomorphismen von 'Y auf sich, und die Abbildung :GX Y Y, die
dem Paar (g,y), g€ G, y €Y das Bild von y bei g zuordnet (n(g, y)=g"y),
ist stetig (vgl. (8], 2.2).

Die Elemente von G sind Homdomorphismen, also insbesondere stetige
Abbildungen. Indem wir so die Elemente von G als Elemente von & (Y, Y)
(s. A) auffassen, erhalten wir die ,Injektion” j:G—>®& (Y, Y). Aus der Stetig-
keit von % folgt nach B die Stetigkeit von . j induziert daher einen Homo-
morphismus 7*:7, (G, ) >, (8 (Y, Y), ¢), e die Identitit von Y, #=0.

Wir beschreiben den Homomorphismus j* fiir den Fall #=0 ({ir >0
s. [8], 15.5): L

Ist g € G, so bezeichnet Z die Bogenkomponente von g in G, 7 (g) die Bogen-
komponente von j{g) in & (Y, Y). Wegen der Stetigkeit von j ist {(g) <7 (g).
Da die Elemente von G Homdomorphismen sind, ist j(G) (& (Y, V) (s.I),
also § (g) € 7, (8(Y,Y),e) (s. L). Die Elemente von m,(G, ¢) sind die Bogen-
komponenten von G (s. [8], 16.10) und j*:7, (G, ¢) >, (& (Y, V), ¢) ist durch
i*(8) =7(g), g€ G gegeben. Es ist leicht einzusehen, daB die so definierte
Abbildung j* ein Homomorphismus ist. )

V.8={B,$, 5™ Y, G} sei ein Faserraum tiber der i-~Sphire 5", m> 0,
E, resp. E, sei die ,,obere” resp. ,,untere’ abgeschlossene Hemisphire von 5™,
Sm1=FE nE, der , Aquator”, x, ein fester Punkt aus S” 1.

Da E,, £==1, 2, in einen Punkt zusarhmenziehbar ist, gibt es fasertreue
Abbildungen. @,:E, XY —>B|E, (s.[8], 11.6). Fir x€S™!, y€Y ist
D (Do (%, ) =(% 8, ), £:€G, und durch T(x)=g, ist eine stetige Ab-
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bildung T': S”~'—G gegeben. Ist T(x,) =e¢ (das kann durch geeignete Wahl
von @, stets erreicht werden), dann heiBt T eine charakleristische Abbildung
von B.

Jede stetige Abbildung T':(S™1, x,)—(G, ¢) kommt als charakteristische
Abbildung eines geeigneten Faserraumes 8= {B, $, 5™, Y, G} vor (s. [§], 18.2).

Zwei Faserrdume B,={B;, p;, S", Y, G}, 1=1, 2, mit den charakteristi-
schen Abbildungen 7; sind genau dann dquivalent, wenn es ein a € G gibt, fiir
welches die Abbildungen x— T, (%) und x—a 7 (x) a2 von S™!in G homotop
sind (s. [8], 18.3). Wir beweisen den analogen

Satz 3. Es seien B;= {B;, p;, S™, Y;, G;}, i=1, 2, Faserriiume iiber der
m-Sphire S™, m> 0, Y; lokal kompakt wnmd T, (S"72, %)~ (G;, ¢) (e die
Identitit von Y;) charakiteristische Abbildungen von B; (s. V). {; bezeichne die
Injektion von G in & (Y, Y)) (s. U).

-8, und B, sind genau dann f-homotopieigquivalent (s. Def. 5), wenn es ein
Element gC®(Y,,Y,) (s.I) gibt, fiir welches die Abbildungen x->j,o0 Ty(x)
und x—>go (j,0 T, (x)) 0 g~ von S™ L in & (Y,, Yy) homotop sind (g~ ein Homo-
topieinverses von g; s. I).

Korollar. Y sei ein lokal kompakier topologischer Rawm. [, (B (Y,Y), ¢)]
bezeichne die Ordnung der Gruppe m,, _,(®(Y, Y), ¢), m>0, (s. G und L).

Es gibt hichstens [, (8 (Y, Y), e)] paarweise nicht f-homotopieiquivalente
(s. Def. 5) Faserrdume mit Basis S™ (= m-Sphire) und Faser Y.

‘Beweis des Korollars. (B;= {B,, $;, S™ Y, G;}), A € A sei eine Familie
von Faserrdumen, 7;:G;—® (Y, Y) bezeichne die ,,Injektion* (s. U).

Sei T;:(S™71, %) —(Gy, ¢) eine charakteristische Abbildung von 8, (s. V).
Aus f0 T) ~ 15,0 T;, (A4, A, €4) folgt nach Satz 3, daB 9B, und B;, fhomo-
topiedquivalent sind. Es gibt also hochstens [z,,_,(®(Y, Y), ¢)] paarweise
nicht f-homotopiedquivalente Faserrdume in der Familie (B;). Der letzte
SchluB ist auch fir m=1 richtig: Aus der Definition von 7, (8(Y, ¥),¢)
(s. L) folgt leicht, daB es hochstens [, (G (Y, ¥), ¢)] paarweise nicht homo-
tope Abbildungen (S°, x) —(®, (Y, Y), ¢) gibt.

Beweis des Satzes 3. Es seien @}:E, X Y;—B,| E,, 4, k=1, 2, fasertreue
Abbildungen mit (s. V)

® () (B(x,3) = (£ Ti(0) 3) = (miso T(x) - 3), #ES", €Y,

1. Es sei 4:%B,—~B, eine -Homotopieiquivalenz. kk:%llEke%zlEk sei. die
durch % definierte f-Abbildung3). Dann ist g, = (®}) 2o A0 @} eine f-Abbil-
dung von E,x7Y; in E, XY, und es ist

9) Iy, = Djo gyo (Py) 2.

Da %; und %, auf B,] S”~7 tibereinstimmen, ergibt sich aus (9)
(10) Do gro (P) () = DPiogyo (P)71(), bEPTH(S™Y
oder

(11) g0 (P) NP 1)) = (P Pio go(x 31)), €S, 3, €Y,
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Wir definieren m,:E, X Y,— Y, durch 7, (v, y5) =7v;, y,€Y, und §,:E,—
®(Y;, Y,) durch@;{e) “Y1=70 & (v, ¥1), vE€ Ey, y,€ Y. Nach Bist §, stetig,
und es ist

(12) a0 y) = (.40 1), vEE, nEY.

Damit wird die rechte Seite von (11) zu (D)) 2(D; (%, §»(x) - ¥;)) und dies
nach (8) zu (%, (j,0 To(%)) o §5(x) - ;). Die linke Seite von (11) wird bei
entsprechender Behandlung zu (x, g (x) o (0 T3 (%)) - y;). Es ist also

(13) B1(#) 0 (jio (%)) = (fz0 Ty(x)) 0 Ba(x), 2x€S™?
oder (s. E)
(14) @ S" ) @ (fr0 ) = (20 Ty) © @] S™.

Nun ist §, auf ganz E; definiert, also §,[ S™~! in die konstante Abbildung
&r(%,)¢) deformierbar, also (s. F)

(15) &1 (%) @ (10 To) ~ (fz0 T3) ©F,(xg) = (jz0 Tp) © &1 (%)

Bei der letzten Gleichung haben wir § (%) = g5 (%,) benutzt; dies ergibt sich
aus (13) wegen 7; 0T, (%) =e¢;.

h ist nach Voraussetzung eine f~Homotopieiquivalenz, also auch 4, und
damit g, = (P}) Lo Iy o @;. Die durch g, definierte. Abbildung v X ¥;— v x Y,
v € Ey, fithrt (v, y,) in (v, g, (v) - y,) iiber [s. (12)] und ist nach Satz1 eine Homo-
topiedquivalenz, d.h. g,(0)€@®,(¥,Y,) (s.I). Es sei g~ ein Homotopie-
inverses (s. I) von g==§,(#,). Dann folgt aus (15)

go(fio )0 g ~fpoT,.

2. Es sei umgekehrt go (j;0 1) 0 g~ ~ 0 1,%) fiir geeignetes g €®,(Y;, V)
" (g~ ein Homotopieinverses von g).

Wir multiplizieren diese Homotopierelation von links mit (j,075%)?), von
rechts mit g und erhalten (s. F)

(fao T 0 go (jyo Ty) ~g9).

Die Abbildung auf der linken Seite dieser Relation ist also homotop einer
konstanten Abmldung, d.h. stetig auf E, erweiterbar. Wir wihlen eine solche
Erweiterung 2,:E,—>®(Y;, Y,) und bezeichnen mit §,:E,—~&(¥;, Y, die
konstante Abbildung g, (E,)=g. Dann gilt:

LSt = (o TTY o &S o (e Ty)  oder

(16) 118" (o ) = (jao To)© (g [S™7Y).
Wir definieren eine f-Abbildung g,:E,xY;—E, x Y, durch
(17) gk(v: yl) = ('U,gk(’l)) 'yl)» vEEkr y1€Y1~

(Zur Stetigkeit von g; vgl. B.)
%) Tjlist die Abbildung x - (Ty(x))~t von S#—1 in G,.
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Die Formeln (16) und (17) stimmen mit (14) und (12) iiberein. Wir kénnen
die Rechnung, die von (10) iiber (12) zu {14) gefiihrt hat, riickwirts verfolgen
und erhalten: .

Diogio (D)) =Progeo (D)),  DEAT(S™TY).
Die beiden f-Abbildungen @} o gy o (D}):8,|E,— B,| E,, k=1, 2, stimmen
also auf B;| 5”1 iiberein und setzen sich daher zu einer f-Abbildung 4:%8; B,
zusammen.

h ist eine f-Homotopiedquivalenz. Nach Satz 1 geniigt es zu zeigen, daB
die durch % definierte Abbildung A,:p71(v)—>$;'(v)5) eine Homotopieiqui-
valenz ist fiir jedes v € S™. Das ist nach Satz 2 der Fall, wenn 4, eine Homo-
topiedquivalenz ist. Da @) die Faser x,xY; homoomorph auf $;1(x,) ab-
bildet, geniigt es zu zeigen, daB die durch g, definierte Abdildung x,X Y;—
x,X Y, eine Homotopiedquivalenz ist. Dies folgt wegen (17) aus & (%)=
g€6, (Y, Yy).

W. Es sei Y ein lokal kompakter topologischer Raum, ® (Y, Y) der Raum
der stetigen Selbstabbildungen von Y (s. A).

Zwei Elemente o; und a, von =, (& (Y, Y), ¢), #= 0, heiBen dquivalent be-
ziiglich der Operatorengruppe my(®(Y,Y), ¢) (s. Q), wenn es einen Operator
yEmy (B (Y, Y), ¢) gibt, der o in o, tiberfithrt (y* fithrt dann o, in o iiber;
die Definition ist also symmetrisch).

Es seien %B;= {B,, i, S™ Y, G} 7==1, 2, Faserriume mit den charak-
teristischen Abbildungen T;:(S™7%, x,)— (G,¢) (s. V). j:G—->&(Y,Y) be-
zeichne die ,,Injektion (s. U). Nach Satz 3 sind B, und B, genau dann
f-homotopiedquivalent, wenn es ein ¢€ @, (Y, Y) gibt, fir welches die Ab-
bildungen x—>joT,(x) und x—>go(joT;(x))og” von S !in G(Y,Y)
homotop sind (g~ ein Homotopieinverses von g). Dies bedeutét aber gerade,
daB die durch 7 o 7; und j o T, reprisentiertéen Elemente von =, (8(Y,Y), €)
* dquivalent sind beziiglich 7,(® (Y, Y), ¢). Da nach [8], 18.2 jede stetige Ab-
bildung T:(5™1, x,) (G, ¢) als charakteristische Abbildung eines geeigneten
Faserraumes 8= {B, p, S™, Y, G} vorkommt, erglbt sich hieraus der

Satz 4. Y sei ein lokal kompakier Raum, G eine topologische Tmnsfor—
mationengruppe von Y (s. U). Es bezeichne ®(Y,Y) den Raum der stetigen
Selbstabbsldungen von Y (s. A), j:G—>® (Y, Y) die ,,Injektion”, j*:m,(G, ¢)—

7, (& (Y, Y), €), # =0, den durch | induzierten Homomorphismus (s.U) und S™,
m> 0, die m-Sphdire.

Die Klassen fhomotopzeaqmvalenter (s Def. 5) Faserriume mit Basis S™,
Faser Y und Strukturgruppe G stehen in eineindeutiger Beziehung zu den Klassen
von Elementen von j* (m,,_, (G ,¢)), die beziiglich 7o (& (Y, Y), ¢) dquivalént sind
(s. W). Man erhilt eine soiche Beziehung, wenn manjedem B={B, p, S™ Y, G}
das durch jo T (T:(S" Y %))~ (G, €) eine charakieristische Abbildung von B;
s. V) reprisentierte Element von j* (7, (G, ¢)) zuordnet.

Wir betrachten im folgenden Faserrdume tiber der m-Sphare S™ mit einer
n-Sphire als Faser (m> 0, n> 0). Dabei setzen wir zur Abkiirzung @ =
®(S", S* (s. A); e bezeichnet die identische Selbstabbildung von S*.

Mathematische Zeitschrift, Bd. 62. 9
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Hilfssatz 3. Es set yo € S” ein fester Punkt. Durch p(g) =g - ¥,, g €&
ist eine stetige Abbildung p:&"— S* gegeben. P ist Projektion eines Faserraumes
{®&", p, S, G*, 0,} mit der Faser G"=p"1(y,) und dev orthogonalen Gruppe in
n-Variablen als Strukturgruppe.

Beweis. Die Identitit von &" ist stetig. Nach B ist also die Abbildung
(g, ¥)—~g -y von B"x S™ in S" stetig, also erst recht die Abbildung 4.

Es sei 0,;, die Gruppe der orthogonalen Selbstabbildungen von S7%,
1:0,.,—>@" die ,,Injektion” (s. U). Die Abbildung p o ist Projektion eines
Faserraumes {04y, 27, 5%, 0,,0,} mit Faser und Gruppe O, == (p o 1) *(y,)
(s. [8], 7.6).” Es gibt also ein System offener Mengen V, C S* und stetiger
Abbildungen ¢,: ¥, —0,,,; mit LkJT/; = S5"und x = (pof) (@s (%)) = (Jo i (%)) - o,
x ¢V, (d.s. lokale Schnittflichen in O, ,).

Wir machen O, zur topologischen Transformationengruppe von G* (s. U),
indem wir die Elemente » von 0, als ,,Linksverschiebungen® von G* auffassen:
r-g=1(r)o g gC€G" Wir missen nachweisen, dal} » - ¢ stetig ist in beiden
Variablen. Das ist aber der Fall, weil j und die o-Multiplikation stetig sind
{s. D).

Wir definieren nun @;:V,XG*—>p71(V,) durch @, (x,g)=(jogs(x)) o g,
x €V, g€ G*. D, ist stetig, weil §, @, und die o-Multiplikation stetig sind. Ent-
sprechend ist die durch @ (6) = (p(b), (jo @3 (p (D)) 0 b)1%), bE p71(V;), defi-
nierte Abbildung @y :p71(V,) =V, X G” stetig.

Fiir x€V,, g€ G ist

po®y(%,8) =p((fog(og) = (Togs(®) og 3 =7,
und daher fir x€V,nTV,, g €G™":
P (Pi (%, 8)) = (. (To 97" (1) © (o a(@) 0 8) = (=, (g7  (5) ga (%)) 0 ).
Daraus geht hervor
1. Do Dy(x,8)=(x,8),x€V,, gCG" Man beweist entsprechend:
D0 @; (by=">, bep1(V,). D; ist also ein Hombomorphismus, @; = D31
2. Fir x€V,nV,, g€ G* ist @71 (D, (x, g)) == (, gix (%) - g), i (%) = g7t (x)
o ( )EO,,, und g, (x) hingt stetig von x ab.
Durch &*, 5%, p,G", 0,;V,, P, ist also ein , Koordinatenbiindel“ (s. [8],
2:3) eines Faserraumes {&", , S*, G*, 0,} gegeben, und der Hilfssatz ist be-

wiesen.
Wir betrachten die Homotopiefolge' des Faserraumes {&7, , S*, 6%, 0,}

(s [81, §17): .
(U8) i1 (™ 30) > 70, (6", €) 57, (B, 6) B, (57, 30) -, m >0.
(Wir hitten uns zur Herleitung dieser Folge auch auf das allgemeine Theo-

rem 4 in [3] berufen kénnen.)
Die Folge (18) ist exakt, also

T (8", €)i* (7, (G", €)) = p* (m,, (8", ¢)) -

19) gj! ist die Abbildung % — (@, (#))~! von ¥V, in O, 4,.
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Bezeichnen wir allgemein die Ordnung einer Gruppe = mit [], so folgt hieraus

{ (7, (8", )] = [1* (mn{G", ©)) ] - [p* (., (8", €)]

19
1o < [, (6" )] - [ (5™, 99, m>0.

G?% sei der Teilraum von G”, der aus den stetigen Abbildungen vom Grade 1
besteht. Eine Selbstabbildung von S” vom Grade 1, die den Punkt y, fest-
14Bt, kann so in die Identitdt von 5" deformiert werden, daB der Bildpunkt
von y, wiahrend der ganZen Deformation fest bleibt; m. a. W. G-ist die Bogen-
komponente von ¢ in G” (s. C). Wir konnen daher =, (G*, ¢) und =, (G}, ¢),
m >0, in natiirlicher Weise identifizieren. Nach [10], 2.10 148t sich ein Iso-
morphismus I,: 7, (G?, €) —> 7, , (S, ¥,) angeben. Auf Grund der Identifika-
tion =, (G", ¢) = 7, (G}, ¢) wird hieraus

(20) L, i (6%, €) N T 1 (S%,30), 10,
Aus (20) und (19) folgt.
(21) (7, (", )] < [Tt (5™ ¥0)] * (70, (5™ ¥0) ], m,m>0.

Hieraus und aus dem Korollar zu Satz 3 folgt

Satz 5. Es gibt hiochstens (71 (S")] " [7,_1(S™)] paarweise nicht
f-homotopiedquivalente (s. Def. 5) Faservdume mit Basis S™, m > 1, und Faser S*,
n>0. ([m;(S")] bezeichnet die Ordnung der Gruppe 7, (S", Yo)-)

Satz 5 gewinnt wesentlich an Inhalt durch die Ergebnisse von J. P. SERRE
iiber die Gruppen =, (S*). Bekanntlich ist 7, (S*) =0 fiir m'<# und 7, (5"
frei zyklisch (s. LEFscHETZ: Introduction to Topology, S. 176). Hieraus und
aus [6], S. 498, Prop. 5 etgibt sich:

Die Gruppen =, (S") sind endlich mit Ausnahme von- s, (S*) und
(22) { m4p—1(S?R), Bym, n=1,2,.... =, (S ist frei zyklisch und m,,_,(S%*
ist direkte Summe einer frei zyklischen und einer endlichen Gruppe.

Wir gehen nun auf die Frage ein, fiir welche (m, 1) es Faserrdume %=
{B, p, S, §", 0,1} 10,+, = Gruppe der orthogonalen Selbstabbildungen von
S*) gibt, die f-homotopiedquivalent (s. Def. 5) aber nicht dquivalent sind.
Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist in Satz 6 zusammengefalt.

Hilfssatz 4. Es sei O, die Gruppe der orthogonalen Selbstabbildungen
der n-Sphire S*, "= (S*, §% (s. A).

Die Gruppen m,,(0,4,,€) und m, (& ¢), ¢ = Identitit von S, m, n >0,
sind endlich erzeugt, und wenn p,, , resp. p,, , den Rang von z,, (0,4, €) resp.
7, (B", ) bezeichnet (Rang = Rang des freien Anteils), so gilt

1. fﬁf m=0 (2) ﬁm,n =0 :pm,n:
2. filr m=1 (4) Pon=0="1,, ‘fir n=m,

ﬁm,m =1= Pm,m,
. o*
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3. fiir m=—1(4) Ppo=0=1pp, fir n<?F!

?m,ﬂ_;i =1 =Pm,1"_;i»

‘ﬁm,nzh Pun=0 fiir  wn> m-}-‘l} m=n,
pm,m =2, p?n,m =1.

Der Kernvon*:m,, (0411, €) >, (", ) (s. U) hat den Rang 1 fiirm = —1 (4),
"> m; L und den Rang 0 in allen anderen Fillen.

Beweis. Wir betrachten den Faserraum &* = {®”, p, 5", G*, 0,} des Hilfs-
satzes 3. Die Abbildung poj:0,,,—S" (s. U) ist Projektion eines Faser-
raumes 5”+_1= {0,451, 907, 5% 0,,0,} (s. [8], 7.6). jist also eine f-Abbildung
von 0., in 8" (s. Def. 1) und induziert daher einen Homomorphismus der
Homotopiefolge von 0, ., in die von &* (vgl. hierzu [8], 17.5; dort werden
zwar fasertreue Abbildungen betrachtet, benutzt wird jedoch nur, daB es sich
um fasernweise Abbildungen handelt):

i*
4 mOn) —> T O\ gt
tin (5 |18 i*| S (5
(23) v \,L } . AN
? / A, (67— 7, (@) 7 13 ™
R

Wir haben bei der Bezeichnung der Homotopiegruppen in (23) die Bezugs-
punkte weggelassen. Der Bezugspunkt ist ¥, bei 77;(S”) und ¢ bei den iibrigen
vorkommenden Homotopiegruppen. 7,:0,—>G* bezeichnet die durch j defi-
nierte Abbildung3), j¢ déen durch j, induzierten Homomorphismus.

Ist L% M- N eine exakte Folge abelscher Gruppen und sind L und N
endlich erzeugt, dann ist auch M endlich erzeugt, und es ist Rang (M) =
Rang (A(L)) 4 Rang (u(M)) <Rang (L) 4 Rang (N). Dies wird im folgenden
ohne besonderen Hinweis benutzt werden. Der Beweis dafiir ist sehr einfach;
wir fithren ihn fir die erste Behauptung durch:

L und N sind endlich erzeugt, also auch A(L) (als Faktorgruppe von L) und
(M) (als Untergruppe von N). {I;}, {M,} seien endliche Erzeugendensysteme
von A(L), u(M). Fiir jedes & sei m, € M so gewihlt, daB u (m,) = M, ist. Dann
ist {/,} w{m;} ein Erzeugendensystem von M. Sei nimlich « ein beliebiges
Element aus M. Es ist u(x) =2, b, M, mit gewissen ganzen Zahlen b,.

: < .

Setzen wir o =, bymy, so ist uta')=0, also '€ A(L), also o' = a;];
r i
mit gewissen ganzen Zahlen a;. Hieraus ergibt sich aber a=}) a,};, 2 b,m,.
i ®

Nach (20) und (22) sind 7, (G*) und :rzm (S™ endlich erzeugt. Aus der zweiten
Zeile von (23) folgt dann, daB m,, (®") endlich erzeugt ist. Entsprechend folgt
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aus der ersten Zeile von (23) durch vollstindige Induktion nach #, daB
7,,(0,1,) endlich erzeugt ist. Den Anfang der Induktion liefert x,,(0p)~
7, (SY) (s- (8], §22).

1. m=0(2).

Nach (21) und (22) ist 7,,(®") endlich auBer eventuell fiir #=m. Ferner
ist p5:m, (@) -, (S™) Null Wire nimlich $5 == 0, gibe es also eine
stetige Abbildung f: (S™, ¥,) = (@™, ¢) derart, daB p o f ein von 0 verschiedenes
Element ocEnm (S”‘) reprasentlerte so wire f:S™x S™—S", definiert durch
flx, )= f( %)+ %', eine wegen B stetlge Abbildung vom-Typus (e, 1) (s. [4],
S. 431). Eine solche gibt es aber nicht nach [4], Satz III und Satz I, S. 427.
iy 7, (G™)—m,, (®™) ist also ein Homomorphismus auf. Daraus folgt aber
nach (20) und (22), daB z,, (&) endlich ist.

Aus der ersten Zeile von (23) schlieft man durch Induktion nach # und
unter Benutzung von (22), daB =,,(0,.,) endlich ist fiir n<m. Ferner ist
P¥:71,,(0,,41) = 7, (S™) Null, denn p¥ =¥ o j* und p¥ =0. Also ist 7,,(0,,+1)
endlich, und durch vollstindige Induktion nach » folgt aus der ersten Zeile
von (23): =z, (0, ..,) ist endlich fir »=m.

Daw=,,(0,.,) endlich ist fiir m = 0 (2), muB auch der Kern von j*: 7, (0,.1,) =
7T, (@”) endlich sein.

2. und 3. m=1(2).

Nach (8], 23.4 ist p¥: 7, (0,41) = 7, (S™) nicht Null [mindestens alle
durch zwei teilbaren - Elemente von =, (S”) sind Bild]. Daher ist
Rang (7, (0,+1)) =Rang (¢} (=, (0,))) +4. Nun ist m,,,(S™) endlich nach
(22), also Rang (m,(0,)) = Rang (¥ (7, (0,,))), somit

(24) pm,m = ?m,m—l +1, m=1 (2) .

AUS P (7 (O,s1)) %0 und pF =¥ o j* folgt:

a) p3:m,, (™) —n,, (S™) ist nicht Null. Da z,,(G™ endlich ist nach (20)
und (22), ergibt sich aus der zweiten Zeile von (23)
(25) Pom=1, m=1(2).

b) Der Kern von j*: 7,, (0,11} — 7, (™) hat hichstens den Rang p,, ,, —1.
Wegen p,, ,,=1 hat er mindestens den.Rang p,, ,—1, d.h.
(26) der Kern von j*: 7, (0,,1;) + 7, (™), m =1 (2), hai den Rang p,, ,—1

Der Homomorphismus 2¥:7,,.1(0,,10) 7,11 (S™*1) ist Null wegen
m-+1=0 (2) (s. 1. Teil dieses Beweises). 4,:m,,1,(S" )~ 7,,(0,,1,) ist also
ein Isomorphismus und der Kern von ¥:m,(0,,11) = 7, (0,,1,) hat den
Rang 1. Dasselbe gilt fiir den Kern von 4 : 7, (G*TY) —»m,, (™). Wegen
7, (S™+1) =0 folgt hieraus und aus der ersten Zeile von (23)

(27) pm,m+1 = pm,m -1, m=1 (2)

aus der zweiten Zeile Rang (m, (&"*')) = Rang (rx,, (G"*')) —1, also wegen
(20) und (22)

(28) pm,m+1 =0, m=1 (2) .
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Wir unterscheiden nun
2. m=1(4).
Aus der ersten Zeile von (23) und aus (22) ergibt sich durch Induktion nach
7 P, n=0 fir n<m, aus (24) p,, , =1, aus (27) p,, ,+;=0 und wiederum
durch vollstindige Induktion nach # aus der ersten Zeile von (23): P =0
fir n>m-+1.
‘Hieraus und aus (26) folgt die iiber den Rang des Kernes von j*: 7,, Op11)—
7,,(®”) im Falle m =1 (4) gemachte Aussage. "
Nach (21) und (22) ist p,, ,=0 auBer eventuell fiir #=m oder #=m 1-1.
Nach (25) und (28) ist p,, ,,=1, Do ms1=0.
3. m=—1(4). ’ ‘
Aus der ersten Zeile von (23) und aus (22) ergibt sich durch Induktion
m -+ 1
2 .
1*: 7 (O 11) — 70, (®") endlich, wie behauptet.

Ty (Oﬂ) ist endlich wegen m—1=0(2) (s. 1. Teil dieses Beweises),
2

nach #: p,, ,=0 fiir n< . Ftr diese # ist dann auch der Kern von

und =, (Sm_:i) hat den Rang 1 [s. (22)]. Der Kern von 4;:7,, (Sm_:l> —
- (OLH), d.i. p¥ (:wm (Om—;ﬂh))’ muB also den Rang1 haben. x,, (Om_-{-]_) ist
endlich, 'az.lso j)m, m1=1. | ’

2
Aus Rang (pi“ (nm (OmTH +1)).) =1 =75m, "LTH und pf = £¥ o j* folgt:

mt1 ' At
a) Rang (p;‘ (nm (@5 2 >)) =1. Da =z, (G 2 ) endlich ist nach (20) und
{22), ergibt sich aus der-zweiten Zeile von (23) -

m =1, m= —1{4).
(29) P 222 “
m-!—l\
2

b) Der Kern von j*: 7, Oﬁﬂ) — 7T, (@ ) hat den Rang 0.
2

Aus der ersten Zeile von (23) und aus (22) ergibt sich durch Induktion
ﬁgl =u<m, aus (24) p,, =2, aUS (27) Dy w1 =1
‘und wiederum durch vollstindige Ind;lktiOn nach » aus der ersten Zeile von
(23): D=1 fiir nZm-41. :

Nach (21) und (22) ist p,, , =0 auBer eventuell fir # = m;" L nw=m oder

n=m-+1. Nach (29), (25) und (28) ist P omt1 =1, Pum=1, P ms1 =0
' o2

nach #: p,, ,=1 filir .

Der Rang des Kernes von j*:z,(0,.,) =, (&) ist 1 fir » > m:' L.

Dies folgt fiixr n==m aus p,,,=1, 9, ,=0 und fir n=m aus p, ,=2
und (26). '

Bemerkung 5. Nach [7], Prop. 3, Coroll. 2, S.289 ist p,, , gleich der
m-ten Bettischen Zahl von R,., (= Gruppe der Drehungen der S*). Die
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Bettischen Zahlen von R, ., sind von PONTRJAGIN [5] u. a. bestimmt worden.
Wir hitten uns also, was die p,, ,, betrifft; auf diese Ergebnisse berufen kénnen.
Der Beweis des Hilfssatzes 4 wire dadurch jedoch nicht wesentlich einfacher
geworden.

Satz 6. Es seien m und n natiivliche Zahlen, O, ., die Gruppe der ortho-
gonalen Selbstabbildungen der n-Sphire S™.

I. Genau dann, wenn m=0 (2), n=m—1
oder m =0 (4), ng,% ist,

gibt es umendlich viele paavweise wicht dguivalente Faserviume
B={B, p, 5™ 5% 0,4}
I Ist m=0(2), n-=m—1

oder m=0 (4), n:{i,
so gibt es umendlich viele paarweise nicht f-homotopiedquivalente (s. Def. 5)
Faserrdume B={B, p, ™, 5*,0,,1}.
Ist dagegen (m, n) ein Zahlewpaar, das keiner dieser beiden Bedingungen
gendigt, so gibt es nur endlich viele paarweise nicht f-homotopieiquivalente Faser-
raume mit Basis S™ und Faser S™.

I Ist m=0 (4) und n> 1;— so gibt es 2y jedem Faseyraum
B= {B: P: Sm, Sn, On-i-l}

unendlich viele zu B f-homotopiedquivalente abey untereinander paarweise nicht
dquivalente Faserrdume B,='{B,, p,, S™, 5", 0,41}, v=1,2,....

Ist dagegen m==0 (4) oder n<< 2, so gibt es nur endlich viele J-homotopie-
geg P 3

dquivalente abey paavweise nichi dquivalente Faserriume mit Basis S™, Faser
S* und Gruppe O, .

IV. Sind B;={B;, p;, S™, S*, 0,11} 1 =1, 2, [-homotopieiquivalente Faser-
vaume und ist m < 3 oder n <2, dann sind B, und B, dquivalent.

Beweis. Es sei @"=@&(S" S" (s. A), j:0,,;,—>®&" die ,Injektion”,
7% 710444, 6) —>m,, (& ), n=1, m>1 der durch j induzierte Homo-
morphismus (s. U), ¢ die Identitit von S~

0,4, zerfillt in zwei Bogenkomponenten; die eine, R,.,, enthilt die Dre-
hungen der S”, die andere enthilt Abbildungen vom Grade —1. ®, (5% S%)
(s. T) zerfallt ebenfalls in zwei Bogenkomponenten; die eine besteht aus den
Selbstabbildungen der S” vom Grade 1, die andere aus den Abbildungen
vom Grade —1. Die Gruppen 74(0,.1, ) (s. [§], 16.10) und 7, (®*, ¢) (s.L)
'sind also zyklisch von der Ordnung 2 und j*:7,(0,4,, &) —> 7, (®", ) ist
ein  Isomorphismus auf. Wir identifizieren: 7,(0, 4, €) = 7,(®", &) = 7,.
1*:7—1(Optq, &) > 7, (B” &) wird damit zu einem’ Operatorhomomorphis-
mus beziiglich der Operatorengruppe 7, (s. {§], 16.10 und Q).
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Es seien ;= {B;, p;, ™, ", 0,4}, 1 =1, 2, Faserrdume mit den charak-
teristischen Abbildungen T; (s. V). T;* bezeichne das durch 7} reprisentierte
Element von #,,_; (0,1, ).

B, und B, sind genau dann dquivalent, wenn T;* und T3* dquivalent sind
beziiglich =, (s. [8], 18.3).

¥, und B, sind genau dann f-homotopieiquivalent, wenn *(7;*) und
7*(13¥) dquivalent sind beziiglich =, (s. Satz 4).

Jede stetige Abbildung T:(S™71, x))—(0,,,, ¢) kommt als charakteri-
stische Abbildung eines geeigrieten Faserraumes 8= {B, p, S, S*, 0,,.,} vor
(s- [8], 18.2).

Hieraus ergibt sich:

a) Ist j*: 7,4 (041y, €} = 7,,—1 (&", ¢) ein Isomorphismus und sind B, und
B, f-homotopiedquivalent, dann sind sie sogar dquivalent.

b) Ist der Kern von j*: 7, (0,41, €) > 7, , (8", ¢) endlich, dann gibt és
nur endlich viele f-homotopiedquivalente aber paarweise nicht. dquivalente
Faserriume 8= {B, p, 5™, $*,0,,,,}. Ist nimlich a € 7,,_,(®" ¢) und o’ das
Bild von « bei dem einzigen eventuell nicht trivialen Operator aus m,, dann
gibt es nur endlich viele Elemente von 7,4 (0,11, €), die sich bei j* in « oder
o’ abbilden.

¢) Ist-der Kern von j*:m,,_;(0,,,, ¢)—m,,_,(®", ¢) unendlich, dann gibt
es zu jedem Faserrauni 8= {B, p, 5™, S*, 0, .} unendlich viele zu B f-homo-
topiedquivalente aber paarweise nicht dquivalente Faserrdume %B,= {B,, $,,
5™,8" 0,41}, v=1,2,.... Dann gibt es ndmlich zu jedem.a€ j* (,,—; (Op 11, €))
unendlich viele 8, €, _1(0,1, ¢) mit j*(8,) =«. Hochstens je zwei der §,
sind dquivalent beziiglich 7,-

Wir beweisen zundchst die Aussagen des Satzes 6 fiir den Fall m=1. Es
gibt zwei nicht dquivalente Faserrdume {B, $, S, 5%, 0,4}, denn 7,(0,,, €)
enthilt zwei Elemente (s. [§], 18.5). Diese beiden Faserriume sind nicht
f-homotopiedquivalent, denn *:75,(0, ¢, &) 7, (®", ¢) ist ein Isomorphismus
[s.a)]. Es gibt nur zwei nicht f-homotopieiquivalente Faserriume mit
Basis S! und Faser S*, denn m,(®", ¢} enthilt nur zwei Elemente (s. Koroll.
zu Satz 3).

Wir setzen von nun an- > 1 voraus.

I. Die Gruppe n,,-1(0,.4, &) ist nach Hilfssatz 4 genau dann unendlich,
wenn m=0(2), n=m~—1 oder m =0 (4), ng% ist. Hochstens je zwei

Elemente von z,, (0,1, ¢) sind dquivalent beziiglich m,. Hieraus und aus
[8], 18.5 folgt die Behauptung.

II. Ist m=0(2), n=m—1 oder mEO(4), n:f—;i, _sb ist die Gruppe

*(%m—1(0u11, €)) mach Hilfssatz 4 unendlich. Héchstens je zwei Elemente
dieser Gruppe sind 4quivalent beziiglich 7,. Hieraus und aus Satz 4 folgt die
erste Behauptung von I1. Geniigt das Zahlenpaar (s, #) keiner der beiden eben
genannten Bedingungen, so ist die Gruppe %,,_, (", ¢) endlich nach Hilfssatz 4.
Hieraus und aus dem Korollar zu Satz 3 folgt die zweite Behauptung von II.
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ITIT. Nach Hilfssatz 4 ist der Kern von j* :iz 1O i1, O > Ty (O ¢)

genau dann unendlich, wenn m=0 (4) und # > 2 1st Hieraus und aus b)
und c) S. 134 folgt die Behauptung.

- IV. Wir beweisen, daB j*:7,,_;(0,,, €) >, (@5 ¢) ein Isomorphismus
ist fitlr m <3 oder #<2. Dann folgt die Behauptung aus a) S.134. Da R,
die Bogenkomponente von e in O, ist, unterscheiden wir mnicht zwischen
1 (On11, €) und 70, 5 (Rpiy, e).

m 2. ‘Wir betrachten das Diagramm (23) mit #=1. Nach.[10], 5.2 ist
I, 057, (0,) >, 1, (S") -ein Isomorphlsmus auf, also wegen (20) auch jg.
Sei o € 77, (0,,1,) und j* (o) =0. Dann ist $7 (&) =p3 o j*(«) =0. Die erste Zeile -
von (23) ist exakt, also a=1;" (f) fiir geeignetes € 7, (0,). Nun ist iz ojf (ﬁ) =
7* o4y (B) =7* () =0 und die zweite Zeile von (23) exakt, also e (B)y=4.{y)
fiir geeignetes y € m, (S"). Hieraus folgt f= 1o'Ay(y) =A4;(y). Die erste
Zeile von (23) ist exakt, also O=1; o 4, (y )_—11 (B) = &t » 1*:7, {0,y 41) —71, (B7)
ist-also ein Isomorphismus.

‘m=13. Nach [§], 2210 ist m,(0,41) =0. 7*:715 (Qyry) >, (®") ist also
smher ein, Isomorphismus.

n=1. Wir betrachten das Diagramm (23) mit #=1 und m—1 statt m.
¥, _1(0,)—>m,,_,(SY) ist ein Isomorphismus auf (T —1{(03) =71,_1 (Ry),
Ry,=35Y). Wegen p¥— P35 o j* ist also auch j*:m,,_; (0g)—m,—, (&) ein Iso-
morphismus.

n=2. "Wir setzen m > 2 voraus und betrachten (23) mit # =2 und m —1
statt m. Nach [8], 22.2 ist @,_,(0,) =0, also 4 (%,-1(0,)) =0, also
Py 71 (0g) > 7,1 (S?) ein Isomorphismus-und wegen py =py o * auch
1*:7,,1(05) >, 1 (®?) ein Isomorphismus.

-X. Die einfachsten Beispiele von Faserrdumen 8B;= {B;, #;, S™, S, 0,11},
1=1, 2, die’ f—homdtopieéqﬁivalent aber nicht ‘dquivalent sind, erhilt man
nach Satz 6 fir m=4, n=73. Wir geben zur Erlduterung der allgemeinen
Ergebnisse einen Faserraum 8= {B,, S* S 0,} an, der dem Produkt
Stx S8 fhomotopleaqulvalent aber nicht aqulvalent ist. Wir definieren B
durch eine charakteristische Abbildung 7:53—0, (s. V).

7503, ¢) ist frei zyklisch und ein erzeugendes Element dieser Gruppe wird
durch die zweiblittrige Uberlagerung 7: S8R, représentiert (s. [8], 22.3).
722: 5850, sei durch x— (v{(x))!%, x € S erkliirt. 712 représentiért das Element
12 T* €my(0,, €) (s. [8], 16.7).

Wir betrachten das D1agramm (23) fir m= 3, n= 3 Nach [73, Prop 10,
S. 284 hat 756 (S%). die Ordnung 12. Hieraus und aus (20) folgt ie (121:*
12jg (v*) =0.. Dagegen ist i (127*) =0, denn 7} 1723 (0g) —->7z,,,(04) ist ein Iso- .
morphismus (s. [8], 22.6).

Es sei nun B={B, p, 54,53 0,} ein Faserraum mit charakteristischer
Abbildung T =10 712 (s.[8], 18.2), 4,:0,—0, die Injektion. B ist dem
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Produkt S*x S® nicht 4quivalent (s.[8], 18.3). Wegen f*(if(127%)) =
i3 0 jF (127%) =0 ist { o T nullhomotop, also B dem Produkt S*x S? f-homo-
topiedquivalent!!) (s. Satz 3).
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11 Dagegen ist der zu 9 assoziierte Hauptfaserraum &= {B P, S%, 0,0 dem
Produkt S*xO, nicht j-homotopieiquivalent (vgl. M.L.Curris, Ann. of Math. 60,

Theorem 10.1). Sonst gdbe es namlich eine f-Abbildung S$*x0,— $. Eine Schittfliche

in §*x0, ginge dabei in eine Schnittfliche in % iiber. % wire also dem Produkt S*x0,
dquivalent (s. [8], 8.3), also auch B dquivalent zu S$*x S® (s. [8], 8.2). Dies beantwortet
eine Frage von R. Tuom [9], S. 167.
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