Uber Die Steenrodschen K ohomologieoper ationen

Albrecht Dold
The Annals of Mathematics, 2nd Ser., Vol. 73, No. 2. (Mar., 1961), pp. 258-294.

Stable URL:
http:/links.jstor.org/sici ?sici=0003-486X %28196103%292%3A 73%3A 2%3C258%3A UD SK %3E2.0.CO%3B2-N

The Annals of Mathematicsis currently published by Annals of Mathematics.

Y our use of the JSTOR archive indicates your acceptance of JISTOR's Terms and Conditions of Use, available at
http://www.jstor.org/about/terms.html. JSTOR's Terms and Conditions of Use provides, in part, that unless you have obtained
prior permission, you may not download an entire issue of ajournal or multiple copies of articles, and you may use content in
the JSTOR archive only for your personal, non-commercial use.

Please contact the publisher regarding any further use of this work. Publisher contact information may be obtained at
http://www.jstor.org/journal s/annals.html.

Each copy of any part of a JSTOR transmission must contain the same copyright notice that appears on the screen or printed
page of such transmission.

JSTOR is an independent not-for-profit organization dedicated to and preserving a digital archive of scholarly journals. For
more information regarding JSTOR, please contact support@jstor.org.

http://www.jstor.org
Thu Mar 1 04:59:41 2007


http://links.jstor.org/sici?sici=0003-486X%28196103%292%3A73%3A2%3C258%3AUDSK%3E2.0.CO%3B2-N
http://www.jstor.org/about/terms.html
http://www.jstor.org/journals/annals.html

ANNALS OF MATHEMATICS
Vol. 73, No. 2, March, 1961
Printed in Japan

UBER DIE STEENRODSCHEN KOHOMOLOGIEOPERATIONEN

VON ALBRECHT DOLD

(Received March 1, 1960)

Einleitung

Die Steenrodschen Kohomologieoperationen werden in [23] fiir regulare
Zellenkomplexe konstruiert, aber es ist bekannt, dass eine ‘‘simpliziale
Struktur’’ zusammen mit einer ‘‘Diagonale’’ dafiir bereits geniigen (s.
[13, Préface, S.V]). In Teil I der vorliegenden Arbeit wird eine solche
Konstruktion fiir freie FD-Komplexe mit Diagonale durchgefiihrt (§ 1-4).
Grob gesprochen besteht die Methode darin, dass die azyklischen Trager
in [28] durch azyklische Modelle ersetzt werden; anstelle der diagonalen
Approximation in [23] tritt eine Form des Satzes von Eilenberg-Zilber
(s. 1. 12).

In Teil II (§6-10) verfolgen wir Ideen von Steenrod [25] und stellen
mit Hilfe des Norm- (oder Transfer-) Homomorphismus’ (§ 6) eine direkte
Verbindung zwischen seinen Kohomologieoperationen und den Eilenberg-
MacLaneschen Gruppen H*(A4, q) her. Als Eilenberg-MacLanesche Kom-
plexe fungieren dabei unendliche symmetrische Produkte (§9). Wir be-
weisen den Satz (10. 1, 10. 3), dass sich jede Kohomologieoperation (singu-
lare Kohomologie) mitend lich erzeugten Koeffizientengruppen als Summe
von Steenrodschen Operationen darstellen lasst. Dieses Ergebnis, von
Steenrod [24] vermutet, wurde bereits von J. C. Moore auf einem ganz
anderen Wege gefunden (unveroffentlicht), namlich iiber die Cartansche
Theorie der Konstruktionen. Zusammen mit der Analyse [23], [26] der
Steenrodschen Operationen ergibt dieser Satz ein verhaltnismassig
kleines und iiberschaubares Erzeugendensystem fiir die Menge aller
Kohomologieoperationen (s. 10.6).—Ein direkter Zusammenhang zwi-
schen Steenrod-Operationen und Eilenberg-MacLaneschen Gruppen
wurde kiirzlich auch von Nakamura [17] angekiindigt.

Der Teil III (§ 11-15) enthalt die Beweise der Satze 2.6 und 6.7.

Ich danke Herrn D. Puppe fiir zahlreiche klarende Diskussionen; ins-
besondere schulde ich ihm den ersten Beweis des Satzes 8.3. Gesprache
mit Herrn P. Cartier waren mir vor allem bei den Betrachtungen tiber
den Satz von Eilenberg-Zilber (§ 1) sehr niitzlich. '

Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit wurden beim Colloquium des
CNRS in Lille im Juni 1959 angekiindigt (s. Bull. de la Soc. Math. de

France 1959).
258



KOHOMOLOGIEOPERATIONEN 259

TEIL I. REDUZIERTE POTENZEN IN FD-KOMPLEXEN MIT DIAGONALE.
1. Der Satz von Eilenberg-Zilber

Es seien K,, K,, «-+, K, FD-Komplexe (s. [9], 2; bei Godement [13], 3.1
heissen sie ‘‘complexes de chalnes semi-simplicials’’). Der Satz von
Eilenberg-Zilber besagt, dass das Tensorprodukt K, ® K,&Q- -+ K,, und das
kartesische Produkt K, x K, x -..K, in natiirlicher Weise homotopie-
aquivalent sind (s. [10], 2 oder [13], 3.9.1). Der Beweis dieses Satzes
mit azyklischen Modellen ([12], [18]) zeigt ausserdem, dass jede grader-
hohende natiirliche Kettenabbildung zwischen diesen Produkten null-
homotop ist. Zur rationellen Formulierung dieser Tatsachen benutzen wir
nach dem Muster von P. Cartier den ‘‘Funktionalkomplex’’ Hom (s. [2], 2).

Es sei & die Kategorie der (geordneten) n-tupel (K, K,, .-, K,) von
FD-Komplexen. Tensorprodukt K, @ K, ®---K, und kartesisches Pro-
dukt K; x K, x -+-K, sind kovariante Funktoren von & in die Kategorie
der Kettenkomplexe. 2 und B bezeichne jeweils einen dieser beiden
Funktoren (es darf auch 2 = B sein); A, bezw. B, sei die p-dimensionale
Komponente von % bezw. %B; fiir p < 0 ist A, = B, = 0 zu setzen. Wir
betrachten die Gruppen Hom (%(,, 38,) der natiirlichen Transformationen
des Funktors 2, in den Funktor B, und bilden damit einen Funktional-
komplex Hom (2, B) wie folgt: Ein Element f€ Hom (¥, B), ist eine Folge

von naturlichen Transformationen f,: U,—Bnip, M =++-—1,0,1, «¢«,
d.h. ,
(1’1) Hom (?’I’ %)r = HmHom (G‘)’Im, %mh‘) .

Ferner definieren wir den Randoperator
d: Hom (¥, B), — Hom (A, B),_,
d(f) =dBo f+ (= 1)*fod¥,

wobel d¥ bezw. d%B den Rand in A bezw. B bezeichnet.
Man iiberzeugt sich sofort, dass dd = 0 ist, also wirklich ein Komplex
vorliegt.

1.3. Die r-Zyklen von Hom (2, B) sind die Folgen f,: A, — B, mit
df = (— 1yfd, d.h. die natirlichen Kettenabbildungen A—B vom Grade
r. Ein r-Zykel £ von Hom (%, B) ist genau dann nullhomolog, wenn es
eine Folge s: A,, — Buirss gibt mit £ = d(s) = ds + (— 1)’sd, d.h. wenn
f als Kettenabbildung aufgefasst in natirlicher Weise nullhomotop ist,
in Zeichen f =~ 0. Die Homologiegruppe H,Hom (2, B) ist also die
Gruppe der Homotopieklassen von natiirlichen Kettenabbildungen A —B
vom Grade r.

(1.2)



260 ALBRECHT DOLD

1.4. In der Dimension 0 stimmen 2 und B uiberein, A, = B,, und jede
natiirliche Transformation 2, — B, ist gegeben durch Multiplikation mit
einer ganzen Zahl (dies ist offenbar so, wenn K, = K, =...= K, der
FD-Komplex eines Punktes ist—dann ist 2(K,,--+,K,) = Z—und {iber-
tragt sich wegen der Natiirlichkeit auf beliebige K;). Wir konnen also
Hom (20,, B,) mit der Gruppe Z der ganzen Zahlen identifizieren. Daraus
ergibt sich eine Ergdanzung (augmentation)

(1.5) e:Hom(2,B) - Z

wie folgt: ¢ bildet Hom (2(, B), in 0 ab fiir » #+ 0 und ordnet jedem fe
Hom (%, ®B), die Komponente f, € Hom (,, B,) =Z zu. Man iiberzeugt
sich leicht (am besten indem man wie oben fiir K, den Punktkomplex
nimmt), dass ed = 0 ist, also wirklich eine Erginzung vorliegt, oder
was dasselbe ist, eine Kettenabbildung in den Komplex (Z, 0).!

1.6. SATZ von Eilenberg-Zilver. Hom (2, B) st ein azyklischer
Komplex iber Z, d.h. H-Hom(%, B) = 0 fiir r>0, und

€. HHom (2, B) = Z .

In der Tat setzt sich der Beweis mit azyklischen Modellen ([12], [13],
3.9.1) aus den beiden folgenden Schritten zusammen:

(i) Sind f, g: A — B natiirliche Kettenabbildungen vom Grade = und
ist /., =9, A_,—B,, dann ist f =~ g. Daraus folgt: H,Hom (2, B) =0
fir r > 0, und ¢, ist monomorph.

(i) Jedes f, € Hom (%,, B,) ldsst sich zu einer natiirlichen Kettenab-
bildung fe Hom(¥, ), erweitern, d.h. ¢, ist epimorph.

Ubrigens gilt auch H,Hom(%, B) = 0 fiir » < 0, ist aber unwichtig fur
das folgende.

1.7. Die symmetrische Gruppe S(n) operiert in A und B und damit
auch in Hom (2, B). Wir formulieren dies etwas genauer und ziehen
einige Folgerungen.

Sei w € S(n) eine Permutation der Zahlen 1, 2, - - -n. Durch Vertausch-
ung der Faktoren liefert sie natiirliche Isomorphismen, die wir ebenfalls
mit @ bezeichnen:

0K X K, X+ K,— K, X K,y X+ K,

(1.8)

(t)(al X Qy Xooe an) = Qo X Ao X Aom
und
1.9) 0:KQK, Q@ K,— Koy QKoioy @ ** * Kty

(@, QR+ +a,) = (— 1)*Cuy @ Cuyy @+ *Cyiy -

1 Ist G eine abelsche Gruppe und q eine ganze Zahl, dann bezeichnet (G, q) den Komplex,
der in der Dimension ¢ mit G iibereinstimmt und in allen anderen Dimensionen null ist.
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Das Vorzeichen (— 1)* in 1.9 hangt in bekannter Weise von @ und der
Dimension der a,: Bei festen a,, a,,---a, hangt es multiplikativ von @
ab, und fiir eine Transposition benachbarter Elemente (7,7 + 1) ist der
Exponent dim (a,)dim (a,,).

Es sei nun f € Hom (2, B). Dann ist auch die Zusammensetzung

%(Kw_l(l)’ M) Kw'l(m)'i’%(Kv R Kn)

in Hom (U, B); wir bezeichnen sie mit w o fo w™'. Die symmetrische
Gruppe S(n) und damit auch jede Untergruppe m C S(n) operiert also
(von links) in Hom(%(, B):
(1.10) w-f=wofow? w e S(n), fe Hom (2, B) .

Man sieht sofort, dass diese Operation mit der Ergdnzung 1.5 vertrag-
lich ist, d.h. Hom (3, B) ist ein m-Komplex iber Z, und zwar ein azykli-
scher nach 1.6.

Betrachten wir nun ausserdem einen (positiven) m-freien w-Komplex
W iiber Z. (Wir erinnern an die Bedeutung der Bezeichnungen:

positiv = null in negativen Dimensionen; der Randoperator vom
Grade —1
w-Komplex=Komplex, in dem 7(von links) operiert.
w-frei=frei als Modul iiber dem Gruppenring Zrx.
iber Z=versehen mit einer 7-Abbildung ¢ : W—(Z, 0),* der Erganzung.
Dabei operiert « trivial in Z.
Nach dem Fundamentallemma der homologischen Algebra ([4], V, 1.1)
gibt es eine bis auf w-Homotopie bestimmte - Abbildung
1.11) F': W— Hom(¥, B) mit eF’' = ¢
Auf Grund der bekannten Isomorphie
Hom (4, Hom (B, C)) = Hom (A ® B, C)
(die auch fiir Kettenkomplexe besteht; man hat nur einige Vorzeichen
bei den Randoperatoren zu kontrollieren) ergibt sich hieraus der
1.12. SATz. Es gibt eine natiirliche Transformation
F-WRUA—-B
mit
Fw®a®@a® - - Qa,) =ew)a,@a,Q -+ QXa,
Siur we W, a,€ K;, dim (w) = dim (a,) = 0,
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und so, dass das Diagramm

WQUK, -+, Kp)———BK,, +-+, K,)
(1.13) 0 ® wl 1“,
W® %(Kw(l)’ M) Km(n)) T %(Kw(l)r c* Kw(n))

kommutativ ist fiir jedes w e .

Ist F: WQ A — B eine zweite solche Transformation, dann gibt es
eine natiirliche Homotopie s: W Q A—B zwischen F und F, so dass
wieder alle Diagramme 1.13 mit s statt F kommutativ sind.

Die Abbildungen F'von 1.12 und F” von 1.11 hangen durch die Gleichung

(1.14) Flw @ a) = F'(w)(a), weW,aeA(K, -+, K,)

zusammen; entsprechend fiir Homotopien zwischen Abbildungen F und
Abbildungen F".

Firz =1und W= (Z, 0, ist 1.12 der Satz von Eilenberg-Zilber in der
iiblichen Formulierung.

2. DerFall K, = K,=.--= K,
Wir betrachten den Satz 1.12 fiir den Fall, dass alle FD-Komplexe
K, ibereinstimmen, K, = K, =---= K, = K. Vermoge 1.8 bezw. 1.9

sind A(K,---, K), B(K, .-+, K) dann n-Komplexe. Dasselbe gilt fiir
W UK, ---, K) vermoge der diagonalen Operation

o(w @ a) = o(w) R o(a), WeT,
Die Kommutativitat von 1.13 bringt zum Ausdruck, dass
F:wWQUK,--+, K) > B(K,---, K)

ein w-Homomorphismus ist (d. h. dquivariant im Sinne von [23]).
Insbesondere interessieren wir uns fiir den (bis auf z-Homotopie be-
stimmten) natiirlichen 7-Homomorphismus

2.1) F:WQKr— K™,
der sich hieraus ergibt, und fiir sein Duales (vgl. [23], 2.8)
(2.2) O:WRK™* - Kn*

Dabei bedeutet K™ bezw. K™ die n' kartesische bezw. tensorielle Potenz
von K. Ist C irgendein Kettenkomplex, dann setzen wir

(2.3) C* =Hom (C, (G, 0)"),



KOHOMOLOGIEOPERATIONEN 263

wo Hom(C, D) fiir Kettenkomplexe C, D wie in 1.1-1.2 zu definieren ist.
Die abelsche Gruppe G ist beliebig aber fest in allen folgenden Betracht-
ungen—daher die abkiirzende Schreibweise C*. C* ist nichts anderes als
der Komplex der Koketten von C mit Koeffizienten in G, jedoch mit einem
(wie es scheint zweckmassigen) Vorzeichen fiir den Randoperator (namlich
8p = (— 1)@ o 9; vgl. 1.2). Wir benutzen die Vereinbarung C*,=C*"
(s. [4], IV. 3), also H_(C*) = H"(C*) = r** Kohomologiegruppe von C
mit Koeffizienten in G.

In Formeln ist ® wie folgt gegeben
Dw Q@ x*)x = (— )r2*- Fw @ x)

we W, z*e K™* ge K", p = dim(w), ¢ = dim(x*)

(2.4 unterscheidet sich von [23], 2.8 durch das Vorzeichen; dies liegt an
unserer Definition von C*).

Da K", K™ m-Komplexe sind, gilt dasselbe fiir K*, K* (durch Dua-
litat) und W& K ™* (diagonale Operation). @ ist eine (bis auf m-Homo-
topie bestimmte) natiirliche 7-Abbildung. Wir konnen daher durch =

dividieren (d.h. mit Z ), multiplizieren) und erhalten eine bis auf
Homotopie bestimmte Kettenabbildung

(2.5) O/7: WR, K™* — K™ .

In den fiir uns spdter interessanten Fillen besitzt ®/z ein Rechts-
Homotopieinverses; genauer gilt

(2.4)

2.6. SATZ. Die folgenden Voraussetzungen seien erfiillt.

() W ist ein azyklischer (freter, positiver) w-Komplex iber Z.

(B) K ist ein freier FD-Komplex (d.h. jedes K, ist eine freie abelsche
Gruppe).

(7v) Fliir jedes © ist H(K) endlich erzeugt.

() Esistentweder m=S(n) oder 7=S(n, p) eine p-Sylow-Untergruppe
von S(n) (p etne beliebige Primzahl).

Dann gibt es eine Kettenabbildung

W K" — W@, K™

mit (®/r)¥ ~ id. Insbesondere induziert ®|x Epimorphismen der
Homologie.

Der Beweis wird in Teil III (§ 11ff ) gegeben. Es ist mir nicht bekannt,
ob die Voraussetzungen (v) oder (8) iiberfliissig sind.

3. Aussere Steenrodsche Potenzen

Wir erinnern daran, dass zwischen glgr Kategorie der positiven Ketten-
komplexe und der FD-Komplexe eine Aquivalenz besteht, die die Homo-
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topierelation erhalt (s. [14], [6]). Wir diirfen daher, wenn wir Satze iiber
FD-Komplexe benotigen, einfach die entsprechenden Satze uiber Ketten-
komplexe zitieren.

Alle im folgenen vorkommenden FD-Komplexe werden als frei voraus-
gesetzt.

Es sei A eine abelsche Gruppe, ¢ = 0 eine ganze Zahl. Ein FD-Komplex
M heisst vom Typ (4, q), wenn H(M) = 0 ist fiir 7 + q und H (M) = A.?
Dann besitzt M eine fundamentale Kohomologieklasse ¢ = ¢, € HY(M, A)
mit den folgenden Eigenschaften. (s. [6], 5.6).

(8.1) Ist K ein beliebiger (freier) FD-Komplex, dann induziert die
Zuordnung a— a =a*(¢) eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwi-
schen den Homotopieklassen von FD-Abbildungen o: K— M und den
Kohomologieklassen a € HY(K, A).

Es sei nuna € H(K, A) und a : K —M die bis auf Homotopie bestimmte
zugehorige FD-Abbildung. Die n'* kartesische Potenz K* ist ein FD-
Komplex, in dem 7 operiert (s. 1.8), und die n* Potenz von a, a®: K*—~M?",
ist eine 7-Abbildung. Sind «, a’: K—M homotop, dann sind a*, a'*: K*—M"
m-homotop (s. [5], 5.6; dort wird zwar ein kommutativer Grundring an-
genommen, aber die Kommutativitat wird beim Beweis nicht benutzt.
Vgl. auch [8], I). Dann sind auch die transponierten Abbildungen

a,n*, a,ln*: Mn* —_ Kn*
(s. 2.3) m-homotop, also
a™*|w, o' * [ M™*|x — K™*|x

homotop. Wir haben also jedem a € HYK, A) eine bis auf Homotopie
bestimmte Abbildung

(3.2) o* [ M™* |t — K™*|x

zugeordnet. Insbesondere ist der induzierte Homomorphismus der Homo-
logie (fuir den wir dasselbe Zeichen verwenden)
(3.3) o*m. HM™|7) — H(K™*|x)
durch a eindeutig bestimmt.
Wir betrachten nun die zusammengesetzte Abbildung (s. 2.5 und 3.2)

(3.4) W Q.M w* 2L,y 2 I gonk

Dabei setzen wir W wie in 2.6 als azyklisch voraus (wodurch es

2 Diese abkiirzende Schreibweise soll ausdriicken, dass ein Isomorphismus Hy(M) = A
ausgezeichnet ist.
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bekanntlich bis auf 7-Homotopiedquivalenz bestimmt ist). Der durch
3.4 induzierte Homomorphismus der Homologie

(3.5) (a"*[m)(®/7) : HWQ.M™*) — H(K™*|r)
ist eindeutig durch @ bestimmt. Dies gestattet die folgende

3.6. DEFINTION. Die Elemente Q € H (W ®,M ™*) heissen reduzierte -
Potenzen (vom Typ (4, q,G,r)). Das Element (a™*/7)(®/7)(Q) € H(K™*|7)
bezeichnen wir mit @  a (Q = ist die zu @ gehorige dussere Operation;
vgl. [11], 7). Die Elemente @ &= a heissen die Gusseren reduzierten r-
Potenzen von a (vom Typ (4, q, G, 7).

Der folgende Satz zeigt, dass @ = wirklich eine aussere Kohomologie-
operation ist (in der Kategorie der freien FD-Komplexe).

3.7. SATZ. Ist f: K' — K eine FD-Abbildung und Q eine reduzierte
w-Potenz, dann ist

QE f*a) = (f"*In)(Q k a) fir ae HY(K, A) .
BEWEIS. Sei @’ = o f: K' — M. Dann ist

kommutativ, also auch
K'™*|r
AN
T \a’"'/-rc o
>M”*/7EE [ W ®.M™* .
4 a™|n
7
K™z
Daraus folgt die Behauptung, weil ja ' zur Kohomologieklasse
' f*(a)e HY(K', A)

NAL:

gehort (s. 3.1).

3.8. BEMERKUNG. Offenbar konnen schon die Elemente von H(M"*|x)
als aussere Kohomologieoperationen interpretiert werden; man braucht
nicht erst die Abbildung ®/7 davor zu schalten. Dasselbe wird fiir die
in § 4 definierten (wichtigeren) ‘‘inneren’’ Operationen gelten. Indessen
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sind die Gruppen H(M"*|x) schwer zuganglich, wahrend H(W ®.M ™*)
als eine Art ‘‘Homologie der Gruppe 7'’ betrachtet und mit den Methoden
dieser Theorie behandelt werden kann (s. [22], [23]). Ausserdem zeigt der
Satz 2.6, dass man aus H(M™*/x) nicht mehr Kohomologieoperationen er-
halten kann als aus H(W ®.M ™*), jedenfalls nicht in dem wichtigsten
Fall # = S(n) (und A endlich erzeugt).

3.9. BEMERKUNG. Fiir die tatsdchliche Berechnung der vorkommenden
Homologiegruppen sind die FD-Komplexe K unangenehm ‘‘gross’’. Man
kann aber iiberall zu den normalisierten Kettenkomplexen NK (s. [9], 4)
ubergehen:

(i) Die Kettenkomplexe K und NK sind homotopieaquivalent. Daraus
folgt analog zu [23], Abschnitt 5, dass auch W @K ™* und W Q.(NK)™*
homotopiedquivalent sind.

(ii) Die Homotopiedquivalenz zwischen FD-Komplex K und normali-
siertem Kettenkomplex NK ist natiirlich. Daraus ergibt sich, dass K"
und N(K™") sogar m-homotopiedquivalent sind. Dann folgt aber, dass auch
K™ |z und R(K™*)/w homotopiedquivalent sind.

4. Diagonale und innere Steenrodsche Potenzen

Der ﬁbergang von den dusseren zu den inneren reduzierten 7-Potenzen
wird, analog wie beim Cup-Produkt, durch eine ‘‘Diagonale’’ bewerk-
stelligt.

4.1. DEFINITION. Eine 7-Diagonale in einem FD-Komplex K ist eine
FD-Abbildung

A:K— K",

die invariant ist bei den Operatoren aus der Gruppe w. Mit anderen
Worten, lassen wir 7 trivial auf K operieren (jedes w € 7 operiert iden-
tisch), dann ist A eine w-Abbildung.

__Durch Dualisieren ergibt sie eine 7-Abbildung A*: K**—K* und durch
Ubergang zum Quotienten

4.2) A*|n: K**|r — K*|lr = K* .

4.3. DEFINITION. Die A*/rn-Bilder der dusseren reduzierten z-Potenzen
von ae HYK, A) heissen (innere) reduzierte m-Potenzen von a (K ein
freier FD-Komplex mit 7n-Diagonale). Ist Qe H(W ®.M™*), dann
bezeichnen wir das Element (A*/7)(Q & a) € H"(K, G) mit Q - a (lies “‘Q
angewendet auf a’’).

4,4, SATZ. Die Q — sind Kohomologieoperationen in der Kategorie
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der FD-Komplexe mit m-Diagonale. D.h. ist f: K’ - K eine FD-Abbild-
ung, fir welche das Diagramm

KI A, K’n
(4.5) gl [

K — K
kommutativ ist (Bezeichnung: FD-Abbildung mit m-Diagonale), dann
gilt

Q- f*a)=r*@Q+ra) fir a e HY(K, A) .

BEwEIS. Mit 4.5 ist auch das Diagramm

K+ gme g
f*T If”*/ﬂ
K* (—AT/';(— K|z
kommutativ. Wenden wir das auf Q & a € H(K™*/7) an, so ergibt sich
wegen 3.7 die Behauptung.

4.6. Diagonale unabhingig von =. In allen praktisch vorkommenden
Fillen gehen die m-Diagonalen fiir alle moglichen 7 aus einer einzigen
Abbildung (einer ‘‘Komultiplikation’’)

d:K—-Kx K
hervor, die kommutativ und assoziativ ist, d.h. fiir die die Diagramme
Kx K
v
4.7 K\ 1T
N,
K x K, Txxy)=y x x,
und
K x K
a/ N\id x d
(4.8) K< > K x K x K
d\ / d X id
K x K

kommutativ sind.
Die Zusammensetzung

i idn-2 x d
K- K x KK « K xx Koo K 20028
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(jede andere ‘“‘Klammerung’’ wiirde wegen 4.8 dieselbe Zusammensetzung
ergeben) ist in diesem Falle eine S(n)-Diagonale K — K*, also erst recht
eine mw-Diagonale fiir jedes # < S (n). Unabhéngig von » und 7 nennen
wir sie kuinftig Diagonale schlechthin und bezeichnen sie mit

A:K—K".
Insbesondere heisst also d selbst Diagonale und und wird kiinftig mit A
bezeichnet.

Fir » =1 ist die Diagonale K — K" = K vereinbarungsgemdass die
identische Abbildung. Fir n = 0 vgl. 4.14.

4.9. BEISPIELE.
(i) Das kartesische Produkt K x K' zweier FD-Komplexe mit Dia-
gonale besitzt eine natiirliche Diagonale

Ex K22 Kx KxK x K ~(KxK)x (Kx K.
(ii) Der FD-Komplex C(X) eines semi-simplizialen Komplexes X (s.[5],
S. 55; in [13] heisst ein solcher FD-Komplex complexe de chaines semi-
stmplicial basique) besitzt eine natiirliche Diagonale, namlich

Alx)y =2 x x, reX.

Jede semi-simpliziale Abbildung @ : X — Y induziert eine FD-Abbildung
C(p) : C(X) — C(Y) mit Diagonale.

(iii) Es sei K ein FD-Komplex mit Ergidnzung ¢: K — P. Darunter
versteht man eine FD-Abbildung auf den FD-Komplex P eines Punktes
(P, = Z, 8, = s, = id). Von einer Diagonale verlangt man in diesem Falle
i.a. noch, dass die beiden zusammengesetzten Abbildungen
X K x P~K

X4  py K~K

K2 KxK

(4.10) A
K—Kx K

mit der identischen Abbildung von K iibereinstimmen (wegen der Kom-
mutativitat geniigt eine Bedingung).

Wahlen wir nun einen ‘‘Grundpunkt” in K, d.i. eine FD-Abbildung
&: P— K mit ¢£ = id. Dann wird K = P@ K°, wobei K°den Kern von &
(= Elemente mit Erganzung 0) bezeichnet. Entsprechend ist

KxK=K'xKQKOKDP,

und A zerfallt in Komponenten. Die Bedingung 4.10 besagt, dass die
Komponenten P — P, K° — K° identische Abbildungen und dass P— K°,
K’ — P Nullabildungen sind, wahrend A’ K°— K° x K° eine beliebige



KOHOMOLOGIEOPERATIONEN 269

Diagonale fiir K° ist; von der letzten Komponente P— K° x K° schliess-
lich verlangt man im allgemeinen noch, dass sie null ist, d.h. dass A eine
Abbildung “‘mit Grundpunkt’’ ist. Damit ist also eine Diagonale A fiir K
mit den genannten Nebenbedingungen genau dasselbe wie eine gewohn-
liche Diagonale fiir K°.

Auch die reduzierten Potenzen Q — im K konnen im wesentlichen
schon in K° berechnet werden. Betrachten wir nimlich die natiirliche
Projektion p: K—K° (p| K° = id, p| P = 0). Sie ist eine FD-Abbildung
mit Diagonale, its also mit Q — vertauschbar (s. 4.4), d.h. Q - a fir
ae H(K, A) = H(K" A), q¢ > 0, kann schon in K° mit der Diagonale A’
berechnet werden.

7.B. besitzt der FD-Komplex C(X) eines semi-simplizialen Komplexes
X eine natiirliche Ergianzung. Sie wird induziert durch die Projektion
von X auf den semi-simplizialen Komplex eines Punktes. Jede Auswahl
eines Grundpunktes b e X, induziert einen Grundpunkt P — C(X), und
die Diagonale A aus (ii) hat die oben genannten Eigenschaften.

(iv) Ist K ein beliebiger FD-Komplex, dann ist die symmetrische
Algebra S(K) (s. [5], 10) ein ergénzter FD-Komplex mit Diagonale (sogar
eine FD-Hopf-Algebra). Die Diagonale von S(K) wird erhalten, indem
man auf die FD-Abbildung

K—K®K, kE—(k, k), keK
den Funktor S anwendet und beachtet, dass

S(KP K) = S(K) x S(K)
(s.[5],10.9). Diese Diagonale in S(K) wird sich beim Vergleich der

reduzierten Potenzen mit den Eilenberg-MacLaneschen Gruppen (s. §§ 7-
10) als niitzlich erweisen.

4.10. BEMERKUNG. Die reduzierten Potenzen in einem FD-Komplex
mit Diagonale A sind nicht invariant bei homotoper Abanderung von A.
Betrachten wir z.B. die Einhingung EX eines semi-simplizialen Kom-
plexes X (mit Grundpunkt; vgl. [16]). K = C(EX) sei sein FD-Komplex,
K° wie oben (s. 4.9, iii) der Kern der Ergénzung ¢: K — P. Dann ist die
Diagonale A% K°— K° x K° nullhomotop (duale Formulierung: In einer
Einhangung sind alle Cup-Produkte trivial); dies sieht man z.B., wenn
man A° mit der Alexander-Whitney-Abbildung

K'x K°->K'QK®
(s.[10], (2.8)) zusammensetzt (man erhilt null), die ja eine Homotopie-
dquivalenz ist (s. [10], 2.1). Andereseits sind bekanntlich die reduzierten
Potenzen in EX i. a. nicht trivial (s. [22], 6.16., 6.10).
Nehmen wir nun aber an, die beiden Diagonale A,, A,: K— K x K (wie
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in 4.6) seien homotop als Diagonalen, d.h. es gebe eine Homotopie
h:Ix K—-Kx K

zwischen A, und A,, fiir die die beiden folgenden Diagramme kommutativ
sind

Kx K
n/ ’
(4.11) I x K< lT
N
Kx K (Kommutativitat)
IxKx K
}/‘ \'{\ X id
(4.12) I><K>’ h/,:KxKxK
Ix Kx K (Assoziativitdt).

Dabei ist 2’ bezw. h” die Zusammensetzung der Abbildungen

Ix K2 i I B Ik x Kk

bezw.

IxExK—"9 g IxE—" | gk k-9 kv kXK

T die Vertauschung der Faktoren (s.4.7) und A’ die Diagonale von I
(s. 4.9, ii).
Die Zusammensetzung

k' x id k' X idn-2

Ix K s ko 09 o oo x gnm MXEA2

ist eine Homotopie I x K — K" zwischen A, und A,, die invariant ist bei
den Permutationen der Faktoren von K*. Durch Vorschalten einer Eilen-
berg-Zilber Abbildung I® K — I x K erhalten wir eine ebenfalls z-in-
variante Kettenhomotopie I ® K — K" und durch Dualisieren (analog zu

2.4) und Ubergang zum Quotienten eine Kettenhomotopie IR K**/r—K*
zwischen AF/m und A¥/x, also

4.13. SATZ. Sind A,, A, homotop als Diagonalen, dann stimmen die
zugehorigen (inneren) reduzierten Potenzen iberein.

4.14. Vereinbarungen fiir n=0. Um Fallunterscheidungen zu vermei-
den, ist es mitunter zweckmassig, den bisherigen Bezeichnungen auch fiir
n = 0 noch einen Sinn zu geben. Wir definieren daher: Die 0% (karte-
sische oder tensorielle) Potenz eines FD-Komplexes K ist der FD-Komplex
P eines Punktes (s. 4.9, iii), also K° = K© = P; die 0* Potenz einer FD-
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Abbildung f: K—K' ist die identische Abbildung, f°=Ff? =id: K°— K".
Die ‘‘Permutationsgruppe’’ x ist trivial fiir n = 0, und fiir W kann man
den Komplex (Z, 0) nehmen. Die ‘‘Diagonale’”’ A: K — K° = P stimmt

ist sie beliebig, etwa = 0).

4.15. BEMERKUNG. Alle bisherigen Betrachtungen mit Ausnahme des
Satzes 2.6 libertragen sich wortlich auf FD-Moduln iiber beliebigen (kom-
mutativen) Ringen A mit Einselement (bei nicht-kommutativen Ringen
muss man Bimoduln betrachten, damit die Potenzen K” usw. Sinn haben).

Diese Bemerkung erweist sich auch bei der Untersuchung spezieller
reduzierter Potenzen iiber dem Ring Z als niitzlich. Z.B. lassen sich die
Steenrodschen Quadrate Sq?, die zu A = G = Z,, © = S(2) gehoren, schon
fiir FD-Komplexe (mit Diagonale) iiber A = Z, definieren (in einem Kom-
plex K iiber Z hingen sie also nur von KX Z, ab). Uber Z, hat der
Modellkomplex M(Z,, q) aber eine wesentlich einfachere Gestalt als liber
Z. Dadurch vereinfacht sich sowohl die Definition der Sq* als auch die
Herleitung einiger ihrer Eigenschaften (z.B. der Cartanschen Produkt-
formel).

5. Vergleich mit Steenrods Definition

Es sei X ein simplizialer Komplex, den wir vermoge einer lokalen
Eckenordung als semi-simplizialen Komplex auffassen. K = C(X) sei der
zugehorige FD-Komplex (der Kettenkomplex von X). Nach Steenrod
[23] sind die m-reduzierten Potenzen von a € H4(X, A) die Homologiebilder
bei der zusammengesetzten Abbildung

(5.1) WR.M'™ v y W, K*™ E; W ®.K™* A K*.

Die entscheidende Abbildung darin ist @; sie ist dual zu einer diagonalen
Approximation ¢': WX K— K™, d.i. eine Kettenabbildung mit dem
Trager w @ 0 — | g |, ¢ ein (nicht-ausgeartetes) Simplex aus X (s. [23],
2.6). Fir die Definition des ‘‘elementaren Kokettenkomplexes M’’’ und
der Abbildungen +r, &£ werde auf [23] verwiesen. Wir betrachten hier nur
den Fall der Koeffizientengruppe G = Z, der allgemeine Fall entsteht
daraus im wesentlichen durch Tensorieren mit G (s. [23], 2.9. Vgl. auch
11.5).

Die in den vorstehenden Paragraphen gegebene Definition der redu-
zierten Potenzen benutzt dagegen die Zusammensetzung

5.2) W®,,M(”)*ﬂn~> M|z amJn Ko*/x A*/r

Wegen der Kommutativitat des Diagramms

K*.
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W Q.M ™* _E/_"_) M|z
(.3) id @,awl lan*/n

W®”K(”)* W Kn*/n-

(folgt aus der Natiirlichkeit von F bezw. ®; s. 1.12, 2.4) konnen wir statt
5.2 auch die Zusammensetzung

5.4) W Q.M m* @'ﬂ W R.K™* Ofr K™z A*/m K*

benutzen.

Wir haben schon gesehen (s. 3.9), dass man in 5.4 iiberall zu den nor-
malisierten Komplexen iibergehen kann. Nehmen wir nun an (wie in
[28]), die Koeffizientengruppe A sei zyklisch von der Ordung ® (evtl. «),
dann konnen wir M so wahlen, dass fiir den normalisierten Komplex
W(M) gilt: NM),;=0firi+q,q9+1, NM),=2Z, (RM),,,=Z oder 0, je
nachdem ob ® endlich ist oder nicht. Im ersten Fall ist der Rando-
perator (NM),,, — (NM), durch Multiplikation mit ® gegeben. Der
Komplex (NM)* stimmt dann offenbar mit Steenrods M’ iiberein, und
die Abbildung

Na)*: ("M)* — (RK)*

ist eine ‘“Kokettendarstellung’’ von a (s. [23], S. 197). Daher stimmen bis
auf Homotopiedquivalenz auch die Abbildungen

g\]b. : W®le(n) N W®ﬁK(n)*
aus 5.1 und

id ®xa(”)*: W®NM(7I)* N W®,,K(”)*

aus 5.4 uberein.
Wir zeigen nun noch, dass auch ¢: W &,K™* — K* und

(&*/7)(@[7): W Q,K™* — K*

im wesentlichen dasselbe sind. Dazu betrachten wir die zusammenge-
setzte Abbildung

(5.5) WK, we kLK™,

Sie ist eine m-Abbildung und ist natiirlich auf der Kategorie der semi-
simplizialen Komplexe (sogar auf der Kategorie der FD-Komplexe mit
Diagonale). Ist ¢ ein r-Simplex aus K und ¢': K(r) — K die zugehorige
FD-Abbildung des Standard Simplexes K(r) (s. [9], S. 58), dann ist dem-
nach das Diagramm
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W Q@ K(r)—S(K(r)™
id® a’ l la" (n)
WRK — K

kommutativ. Daraus folgt, dass ¢’ den diagonalen Trager ([23], S. 199),
hat, d.h. ¢’ ist eine diagonale Approximation. Die zu ¢’ duale Abbildung
(s. 2.4 oder [28], 2.8) &: W ®.K™* — K* stimmt also bis auf Homotopie
mit @ {iberein. Eine leichte Rechnung =zeigt schliesslich, dass
t=(A*|7)(P[x) ist, also

5.6. SATZ. Fiir einen simplizialen Komplex X stimmen die 7-
reduzierten Potenzen aus § 4 mit denen aus [23] iiberein.

5.7. Da die Kohomologieoperationen @  in dieser Arbeit in einer gros-
seren Kategorie definiert werden als dies in [23] der Fall ist, erhebt sich
natiirlich die Frage, ob die bekannten Eigenschaften etwa der Sq* oder &*
weiterhin giiltig sind. Fiir die meisten ist dies der Fall, aber nicht fiir
alle. Z.B.ist i.a. Sq° # id, wie man am Beispiel einer Nulldiagonale
A = 0 sieht. Selbst bei einer so ‘‘natiirlichen’’ Diagonale wie der aus
4.9, iv ist i.a. Sq° # id (s. 10.7). Ich habe kein einfaches Axiom fiir A
gefunden, das Sq° = id, allgemeiner ¥° = id zur Folge hat.

Die meisten der bekannten Relationen jedoch (Cartans Produktformel,
Adéms Relationen u.a.) bestehen bereits im wesentlichen in den Gruppen
H(W Q.M ™*), die wie wir gesehen haben hier und bei Steenrod [23] die-
selben sind. Sie iibertragen sich daher ohne wesentliche Anderung des
Beweises auf die Kategorie der FD-Komplexe mit Diagonale (von der
unter 4.6 beschriebenen Art). Im Einzelnen bleiben die folgenden Eigen-
schaften und Satze weiterhin bestehen: [22] 4.8, 6.10-6.15; [23] 3.4, 3.5,
3.7, 4.1-4.4 (Main theorem); die Ergebnisse aus [26] und [1], wahrend
[22], 6.9 wie schon gesagt falsch wird.

5.8. Eine Bemerkung zu [22], 6.15 scheint angebracht, weil der Beweis
dort spezielle Eigenschaften der Diagonale benutzt.

Wir betrachten einen (freien) FD-Komplex K mit Diagonale und einen
Unterkomplex L K mit der Eigenschaft

AL)cLxLcKxK,

d.h. einen Unterkomplex mit Diagonale. Dann induziert A: K— K x K
durch Ubergang zum Quotienten eine Diagonale K/L — K|/L x K|L fur
den Quotienten K/L. Wir verlangen, dass auch K/L wieder frei ist, d.h.
dass L als Untergruppe (nicht als Unterkomplex!) ein direkter Summand
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ist. Dann sind reduzierte Potenzen in K, L, K/L erklart, und es gilt
(s. [22], 6.15).

5.9. Ist &:HYL, A)— H"YK|L, A) der wverbindende Homomor-
phismus, dann ist

P& = 8P° .

Wir wollen diesen Satz hier nicht beweisen, sondern lediglich eine For-
mulierung angeben (s.5.11), in der die Diagonale offensichtlich keine
Rolle mehr spielt.

Die kurze exakte Folge

0—-L—>K—K|L—0
induziert ein Diagramm
0—L*— K"— K"L"—0
|
(KIL)"
_mit exakter Zeile und durch Dualisieren und Ubergang zum Quotienten
ein Diagramm
0 — L™ | — K™*|w — (K"|L")*|x — 0
(5.10) ¢ I
\ (KILy**|m
mit exakter Zeile. Nun gilt
(5.11) (P Ea)=¢P E (8a), ae HY(L, A) ;

5 der zur exakten Zeile 5.10 gehorige verbindende Homomorphismus.
Mein Beweis dieser Formel -ist recht miihsam und wird hier nicht
ausgefiihrt. Um 5.9 aus 5.11 zu erhalten, betrachte man das kom-
mutative Diagramm

L — K——K|L
A
A

(5.12) Al l ’l s

L*— K*— K"/L"— (K/L)"
(v durch A induziert), bezw. sein duales

Lx K* <« (K/L)*
(5.13) A*/'rrT A*/,,;I T*/,KT \i[ﬂ
Lz — K™z — (K"|L7)*|w < (KIL)™[x
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5.13 und 5.11 ergeben

P+ da = (A* )P E da = (v n)¢ P E da = (v¥[7)o(P* E a)
=8A* ) (P Ea)=8F + a, q.e.d.

Eine 5.11 entsprechende Relation lasst sich auch schon in den Komplex-
en WQ.K™* (stattin K™*/r) formulieren und dann die Steenrodsche
Definition der reduzierten Potenzen anwenden.

TEIL II. REDUZIERTE POTENZEN UND EILENBERG-MACLANE
KOMPLEXE.

6. Der Normhomomorphismus N

Wir untersuchen den Normhomomorphismus N der eine Verbindung
zwischen den reduzierten Potenzen und den symmetrischen Produkten
und damit schliesslich den Eilenberg-MacLaneschen Komplexen her-
stellen wird. Ein solches Verfahren wurde bereits von Steenrod [25],
22 benutzt; vgl. auch [18].

Wie oben sei # < S(n) eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe, K
ein freier FD-Komplex, K" seine n' kartesische Potenz, K** deren Koket-
tenkomplex (mit Werten in einer festen Koeffizientengruppe G). K" und
K™* werden als 7-Komplexe aufgefasst. Die Gruppe der bei = invarianten
Elemente bezeichnen wir durch einen oberen Index x, also K™ bezw.
K", Die natiirliche Injektion K "* — K" bezw. Projektion K* — K"|m
induziert durch Dualisieren und Ubergang zum Quotienten bezw. zu den
Invarianten einen Isomorphismus

6.1) (K"™)* = K™|rx
bezw.
(6.2) (K"[m)* = K™*"

Die zweite dieser Isomorphien ist fast selbstverstandlich. Fur die erste
nehme man etwa eine Basis {x,} von K;; dann ist {z, x-:--xx,} eine
Basis fiir K?. Die von einem Basiselement %y, X »++X 2, und seinen
Transformierten (bei ) erzeugte Untergruppe von K? ist ein z-Unter-
modul von K?, und K? ist direkte Summe aller dieser 7-Untermoduln.
Man braucht die Behauptung daher nur fiir einen solchen 7-Modul zu
beweisen, was keine Schwierigkeiten bereitet.

Der Normhomomorphismus (s. [4], XII, 1)

(6.3) N:K"— K", N@) =3 .72, reK",
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induziert durch ﬁbergang zum Quotienten eine FD-Abbildung

(6.4) N,:K"ln — K" .
Dual dazu hat man

(6.5) N: K™ — K™
und

(6.6) N*: K™*|r — (K"|7)* .

Bis auf Homotopiedquivalenz konnen wir iiberall zu den normalisierten
Komplexen iibergehen (vgl. hierzu die Bemerkung 3.9) und erhalten zu
6.3-6.6 homotopieaquivalente Kettenabbildungen

(6.3") N (K™ — RK™)

(6.4) N,: K"z — RE""
(6.4') N K™ — REK™)*
(6.5 N*: Kz — NE"7)* .

6.7. SATZ. Es sei K ein freier FD-Komplex, H(K) = 0 und H(K)
endlich erzeugt fiir jedes i. Ferner sei (wiein 2.6) 7= S(n) oder m =
S(n, p) eine p-Sylow-Untergruppe von S(n) (p eine beliebige Primzahl).
Dann gibt es eine Kettenabbildung

(6.8) L: K" — K"xw mit YN, ~id .
Dual dazu gibt es eine Kettenabbildung
6.9) xX*: (K*m)* — K**[w mit N** ~id .

Insbesondere induziert N* Epimorphismen der Homologie.

Der Beweis wird in Teil III gegeben. Es ist mir nicht bekannt, ob die
Voraussetzungen iiber 7 und iiber die endliche Erzeugtheit von H,(K)
wesentlich sind.

7. Symmetrische Algebra und Normhomomorphismus

Fir 7 = S(n) liefert die symmetrische Algebra S(K) eine andere Deu-
tung des Normhomomorphismus’. Wir erinnern an die Definition (s. [5], 10)

(11) S(K)=POEK@PSPKPSPKD---=Y." SP'K.

=0

Dabei ist SP’K=K"/S(r) das r-fache symmetrische Produkt von K, P=
SP°K der FD-Komplex eines Punktes.
Die Abbildung

K—-K®DK, y— (¥, 9), yekK,
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gibt nach Anwenden des Funktors S eine Diagonale (s. 4.9, iv)

(7.2) A:SK—S(K®@ K) = SK x SK
(s. [5], 10.9).
Ferner seien
(7.3) i, SP"K — SK
bezw.
(7.4) p,: SK — SP"K

die natiirliche Injektion bezw. Projektion (die die direkte Summen-Dar-
stellung 7.1 definieren).

7.5. SATZ. Fiir jeden FD-Komplex K ist die zusammengesetzte
Abbildung

(7.6) K-, SPK -, SK -2, (SK)» P, g
null, falls r + n ist, und sie stimmt mit dem Normhomomorphismus
uberein falls r = mist.
Durch Dualisieren und Ubergang zum Quotienten erhalten wir hieraus.
7.7. KOROLLAR. Die zusammengesetzte Abbildung

K715y LIS (spem 1Sy 250, sy 7 (spriys

ist null fiir r + n und stimmt mit N* (s. 6.6) iberein fiir r = n.
BEWEIS fiir 7.5. Wir haben
SKr=SKPKD---K) (n Summanden in der Klammer)
SP (KD KD---DK)
E Ezr _SP1K x SP1K X +++ x SP"=K

(s. [5], 8.8), und (p,)" ist nichts anderes als die Projektion dieser direkten
Summe auf den Summanden K" (d.i.r,=7,=--.r,=1). Da A den
Summanden SP'K in SP"(K @---@ K) abbildet, folgt sofort, dass die
Zusammensetzung 7.6 null ist fir r # n. B

Es seinun ¢, x @, X +++ 2, € K*. Dann ist sein A1,q-Bild die Aquiva-
lenzklasse in SP*(K @ --- @ K) von

(€. Dx: D) x Dz Pe-) x o+ o x (€, D, D) e (KDKD:-+)",
also gleich

E‘Y&S(n)v'(xl X %y X 00 X wn) + R ’

wobei der Rest R aus Termen besteht, die in von K” verschiedenen Sum-
manden von (SK)" liegen, also

(D) AT Q@ X ¢ oo X X)) =D e gV (XX oo X L) =N(@, X =+ X2,), q.e.d.
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8. Unendliches symmetrisches Produkt und
Normhomomorphismus

Es sei X ein semi-simplizialer Komplex mit Grundpunkt, SPX sein
unendliches symmetrisches Produkt (s.[19], S. 400), C(X) bezw. C(SPX)
der zugehorige FD-Komplex. Dann besteht ein naturlicher Isomor-
phismus (s. [5], 10.10)

(8.1) C(SPX) = S(K)

wobei K = C(X)° den Kern der Erginzung ¢ : C(X)— P bezeichnet (s. 4.9,
iii). Die rechte Seite von 8.1 besitzt eine rein algebraisch definierte Dia-
gonale A, (s. 7.2), die linke Seite dagegen als semi-simplizialer Komplex
eine geometrische Diagonale A, (s. 4.9, ii). Wegen des Zusammenhangs
von SPX mit der Theorie der Eilenberg-MacLaneschen Komplexe (s. [7])
sind wir vor allem an letzterer interessiert. Wir beweisen nun, dass sie
wenigstens ‘‘ein Stlick weit’’ mit A, ibereinstimmt und tibertragen einen
Teil von 7.5 bezw. 7.7.

Dazu betrachten wir die durch 7.1 deﬁnlerte Graduierung von S(K),
d.h. die homogenen Elemente vom Grade r in S(K) sind gerade die Bilder
bei i,: SP"K — S(K) (s. 7.3). Bei der Multiplikation in S(X) ([5], 10) ad-
dieren sich die Grade, d.h. wir haben es mit einer graduierten FD-Algebra
zu tun. Ebenso ist (SK)" = S(K@---P K) eine graduierte FD-Abgebra,
und A, (s. 7.2) ist ein Homomorphismus von graduierten FD-Algebren.

8.2. SATZ. Es sei x ein homogenes Element vom Grade r aus S(K) =
C(SPX) . Dann 1ist

R(x) = Ay(x) — Ay()
eine Summe von Elementen vom Grade >7r.

8.3. KOROLLAR. Die zusammengesetzte Abbildung

®8.4) K-, SPrK -7 SK 2%, (SK)r 2 Ko
bezw.

ok
@5  K™Sm) 2 (s Sm) L2, 5Ky o (sPrK)
1st null fiir r>mn und stimmt mit N bezw. N* itberein filr r=n.
Die erste Behauptung von 8.3 folgt aus 8.2 und 7.5, weil (p,)" Elemente
vom Grade > annulliert, die zweite aus der ersten durch Dualisieren.

A5 18(m)

BEWEIS fiir 8.2. Wir haben schon bemerkt, dass A, eine multiplikative
Abbildung ist. Dasselbe gilt auch fiir A, (A, ist allerdings nicht grader-
haltend!); es geniigt, dies fiir eine Basis, namlich die Simplexe von SPX
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nachzuweisen. Die Simplexe von SP"X schreiben sich als ungeordnete
r-tupel (a,, 0,, -+, 0,) von Simplexen aus X, und es ist

A2(0-1’ "'vor) = (olr "'yor) X (UI’ °ty Gr) X eee X (O'Iv *cy 0',.) .
Daraus folgt sofort, dass A,: C(SPX) — C(SPX)" multiplikativ ist, wenn
man in C(SPX)" die multiplikative Struktur des kartesischen Produkts

verwendet (d.h. (y; X «++ x 9,) (] X «++ X ¥p) = UY] X *++ X Yyn)). Man
hat sich nun nur noch davon zu liberzeugen, dass die Isomorphie

(SK)"=S(KD - D K)

sich auch auf die multiplikative Struktur erstreckt. Wir tibergehen diesen
leichten Nachweis.

Nehmen wir nun an, die Behauptung gelte fiir zwei Elemente 2z, y vom
Grade 7, s. Dann ist

Az(xy) = Az(x)Az(y) = (Al(x) + R(x)) (Al(y) + R(y))
= A,(xzy) + Elemente vom Grade > (r + s),
d.h. die Behauptung gilt dann auch fiir xy. Weil die Algebra S(K) erzeugt
wird von (1 und) den Elementen vom Grade 1 (sie ist die ‘‘freie”” von K
erzeugte kommutative Algebra mit 1), genligt es also, die Behauptung
fiir diese Elemente zu beweisen.
Der Komplex K = C(X)° besitzt als Basis die Elemente = ¢ — ¢, wobei
¢ den ‘‘Grundpunkt’’ bezeichnet und ¢ die iibrigen Simplexe von X
durchlauft. Wir identifizieren K mit seinem Bild bei 4,: K— SK. Dann ist
A@) = A0 —e) =(0 X T X +++ xX0)—(exXe€X e Xe)
=@t+e)x(@+e)x  ++ X(x+e)—exex - s Xe
=3 (e x «oo x @ x <00 X €) + RB(x) = Ay2) + R(x),
wobei R(x) aus Termen besteht, die mindestens zwei Faktoren « enthal-
ten, die also mindestens den Grad 2 haben. q.e.d.

8.6. BEMERKUNG. Man kann zeigen (s. [8], 11.9), dass die beiden
Diagonalen

A, A,r S(K) — S(K) x S(K), K = C(X),
homotop sind (jedoch nicht als Diagonalen im Sinne von 4.10!), falls X
eine Einhangung ist, X = EX".
9. Zur Homologie der symmetrischen Produkte

Wir stellen in diesem Paragraphen einige Ergebnisse liber die (Ko-)
Homologie der symmetrischen Produkt zusammen (s. [8], 12; vgl. auch
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[18], App.). Es sei K ein freier FD-Komplex und Hy(K) = 0. Dann ist

9.1) H(SP'K) =0 fiir ¢ < 7.
Ist H(K) = 0 fiir 7 < q und ¢ > 1, dann gilt sogar
9.2) HSP'K)=0 fir+ < q + 2r—2.

Auf Grund der universellen Koeffizientenformel (s. [4], VI, 3.3a) sind
dann auch die Kohomologiegruppen in diesen Dimensionen null. Wir be-
notigen davon nur die beiden folgenden Konsequenzen

9.3) HY(SP'K;G)=0 fiir grosse r, falls H(K) = 0..
(9.4) HYSP'K;G) =0 falls H(K)=0 fiir i<q, ¢>0und r>1.
Aus ihnen ergibt sich fiir die symmetrische Algebra SK = 3, SP'K

(9.5) H'(SK; G) = 3 H/(SP'K; G), falls H(K) = 0;

die direkte Summendarstellung (im Sinne von [4], S. 4) wird induziert
durch die Abbildungen i,, p, (7.3,7.4). Ferner

(9.6) p¥: H(SK; G) = HYK; G), falls H(K)=0firi<gq, g¢>0.
Wir fiihren noch die zu 9.5 gehorige Filterung F' von H*(SK; G) ein:
9.7 F,H(SK; G) = >} H/SP'K; G) .

10. Die Steenrod-Operationen erzeugen alle
Kohomologieoperationen

Wir betrachten Kohomologieoperationen, die in der Kategorie der semi-
simplizialen Komplexe und -Abbildungen (und damit in der singularen
Kohomologie topologischer Raume und stetiger Abbildungen) definiert
sind. Darunter fallen insbesondere (innere) reduzierte Potenzen, die ja
in einer etwas grosseren Kategorie erklart sind (s. § 4, insbesondere 4.9,
ii). Wir zeigen nun, dass sie im wesentlichen alle Kohomologieoperationen
geben, genauer

10.1. SATZ. Es sei A eine endlich erzeugte, G eine beliebige abelsche
Gruppe. Jede Kohomologieoperation vom Typ (4, q,G,t) (s.[25]) lasst
sich als Summe von Steenrodschen reduzierten Potenzen darstellen.

DieGruppe aller Kohomologieoperationen O(4, ¢, G,t)vom Typ(4, q,G, t)
ist nach [20], 28 oder [11], 1 isomorph zu H'(A, q; G) = HY(K(4, q); G),
der t*® Kohomologiegruppe mit Koeffizienten in G eines Eilenberg-Mac-
Lane Komplexes K(4, q),d.h. eines Raumes (semi-simplizialen Komplexes)
mit 7,K(A4, q) =0 fiir 1+ q, 7, K(A, g) = A. Ein solcher Komplex K(4, q)
besitzt eine fundamentale Kohomologieklasse be H%(A4, q; A), und der
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Isomorphismus (4, q,G, t) = H'(A, q; G) ordnet jeder Kohomologieopera-
tion k den Wert k(b) auf der fundamentale Klasse b zu. Zum Beweis des
Satzes 10.1 miissen wir also zeigen, dass sich jedes x e H'(A4, ¢; G) als
Summe von Elementen der Form @ I b schreiben lasst, wobei Q eine
reduzierte Potenz bezeichnet.

Als Eilenberg-MacLane Komplexe konnen wir nach [5] oder [19] oder
{21] unendliche symmetrische Produkte wahlen. Genauer sei X ein zusam-
menhangender semi-simplizialer Komplex mit Grundpunkt, fiir den
H,(X)=0ist fiir ¢ # 0,9 und H(X) = A(¢ > 0). Dann ist SPX ein
Eilenberg-MacLane Komplex K(A4, q). Daher gilt

(10.2)  HY(A4, ¢; G)=HYSPX; G)=H'C(SPX); G)= H(SM; G),

wobei C(SPX), M = Kern(e : C(X) — P) und SM wie in § 8 erklart sind;
wegen unserer Voraussetzung lber H(X) ist der Kern der Erginzung
¢ : C(X) — P ein FD-Komplex vom Typ (4, q) (s. § 3)—daher die Schreib-
weise M statt K wie in § 8. Die Filterung 9.7 gibt jetzt eine Filterung
von Hi(A4, q; G) = O(4, q, G, t), und wir werden tatsichlich die folgende
Verscharfung von 10.1 beweisen.

10.3. SATZ. Es seien A,G wie in 10, 1. Jede Kohomologieoperation
vom Typ (4, q, G, t) und von der Filterung < n lasst sich als Summe
von reduzierten S(m)-Potenzen mit m < n darstellen.

BEWEIS durch Induktion nach n. Aus 9.6 folgt
(10.4) pi()=0b,

wobei ¢e H{(M; A) bezw. be HY(SM; A) die fundamentale Klasse von
M (s. §3) bezw. SM (s. oben) bezeichnet. Fir jede reduzierte Potenz
Qe H(W RSmM™*) gilt daher (s. 3.6 und 4.3)

(10.5) Q F b = (AF[Sm) (0I*[S(m) (P[S(m)) (@) .

Es sei nun € H'(SM; G) von der Filterung =n, d.h. i}(x)=0 fir r>n.
Da die Abbildungen

H(W Qi M™% —25 gy 1S(m)) 255 HHSPM; G)

epimorph sind (s. 2.6 und 6.7), gibt es ein @ € H{(W @5y M ™*) mit
(N*)(@[S(n)) (Q) = ix() .
Dann hat aber x — Q — b eine Filterung < n. Es ist namlich
iH @ — Q - b) = if(x) — {(#7)(AF/S(n)) (p1*[S(M))} (D[S(n)) (Q);

die geschweifte Klammer auf der rechten Seite ist nach 8.3 null fiir r >n
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und = N* fiir r = n, also
Y@ —QFHb =0 fur » = n,

wie behauptet.

Nach Induktionsvoraussetzung ist also * — Q — b eine Summe von
reduzierten S(m)-Potenzen von b mit m < n. Da sich aus der Vereinbar-
ung 4.14 sofort der Induktionsanfang n = 0 ergibt, ist der Satz damit.
bewiesen.

10.6. BEMERKUNG. Steenrod-Thomas [26] zeigen, dass sich alle reduzier-
ten Potenzen (mit endlich erzeugten Koeffizientengruppen A, G) aus
den zyklischen Steenrod-Potenzen

P H(X; Z,) — H* (X Z,),
den Pontrjagin-Thomas-Potenzen
By H*(X; L) — H?Y(X; Z,e+1)

und den primitiven Operationen (Addition, Koeffizientenhomomorphis-
men, Bockstein-Operatoren, Cup-Produkte) zusammensetzen lassen. Nach
10.1 gilt dasselbe fiir alle Kohomologieoperationen (mit endlich erzeugten
Koeffizientengruppen)

10.7. BEMERKUNG. Wie schon festgestellt (s. 5.7) ist bei Benutzung
einer beliebigen Diagonale i.a. Sq°+#id. Nehmen wir z.B. die algebraische
Diagonale A, in SM (s.7.2) und A = G = Z,, dann ist Sq°(b) = 0. Beweis:
Wegen Sq°(b) e H(SM; Z,) und 9.6 geniigt es i}Sq’%b) = 0 zu zeigen. Dies
folgt aus

Sq° = b = (AF/S(2)) (p1*/S(2)) (P/S(2)) (Sq°)
(vgl. 10.5) und
(1) (A¥/S(2)) (p1*/S(2)) = 0
(s. 7.7).

TeIL III. BEWEIS DER SATZE 2.6 UND 6.7.

11. Vorbemerkungen, Hilfsbetrachtungen

Der Beweis dieser Sitze erfolgt in mehreren Schritten. Abgesehen
vom Fall © = S(p, p), der allerdings am meisten Raum beansprucht,
handelt es sich dabei immer nur um Variationen entsprechender Beweis-
schritte in [23]. Wir beginnen mit einigen Reduktionen des Problems.

11.1. Es sei f: K— L eine FD-Abbildung. Sie induziert kommutative
Diagramme
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W @K™ 2%, Kov iz
(11.2) id @«fw)'I Ifn*/«
W ®”L(n) * Ln“/n-

und

Knjz %, g
(11.3) f"/nl lf""
Ln/ﬂ,' _—1\7—) Ln .

*
Ist f ~ g, dann ist id ® f™* m-homotop zu id Q g™* (s. [23], 5), und [~
ist 7-homotop zu g" (s. [5], 5.6). Daraus folgt

id Q. f™* =~ id Q.9™*, f"r = g"[x,
™ |r = g™, =g

Insbesondere sind alle vertikalen Abbildungen in 11.2 und 11.3 Homotopie-
dquivalenzen, falls f eine Homotopiedaquivalenz ist. Wir diirfen also K
zum Beweis von 2.6 oder 6.7 durch einen homotopieiquivalenten FD-
Komplex ersetzen.

11.4. Weil alle H,(K) endlich erzeugt sind (und weil K frei ist), gibt es
einen zu K homotopiedquivalenten freien FD-Komplex L, in welchem alle
L, endlich erzeugt sind (es gibt offenbar einen endlich erzeugten freien
Kettenkomplex mit den gleichen Homologiegruppen wie K, also nach [5],
2.6 einen ebensolchen FD-Komplex, der dann nach [5], 3.4 zu K homo-
topiefiquivalent ist). Wir komnen also annehmen, dass alle K, endlich
erzeugte (freie) Gruppen sind.

11.5. Nun konnen wir uns auch auf den Fall beschrinken, dass die
Koeffizientengruppe G mit der Gruppe Z der ganzen Zahlen iiberein-
stimmt. Um dies einzusehen, betrachten wir den natiirlichen Homomor-
phismus

7: Hom(Y, Z) ® G — Hom(Y, G)

(11.6
) (2 ® 9)-y = 2(¥)9, yeY,geG, e Hom(Y, Z).

Dies ist offenbar ein Isomophismus, wenn Y = Z ist, allgemeiner wenn
Y eine endlich erzeugte freie Gruppe ist. Daraus folgt, dass man die
Koketten eines freien, endlich erzeugten (in jeder Dimension) Ketten-
komplexes mit Koeffizienten in G einfach aus den ganzzahligen Koketten
durch Tensorieren mit G erhalt (vgl. [23],2.9). Wenn wir also 2.6 erst
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einmal fir die Koeffizientengruppe Z bewiesen haben, so erhalten wir den
allgemeinen Fall daraus einfach, indem wir iiberall mit G tensorieren.
Von nun an bezeichne der Stern * (s.B. an K™*) stets den Komplex der
ganzzahligen Koketten.

Eine weitere gelegentlich niitzliche Reduktion liefert der folgende.

11.7. HILFSSATZ. Es sei f:C— D ein Kettenabbildung zwischen
Sreien Kettenkomplexen C, D. Notwendig und hinreichend dafir, dass
es eine Kettenabbildung g : D — C mit gf ~ id gibt, ist, dass

f*H*D, G) — H*(C, G)

epimorph ist fir alle Koeffizientengruppen G. Allgemeiner gewiigt
schon, dass f*: H¥D, H,(C)) — H¥C, H,(C)) epimorph st fiir alle k.
Fiir den Beweis von 6.7 gentigt es also zu zeigen, dass

(11.6) N*QG. (K*n) G— K"™** R G
Epimorphismen der Homologie induziert fiir alle (endlich erzeugten)
Gruppen G.

BEWEIS fiir 11.7. Wenn ¢ existiert, dann ist f*g*=id, also f* epi-
morph. Nun zur Umkehrung. Nach [6], 7.16; 7.17 gibt es Elemente

* e HY(C, Hy(C))

mit der Eigenschaft: Ist C’ ein freier Kettenkomplex, dann stiftet die
Zuordnung h— {h*(c*)} eine umkehrbar eindeutige Beziehung (sogar einen
Gruppenisomorphismus) zwischen den Homotopieklassen von Kettenab-
bildung A: C'— C und den Elementen der Gruppe J] H*(C’, H,(C)). Weil
S* epimorph ist, gibt es Elemente £ € H*(D, H,(C)) mit f*(£¥)=¢*. Ist nun
g: D—C eine Abbildung mit g*(¢*)=£%, dann folgt (gf)*(¢*)=r*g*(¢*)=¢*,
also gf ~ id, q.e.d.

Analog zu [23] behandeln wir nun nacheinander die Falle (p eine
Primzahl),

(i) m = S(p, p),
(i) == S(»* p),
(iii) = = S(n, p),
(iv) = = S(n)

der Satze 2.6 und 6.7.

12. 7= = S(p, p) = zyklische Gruppe von Primzahlordnung

12.1. HILFSSATZ. Ist (NK), =0 (NRK der mnormalisierte Komplex),
dann ist N(K?), w-projektiv (d.h. direkter Summand eines freien -
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Moduls; s. [4], I, 2.2. Mit ein wenig mehr Miihe zeigt man, dass N(K?),
selbst w-frei ist.).

BEWEIS. Wegen (MK), =0 besitzt K, eine Basis von der Form
Yo=S5;m%, mit x,€ K, ,, s, ein Ausartungsoperator, 0 = j(a) <7 (s.
[3], 8.2 oder [15], S.11). Dann ist

’.1/“1_ @g, s, ay == Sj(,,l)xwl X Sj(mz)x% X oo X Sj(,,p)wwp

eine Basis von (K?),. Die speziellen Basiselemente ¥, , ..., . €rzeugen
einen 7-Untermodul U von (K?),; U ist sogar ein direkter Summand und
(K?),/U ist n-frei (weil p ein Primzahl ist!). Die Erzeugenden ¥,, 4...., «
von U sind offenbar ausgeartet (beziiglich s,,), also ist U enthalten im
7-Untermodul D(K?), der ausgearteten Elemente von (K?),. D(K?), ist
ebenfalls ein direkter Summand, (K?), = D(K?),  N(K?),, (s. [15] oder
[3], l.c.), also

(K?),|U = D(K*),|U D K?), .

Die linke Seite ist n-frei, also (K ?), w-projektiv. q.e.d.
Wir betrachten nun zunachst einige Spezialfdlle der zu beweisenden
Satze.

12.2. Der Satz 2.6 im Falle H(K) = 0 fiur ¢ + q, H(K) = zyklisch
(= Z oder Ze).

Bis auf Homotopiefquivalenz konnen wir annehmen (s. [5], 3.4), dass
NK), = 0 fir © # ¢, ¢ + 1, RK), = Z, (RK),1, = 0 oder Z, je nachdem
ob H(K) = Z oder = Ze ist. Dann ist

123) (K, =0, (K?)* =0 fiir § < q.
(12.4) K,=RK), =12, (K", =@RK"), =@ (NK), =Z,
RE?)* =17 .

Ky = (RK) @ T0s(RK), (5. [3], 3.2oder [15], 8.11)
RK 7)1 = @P(NK),s: @ 7-freier Modul '
= Z @ n-freier Modul, falls H(K) endlich.
(MK ?)*et* = Z @ n-freier Modul, falls H,(K) endlich.

(12.5)

(12.6) (RNK*)** = m-projektiv fiir © > q bezw. i > q + 1,
wenn H(K) = Z bezw. = Ze (s.12.1)
(RK?)* =0 fir ¢ > p(g + 1)

(vgl. [8] 4.23). Wir betrachten nun das folgende Diagramm
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Bo

Qq+1 ¢ Qq
(12.7) 8/ AN
cS (NK P)*ats S (RK r)*a+2 Qe+t vt 0—0---

/
AN VS
(%Kﬂ)*qﬂ(_a_(pr)*q

Die untere Zeile ist der Kokettenkomplex (RK?)*. Die obere Zeile, die
wir kurz mit @ bezeichnen, stimmt ausser an der Stelle ¢ und evtl. ¢+1
mit der unteren iiberein. Ferner ist Q?=Zz und ¢ ist die iiblich Ergénz-
ung Zzw — Z (vgl. 12.4). Im Falle H(K) = Z, entsteht Q*"* aus (NK?)**+,
indem man den Summanden Z (s. 12.5) durch Zz ersetzt, und dann ist
P = Erganzung @id. Im Falle H(K) = Z ist Q' = (RK?)**** und
¢ = id. Die m-Abbildungen 3,, 3, sind so gewahlt, dass das Diagramm
kommutativ wird. Dann gilt: Q ist ein m-projektiver Kettenkomplex,
P: Q@ — (MK?)* ist eine w-Abbildung (9* = id fiir i # ¢, ¢ + 1) und

(12.8) olr: Qr = (NK?)*|x .
Andererseits haben wir die z-Abbildung
D: WR NK)»* — (RK?)*

(wir gehen zu den normalisierten Komplexen iiber; s.3.9). @ induziert
Isomorphismen der Homologie, weil H*((RK)?) = H*(NK?) und weil W
azyklisch ist. Daher gibt es nach [6], 3.2 eine m-Abbildung

(12.9) YiQ—- WR NK)»*

so dass das Diagramm

Q
(12.10) /“// \<°\
WQRK)?* — (RK)*

bis auf 7-Homotopie kommutativ ist. Wir konnen daher durch 7 dividieren
und erhalten eine Kettenabbildung

Y =7 (NK?)* |z = QIr — W QNK)»*
mit (®/7)¥ =~ id, wie behauptet.

12.11. Der Satz 6.7 im Falle H(K) = 0 fiir i + q, H(K)=1Z, ¢ > 0.
Wie unter 12.2 konnen wir RK = (Z, ¢)¥ annehmen. Ist G ein 7-pro-
jektiver Modul, dann induziert der Normhomomorphismus einen Isomor-
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phismus G/7 = G*. Dies ist klar fiir G = Zr, also fiir jedes 7-freie G und
dann fir jeden direkten Summanden eines m-freien Moduls, also

(12.12) N*: RE?)* 1 = (RK?)*", i#q.

Ferner sieht man leicht, dass

(12.18) Z=RK?)*= QK ) o)z 2 (RE Y = MK?)** =17

nichts anderes ist als die Multiplikation mit p.

Die Homologiegruppen von W Q. (NRK)?* = W Q,.Z sind nichts anders
als die gewohnlichen Homologiegruppen der Gruppe = mit Koeffizienten
in Z (mit einer ungewohnlichen Graduierung); fiir » = 2 und ¢q ungerade
ist zu beachten, dass = mit einem Vorzeichen in der Koeffizientengruppe
Z = (NK)?* operiert. In jedem Falle ergibt sich (s. [4], S.251).

(12.14) HY(W QAANK)"*) = Hpno(w, Z) =0 (g >0
(12.15) HH (W QANK)?)* = HipsygT, Z) = Zy .

Daraus und aus dem unter 12.2 bewiesenen Teil von 2.6 folgt

(12.16) HY(MNK?*|zr) =0

(12.17) H*Y(RK?)*7) = Z, .

(oder 0; wir werden gleich sehen, dass dies nicht in Frage kommt). Alsoist
51 Z=(RK?)*|z — (RK?)**+|z

nicht die Nullabbildung, und der Korand von 1 € Z, (1), ist entweder nur
durch =+1 teilbar oder durch +p. Da N* eine Kettenabbildung ist,
haben wir ein kommutatives Diagramm

Z = @Kz s K7y eix
(12.18) pl slN*
Z =K — RK7)r"

Daraus folgt, dass &(1) wirklich durch p teilbar ist (also
H*Y(NK*)*|r)=Z,), wahrend 87(1) nur durch =+1 teilbar ist (Zur Unter-
scheidung schreiben wir &* fiir den Randoperator in (1K?)**). Aus der
Nicht-Teilbarkeit von &7(1) folgt

(12.19) HY(RK?)* QG) = 0 fiir alle G,

und H((NRK?)**) ist eine freie Gruppe. Da N* in den Dimensionen >q
isomorph ist, induziert sie dort sicher Epimorphismen der Kohomologie
fiir alle Koeffizienten. Wegen 12.19 ist damit die Behauptung bewiesen
(vgl. 11.7). Nebenbei ergibt sich noch
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(12.20) H&*(RK?*) =0,
denn diese Gruppe ist frei und homomorphes Bild von Z, (s. 12.15).

12.21. Der Satz 6.7 im Falle H(K)=0 fiir i +q, H(K)=Ze, ¢ > 0.
Wie unter 12.2 konnen wir (RK),=0 fir i#q, ¢+1, NK),=NK),..=2
annehmen. Wir haben dann eine exakte Folge von FD-Komplexen
(12.22) 0—-L—-K—M-—0
mit NL = (Z, q), "M = (Z, q + 1).}
Da N* in den Dimensionen > ¢ + 1 isomorph ist, induziert sie dort
sicher Epimorphismen der Kohomologie. Wenn wir nun zeigen, dass
HY{(RNRK**® QG) =0,
HH(RK)" R G) =0
ist fiir alle endlich erzeugten G, dann folgt die Behauptung nach 11.7.

Wegen der universellen Koeffizientenformel (s. [4], VI, 3.3) geniigt es dazu
wiederum,

(12.24) HY(RK?)" Qk) =0, t=¢qq¢+1

fiir alle Primkorper k (Charakteristik 0 oder > 0) nachzuweisen. Nach
[6], 5.11 hangt die Homologie von (K?/7)Q k = (K& k)?/m nur von
H(K ® k) ab; also ist auch die Kohomologie, d.i.
H(K™ @ k) = H(RK")*" @ k)

durch H(K @ k) bestimmt. Wenn die Charakteristik von & kein Teiler
von ® ist, dann ist H(K®k) =0, also H(NK?)* ® k) =0. Wenn
dagegen p’ = Charakteristik(k) die Zahl ® teilt, dann ist

HEKQRQk =Z=HLSQEkDMRSOQE) .
Wir brauchen also nur zu zeigen, dass

(12.25) H(L® M RZ,)=0, t=¢q,¢+1
ist fur alle Primzahlen p’.

Nun ist
(12.26) LPAM?=L"EM*"DF,

wobei F' ein n-freier Komplex ist; genauer ist F' eine direkte Summe von

Komplexen der Form Zr Q L x M* mit r + s=p, 0 < r, s < p. Aus
12.26 folgt

(12.27) (L@ M) = L**" @ M*>*" @ F*",

und F** ist eine direkte Summe von Komplexen (L” x M®)* mit den
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gleichen r, s wie oben. Nach der Kiinnethformel ist die Homologie und
Kohomologie von L” x M?* null unterhalb der Dimension rq + s(g + 1) >
q + 1. Also folgt

(12.28)  H(LOMy*'Qk)=H L' Qk)DH(M**'®@ k), i=q, ¢+1,

und wir brauchen nur zu zeigen, dass die rechte Seite null ist. Dies folgt
fiir i=q aus 12.19. Ebenfalls nach 12.19 ist

(12.29) H*LOM y*'® k=H"*(L**"®k)="Tor (k, H*(L**") ,

letzteres wegen der universellen Koeffizientenformel und 12.20. Die
Gruppe H*(L?*") ist nach Abschnitt 12.11 homomorphes Bild von
H 14—, Z), und diese Gruppe ist null fir (p — 1) ¢ — 2 # 0. Es bleiben
also schliesslich nur noch die Falle (p, 9) = (2, 2) und (p, q) = (3, 1) iibrig.
In diesen Fillen ist H***(L?*")=Z (‘‘symmetrisches Quadrat der 2-Sphare’’
bezw. ‘‘3* zyklische Potenz der 1-Sphare’’. Fiir den Fall (2, 2) s. auch [8],
12.22, also auf jeden Fall Tor (k, H***(L**")) =0, q.e.d.

12.30 BEMERKUNG. Mit Hilfe der ‘‘verallgemeinerten Bar-Konstruk-
tion”’ in [8] ergibt sich ziemlich leicht H,(K*/w) = 0 fiir © =¢q,q + 1 und
damit ein anderer Beweis fiir die entscheidende Gleichnung 12.23 (oder
auch 12.19).

12.31. Die Sitze 2.6 und 6.7; allgemeiner Fall. Wir nehmen nun
einen Dbeliebigen freien endlich erzeugten (in jeder Dimension) FD-
Komplex K. Dann konnen wir annehmen, dass

(12.32) K=Y K

ist, wobei jeder FD-Komplex K* von der unter 12.2 betrachteten Art ist
(vgl. §11). Die Satze 2.6 und 6.7 sind also bewiesen, wenn wir zeigen,
fur dass sie fiir eine direkte Summe von FD-Komplexe gelten, falls sie
fur jeden Summanden gelten. Wir fiihren dies durch fiir eine Summe
von zwei FD-Komplexen, K = L @ M; der allgemeine Beweis verlauft

genau so (librigens ist die Summe 12.32 ja endlich in jeder Dimension).
Wir erhalten

(1233) K® = [@® 69 M@ @ F ,
(12.34) K* =L* ©M* QF’,

wobei F', F'’ freie m-Komplexe sind, die sich aus Summanden der Form

Zr Q@ L™ Q M® bezw. Zr @ L™ x M*® zusammensetzen. Entsprechend
spalten die Abbildungen ®/7 und N* auf:
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W QL @ WM ® W@, F+ L2820,

Lp*/n.@ Mp*/TE@ F'*/ﬂw L™ @ M2** @ FET
Nach Voraussetzung besitzen «, 3, ', 8’ Rechts-Homotopieinverse: zu
beweisen ist dasselbe fiir v und o’. Weil F’* frei ist, ist ¥ = N*:
F'™*|x — F'*" ein Isomorphismus. Die Abbildung v setzt sich aus Sum-
manden
(12.35) WRLr Q@ (L™ Q MY — (Zx Q (L™ x M*®)*)|x
zusammen. Die linke Seite ist nichts anderes als W (L™ Q M¥)*, also
homotopiedquivalent zu (L @ M“)*, die rechte ist (L™ x M*)*; die
Abbildung 12.35 ist homotopiedquivalent zu einer Eilenberg-Zilber-
Abbildung und daher selbst eine Homotopiedquivalenz. g.e.d.

13. Der Fall S(p', p), i > 0

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach 4. Wir benutzen Bezeich-
nungen und Ergebnisse aus [23], 14.

Sei r = pt?, also n = rp. 7 sei eine zyklische Gruppe der Ordnung p,
deren erzeugendes Element « auf den Zahlen (0,1, ---, n — 1) vermoge
(k) = k& + r mod » operiert. Ferner sei & = S(p*%, p), und £ operiere
“intervallweise’’ in (0,1, --., » — 1); d.h. wir zerlegen (0,1, -+, n — 1)
in p Intervalle mit je r Elementen, und der j* Faktor von &? operiert im
J* Intervall (s. [28], 14). Damit ist zcS(n), {?CS(n), und die von 7 und
¢? erzeugte Untergruppe von S(n)ist eine p-Sylowuntergruppe S(p', p)=o.

Ist U ein =w-freier, V ein ¢-freier azyklischer Komplex, dann ist
W=UQR V*® ein o-freier azyklischer Komplex. Dabei operiert = auf
V@ durch Vertauschung der Faktoren; ¢? operiert faktorenweise in V'?
und trivial in U (s. [23], 14).

Es seien nun K,, K, ---, K,_, freie, endlich erzeugte (in jeder Dimen-
sion) FD-Komplexe. Wir betrachten die Abbildungen

WR@ LK) =UQV?Q (R LK)
(13.1) = UQ @ (VR @ Ki)

Tk

U® @ YII5% Kurs)* —— (TISK) -

Die nicht bezeichneten Abbildungen sind Vertauschungsisomorphismen.

Die Abbildungen F'* sind dual (im Sinne von 2.4) zu den entsprechenden

Abbildungen F' von 1.12; der Index « oder ¢ bezeichnet die Gruppe, um
die es dabei geht.

Die zusammengesetzte Abbildung 13.1 ist dual (im Sinne von 2.4) zu

einer Abbildung

id® @2ACF™)
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(13.2) “F:WQ ([I15K,) — @K,

wie in Satz 1.12 (Eigentlich entstehen beim Dualisieren von 13.1 Terme
mit zwei Sternen. Da aber alles endlich erzeugt ist, kommt man beim
doppelten Dualisieren zuriick. 18.2 ist zundchst nur fiir endlich erzeugte
freie K, definiert, tibertragt sich aber wegen der Natlirlichkeit auf belie-
bige K,.) Wir konnen die zusammengesetzte Abbildung 13.1 also fir
unsere Definition der reduzierten Potenzen benutzen, d.h. wir erhalten,
wenn wir alle K, = K setzen, die ‘‘richtige’’ g-Abbildung 2.2, namlich

(13 3) cr¢: W®K(n)* =~ U® V(P)@K(n)* ~ U®(V®K(r)*)(p)
) 4@ o)W

U®(Kr*)(p) ! Krp* Kn* ,
und durch ﬁbergang zum Quotienten

(13 4) cp/o-: W®,K(”)* =~ U®,,(V®§K(”*)(p’
' id R=(@/O)P

U® (Kr*/éa)(p) __) Krp*/o-

Die Abbildung ®/7 (sie wird hier angewendet fiir den FD-Komplex K’¢;
vgl. 6.1) besitzt nach §12 ein Rechts-Homotopieinverses, ebenso ®/¢
(nach Induktionsvoraussetzung) und damit auch id ®.(®/¢)® (zum letzten
Schluss vgl. [23], 5). Also besitzt auch ®/o ein Rechts-Homotopieinverses,
wie in 2.6 behauptet.

Nun zum Beweis von 6.7. Die Abbildung oN,: K"/c — K™ lasst sich
wie folgt aufspalten

(135) Ko = (K7jey |z 2, (greyor S (ereps = gone

Die Abbildung "N, (hier fiir den FD-Komplex K™) besitzt nach § 12 ein
Links-Homotopieinverses, ebenso ¢ N, (nach Induktionsvoraussetzung) und
damit auch (°N,)?/7 (denn der Funktor K — K?/z erhilt Homotopien; s

[5], 5.11). Also besitzt auch °N, ein Links-Homotopieinverses, wie in 6.7
behauptet.

14. 7 = S(n, p)

Fir n < p ist # = S(n, p) = 1, und die zu beweisenden Satze werden
trivial: ®/1 ist eine Homotopiedquivalenz und N, = N ist ein Isomor-
phismus.

Fiir » = p ist S(n, p) nach [23], 13.2 ein direktes Produkt von speziellen
Sylow-Gruppen S(pf, p), fiir die 2.6 und 6.7 in §13 bereits bewiesen
wurden. Es geniigt daher, den folgenden Hilfssatz zu beweisen (fiir die
genaue Erklarung der Bezeichnung vgl. [23], S. 212)
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14.1 HiLrssATZ. Ist die Behauptung von 2.6 bezw. 6.7 fiir die Per-
mutationsgruppen ¢CS(r) und oCS(s) richtig, dann auch fiir das
direkte Produkt © = ¢ x o C S(r + s).

BEWEIS fiir 2.6. Ist Uein ¢-freier und V ein o-freier azyklischer Kom-
plex, dann ist W = U® V ein r-freier azyklischer Komplex (wobei ¢ x
faktorweise operiert; s. [23], S.212). Wie in §13 (s 13.1-13.8) zeigt sich
nun, dass man die (besser: eine) Abbildung *® als Zusammensetzung (mit
n=1r-+s)

141 @ WREK™ = (UR K™ @ (VR K22,

K Q K+ =~ (K’r@Ks)*__f_*_) (K™ x K%)* = Kn*
erhalt. Die nicht bezeichneten Abbildungen sind wieder natiirliche
Isomorphismen und f:L, x L,— L, L, ist eine Eilenberg-Zilber-
Abbildung vom kartesischen ins Tensorprodukt von FD-Komplexen.
Durch Ubergang zum Quotienten entsteht aus 14.1
(14.2) D7 WR.K™* = (URK"*) R (VR.K*)

(KT*/§)®(KS*/O') ; (Krg ® Kscr)* f*} KnT*EKn*/T.

Da ®/¢ und ®/o Rechts-Homotopieinverse besitzen, gilt dasselbe fiir
(®/2) ® (®/0) und damit fiir ®/z (denn f* ist eine Homotopieaquivalenz).

BEWEIS fiir 6.7. Er ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Auf-
spaltung der Abbildung °*N,: K"/t — K",

¢NxX 7Ny
—_

(@/) ® (/o)

(14.3) K"t = (K"[¢) x (K*[|o) K7 x Ko = K™ .

15. #=38(n)

Analog zu [23] fiihren wir diesen Fall auf den der Sylow-Untergruppen
zuriick mit Hilfe des Transferhomomorphismus

(15.1) T: K™*|t — K"*|o
bezw.
(15.2) t: K**e — K7,

Hierbei sind ¢ C 7 beliebige Untergruppen von S(n). Zur Definition von
T bezw. t wahle man in 7 ein beliebiges Repriasentantensystem {«} fiir die
Rechts- bezw. Linksrestklassen von ¢ in 7 und definiere

(15.3) K** — Kn*, u— 3 xu), u € K*,
Die Abbildung 15.1 bezw. 15.2 entsteht aus 15.8 durch ﬁbergang zum
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Quotienten bezw. Beschrankung auf die invarianten Elemente (vgl. [23],
11).
Aus der Definition folgt leicht (s. [23], 11), dass die Zusammensetzung

(15.4) K e —Ls Bntjg -2 Kox)r
bezw.
(15'5) Kn*z' v Kn*o‘ t K'n*‘t

(p bezw. ¢ die natiirliche Projektion bezw. Injektion) jedes Element mit
m=|[t : 6]=Index von ¢ in 7 multipliziert. Dasselbe gilt auch noch, wenn
wir diese Abbildungen mit einer beliebigen Koeffizientengruppe G tenso-
rieren. Es folgt (s. [23], 11.4)

(15.6) m-H((K™*[7t) ® G)C p(H(K™*|0) @ G))
(15.7) m-HEK™* ® G) C t(HK™ Q G)) .

Wir betrachten nun das folgende Diagramm

W®O_K(n)* EV_U) Kn*/o-ﬂt Kn*e

(15.8) p'l pl lt

(n) * nk nkr
WK™ oo KMt -2 K

(W ein azyklischer freier z-Komplex, also auch ¢-Komplex; p’ die natiir-
liche Projektion). Man sieht, dass 15.8 kommutativ ist.

Setzen wir nun 7 = S(n), ¢ = S(n, p), dann induzieren ®/¢ und *N*
Epimorphismen der Homologie (beliebige Koeffizienten). Aus 15.6, 15.7
und der Kommutativitat von 15.8 folgt dann, dass das [S(n) : S(n, p)]-fache
jedes Elementes von H((K"*/S(n)) ® G) bezw. H(K™*S™ Q G) im Bild
bei ®/S(n) bezw. S™ N* vorkommt. Weil der grosste gemeinsame Teiler
der Zahlen [S(n): S(n, p)] gleich 1 ist, wenn p alle Primzahlen durchlauft,
folgt, dass schon jedes Element von H((K"*/S(n))® G) bezw.
H(K"*S"™ @ @) selbst im Bild bei ®/S(n) bezw. S™ N* vorkommt, d.h.
®/S(n) und S N* induzieren Epimorphismen der Homologie fiir alle
moglichen Koeffizienten. Nach 11.7 besitzt N,: K*/S(n)—K"S™ dann
ein Links-Homotopieinverses, wie in 6.7 behauptet.

Aber auch fir 2.6 konnen wir 11.7 heranziehen. Die Abbildung ®/z
ist namlich dual zu

(D/ry*
_

(15.9) (K'n*/z-)* (W®TK(n)*)*

(alle vorkommenden Gruppen sind frei und endlich erzeugt; doppelte
Dualisierung fiihrt also zuriick). Also besitzt 15.9 nach 11.7 ein Links-
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Homotopieinverses, also ®/t dual dazu ein Rechts-Homotopieinverses,
q.e.d.
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