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ANNALS OF 1%ATHEMATICH 

Vol. 67, No. 2 March, 1958 
Printed in Japan 

QUASIFASERUNGEN UND UNENDLICHE 
SYMMETRISCHE PRODUKTE 

VON ALBRECHT DOLD UND RENt THOM 

(Received March 5, 1957) 

Einleitung 

In der vorliegenden Arbeit werden die in [3] angekuindigten Resultate 
bewiesen und verallgemeinert. Wesentliches Ziel ist die Bestimmung 
des Homotopietyps des unendlichen symmetrischen Produktes SP(X) und 
einiger anderer Konstruktionen, die fiber einem topologischen Raum de- 
finiert werden konnen. 

Als Hilfsmittel bei diesen Untersuchungen dienen die Quasifaserungen. 
Eine Quasifaserung ist, kurz gesagt, eine stetige Abbildung p: E -- B, 
die sich beztiglich der Homotopiegruppen der Raume E, B, p-'(x), x e B, 
und ihrer Abbildungen wie eine Faserung verhalt. Genauer: Fuir jedes 
x e B und i > 0 ist p*: 7r,(E, p-'(x)) 7ri(B). Insbesondere existiert zu 
jeder " Faser" p-1(x) einer Quasifaserung eine exakte Homotopiefolge 

7t+1(B) - 7r%(p-1(x)) > 7ri(E) - ri(B) -. 

In ? 1 werden Quasifaserungen definiert und einige einfache Eigen- 
schaften zusammengestellt. ? 2 enthalt hinreichende Kriterien daf fir, daB 
eine gegebene stetige Abbildung p: E -- B eine Quasifaserung ist (s. 2.2, 
2.10, 2.15). Das wichtigste lautet in seiner einfachsten Form (s. 2.2 Ko- 
rollar): Sind U und V offene Mengen in B, so daB die Teile von p: E-*B 
fiber U, V und U n V Quasifaserungen sind, und ist U U V = B, dann 
ist p selbst eine Quasifaserung. Ferner wird in ? 2 eine abgeschwachte 
Form des " covering homotopy theorem" bewiesen (s. 2.7): Ist h: PE 
eine stetige Abbildung eines endlichen Polyeders und ist D: P x I -* B 
eine Deformation der Abbildung p o h, dann laft sich eine zu D homo- 

tope Deformation D in E hochheben. Wenn es in B hinreichend viele of- 
fene Mengen Uj gibt, so daB die Teile von p: E -- B fiber U. Quasifaser- 

ungen sind, dann kann die Homotopie, die D und D verbindet, beliebig 
klein gewahlt werden. 

Es folgt (? 3) die Definition des symmetrischen Produktes SP(X, 0). 
Ist X eine Menge und 0 e X, dann ist SP(X, 0) das abelsche Monoid mit 
den Elementen von X als Erzeugenden und der einzigen Relation 0 =null 
(d.h. das freie abelsche Monoid mit X - 0 als Basis; die uiberfluissige Er- 
zeugende 0 wird bei der Definition der Topologie in SP(X, 0) benutzt). 
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240 ALBRECHT DOLD UND RENE THOM 

Die Elemente von SP(X, 0) schreiben sich also eindeutig in der Form 
Exe x-o nxx mit ganzzahligen Koeffizienten nx > 0 von denen nur end- 
lich viele von Null verschieden sind. Ist X ein topologischer Raum, dann 
definieren wir folgendermaBen eine Topologie in SP(X, 0). Sei Xq = X x 
X x ... x X (q Faktoren). Wir erklaren eine Abbildung X2 -+ SP(X, 0) 
durch (x,, x,, xq) _Eq= xo,. Das Bild SP"( X) versehen wir mit der 
Identifikationstopologie und SP(X, 0) mit der Limestopologie, die durch 
die Folge von Raumen SP1(X) C SP2(X) C ... C SPq(X) c ... definiert 
wird. Beztiglich dieser Topologie ist die Addition in .SP(X, 0) stetig auf 
kompakten Teilmengen von SP(X, 0) x SP(X, 0); wenn X ein abzahlba- 
rer CW-Komplex ist, dann ist sie iberhaupt stetig. SP(X, 0) ist also ein 
freier abelseher assoziativer H-Raum mit Nullelement. Stetige Abbil- 
dungen (X, 0) -*(X', 0') induzieren stetige Homomorphismen SP(X, 0) 
SP(X, 0'); SP(X, 0) wird damit zum Funktor auf der Kategorie der 
topologischen Raume mit Basispunkt. 

LaBt man in den Summen Ex, _ nx-x auch negative Koeffizienten nx 
zu (? 4), so erhalt man die freie abelsehe Gruppe AG(X, 0) mit X - 0 als 
Basis. Diese Gruppe kann wieder in nattirlicher Weise mit einer Topolo- 
gie versehen werden, so daB die Addition auf kompakten Teilmengen 
stetig ist, zumindest wenn X ein simplizialer Komplex ist; ist X ein ab- 
zahlbarer Komplex, dann ist die Addition uiberhaupt stetig, und AG(X, 0) 
ist eine topologische Gruppe. 

Schliefflich fassen wir die Koeffizienten als Restklassen mod m auf und 
erhalten eine Gruppe AG(Y, 0; m). Diese Gruppe ist nichts anderes als 
die Faktorgruppe AG(Y, O)! rAG(Y, 0). Auch die Gruppen AG(X, 0) 
und AG(X, 0; m) mit ihren Homomorphismen sind Funktoren des Argu- 
ments (X, 0). 

Da SP(X, 0) ein Funktor von (X, 0) ist, gilt dasselbe fur die Homoto- 
piegruppen 7wi(SP(X, 0)). In ? 6 beweisen wir, daB dieser Funktor fuir 
zusammenhaingende CW-Komplexe X mit dem Homologiefunktor Hi(X,Z) 
tibereinstimmt (i > 0). Der Beweis stutzt sich auf die EILENBERG- 
STEENRODsche Axiomatik der Homologietheorie. Wir benutzen eine 
etwas modifizierte Form der Axiome, die uns von D. PUPPE vorgeschla- 
gen wurde und in welcher keine relativen Gruppen auftreten. Wir zeigen, 
daB die Gruppen wi(SP(X, 0)) diesen Axiomen gentigen und erhalten das 
Ergebnis aus dem Eindeutigkeitssatz der Homologietheorie ftur CW- 
Komplexe. Auf die gleiche Weise erhalten wir 7w,(AG(X, 0)) - Hi(X, Z) 
und 7wi(AG(X, 0; m) -Hi(X, Zmz), i > 0, ftir abzahlbare simpliziale Kom- 
plexe. Insbesondere sind Sp(Sn) und AG(Sn) (Sn = n-Sphare) EILENBERG- 

MACLANEsche Komplexe K(Z, n), und AG(Sn; m) ist ein Komplex K(Zm,,n). 
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Dieses Ergebnis fur Sn bestatigt eine Vermutung von J. P. SERRE. 
Als Anwendung geben wir einen Beweis des Satzes von J. C. MOORE, 
daB die k-Invarianten eines abelsehen assoziativen H-Raumes verschwin- 
den. Wir zeigen ferner: Sind X und Y zusammenhangende abzahlbare 
CW-Komplexe, dann kann jede Folge von Homomorphismen w,(SP(X))-* 
7r,(SP(Y)), i> 0, durch einen stetigen Homomorphismus SP(X) -- SP(Y) 
realisiert werden. 

Ein wesentlicher Schritt fuir die Beweise in ? 6 ist der folgende Satz, 
den wir in ? 5 herleiten. Ist X ein CW-Komplex, A ein zusammenhain- 
gender Teilkomplex, der 0 entha1t, X/A der Raum der aus X durch iden- 
tifizieren von A zu einem Punkt 0 entsteht und p: X -? X/A die Iden- 
tifikationsabbildung, dann ist der durch p induzierte Homomorphismus 

SP(X, 0) -+ SP(X/A, 0) eine Quasifaserung mit Faser SP(A, 0). Ist X 
ein abzahlbarer simplizialer Komplex und A ein beliebiger Teilkomplex, 
dann sind die induzierten Abbildungen AG(X, 0) -- AG(X/A, 0) bezw. 

AG(X, 0; m) -* AG(X/A, 0; m) Projektionen von Hauptfaserbundeln (im 
Sinne von [12]) mit Strukturgruppe AG(A, 0) bezw. AG(A, 0; m). 

1. Quasifaserungen; fasernweise Abbildungen 

1.1. DEFINITION. Eine stetige Abbildung p: E B des topologischen 
Raumes E auf den topologischen Raum B heift Quasifaserung, wenn 

( 1 ) p*: 7ri(E, p-'(x), y) 7ri(B, x) 

ftir jedes x e B, y e p-1(x) und jedes i > 0. 
E heift gefaserter Raum, B Basis und p-1(x) Faser fiber x der Quasi- 

faserung. 
1.2. BEMERKUNG. Ist X ein topologischer Raum, und x e Y c X, so 

verstehen wir unter w0,(X, x) die Menge der Bogenkomponenten von X 
und nennen die Bogenkomponente von x das neutrale Element von 
w0,(X, x). 7wo(X, Y, x) entsteht aus 7w0(X, x), indem man alle Bogenkom- 
ponenten, die Y treffen, identifiziert; diese Bogenkomponenten bilden 
das neutrale Element von 7w0(X, Y, x). Die Elemente von 7w1(X, Y, x) sind 
die Homotopieklassen der stetigen Abbildungen des Intervalls I = [L0 1] 
in X mit f(O) = x, f(1) e Y; dabei sind nur solche Homotopien zugelas- 
sen, die den Bildpunkt von 0 fest lassen und den Bildpunkt von 1 inner- 
halb Y bewegen. Die konstante Abbildung f([O, 1]) = x reprasentiert das 
neutrale Element von 7w1(X, Y, x). Die Isomorphie (1) ist ftur i = 0, 1 als 
eineindeutige Beziehung zwischen den so definierten Mengen mit neu- 
tralem Element aufzufassen. Vermoge p-1 versehen wir 7w1(E, p-'(x), y) 
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mit der Gruppenstruktur von w1T(B, x); p* ist dann fur i > 1 ein Isomor- 
phismus zwischen Gruppen. 

1.3. BEMERKUNG. Jede Faserung im Sinne von J. P. SERRE ([11], S. 
443) ist eine Quasifaserung: Aus der Tatsache, daB man Homotopien 

endlicher Polyeder " hochheben " kann (d.i. die De- 

E finition der SERREschen Faserung) folgt die Isomor- 
-E phie (1). { P Die folgende Quasifaserung ist keine Faserung im 
- B Sinne von SERRE: E besteht aus zwei abgeschlos- 

senen Quadraten und einer verbindenden Strecke, B 
ist eine abgeschlossene Strecke und p ist in der Zeichnung die vertikale 
Projektion. Die Identitat der Basis ist ein Weg, den man nicht in E 
hochheben kann. 

1.4. Die exakte Folge einer Quasifaserung p: E -+ B (zum Bezugs- 
punkt x) 

(2) --7 r+1(B, x) - 7rT(p-1(x), y) 7ri(E, y) 7f (B, x) ->- - 
7o(B, x) > 0 

entsteht aus der exakten Homotopiefolge des Raumpaares (E, p-'(x)) 

a i 
(3) -*i+i(E, p-'(x), y) -7c(p-1(x), y) - 7ri(E, y) * .. 

> 7ro(E, p-'(x), y) >O. 

indem man die relativen Gruppen 7r(E, p-'(x), y) vermoge der Isomor- 
phie (1) durch die Gruppen w%(B, x) ersetzt (x = p(y), A = 0 o -1). 

1.5. BEMERKUNG. Die Folgen (3) und (2) sind auch fur i = 0, 1 noch 
exakt in dem Sinne, daB das Bild jeder Abbildung mit dem Urbild des 
neutralen Elementes bei der folgenden Abbildung tibereinstimmt (vgl. 
1.2). 

1.6. DEFINITION. p: E -* B und p': E' -* B' seien Quasifaserungen. 
Eine stetige Abbildung h: E -- E' heiBt fasernweise Abbildung, wenn sie 
Fasern in Fasern uberfuihrt, d.h. wenn es eine (nicht notwendig stetige) 
Abbildung h: B -+ B' gibt, so daB das Diagramm 

P 
E B 

(4) h{ {h 
E' - B' 

P' 

kommutativ ist. h ist durch h eindeutig bestimmt und heilt die durch 
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h induzierte Abbildung der Basis. 
1.7. Eine fasernweise Abbildung h: E -* E' induziert wegen h(p-'(x)) 

c p'-'(x'), x' == h(x), einen Homomorphismus der Homotopiefolge des 
Paares (E, p-'(x)) in die des Paares (E', p'-'(x')) 

7ri+l(E, p-'(x)) -- 7r(p-'(x)) -*7ri(E) -- r,(E, p-'(x)) 
(5) t t Ih* I 

7r+(El, I P 1(x')) -* 7r(p'-'(x')) --7r(E') --*7i(E', '1-1(x')). 

Wegen (1) konnen wir die relativen Gruppen in (5) durch die absoluten 
Gruppen der Basis ersetzen und erhalten den 

1.8. SATZ. Eine fasernweise Abbildung h: E -- E' (s. 1.6) induziert 
einen Homomorphismus der exakten Homotopiefolgen (s. 1.4) 

wi+1(B) 7rj(p-1 ($)) > r(E) - r(B) * > *ro(B) 0 
hi* ho* h*| 
31 ri. (B') >7ri(p'- 1(x')) > ri(E') > r(B') > * 7o(B ') > - 

3 .2* 1P 

Dabei ist ho: p-'(x) -*p'-'(x') die Abbildung hlp-1(x) und x' = h(x). Der 
Homomorphismus h* ist diejenige eindeutig bestimmte Abbildung, fur 
die das Diagramm 

7ri(E, p-'(x)) - 72i(B) 
(6) h* h* 

7ri(E', p'-'(x')) 7ri(B') 
P* 

kommutativ ist. Aus der Kommutativitat von (4) folgt, daBh* durch die 
Abbildung h induziert wird, wenn h stetig ist. 

Die Faser p-'(x) einer Quasifaserung ist im wesentlichen dieselbe fur 
alle x; fUr eine prazise Formulierung dieser Tatsache benotigen wir eine 

1.9. DEFINITION. Zwei topologische Riume X und Y sind vom gleichen 
schwachen Homotopietyp, wenn es einen Raum W und stetige Abbildun- 
gen f: W -? X, g: W -? Y gibt, die Isomorphismen aller Homotopie- 
gruppen induzieren 

f*: 7ri(W) -- ri(X), g*: 7ri( W)=-7ri(Y), alle i _ O. 

Ein solches Paar von Abbildungen heiit eine schwache Homotopieaqui- 
valenz (zwischen X und Y). Der Bequemlichkeit halber nennen wir auch 
eine einzelne Abbildung eine schwache Homotopieaquivalenz, wenn sie 
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Isomorphismen aller Homotopiegruppen induziert (zusammen mit der 
Identitat des Bild- oder Urbildraumes ist sie ja tatsachlich eine schwache 
Homotopieaquivalenz). 

Wir behaupten: Schwache Homotopietquivalenz ist eine transitive Re- 
lation. 

BEWEIS. Es seien gegeben topologische Raume V, W, X, Y, Z und 
stetige Abbildungenf: V-+X, g1: V- Y, g2: W- Y, h: W-*Z die 
Isomorphismen aller Homotopiegruppen induzieren. Wir haben eine 
schwache Homotopieaiquivalenz U X, U Z zu konstruieren. Wir 
konnen annehmen, daB V ein (i.a. unendliches) Polyeder ist; sonst erset- 
zen wir V etwa durch die geometrische Realisierung seines singularen 
Komplexes (s. J. MILNOR, Ann. of Math. 65, 1957, 357-362, Th. 9). Be- 
trachten wir jetzt den AbbildungszylinderZ(g2) von g2. Die relativen Homo- 
topiegruppen 7ri(Z(g2), W) sind Null; daher konnen wir die Abbildung 
g1: V -+ Y c Z(g2) innerhalb Z(g2) in eine Abbildung g': V -+ W defor- 
mieren, d.h. es gibt eine Abbildung g': V-- W, so daB g1 homotop ist zu 
g, o g'. Insbesondere induziert g' Isomorphismen aller Homotopiegrup- 
pen, und f: V -? X, h o g': V -- Z ist eine schwache Homotopie- 
aquivalenz. 

1.10. SATZ. In einer Quasifaserung p: E -+ B mit bogenweise zusam- 
menhangender Basis B sind alle Fasern p-'(x), x e B, vom gleichen schwa- 
chen Homotopietyp. 

BEWEIS. Wie jede stetige Abbildung kann man eine Quasifaserung 
p: E -? B in der bekannten Weise durch eine Faserung im Sinne von 
SERRE ersetzen: Man bilde den Raum W aller Wege w: I -+ B in B (mit 
der kompakt-offenen Topologie) und nehmen in E x W den Teilraum E' 
der Paare (y, w), fur die p(y) = w(O) ist. Die Abbildung (y, w) -+ w(l) 
definiert eine Faserung p': E' B im Sinne von SERRE. 

Man definiert eine Injektion h: E -? E' durch h(y) = (y, p(y)), wo p(y) 
den konstanten Weg Il- p(y) bezeichnet. E' ist auf E zusammenzieh- 
bar (eine Deformation ist durch D,(y, w) = (y, wT); w,(t) = w((1 -)t) 
gegeben), h also eine Homotopieaquivalenz. Andererseits ist h eine fa- 
sernweise Abbildung, die die Identitat der Basis induziert. Betrachten 
wir den Homomorphismus der exakten Homotopiefolgen, den h nach 1.8 
definiert: h* und h* = id sind Isomorphismen und daher nach dem 5er- 
Lemma ([4]; I, 4.3) auch ho*: 7ri(p-'(x)) -7r(p'-1(x)) (auch fuir i = 0 ist 
h.* ein Isomorphismus). h, ist also eine schwache Homotopieaiquivalenz, 
und es genuigt daher zu zeigen, daB in E' je zwei Fasern p'-1(x) und 
p'I-(x') vom gleichen (schwachen) Homotopietyp sind. 

Es sei w: I -? B ein Weg von x nach x'. Wir definieren eine Abbildung 
T(u_): p'-'(x) -+ p'-1(x') durch T(w)(y, w) (y, wwi). T(fi) ist eine Homo- 
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topieaiquivalenz und T(w-7I) ist homotopieinvers zu T(?); ziehen wir 
naimlich den Weg ?V u' in sich auf den Anfangspunkt x zusammen, so 
erhalten wir eine stetige Schar w, von Wegen in B, die mit w. - w- beginnt 
und mit dem konstanten Weg x endet. T(w,) ist dann eine Deformation 
von T(u. -Wi) - T(w-l) o T(Tv) in T(w1) = T(x) - id. Entsprechendes 
gilt fur T(TW) o T(W V-1). p'-'(x) und p'-1(x') sind also in der Tat vom glei- 
chen Homotopietyp. 

2. Kriterien fur Quasifaserungen 

2.1. DEFINITION. p: E-+B sei eine stetige Abbildung. Eine Teilmenge 
U c B heift ausgezeichnet (bezuglich p), wenn U c p(E) und wenn 

( 7) p.: 7ri(p-'(U), p-'(X), y)-_ ri(U, x) 

fur jedes x e U, y e p-'(x) und i ? 0, 

d.h. wenn Pu: p-'(U) -+ U, die Einschrainkung von p auf p1'(U), eine 
Quasifaserung ist. 

2.2. SATZ. p: E -+ B sei eine stetige Abbildung. In B gebe es emn System 
U = {Ui} von ausgezeichneten offenen Mengen mit denfolgenden Eigen- 
schaften 

(: Die Mengen Uj itberdecken B. 
2 Zu jedemxeUui n Ugibtesein UeUmitxeU j c U, nl Uk. 

Dann ist B ausgezeichnet, d.h. p ist eine Quasifaserung. 
KOROLLAR. Ist p: E -* B eine stetige Abbildung und sind U, V und 

u n V ausgezeichnete offene Mengen, dann auch U U V. 
2.3. BEMERKUNG. Man kann die Eigenschaft e, in Satz 2.2 nicht 

weglassen, d.h. es genugt nicht, daB die ausgezeichneten off enen Mengen 
B tiberdecken. 

Gegenbeispiel: B sei die reelle Zahlenebene, E die kings des Intervalls 
0 < x < 1, y = 0 aufgeschlitzte Ebene ohne den " unteren " Schlitzrand 
(den Schlitzrand von y < 0) und p: E -+ B die naturliche Projektion. Die 
Halbebenen x > 0 und x < 1 sind ausgezeichnet (alle in (1) vorkommenden 
Gruppen sind trivial) und uberdecken B. Ware p eine Quasifaserung, dann 
mtifte p*: 71(E) -r1(B) sein (denn alle Fasern sind Punkte). Die Gruppe 
7w1(B) ist aber trivial und 71(E) ist frei zyklisch. 

Dieses Beispiel zeigt gleichzeitig, daB eine Teilmenge einer ausge- 
zeichneten Menge nicht notwendig selbst ausgezeichnet ist: Die Halbe- 
bene 0 < x ist ausgezeichnet, aber der Streifen 0 < x < 1 ist es nicht-sonst 
ware die ganze Ebene ausgezeichnet nach 2.2. Insbesondere induziert 
eine stetige Abbildung B' -+ B in die Basis einer Quasifaserung E -+ B 
im allgemeinen keine Quasifaserung E' -+ B'. 
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Dem Beweis des Satzes 2.2 schicken wir einige Hilfssitze voraus. 
2.4. HILFSSATZ. Es seien p: E -+ B eine stetige Abbildung und U c B 

eine ausgezeichnete Menge. Dann sind die beiden folgenden Aussagen 
gleichwertig 

(a) P* ,ri(E, p-1(x), y) 7r,(B, x) 
fir jedes x e U, y e p-'(x) und i > 0 

(b) P* 7ri(Ep p-'(U)g y) -,7(B, U. x) 
fiir jedes xe U, yep-'(x) und i > 0. 

BEWEIS. Die Abbildung p induziert far jedes y e p-'(x) einen Homomor- 
phismus der exakten Homotopiefolge des Tripels (E, p-'(U), p-'(x)) in 
die des Tripels (B, U, x) 

(8) 
7r,(p-'(U), p-'(x)) -+ z7(E, p-'(x)) -+ ri(E, p-'(U)) -*7ri-.(p-'(U), p-1(x)) 

1 4~~ ~ ~~ I I 
7r(U) 7r,(B) 7r (B, U) -*> wr1(U) 

Unter der Voraussetzung (a) oder (b) sind alle vertikalen Abbildungen in 
(8) Isomorphismen auBer evtl. jeder dritten. Die Behauptung folgt da- 
her aus dem 5er-Lemma (s. [4]; I, 4.3). 

2.5. BEMERKUNG. Fur i = 2 sind die Gruppen im Diagramm (8) unter 
Umstanden nicht abelsch; das beeintriichtigt indessen die Gultigkeit des 
5er-Lemmas nicht. 

Fur i = O 1 tragen die in (8) auftretenden Mengen mit neutralem Ele- 
ment i.a. keine Gruppenstruktur, far die die Abbildungen in (8) Homo- 
morphismen sind. Die Zeilen sind jedoch exakt im Sinne der Bemerkung 
1.5, und man kann wie beim Beweis des 5er-Lemmas schlieBen, daB das 
Urbild des neutralen Elementes bei p,. nur aus dem neutralen Element 
besteht. Um in gleicher Weise zu schlieBen, daB p* eine Abbildung 
auf oder eine eineindeutige Abbildung ist, muBte man "Differenzen" in 
7rE, p-'(U), y) und 7<(B, U, x) bilden, was far i = O 1 nicht ohne 
weiteres moglich ist. Man kann jedoch als Differenz z.B. zweier Wege 
w1 und w, die in x beginnen und in U enden, den Weg w1 l-w2 betrachten 
und mit dieser Differenz den Beweis des 5er-Lemmas abertragen. (Dabei 
andert sich u.U. der Bezugspunkt; (8) und die Beziehung (7) sind jedoch 
fur jede Wahl der Bezugspunkte galtig). 

Zur Erlauterung dieser Bemerkung beweisen wir ausfahrlich, daB p*: 
7r(E, p-'(U), y) --+ B, U, x) eine Abbildung auf ist. Sei u': I -* B ein 
Weg in B, der in x beginnt und in U endet. Nach (7) (far i = 0) kann 
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man y durch einen Weg w' in E mit einem Punkt y' e p-1(x'), x' = w(l), 
verbinden. Der geschlossene Weg p(w')-l. w definiere das Element 
a e 7r1(B, x'). Nach (a) (fur i = 1) gibt es einen Weg w": I- E, der in y' 
beginnt, in p-'(x') endet und dessen Projektion p(w") das Element a 
reprasentiert. Sei nun w = w'-w". Wegen p(w)1-w' . p(w? ')-(p(w')-l- 
w) - 0, ist p(w) - X? unter Festhaltung der Endpunkte. Die Homoto- 
pieklasse von i- ist also Bild (bei p der Homotopieklasse von w. 

2.6. HILFSSATZ. Es seien p: F -? U eine stetige Abbildung, V c U, 
G p-1( V) und K eine r-dimensionale Vollkugel, r > 0 (fur r =0 ist K 
ein Punkt). Fir jedes x e V, y e p-1(x) sei p*: 7ri(F, G, y) 7ri(U, V, x) 
monomorph fuir i = r und epimorph fiir i = r + 1.' Es seien gegeben die 
stetigen Abbildungen 

(1) H: (KxI,Kx 1)-+(U, V) 

(2) h: (K x 0 U aK x I, aK x 1) -+ (F, G) = (p-'(U), p-1(V)) 

(3) d: ((K x O U aK x I) x I, (aK x 1) x I) -+(U, V) mit d(z, t, O) 
- :H(z, t), d(z, t, 1) = p o h(z, t). 

Dann gibt es Erweiterungen von h und d, d.h. es gibt stetige Abbildungen 

(a) H: (K x I, K x 1) -(F, G) mit H I K x O U aK x I = h 

(b) D: (K x x I, K x 1 x I) -*(U, V) mit 
D I (K x 0 U MK x I) x I= d und 

D(z, t, 0) = H(z, t), D(z, t, 1) = p o H(z, t). 

BEWEIS. Die Abbildung h definiert ein Element a e T7r(F, G), dessen 
Projektion in 7Tr(U, V) Null ergibt. In der Tat ist p o h zunachst vermoge 
d in H deformierbar und dann in die konstante Abbildung, weil H auf 
ganz K x I definiert ist. Nach Voraussetzung ist daher a = 0, d.h. h 
Mlat sich zu einer Abbildung H': (K x I, K x 1) -* (F, G) erweitern. 
(Unprazise formuliert verlauft der Beweis nun so: Wir haben zwei Null- 
homotopien von p o h, namlich p o H' und die durch d und H gegebene 
Deformation. Diese beiden Nullhomotopien definieren ein Element , aus 
7Tr+l(U, V). Wir konnen ,B um ein beliebiges Element aus P*(7Tr+i(F, G)) 
abandern, wenn wir H' geeignet abandern. Weil p., epimorph ist, kon- 
nen wir insbesondere H' = H so wahlen, dass ,B =0 wird. D ist dann die 
entsprechende Nullhomotopie.) Wir konnen annehmen, daB H' eine kleine 
(r + 1)-dimensionale Zelle der Form K' x [s, 1] konstant, etwa in den 
Punkt y e p-'( V) abbildet; dabei ist K' eine homothetische Verkleinerung 

1 Monomorph= isomorph in, epimorph= homomorph auf. 
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von K undO < s < 1 (s. Figur). Wir betrachten nun die (r + 1)-dimen- 
sionale Zelle 

K =(K x I x I) -Kx 1 x I 
=Kx I x 0 U K x I x 1 U Kx 0 x I U 8Kx I x I 

und definieren eine Abbildung D' dieser Zelle in U, die den Rand in V 
uberfuhrt, wie folgt: 

D'(z, t, 0) =H(z, t); D'(z, t, 1) = p o H'(z, t); 
D'l(Kx 0 U aKx I) x I=d (zeK, tel). 

D' bildet K' x [s, 1] x 1 in den 
,,|< XE[S,1] Punkt x = p(y) ab und repra- 

1-______ sentiert ein gewisses Element 

S -~~~~~~~ -----LL kd e z'r,+(U, V). Wir wahlen nun 
eine Abbildung H": (K, aK) 
(F, G), deren Projektion p o H" 
das Element - reprasentiert 

0 - -- 
- J und die das Komplement von 

K' K' x [s, 1] x 1 konstant in den 
Punkt y abbildet. Dann definie- 

ren wir H: (K x I, K x 1) (F, G) durch 

H(z, t) jH"(z, t, 1) fur (z, t) e K' x [s, 1] 
H'(z, t) sonst. 

und D: (K, 8K) -? (U, V) durch 
D(z, t, 1)= po H"(z, t, 1) po H(z, t) ffir (z, t)eK' x [s, 1] 

D(z, t, u) D'(z, t, u) sonst. 

D reprasentiert das Element (-,B) + = 0 aus 7r,+1(U, V) und kann 
daher zu einer Abbildung D: (K x I x I, K x 1 x 1) -- (U, V) erweitert 
werden. Die so konstruierten Abbildungen H und D genugen den 
Bedingungen des Hilfssatzes. 

Wie das Beispiel 1.3 zeigt, lMtU sich in einer Quasifaserung i.a. nicht 
jede Homotopie eines endlichen Polyeders " hochheben ". Eine abgesch- 
wachte Form des " covering homotopy theorem " bleibt indessen richtig, 
namlich der 

2.7. SATZ. p: E -* B sei eine stetige Abbildung und U1 = {UJ. emn System 
ausgezeichneter offener Mengen in B mit den Eigenschaften e, und U"2 des 
Satzes 2.2 (p ist also nach dem vorldufig noch unbewiesenen Satz 2.2 eine 
Quasifaserung). P sei emn endliches Polyeder und h: P -* E und H: P x I-1 
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B seien stetige Abbildungen mit H(z, 0) = p o h(z), z e P. Ferner seien 

endlich viele kompakte Mengen KA c P x I gegeben, und es sei H(Kx) c 
UA e U. Dann gibt es stetige Abbildungen H: P x I-*Eund D: P x I x I-- 
B mit 

(1) H(z, 0) = h(z) 
(2) D(z, t, 0) =H(z, t), D(z, t, 1) - p o H(z, t), D(z, 0, u) =H(z, 0) 

ftir u, t e I 

(3) D(KA X I) C UA. 

Offenbar konnen die kompakten Mengen KA bei gegebenem Hso gewahlt 
werden, daB sie P x I tiberdecken. Dann kann man den Satz 2.7 kurz so 

formulieren: Die Homotopie H laift sich nach einer geeigneten Defor- 
mation rel. P x 0 in E hochheben; die Deformation kann klein von der 
Ordnung 11 gewahlt werden. Wenn insbesondere 11 eine Basis der Topolo- 
gie von B ist, dann kann die Deformation Dbeliebig klein gewahlt werden, 
und wir erhalten die urspruingliche Definition der Quasifaserung in [3]. 

BEWEIS. {o,4 resp. {1, seien Zellenzerlegungen von P resp. I (I, 
[tv, tI+1], 0 = tI < t2 < *-* < tm, = 1). Wir beweisen weiter unten 

2.8. HILFSSATZ. Bei geeigneter Wahl von {o,-, resp. {I,} konnen wir 
jeder Zelle p der Produktzerlegung {o,} x {I, von P x I eine Menge UP e U 
zuordnen, sodacB gilt 

(a) H(p) c UP 

(b) Ist p Seite von p', so ist UP c UP' 

(c) Ist p n K# b k, dann ist U' c UA. 

Wir ordnen nun die Zellen o,, x I, einer solchen Zerlegung folgender- 
ma.Ben. Zuerst kommen die Zellen -,, x I, und zwar die mit hoherer 
Dimension spater als die mit niedrigerer, dann die Zellen o,. x 12, wie- 
derum nach aufsteigender Dimension geordnet usw. Die Abbildungen 
H und D konstruieren wir dann sukzessive auf den Zellen -,, x I, resp. 
0,, x I, x I und zwar so, daB D(p x I) c UP fur alle Zellen p der Zerle- 
gung von P x I. Wegen(c) ist dann die Bedingung(3)automatisch erfufllt. 
Bei jedem Schritt der Konstruktion haben wir das folgende Problem: 

Gegeben ist fi: (, x I, o- x 1) -- (UCxI, Uoxl) und gegeben sind H auf 
o- x 0 U i x I sowie D auf (o- x 0 U 8o- x I) x I. Gesucht sind Erwei- 
terungen von H und D. Diese Erweiterungen existieren nach Hilfssatz 
2.6 (mit V = UOxl; U = UO'x; V und U erfuillen die Voraussetzungen von 
2.6 wegen (b) und Hilfssatz (2.4). 

BEWEIS DEs HILFSSATZES 2.8. Wir beweisen durch absteigende Induk- 
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tion nach k: Es gibt Zerlegungen {,,} von P, {Ij von I und eine Zu- 
ordnung p -* UP, so daB (a), (b) und (c) fur alle Zellen erfuillt sind, deren 
Dimension groBer als k ist. Es sei unter dieser Induktionsvoraussetzung 
r eine k-Zelle von {4,, x {I}J. Zu jedem y e r gibt es wegen der Eigen- 
schaft e, eine Umgebung u. in P x I und eine Menge UY e U, so daB gilt 

(i) H(uy) c U% 
(ii) U?, c UP fur alle p, die r als Seite haben 

(iii) Uu C UA f uir alle KA, die u, treffen. 

Unterteilt man r genuigend fein, so liegt jede Zelle r dieser Unterteilung 
in einer Menge u., also H(s) c UY = UT . Wir erhalten solche Unterteilun- 
gen gleichzeitig fur alle -, wenn wir die Zerlegungen {-,, und {Ij} 
genugend fein unterteilen. Dabei werden allerdings auch die Zellen p 
weiter zerlegt, deren Dimension grol3er als k ist; den auf diese Weise 
aus p neu entstehenden Zellen p ordnen wir die Menge UP = UP zu. 

2.9. BEWEIS DES SATZES 2.2. Es sei Uell und xe U, yep-1(x). Wir 
beweisen p,,: ri(E, p-'(U), y) -ri(B, U, x). Da die Mengen U die Basis 
B uiberdecken, folgt hieraus die Behauptung nach Hilfssatz 2.4. 

(a) p,, ist epimorph. Ein Element ca e z'i(B, U, x), i > 0 (der Fall i = 0 
ist trivial, weil p eine Abbildung auf ist) wird reprasentiert durch eine 

stetige Abbildung H: (I-1 x I, IP- x 1) -* (B, U) eines i-dimensionalen 
Wuirfels, die I-' x 0 U aiP-' x I konstant in 
den Punkt x abbildet. Wir schreiben I-' x I 

1 \ - x in der Form I-' x I= P x I mit P = 
\I- x 0 U 8IP- x I (die Figur erlautert, 

wie dies zu geschehen hat). Wir wenden 

'KIj-'x 0 o den Satz 2.7 an mit h(P) =y, K0 = IP-' x 1, 
U -U. Wir finden eine Erweiterung 

H: (P1- x I, IP- x 1) = (P x I, Ko) -+ (E, p-'(U)) 

von h, deren Projektion p o H der Abbildung H homotop ist vermoge 
einer Deformation 

D: (II-' x I x I, I-1 x 1 x I) = (P x I x I, Ko x I) -+ (B, U), 

bei der das Bild von P fest bleibt. p o H ist also ein Reprasentant von a. 
(b) p* ist monomorph. Sei a e zr(E, p-'(U), y) und pj(a) 0 O. Es seien 

h: (P, aIP)--(E, p-'(U)) ein Reprasentant von x und H: (1P x I, Ix )-- 
(B, U) eine Deformation von p o H in die konstante Abbildung 

H(P x 1) = x. Wir wenden den Satz 2.7 an mit P= P, K- ai x I U P x 1, 
UO = U und erhalten eine stetige Abbildung H: (Ii x I, OP x I) -* 
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(E, p-l(U)) mit H(z, 0) = h(z) und H(z, 1) e p-1(U), d.h. aber ca = 0 (N.B. 
Bei der Konstruktion einer Nullhomotopie ist es nicht erforderlich, den 
Basispunkt festzuhalten). 

Die folgenden Abschnitte dieses Paragraphen enthalten zwei weitere 
Kriterien fur Quasifaserungen. 

2.10. HILFSSATZ. Es seien q: E B eine stetige Abbildung auf B, 
B' c B eine beziiglich q ausgezeichnete Teilmenge und E' -q-(B'). Es 
gebe Defoirmationen D,: E -+ E und d,: B -+ B mit 

Do - id, Dt(hE') c E'. D1(E) c E' d, = id, dt(B') c B', d,(B) c B' 

und 

(9) qo D1=do q. 

FMr jedes x e B und i > 0 gelte 

(10) DIx.: zz (q l(x))-zz(q-'(dI(x)) . 

Dann ist aauch B ausgezeichnet beziiglich q. 
BEWEIS. d, und D, sind Deformation; daher gilt fUr alle i 

(11) di*: 7-Li(B, x)=- 7r(B', x') x' = d, (x) 

(12) D1*: 7wi(E, y) 7r(E', y') y' = D1(y). 

DI bildet q-1(x) in q-1(x') ab und induziert daher einen Homomorphismus 
der Homotopiefolge von (E, q-1(x)) in die von (E', q-'(x')). Nach (10) und 
(12) werden die absolution Gruppen dabei isomorph abgebildet und daher 
nach dem 5er-Lemma auch die relativen: 

(13) DI,,: 7r,(E, q-1(x)) -7r,(E', q-1(x')). 

Betrachten wir nun das Diagramm 

EK(E', q-1(x)) --e 7Ti(L, q1(x')) 

7 (B, x) --- w(B', x'). 
di* 

Wegen (9) ist das Diagramm kommutativ. d,* rind D11 sind Isomorphis- 
men nach (11) und (13) und ebenso (y I E') , weil B' nach Voraussetzung 
ausgezeichnet ist. Also ist auch q. ein Isomorphisrnus, q.e.d. 

2.11. DEFINITION. B, c B. c ? sei eine Folge von topologischen 
Raumen und Inklusionen. In der Vereinigungsmenge B = JB, definie- 
ren wir eine Topologie durch die folgende Festsetzung (vgl. [2]): Eine 
Teilmenge A c B ist genau dann offen (abgeschlossen), wenn ihr Durch- 
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schnitt mit jeder Menge B, off en (abgeschlossen) ist in B,. Die Menge B 
mit dieser Topologie heisst induktiver Dimes der Folge B1 c B, c ***,in 
Zeichen lim, B,. 

Diese Topologie ist die feinste Topologie in B, bei der die Injektionen 
Bq -- B stetig sind. Tatstichtich sind die Injektionen iq: Bq lim, B, 
sogar topologisch. Zum Beweis genuigt es zu zeigen, daB die Abbildung 
iq: Bq jq(Bq) offen ist, d.h. wir haben zu jeder offenen Menge Vq c Bq 
eine Menge V c lim, B, anzugeben, so daB V n Bq Vq ist und so daB 
v n B, offen ist in B, fur jedes v. 

Weil Bq Teilraum von Bq+1 ist, gibt es jedenfalls eine offene Menge 
Vq+1 c Bq+1 mit Vq+, n Bq = Vq. Ebenso gibt es eine offene Menge Vq+2 
c Bq+, mit Vq+2nfBq+1 = Vq+l usw. Die Vereinigung V =J UVq+, c lim,B, 
besitzt dann off enbar die gewuinschten Eigenschaften. Aus der Definition 
von lim, B, folgt: Eine Abbildung von lim, B, ist genau dann stetig, wenn 
ihre Einschrdinkung auf B, stetig ist fur jedes v. 

2.12. HILFSSATZ. Ist B induktiver Limes der Folge B1 c B2 c ... und 
ist C ein abgeschlossener (offener) Tejiraum von B, dann ist C induktiver 
Limes der Folge C,, = C n B,. 

BEWEIS. Es sei A c C und A,, = A n C, abgeschlossen (offen) in C,, 
fir alle v. C. ist abgeschlossen (off en) in Bv, also A, abgeschlossen (off en) 
in B.. Nach Definition von lim, B, ist daher A abgeschlossen (off en) in B, 
also erst recht in C, q.e.d. 

2.13. HILFSSATZ. Ist Y ein lokal kompakter Raum und B induktiver 
Limes der Folge B,, v = 1, 2, *, dann ist Y x B induktiver Limes der 
Folge Y x B.,. 

BEWEIS. Die Identitat der Menge Y x B induziert eine stetige (einein- 
deutige) Abbildung f: lim, (Y x B.) Y x lim, B., denn die Einschran- 
kung f I Y x B., ist stetig. Wir haben zu zeigen, daB die Umkehrung 
g = f-1: Y x lim, B, -* limr (Y x B,) stetig ist. Sei W der Raum der 
stetigen Abbildungen von Y in lim, (Y x B,) mit der " kompakt-offenen " 
Topologie (s. BOURBAKI, Topologie generale, Chap. X). Die Abbildung 
g definiert eine Abbildung g: lim, BV , und zwar ordnet g dem Punkt 
b e B die Abbildung y -+ g(y, b) zu. Die Einschrankung von g auf B. ist 
stetig, denn die Einschrainkung von g auf Y x B. ist stetig. Daher ist 
g selbst stetig und damit auch die Abbildung g. 

2.14. HILFSSATZ. Ist B induktiver Limes der Folge B, C B, c* ... und 
geniigen die B., dem ersten Trennungsaxiom (d.h. die Punkte sind abge- 
schlossene Mengen in B.,), dann liegt jede kompakte Teilmenge K von B 
bereits in einer der Mengen B.,. 

BEWEIS. Nehmen wir an, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es 
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eine Folge {x,} mit x, e K, X, , B. Diese Folge, ebenso wie jede Teilfolge, 
ist eine abgeschlossene Menge in B, weil in jedem B, nur endlich viele 
ihrer Punkte liegen. Die Teilfolgen {x , X1+1, XI+2Y 

... }, f = 1, 2, 3, *..., 
stellen daher ein System von abgeschlossenen Teilmengen von K dar, 
dessen Durchschnitt leer ist, ohne daB bereits der Durchschnitt eines 
endlichen Teilsystems leer ware-ein Widerspruch zur Kompaktheit von 
K. 

2.15. SATZ. p: E B sei eine stetige Abbildung. B sei induktiver 
Limes der Folge von Raimen B, c B, c ... (s. 2.11), die dem ersten 
Trennungsaxom gem/gen. Wenn jede der Mengen B, ausgezeichnet ist 
beziglich p, dann auch B, d.h. dann ist p eine Quasifaserung. 

BEWEIS. Ist K ein kompakter topologischer Raum und f: K -- B eine 
stetige Abbildung, dann ist f(K) nach 2.14 bereits in einer der Mengen 
B., enthalten. Ebenso liegt das Bild bei jeder stetigen Abbildung F: K-* 
E bereits in einem p-1(B,), denn p o F(K) liegt in einer der Mengen B,. 
Bei der Bildung von Homotopiegruppen werden aber nur Abbildungen 
von kompakten Raumen, namlich Wuirfeln, betrachtet. Daher folgt die 
zu beweisende Isomorphie p,,: 7r1(E, p1-(x)) = r,(B) leicht aus den nach 
Voraussetzung fur alle B, guiltigen entsprechenden Isomorphien. 

3. Symmetrische Produkte 

Alle im weiteren Verlauf der Arbeit vorkommenden topologischen 
Rauime sind hausdorffsch. 

3.1. DEFINITION (vgl. LIAO [6]). X sei ein topologischer Raum. Das 
q-fache symmetrischeProdukt SPq(X) entsteht aus der (I-ten Potenz Xq = 
X x X x ... x X (q Faktoren), indem man alle Punkte identifiziert, die 
sich nur durch die Reihenfolge ihrer Komponenten voneinander unter- 
scheiden. Die Punkte von Spq(X) sind also die ungeordneten q-tupel von 
Punkten aus X. Mit [xI, x.,, *.., xq] bezeichnen wir den durch (x,, x2, 
* , Xq) e Xq definierten Punkt aus SPq(X). 

3.2. BEISPIEL (S. [6]). Der Raum X sei die 2-Sphare S2, die wir als Rie- 
mannsche Zahlenkugel auffassen. Ein Punkt aus SP"(S-) ist ein unge- 
ordnetes q-tupel ca, ca,, *.., Ya, von komplexen Zahlen (einschlieBlich oo). 
Es gibt ein bis auf Multiplikation mit einem komplexen Faktor # 0 
eindeutig bestimmtes Polynom vom Grade hochstens q mit den Nullstel- 
len ca,, cr. * ..., cy ". Fassen wir die Koeffizienten diese Polynoms als homo- 
gene Koordinaten im komplexen projektiven Raumn PC(q) aus, so erhalten 
wir einen Hom6omorphismus SPI(S2) - PC(q). 

3.3. (s. [6]). Ist X ein simplizialer Komplex (mit der schwachen Topolo- 
gie, d.h. eine Menge ist abgeschlossen in X, wenn ihr Durchschnitt mit 
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jedem Simplex abgeschlossen ist), dann ist die uibliche simpliziale Zer- 
legung von Xq von der Art, daB jede Vertauschung der Faktoren in Xq 
eine simpliziale Abbildung ist. Daher wird eine simpliziale Zerlegung von 
SPq(X) induziert. Es ist jedoch zu beachten, daB Xq und SPq(X) unter 
Umstanden nicht mit der schwachen Topologie versehen sind, wenn X 
mehr als abzahlbar viele Simplexe hat (vgl. [5], Th. 1.9). 

Die Teilmenge A, der Punkte (x, x), ** , xq) e Xq fuir welche xi x 
ist, bildet einen Teilkomplex von Xq (vgl. [7], 2.2) und damit auch ihr 
Bild in SPq(X). 

3.4. DEFINITION. Wir zeichnen in X einen Punkt 0 als Grundpunkt aus 
und definieren damit eine Injektion 

(14) iq: Spq(X) _* SPq+l(X) durch [xj, X2, * * Xq] * [O XY, XI, * * * xq]. 

Als unendliches symmetrisches Produkt von X (zum Grundpunkt 0) oder 
auch symmetrisches Produkt von X schlechthin bezeichnen wir den in- 
duktiven Limes SP(X, 0) der Folge 

'1 %'2 iq 

X = SPF(X) >SP'-(X) * **Spq(X)**- 

(s. 2.11). Die Menge SP(X, 0) ist also die Vereinigungsmenge " der 
SPq(X), d.h. die Menge der ungeordneten " endlich-tupel" von Punkten 
aus X, wobei zwei endlich-tupel zu identifizieren sind, wenn sie sich nur 
durch die Anzahl der Komponenten 0 unterscheiden. Eine Teilmenge von 
SP(X, 0) ist genau dann offen (abgeschlossen), wenn ihr Durchschnitt 
mit jedem SPq(X) off en (abgeschlossen) ist. Eine Abbildung von SP(X, 0) 
ist genau dann stetig, wenn ihre Einschrankungen auf die SPq(X) stetig 
sind. 

Eine andere aquivalente Definition ist die folgende: Man bilde die 
topologische Summe J: SPq(X) und erzeuge darin eine Aquivalenzrela- 
tion durch 

(15) [x1, X,, * Xq] P%[O. Xi, X, , Xq] 

Durch Identifizieren aquivalenter Punkte entsteht dann der Raum 
SP(X, 0). 

3.5. SP(X, 0) ist emn hausdorffscher Raum. Der Beweis verlauft fast 
wortlich wie der entsprechende Beweis von JAMES [5] fur den reduced 
product space. Ist X ein simplizialer Komplex und 0 e X eine Ecke, dann 
ist SPq(X) ein Teilkomplex von SPq+l(X) (bezuiglich der Injektion iq in 
3.4 und der in 3.3 zitierten simplizialen Zerlegung). Daher wird eine 
simpliziale Zerlegung von SP(X, 0) induziert, in der SPq(X) Teilkomplex 
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ist (fur nicht-abzahlbare simpliziale Komplexe X ist die Bemerkung in 
3.3 zu beachten). 

3.6. (s. [6]). Eine stetige Abbildung f: X -- X' induziert eine stetige 
Abbildung 
(16) fY-,q: SPI(X) _* Spq(X), fl,,j[jX X2 .. I* Xq] = [f(X) f(X2), ... I f(Xq)]. 

Ist f eine Abbildung "mit Grundpunkt", f: (X, 0) -+ (X, 0'), dann sind 
die AbbildungenfE q mit den Injektionen iq (s.(14)) vertraglich und setzen 
sich daher zu eine stetigen Abbildung f': SP(X, 0) -* SP(XY, 0') zusam- 
men: fj ISpq(X) =fq. Sind fJ, f: X --+X' homotope Abbildungen, dann 
sind auch f oP und Pfq homotop ; ist f, eine Deformation von f, in J',S dann 
ist f>, eine Deformation von f in fU. Sind f0,J1 Abbildungen mit 
Grundpunkt und istf, eine Homotopie rel.O, dann ist auchf, eine Deforma- 
tion rel. 0 (Beweis s.unten). Daraus folgt: Der Homotopietyp von SP9(X) 
hanyt nur vom Homotopietyp von X ab; derHomotopietyp von SP(X, 0) 
hangt nur vom Homotopietyp von (X, 0) ab. Wenn in einem topologischen 
Raum X der Homotopietyp von (X, 0) unabhiingig von der Auswahl des 
Grundpunktes 0 ist (wie z.b. in einem CW-Komplex), werden wir daher 
auch einfacher SP(X) statt SP(X, 0) schreiben. 

BEWEIS DER STETIGKEIT VON f : Wir schreiben die Deformation ft als 
Abbildung F: X x I -+ X', d.h. F(x, t) f t(x). Die Abbildung F definiert 
eine stetige Deformation F": Xq x 1 q , namlich Fq(x1, X, **, Xq, t) 
= (F(xc, t), F(x, t), * - *, F(Xq, t)). Durch Ubergang zum Quotienten erhalt 
man eine stetige Deformation Fq: SPq(X) x I_* SPq(Xf) und durch 
Ubergang zum induktiven Limes lim,1 (SPq(X) x I) SP(X, 0) x I (s. 
2.13) eine Deformation F': SP(X, 0) x I -* SP(X', 0'), d.i. die Deforma- 
tion ft,. 

3.7. HILFSSATZ. Ist A en abgeschlossener (offener) Teilraurn von X und 
ist i: A -* X die Inklusionsabbildung, dann sind auch i -: SPq(A) Spq(X) 
und (falls 0 e A) i": SP(A, 0) -- SP(X, 0) topologisch, d.h. Inklusions- 
abbildungen. 

BEWEIS. Wir betrachten das Diagramm 
.q 

Aq Xq 

aT'I I(T 

SPq(A) E->Spq(X) y 

in welchem o- und o' die Identifikationsabbildungen bezeichnen. Die 
Abbildungen o-, jq, und o' sind abgeschlossen (off en), also auch j q. Daher 
ist ?,q eine Inklusionsabbildung und i ,(SPq(A)) ist abgeschlossen (off en) 
in SPI(X). Dann ist aber il(SP(A, 0)) abgeschlossen (off en) in SP(X, 0), 
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und die Behauptung folgt aus 2.12. 
3.8. In SP(X, 0) ist in natuirlicher Weise eine Addition a: SP(X, 0) x 

SP(X, 0) -- SP(X, 0) erklart. Sie besteht darin, q-tupel und r-tupel zu 
(q + r)-tupeln zu "vereinigen ", 

(17) a([xl, X ,** Xq], [Y, Y2, * * I Yr]) - rX X2, Xq] 4 [YI Y2, Y Yr] 

- [x1, X2 , xq1 , Xq Y **, Y] 
Insbesondere ist 
(18) [xi w , ***, Xq] =wXl+X2+ *** +Xq- /q:=Ixv 

SP(X, 0) ist beztiglich dieser Addition die freie abelsche Halbgruppe 
fiber X mit 0 als Nullelement. Im Beispiel 3.2 ist diese Addition die ge- 
wohnliche Multiplikation der Polynome (der Grundpunkt ist oo). Wir 
wollen zeigen, daB a unter gewissen Voraussetzungen stetig ist. Zu- 
nachst ist die Abbildung aqr : Xq x Xr SP(X 0) stetig, die das Paar 
((1,X, * * *, Xq), (Y1, yI , ***, IYr)) in [x, X,, , Xq, I Y2 * * , Yr] uberfuihrt; aq, r 
kann namlich zerlegt werden in den natuirlichen Homoomorphismus 
Xq x XrX(+r, die Identifikationsabbildung XI+rSpq+r(X) und die Injek- 
tion SPl+r(X) __ SP(X, 0). aq,r andert seinen Wert nicht, wenn man die 
Komponenten des Arguments vertauscht und definiert daher durch Uber- 
gang zum Quotienten eine stetige Abbildung oXqr: SPq(X) x SPr(X) * 
SP(X, 0) (dabei haben wir Produkt- und Quotientenbildung vertauscht; 
das ist erlaubt, weil die Identifikationsabbildungen X71 --* SP"'(X) offen 
sind). aqr ist nichts anderes als die Einschrankung von a auf SPq(X) x 
SPr(X). Wenn nun, wie dies bei lokal abzahlbaren Polyedern der Fall 
ist (s. [5], Th. 1.9) SP(X, 0) x SP(X, 0) induktiver Limes der SPq(X) x 
SPr(X) ist, so folgt hieraus die Stetigkeit von a. 

3.9. SATZ. Die Addition (17) in SP(X, 0) ist stetig in jeder Teilmenge 
SP9(X) x SPr(X) und erst recht in jeder kompakten Teilmncne von 
SP(X, 0) x SP(X, 0). 1st X ein lokal abzahlbares Polyeder, dann ist die 
Addition ilberhaupt stetig. 

Zu beweisen ist nur noch, daB jede kompakte Teilmenge K von 
SP(X, 0) x SP(X, 0) bereits in einem SPq(X) X SPr(X) enthalten ist. Das 
ist richtig, weil K bei den beiden natuirlichen Projektionen SP(X, 0) x 
SP(X, 0) -- SP(X, 0) in kompakte Mengen uibergeht; diese miissen 
aber (s. 2.14) bereits in einem SP7-(X) liegen. 

3.10. BEMERKUNG. Eine Multiplikation mit Einselement in einem topo- 
logischen Raum H, die wie im Beispiel des unendlichen symmetrischen 
Produktes stetig ist auf kompakten Teilmengen, genugt bereits, wie leicht 
einzusehen, um den Satz von Hopf tiber die Kohomologiestruktur von IH 
zu beweisen. 



QUASIFASERUNGEN UND SYMMETRISCHE PRODUKTE 257 

3.11. Die Gleichung a + x = b ist in SP(X, 0) entweder gar nicht oder 
nur auf eine Weise losbar, d.h. die "Differenz" x = b - a ist eindeutig 
bestimmt, wenn sie uberhaupt definiert ist. Es gilt 

HILFSSATZ. Die Differenzabbildung (a, b) -+ a-b ist stetig im Durch- 
schnitt ihres Definitionsbereiches mit SPr(X) x SPs(X) (fuir alle r, s,), also 
erst recht stetig in jeder kompakten Teilmenge ihres Definitionsbereiches. 

BEWEIS. Wir konnen r > s annehmen und setzen r = q + s(q > 0). 
Wir betrachten die Menge X2s derjenigen Punkte ((a,, a,, ..., caq+s), 
(bi, b2, * * *, b,)) aus Xq+s x XS, fur welche bi = aq+i ist fur alle i > 0. Das 
Bild von Xqjs bei der Identifikationsabbildung r: Xq+s x Xs SP,+S(X) x 
SPs(X) ist gerade der Definitionsbereich von a - b. Die Abbildung 

((a1, a,,, *-*, yaq+s)y (bly b>, *- , bs)) -- al, a., ...-, a.] 
von X"S in SP(X, 0) ist mit der Identifikationsabbildung yl X(LS ver- 
traglich. Durch Ubergang zum Quotienten oT (X" s) erhalt man also eine 
stetige Abbildung oT(Xq2s) -* SP(X, 0) und zwar gerade die Differenz- 
abbildung. 

3.12. KOROLLAR zu 3.9 UND 3.11. Es sei a emn fester Punkt aus SP(X, 0). 
Die Abbildungen x -* a + x ("Linksverschiebung") und x -. a - x (falls 
definiert), x e SP(X, 0), sind stetig. 

BEWEIS. Die Linksverschiebung x -+ a + x ist nach 3.9 stetig in allen 
SPq(X), also uiberhaupt stetig. Die Abbildung x -+ a - x ist stetig im 
Durchschnitt ihres Definitionsbereiches mit SP'(X). Dieser Durchschnitt 
ist abgeschlossen, wie aus dem Beweis von 3.11 hervorgeht (Xqs ist ab- 
geschlossen und o- ist eine abgeschlossene Abbildung). Daher ist der 
ganze Definitionsbereich abgeschlossen in SP(X, 0) und die Behauptung 
folgt aus 2.12. 

3.13. Wir wollen in diesem Abschnitt einen Satz fiber das symmetrische 
Produkt der "Vereinigung" (X' V X", 0) zweier Raume (X', 0') und 
(X", 0") beweisen; dabei entsteht X' V X" aus der topologischen 
Summe X' + X" durch Identifizieren der Punkte O' und 0" zum Punkt 
0. Wir definieren eine Abbildung p: SP(X', 0") x SP(X", 0") 
SP(X' V X", 0) durch 

(19) p (Ex'Sx * X' xq] [XY X" "D - *E ] xS 2 ~Sxx, y *' * ,x]. 
Dabei fassen wir X' und X" in der naturlichen Weise als Teilraume von 
X' V X" auf. p ist offenbar eine eineindeutige Beziehung zwischen Bild- 
und Urbildmenge. Wie steht es mit der Stetigkeit ? Wir zerlegen p in die 
Abbildungen 

SP(X', 0') x SP(X", 0")) 

SP(X' V 7", 0) x SP(X' V X", 0)- SP (X' V 7", 0) 
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(': X' -+ X' V X" und i": X" -+ X' V X" bezeichnen die naturlichen In- 
jektionen) und erhalten aus 3.9 daB jedenfalls die Einschrinkung von p 
auf SPI(X') x SPr(X") stetig ist fur jedes q, r. Wie bei 3.9 folgt hieraus 
die Stetigkeit von p selbst, falls X' und X" lokal abzahlbare Polyeder 
sind. 

p-' ist immer stetig. Dazu genugt es zu zeigen, daB die zusammenge- 
sezte Abbildung 

p-l p 

SP(X' V X", 0) ---* SP(X', 0') x SP(X", 0") SP(X', 0') 

stetig ist, in welcher p' die naturliche Projektion auf den ersten Faktor 
bezeichnet (und entsprechend ftir p"). p'op' ist aber nichts anderes als 
die Abbildung r'5, wenn r': X' V X" -+ X' die naturliche Retraktion 
bedeutet (r' I X' = id, r'(X") 0 O). p'op-l ist daher stetig nach 3.6. 

3.14. SATZ. Die Abbildung p-1: SP(X' V X", 0) -+ SP(X', 0') x 
SP(X"I, 0") (s.(19)) ist stetig und eineindentig. Ihre Umkehrung ist stetig in 
jeder Teilmenge SPq(X') x SPr(X"f) und erst recht in jeder kompakten 
Teilmenge von SP(X', 0') x SP(X", 0"). p-1 ist daher eine schwache Homo- 
topieaquivalenz. 

Falls X' und X" lokal abzxhlbare Polyeder sind, ist p en Homoomor- 
phismus. 

DaB p1- eine schwache Homotopieaquivalenz ist, d.h. Isomorphismen 
der Homotopiegruppen induziert, ist richtig, weil p-I (bezw. p) eine ein- 
eindeutige Beziehung herstellt zwischen den stetigen Abbildungen kom- 
pakter Raume in SP(X' V X", 0) und denen in SP(X', 0') x SP(X", 0"). 

4. Mit dem symmetrischen Produkt verwandte Kostruktionen 
4.1. Das symmetrische Produkt SP(X,O) ist eine Konstruktion derselben 

Art wie der "reduced product space" XOO von JAMES (s.[5]): X, ist die mit 
einer geeigneten Topologie versehene freie Halbgruppe uber X mit 0 als 
Einselement, SP(X, 0) ist die abelsche freie Halbgruppe fiber X mit 0 als 
Nullelement. Es liegt nahe, andere algebraische Konstruktionen fiber 
der Menge (X, 0) zu topologisieren. Wir werden zunachst die freie abel- 
sche topologische Gruppe AG(X, 0) uber X mit 0 als Nullelement defi- 
nieren' und anschlieBend noch andere Konstruktionen beschreiben. 

Das "Argument" (X, 0) setzen wir dabei stets als abzahlbaren simpli- 
zialen Komplex mit 0 als Ecke voraus. Die Ergebnisse lassen sich (mit 
unwesentlichen Abschwachungen) auf nicht-abzqhlbare simpliziale Kom- 
plexe verallgemeinern; die Beweise werden aber unangenehm kompli- 
ziert, weil die Bildung topologischer Produkte von CW-Komplexen aus 

2 Vgl. A. MARKOFF, Isvest. Akad. Nauk. S.S.S.R., 9 (1945), 3-64. 
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dem Bereich der CW-Komplexe herausfuihrt. 
4.2. DEFINITION. Wir bilden die Vereinigung (X V X, 0) zweier Ex- 

emplare (X, 0). r bezeichne die Selbstabbildung von X V X, die in der 
Vertauschung der beiden Summanden besteht. Wir erzeugen in 
SP(X V X, 0) eine Aquivalenzrelation durch 
(20) X 'x + X' + T (x' ) xxeSP(X V X, O). 

In Worten: Man darf zu d SP(X V X, 0) einen Fixpunkt von r' hin- 
zuftigen (addieren) oder man darf einen Fixpunkt weglassen, d.h. einen 
Punkt, der die gleichen Komponenten im ersten und zweiten Summanden 
von X V X hat. Insbesondere sind mit 0 gerade die Fixpunkte von rl< 
liquivalent. 

Durch Identifizieren diquivalenter Punkte entsteht aus SP(X V X, 0) 
der Raum AG(X, 0); wir bezeichnen mit ?: SP(X V X, 0) --* AG(X, 0) die 
Identifikationsabbildung. 

4.3. DIcr Rau~m AG(X, 0) ist indmktirer Limes der Folgy von Teilrdumen 
,(SP" (X V X)), (/ 1, 2, 
BEWEIS. Es sei U c AG (X, 0) und U n z,(sPq(x V x)) offen in 

z(SP"(X V X)) fur alle q. Dann ist ,-(U) n SP,(x V _X) off en in 
SP"(X V X), also ,-'(U) offen in SP(X V X, 0) und schliefflich U offen, 
weil , eine Identifikationsabbildung ist. 

4.4. Die Aquivalenzrelation (20) ist mit der Addition in SP(X V X, 0) 
vertr.iglich. Daher ist auch in AG(X, 0) in naturlicher Weise eine (kom- 
mutative, assoziative) Addition erklirt, und C ist ein Homomorphismus. 
AG(X, 0) ist eine abelsche Gruppe: Ist 7(x) e AG(X, 0), dann ist i,(x) + 
7jzr-(x)) =- i(O), also (9(x))- -() 

Fassen wir X als Teilraum von X V X auf, etwa als den ersten Sum- 
manden (i: X c X V X), dann wird SP(X, 0) vermoge i' zum Teilraum 
von SP(X V X, 0) (s. 3.7). Bei , wird dieser Teilraum eineindeutig 
abgebildet, und wir haben daher (jedenfalls fUr die zugrunde liegenden 
Mengen) die folgenden Inklusionen 
(21) X c SP(X, 0) C AG(X, 0). 

Wir werden in 4.7 sehen, daP3 es sich dabei sogar um topologische In- 
klusionen handelt. 

AG(X, 0) ist nichts anderes als die "Quotientengruppe" (ler abelschen 
Haibgruppe SP(X, 0). Der Punkt 0 e X ist das Nullelement in AG(X, 0), 
und die ibrigen Punkte von X bilden eine Basis von AG(X, 0). Die 
Elemente von AG(X, 0) schreiben sich also eindeutig in der Form 
3Xx, ,nx mit ganzzahligen Koeffizienten nx, von denen nur endlich 
viele von Null verschieden sind. SP(X, 0) ist die durch n_ > 0 definierte 



260 ALBRECHT DOLD UND RENE THOM 

Unterhalbgruppe von AG(X, 0). 
Im Falle der 2-Sphare (s. 3.2) ist AG(X, 0) die Gruppe der von Null 

verschiedenen rationalen Funktionen uiber dem komplexen Zahlk6rper; 
dabei sind zwei Funktionen zu identifizieren, wenn sie sich nur durch 
einen komplexen Faktor unterscheiden. Die "Addition" ist durch die 
gewohnliche Multiplikation gegeben. Die Polynome definieren die Unter- 
halbgruppe SP (S', co ). 

4.5. Eine stetige Abbildung f: (X, 0) (X', 0') induziert wie im Falle 
des symmetrischen Produktes (s. 3.6) einen stetigen Homomorphismus 

(22) fG: AG(k, O) AG(X', O'), f'(Y,n., -x) = Y,n., f(x). 

Es ist fGISP(X, 0) f'. Ferner: Der Homotopietyp von AG(X, 0) 
hangt nur vom Homotopietyp von (X, 0) ab. 

4.6. SATZ. Ist X ein abzaihlbarer simplizialer Komplex, dann kann 
AG(X, 0) als CW-Komplex aufgefasst werden. 

Der Beweis verlauft sehr ahnlich wie der von MILNOR zu Lemma 3.2 
in [7]. Wir werden uns daher kurz fassen und nur die wesentlichen 
Analogien herausstellen. Zu diesem Zwecke geben wir zunachst eine 
etwas andere Beschreibung von AG(X, 0). Wir betrachten die Abbildung 

o p: SP(X, 0) x SP(X, 0) -+ AG(X, 0) (s. (19)) und ihre Einschrankung 
auf SPI(X) X SPr(X). Diese Einschrankungen definieren eine Abbildung 
( der topologischen Summe S ZJ q SPq(X) x SPr(X) auf AG(X, 0). 
Wir behaupten: i st eine Identifikationsabbilduny. Wir haben zu zeigen, 
daB jede Menge U c AG(X, 0), deren Urbild bei C off en ist, selbst off en 
ist. Wenn I(U) offen ist, dann ist (-r(U) n p(SPq(X) x SPr(X)) offen 
fUr jedes q, r. Nun ist SP(X V X, 0) induktiver Limes der Doppelfolge 
von Teilraumen p(SPq(X) X SPr(X)) (SP(X V X, 0) ist zunachst indukti- 
ver Limes der Folge SP..(X V X); jedes SP?7L(X V X) ist aber in einem 

geeigneten p(SPq(X) X SPr(X)) enthalten) und daher r-r(U) selbst off en. 
( ist aber eine Identifikationsabbildung, also U offen. 

Nehmen wir in X4+r die ubliche simpliziale Zerlegung, so induziert 
diese eine Zerlegung des Quotienten SPq(X) x SPr(X), und die Identifi- 

kationsabbildung X,+r _+ SP,(X) x SPr(X) ist simplizial (vgl. 3.3). Ver- 
fahren wir so fUr jedes q, r, so erhalten wir eine simpliziale Zerlegung 
von S. Vortibergehend und um uns der MILNoRschen Bezeichnungsweise 
anzupassen, nennen wir einen Punkt 

(23) P =([x, x', *, * J, [xl, x2, *.. *x]) e SP (X) x SP r(X) c S 

ausyeartit, wenn bereits [x', x', ** , x] e SPq-'(X) oder [x", X *, x X] 
e SPr-I(X) oder wenn einer der Punkte x' mit einem x" zusammenfallt, 
d.h. wenn es einen zu P aquivalenten Punkt in S gibt, der sich mit weni- 
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ger Komponenten x', x" schreibt. Aquivalent bedeutet hier: gleiches 
Bild bei r. Es gilt 

(A) Jeder Punkt P aus S ist zt genau einem nicht ausgearteten Punkt P' 
dquivalent. Man erhalt den Punkt F' aus der Darstellung (23) von P, 
indem man alle "tuberflussigen" Komponenten oder Komponentenpaare 
ausstreicht. 

(B) Die Menge D der ausgearteten Punkt ist emn Teilkomplex von S. 
D setzt sich namlich nach Definition aus Bildern von Teilkomplexen der 
Xq+r bei der Identifikationsabbildung Xq+r _ SPi(X) x SPr(X) zusammen 
(vgl. 3.3). 

(C) Ist (y emn Simplex aus S, dann gibt es genau eine lineare Abbildung 
von oy auf emn nicht ausgeartetes Simplex (&' c S, die jeden Punkt in einen 
aquivalenten iiberfiihrt. Dabei nennen wir ein Simplex nicht ausgeartet, 
wenn es nicht in D liegt, d.h. (s. (B)), wenn alle seine inneren Punkte 
nicht ausgeartet sind. Zum Beweis von (C) vgl. [7], S. 277. 

Genau wie bei MILNOR [7], S. 276, ergibt sich nun aus den Eigenschaf- 
ten (A), (B), (C) daf3 AG(X, 0) ein CW-Komplex ist (mit der schwachen 
Topologie), wenn man als Zellen die Bilder der Inneren der nicht ausge- 
arteten Simplexe von S bei der Abbildung C nimmt. 

4.7. Die in 4.6 angegebene Zellenzerlegung von AG(X, 0) hat, wie aus 
dem Beweis hervorgeht, die folgenden Eigenschaften: Die Identifika- 
tionsabbildung 7;: SP(X V X, 0) AG(X, 0) ist eine Zellenabbildung, 
genauer: sie bildet Zellen der Zerlegung 3.5 von SP(X V X, 0) auf Zel- 
len von AG(X, 0) ab. Insbesondere wird der Teilkomplex SP(X, 0) c 
SP(X V X, 0) (s. 4.4) bei C topologisch abgebildet. Ist f: (X, 0)-* (X', O') 
eine simpliziale Abbildung, dann ist fG: AG(X, 0) -- AG(X', O') eine Zel- 
lenabbildung (bildet Zellen auf Zellen ab). Ist A ein Teilkomplex von X, 
der 0 enthaIt und ist i: A c: X die Inklusion, dann wird AG(A, 0) ver- 
moge iz zum Teilkomplex von AG(X, 0). 

4.8. SATZ. Beziiglich der in 4.4 erkiarten Addition ist AG(X, 0) eine 
topologische Gruppe. 

BEWEIS. Wir betrachten das Diagramm 

cY 
SP(X V X) x SP(X V X)--- SP(X V X) 

(24) C x K 
I I 

AG(X) x AG(X) - AG(X), 

in welchem die horizontalen Abbildungen die Additionen bezeichnen. 
Die Einschriinkung von r x r auf Produkte o- x r von Zellen von 
SP(XV X) ist eine Identifikationsabbildung. Aus der Stetigkeit von at und 
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r folgt daher, daB &oa' x r stetig ist und daher &' selbst, denn AG(X) x 
AG(X) ist ein CW-Komplex (s. [51, Th. 1.9). 

Die Bildung des Negativen in AG(X) entsteht aus der stetigen Selbst- 
abbildung TN von SP(X V X) durch Ubergang zum Quotienten und ist 
daher stetig. 

4.9. Die Gruppe AG(X, 0; in). Es sei X ein abzahlbarer simplizialer 
Komplex mit 0 als Ecke. In der Gruppe AG(X, 0) betrachten wir die 
Untergruppe mr-AG(X, 0) der durch m teilbaren Elemente. AG(X, 0; m) 
bezeichne den Quotienten AG(X, O)/rn.AG(X, 0) mit der Identifikations- 
topologie. Ahnlich wie in den vorstehenden Betrachtungen lIat sich 
beweisen: AG(X, 0; m) verhalt sich "funktoriell" gegenuber stetigen 
Abbildungen des Arguments (X, 0); sein Homotopietyp hiingt nur vom 
Homotopietyp von (X, 0) ab (vgl. 3.6 oder 4.5). AG(X, 0; m) kann als 
CW-Komplex aufgefaBt werden, so daB die Identifikationsabbildung 
AG(X) -- AG(X; m) eine Zellenabbildung ist. Die Addition in AG(X) 
geht in eine abelsche Addition in AG(X; m) fiber; AG(X; m) wird dadurch 
zum freien topologischen Zm-Modul (Z-, Ring der ganzen Zahlen mod 
m) fiber X mit 0 als Nullelement. 

AG(X, 0; m) kann auch als Quotient von SP(X, 0) durch m.SP(X, 0) 
definiert werden. 

5. Quasifaserungen und Faserungen der Funktoren 

SP(X), AG(X), und AG(X, m) 

5.1. (X, 0) sei ein (hausdorffscher) topologischer Raum mit Grundpunkt 

0, A c X eine abgeschlossenen Teilmenge, die 0 enthalt und (X/A, 0) 

der Raum, der aus X durch Identifizieren von A zu einem Punkt 0, dem 

Grundpunkt von X/A, entsteht. p: (X, 0) -* (X/A, 0) bezeichne die 
Identifikationsabbildung. Um uns der Vereinbarung zu Beginn des Kapi- 
tels anzupassen, setzen wir auch X/A als hausdorffsch voraus, was f fr 
regulares X von selbst der Fall ist. Die Abbildung p induziert einen 

Homomorphismus p': SP(X, 0) -+ SP(X/A, 0) des symmetrischen Pro- 
duktes (s. 3.6). Unter gewissen Voraussetzungen ist dieser Homomorphis- 
mus eine Quasifaserung: 

5.2. SATZ. Die Abbildung p~:_ SP(X, 0) -* SP(X/A, 0) aus 5.1 ist cine 
Quasifaserung mit Faser (p)-'(0)=SP(A, 0), wenn folgendes gilt: 

(a) A ist bogenweise zusammenhiingend. 
(b) Es gibt eine Deformation von X, die A in sich deformiert und eine 

offene Umgebung u von A in A zusammenzieht, d.h. eine Deformation 
d X-* X mit do = id, d,(A) c A, d,(u) cu und d,(u) c A. 
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BEWEIS. Nach Satz 2.15 genuigt es zu zeigen, daB pn: SPq(X, 0) 
SPI(X/A), die Einschrankung von pE auf SPq(X, 0) = (py)-l(SPq(X/A)) fuir 
jedes q eine Quasifaserung ist. Dies beweisen wir durch Induktion 
nach q. 

Definieren wir SP?(X/A) = 0, so ist SPU(X, 0) - SP(A, 0) (s. 3.7) und 
die Behauptung ftir q = 0 trivial. Wir setzen daher q > 0 voraus und 
nehmen an, die Behauptung sei fur q - 1 bereits bewiesen. Wir wollen 
in SPq(X/A) ein System ausgezeichneter offener Mengen mit den Eigen- 
schaften e, und e, des Satzes 2.2 konstruieren. Betrachten wir zunachst 
die Menge V = SPq(X/A) SPpq-(X/A). Ein Punkt P e pq'( V) hat genau 
q Komponenten x1, x, ..* , X. in X - A, die anderen Y1, Y2, - , y, in A. 
Die durch P (Pq[XI, X2, **-, Xq], [Y1, Y2 - , yjr]) definierte Abbildung 
0: pq '(V) -+ V x SP((A, 0) ist eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwi- 
schen Bild- und Urbildmenge. Wir werden zeigen, daB o- und o-' auf 
kompakten Teilmengen stetig sind. Bezuglich der kompakten Teilmen- 
gen verhalt sich o- also wie ein Homoomorphismus; daher ist V und jede 
Teilmenge von V ausgezeichnet bezuiglich p,. 

Wir betrachten zunachst die folgenden Abbildungen 

p 
XDX-A--X/A-Oc X/A. 

Sie induzieren Homoomorphismen (s. 3.7) 

SPq(X) D SPq(X - A) t SP (XI/A - 0) 

t SPq(X/A) - SPq-l(X/A) = V. 

Wir konnen also V vermoge der Abbildung pq mit einem Teilraum von 
SPq(X) identifizieren. Nun zur Stetigkeit von T. Wir haben zu zeigen, 
daB die Abbildungen T,: P Pq[xl, X2, * * , Xq] und o-: P [Yi y, **, ,] Yr 
auf kompakten Teilmengen stetig sind. Es ist aber a- = pq und o2(P) = 
P - pq(P) (wir fassen pq(P) als Punkt von SP"(X) auf), und die Behaup- 
tung folgt aus 3.11. 

Die Umkehrung o-- erhalt man, wenn man die Addition SP(X) x 
SP(X) -- SP(X) im ersten Faktor auf V und im zweiten auf SP(A) ein- 
schriinkt. 

Als zweites werden wir eine ausgezeichnete off ene Menge U c 
SPq(X/A) angeben, die SPq-l(X/A) enthilt. Damit ist der Beweis dann 
vollstindig, denn U, V und U n Vbilden ein System ausgezeichneter Men- 
gen, wie wir es konstruieren wollten. Die Menge U besteht aus denjeni- 
gen Punkten von SPq(X/A), die mindestens eine Komponente in der 
offenen Menge u = p(u) c X/A haben. U ist auf SPq-(X/A) zusammen- 
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ziehbar. In der Tat: Weil A bei d, (als ganzes) fest bleibt, ist d= 

p o o p-1 eine Deformation von X/A, die 0 fest laBt und iu in sich auf 
zusammenzieht. Die Einschrainkung von dJ (s. 3.6) auf U zieht U au 

SPq-'(X/A) zusammen. Ebenso zieht die Deformation d' den Teilraur 
pj(U) auf pql(SP1-'(X/A)) = SPq -(X, 0) zusammen, und es gilt pq o d 

=d' 0 pq. Nach Hilfssatz 2.10 ist U ausgezeichnet beztiglich Pq, weni 

dx: p7'(x) -- p-(x') (x' d=(x)), die Einschrankung von dl auf p-'(x) 
eine (schwache) Homotopieaquivalenz ist. Dazu sei x" derjenige Punk 
aus pq'(x), der keine von Null verschiedene Komponente in A hat. Ent 
sprechend sei 'x9 e p;1(x') definiert. Die Abbildungen y -x + y un( 
y - 'xg + y sind Homoomorphismen von SP(A, 0) auf p7'(x) bezw. p-1(x' 
(s. 3.12). Mit diesen Homoomorphismen geht dx in eine Selbstabbildun? 
von SP(A, 0) uiber, namlich in y -- y' + d'<(y) wobei y" - d'(x) - 'x0 is 
(die Differenz dl(x) - 'x0 ist definiert, weil d&(x?) e pq(x') ist). Diese Abbil 
dung ist aber in die Identitat von SP(A, 0) deformierbar: Weil A bo 
genweise zusammenhaingend ist, kann man y? durch einen Weg yt il 

SP(A, 0) mit 0 verbinden, und wir erhalten die gewtunschte Deformatior 
durch die Festsetzung y -+ yt + dl-t(y). 

5.3. BEMERKUNG. Wenn man verlangt, daB es beliebig kleine Umge 
bungen u von A in X gibt, die sich wie in Satz 5.2 auf A zusammenzieher 
lassen (Beispiel: CW-Komplex X und Teilkomplex A), so kann man be 
weisen, daB jede off ene Menge von SP(X/A) ausgezeichnet ist beztiglicl 
ps, d.h. daB p: eine Quasifaserung im Sinne von [3] ist. Es ist uns nichi 
bekannt, ob die etwas schwachere Voraussetzung in [3], Th. 1, bereitr 
genuigt. Th. 1, [3] ist also in diesem Sinne zu berichtigen. 

5.4. SATZ. Es sei X emn abzdhlbarer simplizialer Komplex, A emn Teil7 

komplex und 0 eine Ecke in A. (X/A, 0) und die Abbildung p: (X, 0) 

(X/A, 0) seien wie in 5.1 erkkirt. Dann ist die Abbildung pG: AG(X, 0) 

AG(X/A, 0) (s. 4.5) Projektion eines Hauptfaserbiindels (im Sinne von [12]' 

mit Faser und Strukturgruppe (pG)-l(0) = AG(A, 0). 

BEWEIS. Als Zellenabbildung ist p0 (s. 4.7) eine Identifikationsabbil- 
dung, AG(X/A) = AG(X)/AG(A), und es genuigt zum Beweis, eine lokale 

Schnittflaiche s: U -* AG(X) (U eine Umgebung von 0 in AG(X/A ); p' o E 

- id) zu konstruieren (s. [12], 7.4). 

Wir konstruieren die Schnittfliche s sukzessive auf Umgebungen U, 

von 0 in AGq(X/A). Dabei ist AGq(X/A) = .(SPq(X/A V XIA) (s. 4.2), 

d.i. die Menge derjenigen Punkte von AG(X/A), die hochstens q von 0 
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verschiedene Komponenten haben. Fur q = 0 setzen wir AG"(X/A) = O 
und s(O) = 0. Es sei nun q > 0 und s - s,-l in einer offenen Umgebung 
Uq - von 0 in AGq-l(X/A) bereits definiert. Wir definieren eine Abbildung 

o-,: AGq(x) n (pG)-l(uq-i) -+ (p)-l(o) = AG(A) 
durch oq I(X) = Sq-1 PC(X) - X. 

Die Menge AGq(X) n (pG)-(uq-i) ist offen in K = AGq(X) n 
(p')-l(AGq-l(X/A)) und AGq(X) sowie (p')-l(AGq-l(X/A)) sind Teilkomplexe 
von AG(X) in der Zerlegung 4.6. Als Teilkomplex istK Retrakt einer (off e- 
nen) Umgebung in AGq(X). Daher gibt es eine Erweiterung (yq von o-, auf 
eine offene Menge Uq in AGq(X) mit aqn K = AGq(X) n (pG)-'(Uq-1). Aus 
der letzten Gleichung ergibt sich a. = (Pn)l(PG(tq)) n AG"(X), denn in 
AGq(X) - K ist die Abbildung pc offenbar eineindeutig. Weil p'jAGq (X) 
eine Identifikationsabbildung ist, folgt hieraus, daB Uq = PC(q) offen ist 
in AGq(X/A). 

Betrachten wir jetzt die Abbildung x -? 0q(X) + x von Uq in AG(X). 
Sie stimmt in mq n Kmit Sq-1 ? pG uiberein, und ist daher mit der Identifika- 
tionsabbildung pG vertriiglich. Durch Ubergang zum Quotienten liefert 
sie eine Abbildung sq: Uq AG(X) und zwar eine Erweiterung der 
Schnittflache Sq-l auf Uq, q.e.d. 

5.5. Im Falle, daB in 5.4 A Retrakt von X ist, lIBt sich dieser Satz 
verschiarf en und gleichzeitig einfacher beweisen. Sei namlich r: X -+ A 
eine Retraktion. Dann ist der Homomorphismus rG: AG(X) -? AG(A) 
ebenfalls eine Retraktion. Die Selbstabbildung (2: x -+ x - rG(x) von 
AG(X) ist mit der Identifikationsabbildung pG vertraglich, und es ist 
pao(2 = pG. Daher entsteht aus 5 durch Ubergang zum Quotienten eine 
stetige Abbildung s: AG(X/A) -+ AG(X) mit pG o s = id. s ist also eine 
globale Schnittflaiche der Abbildung pG. 

Hieraus folgt (s. [12], 8.3) 
5.6. SATZ. Ist ?nter den Voraussetzimngen des Satzes 5.4 A Retrakt 

von X und r: X -- A eine Retraktion, dann ist 

(pG, r'): AG(X, 0) -+ AG(X/A, 0) x AG(A, 0) 
ein Homtiomorphismas, d.h. die Faserung pG ist trivial. 

5.7. SATZ. Unter den Voraussetzitngen des Satzes 5.4 ist die durch p 
2czdazierte Abbildung ptm: AG(X, 0; m) -- AG(X/A, 0; m) Projektion eines 
Hacptfaserbiindels mit Strukturgruppe (pm)-l(O) = AG(A, 0; m,). Ist A 
Retrakt von X, dann ist dtese Faserang trivial. 

Der Beweis verlauft wie der zu 5.4 und 5.6. 
5.8. SATZ. Ist X emn abzahlbarer simplizialer Komplex, dann ist die 
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Identifikationsabbildnng p: AG(X, 0) -* AG(X, 0; m) Projektion eines 
Hatptfaserbiindels mit Strukturgr?tppe j-r(0) =m - AG(X, 0) AG(X, 0.) 

BEWEIS. Wie beim Beweis von 5.4 genugt es, eine lokale Schnittflache 
der Abbildung p anzugeben. Die Konstruktion verlauft genau so wie in 
5.4. Man hat nur die Abbildung pG durch p zu ersetzen, die Mengen 
AG"(X) durch SP"(X)(c CAG(X)) und AGq(X/A) durch p(SPq(X)). OqF- und 
0q werden dabei zu Abbildungen in p-'(O) = m-AG(X) (c AG(X)). 

6. Die Homotopiegruppen der Funktoren 
SP(X, 0), AG(X, 0), und AG(X, 0; m) 

6.1. Wir wollen in diesem Paragraphen beweisen, daB fur zusammen- 
hiangende CW-Komplexe X die Gruppen 7rq(SP(X)) fuir q > 0 in natuirlicher 
Weise mit den ganzzahligen Homologiegruppen Hq(X, Z) identifiziert 
werden konnen; mit anderen Worten, daB die Funktoren X + 7rq(SP(X)) 
und X-* Hq(X, Z) mit ihren induzierten Homomorphismen auf der Katego- 
rie der zusammenhaingenden CW-Komplexe und ihrer stetigen Abbildun- 
gen aquivalent sind. Wir stfutzen uns dabei auf die EILENBERG-STEENROD- 
sche Axiomatik der Homologietheorie. In der Tat erftullen die Gruppen 
hq(X, A) = 7q(SP(X), SP(A)) Ttrq(SP(X7A)) die EILENBERG-STEENROD- 
schen Axiome, allerdings mit gewissen (unerheblichen) Abweichungen. 
Z.B. induzieren zunachst nur Abbildungen f: X - X' "'mit Grundpunkt" 
Homomorphismen hJ,(X, 0) hq(X', 0'). Ferner ist A zusammenhiingend 
vorauszusetzen (s. 5.2) und h0(X) ist zunachst nicht definiert. Der Ein- 
deutigkeitssatz ([4]; III, 10.1) ist aber in leicht abgeanderter Form auch 
unter diesen Umstainden gultig. Wir benutzen hier eine gegenuber [4] 
etwas modifizierte Axiomatik, die uns von D. PUPPE vorgeschlagenwurde 
und in welcher keine relativen Homologiegruppen auftreten. 

Im wesentlichen der gleiche Beweis ergibt 7wJ,(AG(X)) - Hq(X, Z) und 
7rq(AG(X; m) H1(X, Z1..) fuir q > 0 auf der Kategorie der abzah1baren 
simplizialen Komplexe. Unter ,7,(AG(X)) verstehen wir dabei die Gruppe 
der Bogenkomponenten von AG(X); entsprechend ist 7(,(AG(X; mi)) 
erklart. H,(X) bezeichnet die redazierte 0-te Homologiegruppe von X. 

Der Einfachheit halber setzen wir alle auftretenden topologischen 
Raume als CW-Komplexe voraus, obwohl diese Voraussetzung-zunachst 
jedenfalls-unnotig scharf ist. Alle Raume besitzen eine ausgezeichnete 
Nulizelle, den Grundpunkt. Alle Abbildungen sind Zellenabbildungen 
(d.h. sie ftuhren fuir jedes i > 0 das i-dimensionale Geruist in das i-di- 
mensionale Geriist tiber) und ordnen dem Grundpunkt den Grundpunkt 
des Bildraumes zu. Bei einer Homotopie hat das Bild des Grundpunktes 
stets fest zu bleiben. Dementsprechend sind Homotopieaquivalenz und 
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Homotopietyp definiert. 
6.2. Wir erinneren an einige Konstruktionen, die mit einer stetigen 

Abbildung f: X -? Y verknuipft sind. Zunachst der Abbildungszylinder 
Zf: Er entsteht aus der topologischen Summe X x I + Y, indem man 
jeden Punkt (x, 1) e X x 1 mit f(x) e Y identifiziert; auBerdem wird noch 
die Strecke 0 x I (O der Grundpunkt von X) zu einem Punkt, dem 
Grundpunkt von Z, identifiziert. X und Y k6nnen in naturlicher Weise 
als Teilraume von Zf aufgefaBt werden: X entspricht dem Teilraum 
X x 0, Y dem Teilraum Y von X x I + Y. Die Abbildung f ist der In- 
klusion X c Zf homotopieaquivalent. 

Identifiziert man den Teilraum X c Zf zu einem Punkt, so erhalt man 
den Abbildungskegel Cf. Bei der Identifikationsabbildung Zf -* Cf wird 
der Teilraum Y topologisch abgebildet; Pf: Y--* Cf bezeichne diese In- 
klusionsabbildung. Die Identifikationsabbildung Zf --Cf und die Abbildung 
Pf sind homotopieaquivalent. Ist X = Y und f id, so ist Cf = CX der 
Kegel jiber X. 

Identifiziert man in Cf den Teilraum Pf(Y) Y zu einem Punkt, so 
erhalt man die Einhingung EX des Raumes X. Sie haingt nicht von der 
Abbildung f sondern nur von X ab. EX entsteht auch aus X x I durch 
Identifizieren von X x 0 U X x 1 U 0 x I zu einem Punkt. Unter der 
Einhingung Ef: EX -- EY der Abbildung f verstehen wir diejenige 
Abbildung, die aus f x id: X x I -* Y x I durch Ubergang zu den 
Quotienten entsteht. 

6.3. Wir beschreiben nun das modifizierte Axiomensystem der Homo- 
logietheorie. 

Jedem topologischen Raum X (einer gewissen Kategorie) und jedem 
ganzahligen q ist eine abelsche Gruppe Hq(X) zugeordnet: jeder stetigen 
Abbildung (mit Grundpunkt !) f: X -, Y und jedem q ein Homomorphis- 
mus f*: Hq(X) -- Hq(Y) und es gilt 

1. (id)*. = Identitiat. 
2. (gof)*=g*of,. 
3. Sind f und g homotope Abbildungen, dann ist f* g*. 
4. Es gibt eine Aquivalenz e: Hq(X) Hq+,(EX), 

d.h. fur jedes Xeinen Isomorphismus C: Hg(X) Hq+i(EX), so daB 
das Diagramm 

f* 
Hq(X) -- Hq(Y) 

Hq+I(EX) Hq+I(EY) 
(Ef)* 



268 ALBRECHT DOLD UND RENE THOM 

kommutativ ist fur jede stetige Abbildung f: X -- Y. 
5. Fur jede stetige Abbildung f: X -* Y ist die Folge 

H(X __ (Pf)* c. (X) -Hq(Y) Hq(Cj ) 
(s. 6.2) exakt. 
6. Hq(SI) 0 f fir q + 1 (Si = Kreislinie) 
6'. Hq(SO) = 0 ftur q t 0 (So = zwei Punkte) 
Das folgende letzte Axiom wird uns den Ubergang von endlichen zu 

unendlichen Polyedern gestatten. Es sei X ein Raum und {XA} das 
System der kompakten Unterraume, die den Grundpunkt enthalten; 
vermoge der Inklusionen ist {X emi gerichtetes System. iA: X- XIU 
und ix: XA -* X bezeichne die Inklusionen (fur X. c X,. Wir betrachten 
das gerichtete System der Gruppen Hq(XA) und Homomorphismen 
ix*: Hq(X) + Hq(X4) und seine Grenzgruppe lim Hq(Xx). jA induziert 
Homomorphismen iA: Hq(Xx) Hq(X) und durch Ubergang zur Grenze 
einen Homomorphismus i*: lim Hq(Xx) -+ Hq(X). Dann besagt das Axiom 

7. i*: lim Hq(XA) Hq(X). 
Die gewohnlichen singularen (in der Dimension 0 reduzierten) Homo- 

logiegruppen genuigen den vorstehenden Axiomen (etwa in der Kategorie 
aller CW-Komplexe und Zellenabbildungen). Fur die Gruppen 7rq(SP(X)) 

gilt 
6.4. SATZ. Die Gruppen 

0 fuirq<1 

hq(X) rq(SP(X)) far q > 1 

mit den induzierten Homomorphismen 

O fiirq<1 
f*: hq(X) hjY)I = f% firq >1 

geniigen den Axiomen 1. bis 7. in der Kategorie der z'sammenhdngenden 

CW-Komplexe. 

BEWEIS. 1.-3. sind trivial. 
4. Die Identifikationsabbildung CX EX (s. 6.2) induziert nach Satz 

5.2 eine Quasifaserung p": SP(CX) -+ SP(EX) mit der Faser SP(X). Die 
Homotopiegruppen von SP(CX) sind trivial, weil CX zusammenziehbar 
ist. Der Homomorphismus A: hq+1(EX) hq(X) der exakten Homoto- 
piefolge der Quasifaserung p' ist also ein Isomorphismus und wir setzen 

V = A-'. Die Kommutativitat des Diagramms in 4. folgt aus Satz 1.8. 
5. Bis auf Homotopieaquivalenz stimmt f mit der Injektion X c Zf in 

den Abbildungszylinder und Pf mit der Identifikationsabbildung p: Zf -4 

Cf ulberein. Die Folge in 5. wird damit zu einem Stuck der exakten 
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Homotopiefolge der Quasifaserung pf: SP(Zf) -* SP(Cf) (s. 5.2). 
6. Als Reprasentant von S' wahlen wir die zweifach punktierte kom- 

plexe Zahlenkugel S2 - 0 - co. SPq(Sl) ist nach 3.2 nichts anderes als 
der Raum der von Null verschiedenen "homogenen" komplexen Polynome 
Eq=0a~z0 vom Grade hochstens q. SP9(S1) besteht aus denjenigen Polyno- 
men, die weder 0 noch oo als Nullstelle besitzen, d.h. fur die a, # 0 und 
a, #t 0 ist. SPQ(S2) entsteht also aus dem komplexen projektiven Raum 
PC(q) = SP(S2) durch Herausnehmen der beiden Hyperebenen a, = 0 und 
aq = 0; SPq(S1) ist also vom Homotopietyp der Kreislinie und die Injek- 
tion SI _l SPq(S') ist eine Homotopieiiquivalenz. Hieraus ergibt sich die 
folgende Prazisierung von 6. 

6.5. SATZ. Die naftirliche Injektion S c SP(S1) der Kreislinie in ihr 
symmetrisches Produkt ist eine Homotopiecquivalenz. 

Wir haben noch das Axiom 7. f uir die Gruppen wr(SP(X)) zu verifizieren. 
Die Injektionen il resp. il induzieren Injektionen i,'>: SP(XA) -* SP(X,,) 
resp. iA'-: SP(XA) -- SP(X) (s. 3.7); diese wiederum definieren eine Abbil- 
dung i des induktiven Limes lim, SP(XA) in SP(X), die eineindeutig und 
stetig ist. Jhre Umkehrung ist unter Umstanden nicht stetig, aber im- 
merhin stetig in jeder kompakten Teilmenge. Daf uir genfigt es zu zeigen, 
daB jede kompakte Teilmenge K von SP(X) bereits in einem SP(XA) liegt. 
Sicher liegt sie bereits in einem SPq(X). Ihr Urbild K' bei der Identifika- 
tionsabbildung Xq -f SPq(X) ist selbst kompakt' und also auch die Bild- 
mengen K, von K' bei den q natuirlichen Projektionen XqA?0 X. Daher 
ist K' c ( u, K,)q, also K c SPq( U, K,) ci SP( u, K,). Die Abbildung i 
induziert also Isomorphismen der Homotopiegruppen, w.z.b.w. 

Analog zu Satz 6.4 beweist man 
6.6. SATZ. Die Gruppen h(X) = 7rq(AG(X)) (= 0 fir q < 0) bezw. h"'(X) 

- 7rq(AG(X; m)) mit den induzierten Homomorphirsmen f. - f" bezw. 
f= f geniigen den Axiomen 1. - 5., 6'. und 7. in der Kategorie der 
abzahlbaren simplizialen Komplexe X und simplizialen Abbildungen f. 

Fir die Nullsphure Si ist 7rw(AG(S)) = AG(S?)) - Z und wr(AG(S0; m)) 
AG(S' ; m) Z_'. 

6.7. FOLGERUNGEN AUS DEN AXIOMEN. 
(1) Ist X ein Punkt, dann ist HJ(X) = 0 fur alle q: Das Produkt von 

Injektion X 51 und Retraktion SI -, X ist die Identitat von X. Daher 
folgt aus 6., daB3 Hq(X) 0 O ist fur q t 1. Wegen EX = X folgt aus 4., 
daB H,(X) = 0 ist. 

2 Ist It eine offene Uberdeckung von K', dann gibt es eine Verfeinerung 8 von lt, die in- 
variant ist beziuglich der Vertauschung der Faktoren in X". Weil K kompakt ist, enthalt S8 
eine endliche Teiluberdeckung, also auch Ut, d.h. K' ist kompakt. 
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(2) i1 + i2: Hq(Xi) + Hq(X2) -Hq(XI V X2). 
BEWEIS. Die Injektion i,: X, -+ X1 V X. bildet Hq(Xi) monomorph in 

Hq(X, V X2) ab, weil die naturliche Retraktion rk: X1 V X, -* Xk linksin- 

vers zu ik ist. In der Folge X1 -P-i X V X2 C, 1 (s. 6.2) konnen 
wir bis auf Homotopieaquivalenz Ci, mit X. und Pi1 mit r, identifizieren. 

Aus der Exaktheit von Hq(Xi) Hq(X, V X>)--* Hq(X,) folgt daher 
die Behauptung. 

(3) Hat gn: S1 -+ S1 den Grad n, so ist gn(C) n- c fur c e H1(S'). 
BEWEIS. Fur n = 0 ist die Behauptung richtig, weil eine nulhomotope 

Abbildung nach (1) den trivialen Homomorphismus induziert. 
n =-1: Sei f: S1 -+ S1 V S1 eine Abbildung, die den ersten Sum- 

manden mit dem Grad 1, den zweiten mit dem Grad -1 tiberdeckt. Dann 
ist r1 of z, g1 -- id, r2 ofz~ g1, also f*(c) ii* o gl*(c) + i* o g- I(c) (s. 
(2)). Die Abbildung g: S' V S1'- S' bilde jeden Summanden identisch ab. 
Dann ist g of - 0, also (g of)*(c) = g*(c) + g-J(c) = 0. 

n > 0: Es seif: S' -S' V S'V V S1 (n Summanden) eine Abbil- 
dung, die jeden Summanden mit dem Grad +1 uberdeckt, g: S1 V S1 V 
... V S'-* S1 die Abbildung, die jeden Summanden identisch abbildet. 
Analog zum Fall n =-1 beweist man (g o f)*(c) = g" (c) = n- c. 

6.8. SATZ. Auf der Kategorie der zusammenhangenden CW-Komplexe 
mit Grundpunkt (bezw. der zusammenhangenden endlichen oder abzaihlba- 
ren CW-Komplexe) seien zwei Funktoren {Hq(X); (2; f* } und {H, (X); (i'; 

f I definiert, die den Axiomen 1. - 7. genugen. Ferner sei ein Homomor- 
phismus j,: H1(S') - H'(S1) gegeben. Dann fiisst sich j, in eindeutiger 
Weise zu einem System von Homomorphismen j:Hq(X) H'(X) erweitern, 
fiir das gilt: Jedes Diagramm 

Hq(X) Hq+I(EX) 

(25) j 
Hq(X) h+1(EX) 

ist kommutativ; jedes Diagramm 

Hq(X) > Hq(Y) 
(26) i I j 

Hq(X) - Hq(Y) 
f 

' 
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ist kommutativ. 
Wenn j1 ein Isomorphismus ist, dann sind auch alle j Isomorphismen. 
BEWEIS. Wegen des Axioms 7. genuigt es, den Satz ftur endliche CW- 

Komplexe zu beweisen. Diesen Beweis ftuhren wir durch Induktion nach 
der Dimension n von X. Gleichzeitig beweisen wir, daB Hq(X) = H;(X) 
- 0 ist fur q > n oder q < 0. 

Der Fall n = 0 ist trivial nach 6.7 Abschnitt (1). Jeder eindimensionale 
CW-Komplex ist vom Homotopietyp einer "Vereinigung" (mit ge- 
meinsamem Punkt) von Kreislinien V q= S. Durch Induktion nach q 
folgt hier wegen 6.7 Abschnitt (2) und (3) die Behauptung. 

Wir nehmen nun an, die Behauptung sei fuir CW-Komplexe von klein- 
erer Dimension als n(> 1) bereits beweisen. X sei ein n-dimensionaler 
CW-Komplex, Xn-? sein (n - 1)-dimensionales Geruist. Bis auf Homo- 
topieaquivalenz entsteht X aus Xn-' durch "Anheften" einer Vereinigung 
von Zellen Z = Vq=, Z. Es bezeichne h: S -+ Xn- die anheftende 
Abbildung; dabei ist S = Rand(Z) = V q= Sn- eine Vereinigung von 
(n - 1)-Spharen (mit dem gemeinsamen Punkt als Grundpunkt) und Z = 

CS ist der Kegel uiber S. Wir betrachten die Folge von Abbildungen 

h Ph p Eh 
(27) S Xn- X = C, ES EXn-' 
(vgl. 6.2). Dabei bezeichne ES die Einhiingung von S, die aus X durch 
Identifizieren von Xn-, zu einem Punkt entsteht; p ist die Identifika- 
tionsabbildung. Es ist nicht schwer einzusehen (vgl. z.B. [10]), daB die 
Folge (27) bis auf Homotopieaquivalenz mit der Folge 

h Ph PPh PPPh 
S -> X-, C,, Cp A > cpft 

uibereinstimmt. Aus Axiom 5. folgt daher die Exaktheit der Folge 

h* P* (Eh)* 
Hq(S) Hq(Xn-') Hq(X) >Hq(ES) Hq(EXn-1); 

entsprechend fur HT(X). Wir ersetzen nun die Gruppen der Einhiingung 
gemaB Axiom 4. und bilden das Diagramm 

JS) (nHq - H,(S) > H -H(Xn-,) 
(28) 1 3 J 4 j 2 j 

H'(S) h-l) Hq(X ) > Hq lX) - (S) h- q 

Die durch 1 und 2 gekennzeichneten Rechtecke in (28) sind nach Voraus- 
setzung kommutativ. Wir beweisen, daB es einen eindeutig bestimmten 
Homomorphismus J gibt (im Diagramm durch ' gekennzeichnet), fuir 
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welchen auch die Rechtecke 3 und 4 kommutativ sind. 
Xn-' und S sind hochstens (n - 1)-dimensional; ihre Gruppen Hq resp. 

H; sind also null ftir q > n (oder q < 0). Daher folgt aus der Exaktheit 
der Zeilen in (28), daB Hq(X) = Hq(X) = 0 ist fuir q > n oder q < 0. In 
diesen Dimensionen haben wir fur J also einfach die Nullabbildung ein- 
zusetzen. Die Gruppen Hq-,(S) und H;1,(S) sind aber auch null fur 
q < n. Das folgt aus dem Axiom 4., wenn man beachtet, daB S die 
(n - 2)-fache Einhiingung einer Vereinigung von Kreislinien ist, fuir die 
nur die Gruppe H, (HD) evtl. von null verschieden ist. i: Hq(X'n-) 
Hq(X) ist also epimorph fuir q < n, und es gibt einen eindeutig bestimmten 
Homomorphismus J: Hq(X) - Hq(X), mit dem 3 kommutativ wird: 
J = iojoi-1 (man beachte, daB die Zeilen exakt sind und 1 kommutativ ist). 
4 ist automatisch kommutativ, weil e- o p* und W'-1 o p* null sind. Fuir 
q = n ist H,(Xn-1) =H(X-') 0, also o1op* und c'-' o p* monomorph, 
und J ist eindeutig als die Abbildung ((Y1o p')- oj o (e-'o p*) festgelegt. 

Wenn j, ein Isomorphismus war, dann auch J. Das folgt aus der Kon- 
struktion oder auch aus (28) mit Hilfe des 5er-Lemmas. 

Wir haben nun nachzuweisen, daB die Diagramme (25) und (26) fuir n- 
dimensionale CW-Komplexe kommutativ sind. Zunachst (26): f: X -+ Y 
sei eine stetige Abbildung zwischen hochstens n-dimensionalen CW-Kom- 
plexen. Nach Voraussetzung 6.1 istf(Xn-1) c yn-I. Sei zunachst q # n. 
Dann induzieren die Injektionen i: Xn- -+ X resp. Yn-1 - Y einen Homo- 
morphismus des nach Voraussetzung kommutativen Diagramms 

f* 
H,(Xn-,) H,H( yn-, 

H,',(Xn-,) H'(yn-,) 

auf das Diagramm 

Hq(X) Hq(Y) 

Hq(X) -> Hq(Y) 
f * 

(Z.B. ist i*: Hq(Xn-') Hq(X) epimorph, weil Hq-,(S) 0 ist und wegen 
der Exaktheit der ersten Zeile von (28).) Man erhalt, mit anderen Worten, 
einen "Wuirfel" von Gruppen und Homomorphismen 
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Hq(Xn 1) Hq(X) 
- 

H'(Y) q I 

H'(Xn -) H;(X) 
in welchem alle Seiten bis auf evtl. die rechte kommutativ sind und in 
welchem die Abbildungen von links nach rechts epimorph sind. Daher 
ist auch die rechte Seite kommutativ, d.i. das Diagramm (26). 

Fur den Fall q = n bemerken wir, daB f wegenf(Xn-1) c Yn-1 eine 

stetige Abbildung f: ES = X/Xnb-- YlY/Y-1 = ES, induziert; dabei 
entsteht X/Xn-1 aus X durch Identifizieren von Xn-1 zu einem Punkt; 
entsprechend fur Y/Y1n-. Tist (bis auf Homotopie) Einhaingung Efo einer 
(bis auf Homotopie) eindeutig bestimmten Abbildung 5o: S, -+ S,. Die 
Identifikationsabbildungen p: X -* ES, bezw. Y -+ ES, zusammen mit 
e-1 definieren daher einer Monomorphismus der Diagramms (26), namlich 

Hn(X) >Hn(Y) 

Hn(X) - Hn(Y) 
J n H 

in das nach Voraussetzung kommutative Diagramm 

1~* 
Hnj(S,)~ > Hn (SY) 

I1-z-1 1-($S)- Hn - (Sy ) 

(Z.B. ist e- 0 p*: H,(X) -* Hn (Sy) monomorph, weil Hn(Xn-1) = 0 ist und 
wegen der Exaktheit der ersten Zeile von (28)). Daher ist (26) auch fur 
q = n kommutativ. Der Beweis fur die Kommutativitat von (25) verlauft 
ganz entsprechend. 

Analog wie 6.8 beweist man den 
6.9. SATZ. Auf der Kategorie der (endlichen, abzahlbaren, beliebigen) 

simplizialen Komplexe und simplizialen Abbildungen seien zwei Funktoren 

{HJ(X); e; f*} und {H"(X); V'; f'} definiert, die den Axiomen 1. - 5., 
6' und 7. genzigen. Ferner sei emn Homomorphismus jO: HO(SO) -* H'(S0) 
gegeben. j0 lasst sich in eindeutiger Weise zu einem System von Homomor- 
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phismen j: Hq(X) -* H(X) erweitern (einer Transformation), fur das 
alle Diagramme (25) und (26) kommutativ sind. 

Ist j0 emn Isomorphismus, dann auch alle j. 
Eine Anwendung der vorstehenden Satze ergibt nun das Hauptresultat 

dieser Arbeit. 
6.10. SATZ. I. Es gibt natiirliche Isomorphismen j: Hq(X, Z) 

7q(SP(X)) fiir q > 0 (d.h. solche, fiir die die Diagramme (25) und (26) kommu- 
tativ sind) bezw.j': Hq(Y, Z)-*;r(AG(Y)) undj": H0(Y, Zm)-*7r(AG(Y; m)), 
q > 0 fur zusammenhangende CW-Komplexe X bezw. abzahlbare sim- 
pliziale Komplexe Y. Dabei verstehen wir unter H0(Y, G) die 0-te Homo- 
logiegruppe von Y modulo dem Grundpunkt (und mit Koeffizienten in G.) 
Diese Isomorphismen sind eindeutig bestimmt, wenn man folgendes ver- 
langt: j: 7w(S') = H1(S', Z) -+ r1(SP(S')) ist der durch die Inklusion S1 c 
SP(S1) induzierte Isomorphismus. Bei j': HO(S', Z) -+ 7(AG(S0)) geht der 
vom Grundpunkt verschiedene Punkt y aus SI (aufgefasst als Element von 
H,(S0)) in den Punkt y e AG(S?) = 70(AG(SO)) fiber; entsprechendes gilt fur 
j": HO(S0, Zm,) -*7 w(AG(SO; in)). 

II. Im Diagramm 

i 
7r(X) > 7Vr(SP(X)) 

(29) h} /jl h' 

Hr(X) > Hr(SP(X)), 

in welchem h, h' die Hurewiczschen Homomorphismen sind, i, i* durch 
die Inklusion induziert werden und j den Isomorphismus aus I bozeichnet, 
gilt stets i = j o h, aber im allgemeinen nicht i* = h' o j Ein entspre- 
chender Satz gilt faur AG(X) und AG(X; m). 

III. Die Inklusion SP(X) c AG(X) (s. 4.4) induziert Isomorphismen 
der Homotopiegruppen, wenn X ein zusammenhdngender abzahlbarer 
simplizialer Komplex ist. 

IV. Bei den Isomorphismen j' und j" des Abschnittes I geht die zar 
m 

Koeffizientenfolge 0 Z K Z - Zm 0 gehdrige exakte Homologie- 
folge 

m r 
Hq(X, Z) > Hq(X, Z) H(X, Zm) H HI (X, Z) 

in die exakte Homotopiefolge der Faserung AG(X) -+ AG(X)/m -AG(X) = 
AG(X; m) iiber. 

BEWEIS. Der Beweis zu I folgt unmittelbar aus den Satzen 6.4 und 
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6.8 bezw. 6.6 und 6.9. 
II. Wir beweisen die Gleichung i j oh zunachst fur X Sn und r = 

n durch Induktion nach n; im Falle n = 1 ist sie nach Definition von j 
richtig. Betrachten wir nun die (n + 1)-dimensionale Vollkugel Vn+ 
(n > 1). Durch Identifizieren ihres Randes Sn zu einem Punkt entsteht 
Sn+l und diese Identifikation induziert eine Quasifaserung SP(Vn+l) 
SP(S+l) (s. 5.2). Der Homomorphismus A: 7r+1(Sp(Sn+')) 7-n(SP(Sn)) 
der exakten Homotopiefolge dieser Quasifaserung ist ein Isomorphismus, 
und in 77-,+1(S2+l) gilt i o (h-' o Y-1 o h) = A o i, also i o h-' = A o i o h- o e in 
H1,(Sn,Z). Die Kommutativitat von (25) besagt j = A oj oj in Hn(Sn, Z). Die 
linken Seiten dieser beiden Beziehungen sind nach Induktionsvorausset- 
zung gleich; daher ergeben die rechten Seiten die Behauptung fur n + 1. 

Allgemein sei a e 7rr(X) und f: Sr -* X ein Reprasentant von a. Dann 
sind die beiden Diagramme kommutativ, die man erhalt, wenn man in 

7r,(Sr) 7rr(SP(Sr)) 

f*l 2f' 
7rr(X) 7rr(SP(X)) 

fur die horizontalen Abbildungen einmal i, das andere Mal j o h einsetzt. 
Daher ist i(a) = iof*(1) =f' o i(l) =f-*ojoh(l) = johof*(1) = joh(a). 

Die Gleichung i* = h'oj ist sicher richtig fur spharische Homologie- 
klassen c e Hr(X, Z). Ist namlich c = h(a), dann folgt i*(c) = i* o h(a) = 
h'oi(a) = h'ojoh(a) = h'oj(c). Das einfachste Beispiel einer nicht-sphari- 
schen Homologieklasse ist die Grundklasse des Torus T = S' x S'; wir 
bezeichnen sie selbst mit T. Die Elemente i und v seien eine Basis der 
eindimensionalen Kohomologiegruppe von T. Da H1(T, Z) bei der Inklu- 
sion i: T--+ SP(T) isomorph abgebildet wird, gibt es eindimensionale 
Kohomologieklassen u* und v* in SP(T) mit i*(u*) = , i*(v*) = v. Das 
Kup-Produkt u* v* hat auf i*(T) den Wert <u* v*, i*(T)> = 
< i*(i*) i*(v*), T> = < '- v, T> = 1. Die Klasse i*(T) ist also 
nicht in h'(79(SP(T))) enthalten, weil sonst dieses Kup-Produkt den Wert 
Null haben muifte. 

III. Die Behauptung folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 6.8, wenn wir 
zeigen konnen, daB die Injektion SP(S1) -- AG(S1) Isomorphismen der 
Fundamentalgruppe induziert. Dazu betrachten wir das Diagramm 

I SP(I) AG(I) 

S1 7 SP(S') - AG(S1) . 
i3 i4 
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SI entsteht aus I durch Identifizieren der Endpunkte SO. Die Abbildun- 
gen Pk sind durch diese Identifikation definiert, die Abbildungen ik sind 
die Inklusionen. i, o i1jS0 reprasentiert ein erzeugendes Element von 
7r(,(AG(S?)) -Z. Aus der exakten Homotopiefolge der Faserung p3 folgt 
daher, daB i4oi3 ein erzeugendes Element von w1(AG(S)) -Z reprasentiert 
(denn AG(I) ist aspharisch). Die Inklusion i3 reprasentiert aber ein erzeu- 
gendes Element von 7rw(SP(S')) -Z (s. 6.5). Daher induziert i4 einen 
Isomorphismus wie behauptet. 

IV. Wir haben zu zeigen, daB alle Rechtecke im Diagramm 

am ~m r 
Hq+I(XI Zm) - Hq(X, Z) Hq(X, Z) H> (X, Zm) 

(30) Iji 1 if 2 If 3 j" 
7rq + (AG(X; m)) > 7,(AG(X)) 7r,(AG(X)) 7r,(AG(X; mr)) 

Am m P* 

kommutativ sind. 
Zunachst das Rechteck 3. Die Homomorphismen poj' und j"or defi- 

nieren Transformationen der Homologie H(X, Z) in die Homologie H(X) 
7r(AG(X; n)). Da sie, wie leicht einzusehen, fuir X = SI ibereinstimmen, 
folgt aus Satz 6.9, daB sie fuir alle (abzahlbar) triangulierbaren X uiber- 
einstimmen. Genau so folgt die Kommutativitat von 2. 

Die Kommutativitat von 1 beweisen wir zunachst in einem Spezialfall. 
Es sei Su die q-Sphare (q > 0), f: Su - S eine Abbildung vom Grade m 
und X= Cf der zugehbrige Abbildungskegel (s. 6.2). X entsteht also 
aus Sq durch Anheften einer (q + 1)-dimensionalen Vollkugel vermoge 
einer Abbildung ihrer Randsphare vom Grade m; es sei Pf: Sq c X die 
Inklusionsabbildung. Durch Identifizieren des Teilraums Sq c X zu einem 
Punkt entsteht aus X die Sphare ESq = Sq+1; wir bezeichen mit p: X -+ 
Sq+l die Identifikationsabbildung. Die Orientierungen von X, Sq und 
Sq seien so gewahlt, daB p(X) = +Su+' und Rand(X) = _ Sq. Be- 
zeichnet u die (q + 1)-dimensionale Grundhomologieklasse mod m von X 
und s die durch Sq reprasentierte ganzzahlige Homologieklasse von X, so 
ist offenbar &m(U) = S. 

Wir definieren eine Abbildung pu: Sq -- AG(Sq) durch x -* mnx. Sie re- 
prasentiert das Element ma' e 7rq(AG(Sq)), wenn a' die Homotopieklasse 
der Inklusion i: Su -+ AG(Sq) bezeichnet. Dasselbe gilt ftir i of, denn f 
ist vom Grade m. Fassen wir AG(Sq) vermoge (Pf)0 als Teilraum von 
AG(X) auf, so konnen wir also die Abbildung p im Teilraum AG(Sq) in 
i of deformieren und anschlieBend i of im ganzen Raum AG(X) in die 
konstante Abbildung (denn (Pf) of ist offenbar nullhomotop). Wir erhal- 
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ten auf diese Weise eine Abbildung D einer (q + l)-dimensionalen Voll- 
kugel V (mit dem Rand Sq) in AG(X) mit den folgenden Eigenschaften: 
(i) D I Sq , (ii) p o D: V -+ AG(X, m) bildet Su in einen Punkt ab und 
repraisentiert ein erzeugendes Element a e wq+j(AG(X; in)); bezeichnet 
poR: AG(X; m) --AG(Sq+'; m) die durch p induzierte Abbildung, dann ist a'= 
p-(a) e 7r, 1(AG(Sq+!)) die Homotopieklasse der Inklusion Sq+l'-*AG(Sq+l; m). 

Aus (i) folgt A,,,(a) = a = Homotopieklasse der Inklusion Sq - AG(X). 
Nach II ist j'(s) = a. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB j"(u) = a 
ist. Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm 

Hq+l(Xg Zm) F0q41(Sq+l, Zm) 

(31) if/" I 

7r,+,(AG(X; rn)) >7r,+,(AG(Sq+'; mn)). 

Alle Abbildungen sind Isomorphismen. Bezeichnen wir mit u' die Grund- 
homologieklasse mod m von Sq+l, dann ist (nach II) j"(u') = a'. Ferner 
ist p*(u) u' und wie wir oben gesehen haben p-(a) = a'. Daher folgt 
j"(u) = a aus der Kommutativitat von (31). 

Es sei nun X ein beliebiger (abzahlbarer) simplizialer Komplex. Durch 
Identifizieren seines (q - l)-dimensionalen Geruistes X"-1 zu einem Punkt 
entstehe der Raum Y = XlXq-1. Die Identifikationsabbildung X -+ Y 
induziert Monomorphismen der Homologiegruppen Hr(X) -* Hr(Y) fur 
r > q, d.h. die Homologiegruppen von X werden zu Untergruppen der 
Homologiegruppen von Y, so daB es genuigt, die Behauptung des Satzes 
ftur Y zu beweisen. Im Falle q = 1 konnen wir auBerdem annehmen, daB 
,r1(Y) abelsch ist; andernfalls heften wir 2-Zellen an, die die Fundamen- 
talgruppe abelsch machen, aber keine Relationen in den Homologiegrup- 
pen hervorrufen. 

Es sei z ein (q + 1)-dimensionaler Zykel mod m und v e Hq+,(Y, Z7,,) seine 
Homologieklasse. z kann als ein Element von 7Zq+1(Yq+l, Y(I) aufgefaBt 
werden und wird als solches durch eine Abbildung 4): (V, Sq) (Yq+l, Yq) 
einer (q + l)-dimensionalen Vollkugel reprasentiert mit (NaV= Sq) c 
Yq. Da z ein Zykel mod m ist, laMt sich 4)lSq bis auf Homologie = Homo- 
topie in der Form S6 of schreiben, wof: Sq - S" den Grad m hat. Die 
Abbildung 4) Matt sich daher bis auf Homotopie folgendermaBen fakto- 
risieren 

(CfQ Sq) 

( Vq Sq) -E(y,1+1,2 Y]) 
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Dabei ist C(f wie oben definiert, und es ist T*(u) = v. Wegen j' a .R~l(U) = 
AL ? j"(u) folgt hieraus j ? 8an(V) = J ? Ra ? P*(U) = Ta ? j' ? 8a(U) 
XP* ? Am. ? j"(U) -Am oj"(v), was zu beweisen war. 

6.11. Wir geben zum SchluB dieses Paragraphen ein Beispiel eines to- 
pologischen Raumes, dessen Homologiegruppen nicht mit den Homotopie- 
gruppen seines symmetrischen Produktes uibereinstimmen. Es sei Y 

eine Folge von Kreisen in der Ebene, deren Radius 
gegen Null konvergiert und die nur den Nullpunkt 
0 der Ebene gemeinsam haben (s. Figur). Durch 

0 Projektion von einem Punkt des 3-dimensionalen 
Raumes auBerhalb der Ebene erhalten wir den 
Kegel X fiber Y. Bilden wir die Vereinigung 
X V X mit 0 als gemeinsamem Punkt, dann ist 

HI(X V X, Z) eine unendliche Gruppe (s. H. B. GRIFFITHS, Quart. Jour. 
of Math, Oxford, (2) vol. V, 1954, S. 77), wahrend H1(X, Z) trivial ist. 
Nach 3.14 ist aber 7r1(SP(X V X)) 17r(SP(X)) + 7r1(SP(X)). Daher ist 
,71(SP(X, 0)) 7 H1(X, Z) oder 7r,(SP(X V X, 0) $ H1(X V X, Z). 

7. Ein Satz von J. C. MOORE; Homomorphismen 
symmetrischer Produkte 

Es handelt sich um den folgenden 
7.1. SATZ (J. C. MOORE [1], 19.6). Ist H ein (bogenweise zusammenhan- 

gender) topologischer Raum mit einer kommutativen, assoziativen Addition 
H x H H mit Nullelement, die stetig ist auf kompactken Teilmengen 
von H x H, dann verschwinden alle kI-Invarianten des Raumes H. 

BEWEIS. Es sei Yr ein zusammenhangender CW-Komplex mit 

Hi~yr, Z) 0 fur i # r, i # 0 

H~( Yr, Z) = {r(I) fur i = r. 

Ein solcher "Moorescher Raum" (s. [8]) kann folgendermaBen erhalten 
werden: Man stelle die Gruppe 7rr(R) als Faktorgruppe F/R einer freien 
abelschen Gruppe F dar. {jaj sei eine Basis von F, {Pv (a,)} eine Basis 

von R. Jedem a, ordne man eine r-Sphare Sr zu und bilde ihre Vereini- 
gung S = vSr mit dem gemeinsamen Punkt Or. Es ist Hr(S, Z) = F mit 
{S~r} als Basis. Jeder Relation pV(a,) entsprechend hefte man nun eine 

(q + 1)-Zelle an S an, die das Element p,(Sr) annulliert. Der so erhaltene 
Raum Yr hat dann die gewuinschten Hornologiegruppen. 

Es ist klar, daB man eine stetige Abbildung pr: Yr H finden kann, 
die die Gruppe Hr(Yr) = 7r(Yr) (bezw. 7w1/[wr,, 7w1j fUr r = 1) isomorph auf 

W7r(H) abbildet (und den Grundpunkt Or in 0 e H uberfUhrt). Die Abbildung 
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(pr induziert einen auf kompakten Teilmengen stetigen Homomorphismus 
q)r: SP(Yr) -- H, namlich (Fr(E' y,) = T,(pr(y). Aus 6.10 folgt, daB 
SP (Yr) ein EILENBERG-MACLANEscher Komplex K(7rr(H), r) ist und daB 
p* Zr(SP( yr)) 7rr(H). 

Wir bilden nun das "schwache" Produkt K ][r= SP(Yr.) = 
ll - K(7rr(H), r). Die Punkte in K sind die Folgen {Yr}IYr e SP(Y,.), in 
denen fast alle Glieder Yr mit Or ubereinstimmen. Als topologischer Raum ist 
Kinduktiver Limes der Folge von Raumen ll=,SP(Yr), 1, 2, *--. Wir 
definieren eine Abbildung q): K -- H durch q)~{Yr} = iJ ?T(Yr). q) ist ein 
auf kompakten Teilmengen stetiger Homomorphismus des Monoids K in 
das Monoid H, der Isomorphismen aller Homotopiegruppen induziert. 
Daraus folgt die Behauptung. Wenn die Homotopiegruppen von H ab- 
zaqhlbar sind, dann kann Y. abzahlbar und die Abbildung 4i stetig gewaihlt 
werden. 

Der Raum K stimmt im wesentlichen mit dem unendlichen symmetri- 
schen Produkt von Vr =- Yr. uberein (vgl. 3.14). Der folgende Satz gibt 
eine Verallgemeinerung der Abbildung () fUr den Fall eines beliebigen 
SP(X). 

7.2. SATZ. Es sei H emn Raum mit einer abelschen Addition wie in 7.1. 
Ferner sei X ein abzdhlbares zusammenhdngendes Polyeder und 
h,: ri(SP(X)) -- r,,(H), i > 0, eine Folge von Homomorphismen. Dann 
gibt es einen stetigen Homomorphismus F: SP(X) -- H, der h = {hi} 
induziert, d.h.F*= {h1}. 

7.3. SATZ. Es seien X und Y abzidhlbare zusamrmenhingende Polyeder 
and F: SP(X) -- SP(Y) ein Homomorphismus, der Isomorphismen aller 
Homotopiegruppen induziert. Dann gibt es einen stetigen Homomorphis- 
mus F-: SP(Y) -- SP(X), so daB Fo F- id, F- o Ft id. 

Das Zeichen ~ bedeutet: Es, gibt eine Deformation F1: SP(X) -+ SP(X), 
te I, von F- o F in die Identitit von SP(X) (entsprechend fur Fo F-), in 
welcher jedes F, emn Homomorphismus ist. 

7.4. KOROLLAR ZU 7.2 UND 7.3. Es seien X und Y zusammenhiingende 
abzi:hlbare Polyeder wtit isomorphen Homologiegruppen, (p: HI(X, Z) - 

HI(Y, Z), i > 0. Dann gibt e3 stetige Homomorphismen F: SP(X) -- SP(Y) 
und F-: SP(Y) -?SP(X), so daiS FoF F id und F-oF F id und so dad, 
das Diagramm 

HI(X, Z) H(Y, Z) 

7ri(,5P(X)) T >7,i(SP(Y)) 
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kommutativ ist. 
BEWEIS VON 7.3. Da F Isomorphismen der Homotopiegruppen indu- 

ziert, ist F eine Homotopieaquivalenz, d.h. es gibt eine stetige Abbildung 
F': SP(Y) -- SP(X), so daB F o F' 2? id (2? bedeutet gewohnliche Homo- 
topie); F':SP(Y) -+ SP(Y) sei eine Deformation von FoF' in die Identitat 
von SP(Y). Wir definieren nun F-: SP(Y) -- SP(X) als den eindeutig 
bestimmten Homomorphismus der auf dem Teilraum Yvon SP(Y) mit F' 
ubereinstimmt, F- I Y = F' Y; ebenso F,: SP(Y) -* SP(Y) als den eindeu- 
tig bestimmten Homomorphismus mit FI Y =F Y. Dann ist F,, t e I, 
eine Homotopie F o F- ; id (Beweis der Stetigkeit wie in 3.6). 

Wenden wir nun dasselbe Argument auf F- an, dann erhalten wir 
einen stetigen Homomorphismus F- : SP(X) -* SP(Y) mit F- oF- - t id. 
Daraus folgt F Fo (F- o F-) (Fo F-) o F- F- - also F- o F s id. 

BEWEIS VON 7.2. Wenn X ein Raum von der gleichen Art ist wie 
die im Beweis von 7.1 betrachteten Y,, dann verfahren wir wie dort: 
Wir konstruieren zunachst eine Abbildung f: X -- H, die den richtigen 
Homomorphismus der r-ten Homotopiegruppe induziert, und wahlen fur 
F: SP(X) -- H die homomorphe Erweiterung von f. Analog kann man 
verfahren, wenn X eine Vereinigung (mit einem gemeinsamen Punkt) von 
solchen Raumen ist. 

Im allgemeinen Fall wahlen wir eine solche Vereinigung X' mit 
H(X', Z) H(X, Z). Wir wenden den bereits bewiesenen Spezialfall an und 
erhalten Homomorphismen G: SP(X') -v SP(X) und F': SP(X') -+ H mit 
G*: 7ri(SP(X')) =- 7t,(SP(X)) und F = hi o G*: w7(SP(X')) -* fj(H), i > 0. 
Nach 7.3 gibt es einen Homomorphismus G-: SP(X) -v SP(X') mit G- o G 
t id, also G* - (G*)-l. Dann ist F = F' o G-: SP(X) -* H ein Homo- 
morphismus mit F* F YO Ga - F- O (G*)-' = hoG* O (G*) = h, was zu 
beweisen war. 
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