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Inventiones math. 3, 172— 178 (1967)

Zur Spectralsequenz von Faserungen

A. Dress (Berlin)

0.

Im folgenden soll eine Konstruktion der Serreschen Spectralsequenz
von Faserungen angegeben werden, in der statt des filtrierten Komplexes
singulirer Cuben ein geeigneter Doppelkomplex benutzt wird. Dadurch
wird die Berechnung des E2-Terms in gewisser Hinsicht einfacher und
man kann z. B. auch ohne weiteres auf die Voraussetzung des bogenweisen
Zusammenhanges von Basisraum und Faser verzichten.

1.
Genauer sei zu einer stetigen Abbildung f:E — B ein singuldres pg-
Simplex von f ein Paar von Abbildungen:

: A,x4,—E,

Cp g
1,: 4,—B,
derart, daB das Diagramm
4,x4,2%E
lp r if
4,—2—B
kommutativ wird (4, sei das Standardsimplex der Dim #).

K,,(f) sei die von allen singuldren pg-Simplizes von f aufgespannte

freie abelsche Gruppe.
Offenbar ist K, o(f) = K,(E) (K_(E)=singulirer Komplex von E).

Man hat wie iiblich Randoperatoren:
d': Cpu—>Cpy-1s
d*: Cpy—>Cpoyy-
Ist & _4:4,_, =4, die kanonische Abbildung von 4,_, auf die i-te
Seite von 4,, so ist:

q
d (0,0,T,)= ZO(—- 1) *7(0,,(d 4, X8)-1),7,),
=

p
dz(a”,tp)=i;)(—l)' (0,48 -1 xid,s), T, 80— 1)

Es gilt d'd'=d*d*=d'd*+d*d"*=0; K_(f) ist also mit diesen Rand-
bildungen ein Doppelkomplex.
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Es gilt:
Satz 1. a) Es ist
H,(E) q=0
Hq(Hp(K,,(f)))={0 P sonst.

b) Ist f eine Serrefaserung, so ist H,(H,(K  (f))=H,(B, H,(F)),
wenn H,(F,) (beB) das zu f gehirige lokale Koeffizientensystem der
Faserhomologie auf B bezeichnet:

Der Komplex K__(f) liefert also die Serresche Spectralsequenz.

2. Beweis von Satz 1.a

Der Beweis kann analog zum Eilenberg-Zilber-Theorem mit Hilfe
azyklischer Modelle gefiihrt werden.

Einfacher schlieBt man wohl folgendermaBen':

Vorbereitung. Es seien f':E'— B', f:E — B zwei stetige Abbildungen.

Wir definieren die simpliziale Menge Hom(f’,f) mittels ihrer n-ten
Komponenten: Hom(f", f), besteht aus den kommutativen Quadraten

A, xE—>E

Ahxfll l[

A,xB——B.

Die Ecken von Hom(f’,f) sind also die Morphismen von f’ in f; die
Kanten sind die Homotopien zwischen zwei Morphismen von f* in f.
Folgendes Resultat liegt auf der Hand: ist f"':E " B" eine dritte
stetige Abbildung, dann ist Hom(a, f):Hom(f",f) -Hom(f", f) homo-
top zu Hom(B, f), falls a:f” —f und B:f"'—f' homotop sind.
Anwendung. Gilt B'=4,, so schreiben wir Hom(E’,f) anstatt
Hom(f’,f). Der Doppelkomplex K,,(f) ist assoziiert zu folgendem
simplizialen Objekt der Kategorie aller simplizialen Mengen

—_ — Hom (g1, f)
~+—Hom(4;, f)— Hom(4;, ) Hom 0,y Hom(4o, f)=K E.

Die Projektionen 4,—4, induzieren einen Morphismus simplizialer

Objekte
1d

— 1d
K E {i—» K E e, KE
—_—

| l A

.- Hom(4, , f)—Hom(dy, /) — Hom (4o, /).

1 Diesen Beweis verdanke ich dem Referenten.
12¢
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Da alle senkrechten Pfeile Homotopiedquivalenzen sind, ist H,(K ,(f))
kanonisch isomorph zu

-1, H,(E)—°>H,(E)—*>H,(E)—>H,(E).
q=3 q=1 q=0

q=2

3. Lokale Koeffizienten

Wir wollen H,(H,(K..(f))) auch fiir beliebiges stetiges f mdglichst
weitgehend berechnen und betrachten zu diesem Zweck zunichst den
Begriff der lokalen Koeffizienten.

Sei X ein topologischer Raum, 4_(X)die simpliziale Menge der singu-
liren Simplizes von X. 4_(X) kann mittels der durch die Komposition
der Randoperatoren definierten simplizialen Abbildungen

An—’Am
N/
X

iiber X als Teilkategorie der Kategorie Top/X aller topologischer Rdume
iiber X aufgefalit werden.

Zu jedem kontravarianten Funktor 7' von 4 _(X)in die Kategorie Ab
der Abelschen Gruppen (bzw. irgendeiner abelschen Kategorie mit direk-
ten Summen) ist dann die Homologie H (X, T') von X bezgl. T definiert
(Vgl. [2]), als die Homologie des simplizialen Komplexes

DT(el) —
C.(X,T): @ T(op) @ T(O'l):"'-

aoedo(X) OT(e) a1e41(X)

Geht z.B. Ty:4 (X)— Ab konstant auf die abelsche Gruppe M, so
ist offenbar H (X, Ty)=H (X, M).
Ferner ist bekannt, daB jedes lokale Koeffizientensystem

m#{MGO’quIUOEAO(X)’ UleAl(X)}

eindeutig einen Funktor Ty:4,(X)—Ab definiert, so daB H (X, M)=
H (X, Tgy) ist.

Nennt man einen Funktor T stabil, falls fiir jeden Morphismus & aus
Ao (X) T(e) ein Isomorphismus ist, so folgt: Ist M ein lokales Koeffizien-
tensystem, so ist Ty stabil.

Umgekehrt definiert jeder stabile Funktor T ein lokales Koeffizienten-
system

ﬂRTz{MZO’ ¢Z1|GOEAO(X)a o,€4,(X)},
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indem man fiir 6o€ 4, (X) ME =T(0,) setzt und fiir jeden Weg 5, €4, (X)
von @, &° nach o, &' setzt:

Pp,t M}, 0=T(0, &) L5 T(0,) 0 T(01 1) = Mg .
Es ist
T, =T, iDtTg;:im-

T

4. Beweis von Satz 1.b

Wir konstruieren nun zu f: E — B und jedem ¢=0 einen kontravarianten
Funktor TJ:Top/B—Ab, so daB fiir die Einschrinkung von T auf
Ay (B) gilt:

a) Ist 64:4,—beB Element von 4,(B) und F,=f"'(b), so ist
T)(00)=H,(Fy).

b) Es ist

H,(H,(K_(f))=H,(B,T,).

und zeigen dann, daB fiir Serrefaserungen f: E — B T stabil ist. (DaB T
dann auch das gesuchte lokale Koeffizientensystem liefert, liegt auf der
Hand.)
Konstruktion von T:Sei g: Y — B ein Objekt aus Top/B. Die kom-
mutativen Quadrate
Y x4,—E
lp ry j{f

Y —£-B

bilden auf kanonische Weise eine simpliziale Menge R’ (g). RS (g) sei der
zugehorige Komplex freier abelscher Gruppen.

Jeder Morphismus

y—* Y
gx\ A/g
B

induziert eine Abbildung R’ (h): R’ (g) - R/(g'). Setze T} =H,R.
Offenbar ist a) erfiillt und es gilt:

K,.(f)= @ R!(),

tp: Ap—B
also
HyK, (N)=_© T/,
also o

H/(K _(f)=C.(BT]) (val3),
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also

[H,(H,(K..(O)=H,B.T]) |

Zu zeigen bleibt die Stabilitdt von qu fiir Serrefaserungen. Sei also
f:E - B eine Serrefaserung. Wir zeigen etwas allgemeiner:

Satz 2. Ist A ein CW-Komplex und g: A xI— B stetig, iy:A—>AxI
die Inklusion: io(a)=ax0, so ist die AbbildungR’(is): R/ (g)— R’ (gio)
eine Homotopiedquivalenz.

Dieser Satz ist natiirlich im wesentlichen bekannt, der Beweis kann
etwa analog zu den Konstruktionen von SERRE in [/], Chap. II, Lemma
4 und 5 gefiihrt werden, wobei eine leichte Vereinfachung dadurch erreicht
wird, daB auf Degenerationen keinerlei Riicksicht genommen werden
muB.

Satz 2 kann als Nachweis des Homotopieaxioms fiir die durch R{ auf
der Teilkategorie von Top/B der CW-Komplexe iiber B definierte
Homologietheorie angesehen werden.

Von hier aus 148t sich dann auch wieder die Eilenbergsche Konstruk-
tion der Spectralsequenz fiir Faserungen und ihr Zusammenhang mit der
Serreschen Konstruktion verstehen (vgl. [3], [4], [5]).

Zum Beweis von Satz 2 geniigt es, aufgrund der allgemein bekannten
Methoden zur Konstruktion von Umkehrabbildungen und Homotopie-
operatoren zu zeigen:

a) Zu jedem 6:4,x A - Emit fo=gi,pr, existiert eine Erweiterung

I A xAXI—E mit fE¥=gpryx; und Zliyxsxo=0.

Dabei kann 2 auf Liq x A x I beliebig vorgeschrieben werden. Dies folgt
aus der Tatsache, daB in komm. Diagrammen

4, AX0——E

| ls

AqXAXI—g—BL‘ﬁ——”—)B,

bzw. A x Ax0U Ay x AxI—E

l 4

A, x Ax] ———B

stets kommutative Erginzungen 4, x 4 x I - E existieren.
b) Je zwei Erweiterungen

2,2 Ay xAxI—E
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von ¢ sind homotop rel. 4,xAx0, und zwar mit einer Homotopie
H:IxA,x AxI—E, fir die

fH=gproxp: Ix4)x(Ax)—»AxI—-->B

gilt. Dabei kann die Homotopie H unter Beibehaltung dieser zwei Neben-
bedingungen auf .
IxA4,xAxI

beliebig vorgeschriecben werden. Dies folgt wieder aus der komm.
Erginzbarkeit der Diagramme

(0x4,x AUl x4, x A)xIUIXx4;xAX0—E

s

IxA,xAx] —E24L B
bzw. .
Oxd,xAul x4, xAUIxA4,x A)X[VI x4, x AX0—E
l !
IxA4,xAxI >B
durch Abbildungen
Ix4,xAxXI—E.

In jedem Falle benétigt man nur die relative HHE fiir C W-Paare.

5. Bemerkungen

5.1. Zum Nachweis von Satz 1, b) geniigt es offenbar, Satz 2 nur fiir
lokalkompakte C W-Komplexe 4 zu beweisen. In diesem Fall folgt aber
Satz 2 aus der (elementar beweisbaren) Spezialisierung des Satzes von
Whitehead: ,,Ist r: X — Y stetig und induziert r fiir alle » Bijektionen der
Homotopieklassen r,:n[S", X] > n[S", Y], so induziert r Isomorphismen
in der Homologie*, indem man fiir g: ¥ —» B in dem mit der kompakt-
offenen Topologie versehenen Raum [Y, E] den Teilraum Pl(g)=
{s:Y—>E|fs=g} betrachtet. Ist ¥ lokalkompakt, so ist die simpliziale
Menge R’(g) einfach die Menge der singuldren Simplizes von P/(g).
Es reicht also, fiir einen lokalkompakten CW-Komplex 4 und eine
Abbildung g: 4 x I — B zu zeigen, daB die kanonische Abbildung r: Pi(g)
- PY(gi,) Bijektionen in den Homotopieklassen

n[S", PY(g)] - n[S", P (gip)]
induziert.
Dies folgt aber unmittelbar aus der relativen HHE fiir C W-Paare
und schwache Serrefaserungen (gewohnliche Serrefaserungen induzieren
sogar Epimorphismen [S", P/ (g)] = [S", P/ (gi,)]).
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5.2. Besitzt f: E — B die H HE nur fiir C W-Paare der Dim =<n, so hat
man jedenfalls die iiblichen E2-Terme fiir p+g<n.

5.3. Es ist vielleicht auch interessant, den E>-Term fiir Abbildungen
f: E - B mit wohlbestimmten Singularitéiten zu untersuchen, d.h. Abbil-
dungen, die z. B. mit Ausnahme endlich vieler Punkte lokaltrivial sind, etc.

5.4. Es liegt auf der Hand, daB man mit denselben Methoden auch die
allgemeineren Spectralsequenzen der Homologie und Cohomologie fiir
Raumpaare, beliebige Koeffizientengruppen und zusétzlicher Struktur
in der Cohomologie erhilt.
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