Beitrage zur Analysis situs.
1 Aufsats,
Ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.
Yon

Warrmger Dyox in Milnchen.
{Mit drei Hthogr Tafeln]

Einleitung.

In den Untersuchungen, welche die folgenden Seiten -~ zundichst
in einem ersten Aufsatze — enthalten, handelt es sich, unter gleich-
missiger Beriicksichtigung geometrischer wie analylischer Daten, um
eine systematische Entwickelung derjenigen Eigenschaften von Mannig-
faltigkeiten, welche denselben im Simme der Analysis sitos zukommen,
also sich ausschliesslich auf die Anordnungsverblinisse derselben
beziehen.

Es sind hierbei absolute und relative Eigenschaften zu unter-
scheiden, soferne dieselben eine Mannigfaltigkeit an sich besitzt, oder
nur in ihrer Verbindung mit anderen Mannigfaltigkeiten.®) Die absolu-
ten Bigenschaften konnen auch als diejenigen bezeichnet werden, deren
Uebereinstimmung fiir zwei Mannigfaltigkeiten nothwendig und hin-
reichend ist fiir die Herstellung umkehrbar eindeutiger stetiger Be-
ziehung zwischen allen Elementen der beiden Mannigfaltigkeiten *¥).

*) Dieser Unterschied fndet sich wohl zuerst hetont in dem Aufsalze yon
Klein ,Uecber den Zusammenhang der Flichen* (Zweite Abhandlung), diese
Annalen Bd. XI, (1875) pag. 478

##) Ts gei hier hervorgehoben, dass es sich dabei um stetige Begsiehungon
stetiger Mammigfaliigheiten bandelt, d. h. um solche Beziehungen, bel welchen
Nachbarelemente wieder in Nachbarelemente ibergehen. Beziehungen also, wie
die Cantor. Liroth’schen Abbildungen von Mannigfaltigkeiten vexschiedener
Dimensionen aufeinander (man vergl. hier insbesondere den Aufgatz yon Cantor
oBin Beitrag zur Mannigfultigheifslehre® im 84. Bd. von Crelle's Journal (18797)
and weiter dessen Notiz in den Gottinger Nachrichten v. J. 1879; sodann die
Aufsitze von Liiroth in den Erlanger Berichten v. J. 1878 und in den Math.
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Fiir zwei Dimensionen sind die absoluten Figenschaften in geome-
trischer Darstellung wohlbekanut in der Theorie des Zusammenhangs
von Flichen, wie sie von Riemann und Neumann®) aufgestellt

Annalen Bd. XXI, (1882) ,,Ueber eine eindeuntige Entwickelung von Zahlen in eine
unendliche Reihe*) sind von vorneherein als unstetige auszuschliessen,

Weiter ist wohl zu beachten, dass die Uebereinstimmung jener absoluten
Eigenschaften fiir die beiden Mannigfaltigkeiten nicht mehr erfordexlich ist, sobald
wir nur ¢m Allgemeinen eindeutiz umkehrbare Beziehung verlangen, also Aus-
nahmeelemente zulassen, So vergleiche man Klein’s noch weiter zu erwihnende
Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang der Flichen* (Erste Abhandlung), Math,
Annalen Bd. VII, (1874) pag, 554, wo fir den Fall eindeutig umkehrbarer alge-
braischer Beziehung zweier Flichen aufeinander das Aufireten von Fundamental-
punkfen und zugehbrigen Fundamentalcurven berlicksichtigt wird; man sehe hiezu
auch die beiden weiteren Abhandlungen Klein's ,,Ueber eine neue Art Riemann'-
scher Flichen® im VII, u. X. Bde. dieser Annalen.

Der Satz, dass fiir zwejdimensionale Mannigfaltigkeiten (Flichen) die Ueber-
einstimmung der sogleich zu besprechenden , Zusammenhangszahl“ nnd der
Anzahl der eindimensionalen Begrenzungen (Randcurven) derselben als emzige
absolute Eigenschaften von aus einem einzigen Stiick bestehenden Mannigfaltig-
keiten (Flichen) nothwendig und hinreichend ist fiir die Mdglichkeit umkehrbar
eindentiger Beziehung zwischen allen Elementen solcher Mannigfaltigkeiten, ist
wobl zuerst von C. Jordan bewiesen worden. Man vergl. hierzu die Abhandlmg
wSur la déformation des surfaces® in Liouville’s Journal, Serie 2, Bd, XI. (1866).
Fiir die genanere Formulirung sehe man auch im Nachfolgenden Theil IT, § 3 p. 488.

# Riemann. ,,Theorie der Abel'schen Functionen® (1857); Werke p. 84,
sowie ,Fragment aus der Analysis sifus® pag. 448.

Neumann., Riemann’s Theorie der Abel'schen Funchionen. 1. Aufl. 1865,
pag. 2016, 2. Aufl. 1884, pag. 146fF.

Was speciell gestaltliche Eigenschaften ,,Riemann’scher Flichen® betrifft, so
seien hier auch noch die Untersuchungen von Liiroth und Clebsch in Bd, IV u. VI
dieser Annalen erwihnt tiber die Herstellung gewisser canonischer Formen; ferner
die zuerst von Klein gebraunchte Form der ,frei im Raum gelegenen Riemann’-
schen Flichen®, sowie dessen in den schon oben erwihnien Aufsitzen gegebene
pneue Art von Riemann’schen Flichen

Weiter sei hier erwihnt ein Aufsatz von Clifford ,,On the canonical Form
and Dissection of a Riemanns surface’. Proceedings of the London Math. Soe.
vol. 8 (1877), sowie ein neuerdings erschienenes Werkchen von F, Hofmann
»Methodik der stetigen Deformation von zweiblattrigen Riemann’schen Flichen
Halle a/S. Nebert’s Verlag 1888, in welchem die Umformung solcher Flichen in
canonische Formen besonders anschaulich besprochen wird. Es sei mir dabel
gestattet, beziiglich eines Abschnittes der Hofmann’schen Darstellung (Nr. 8, p. 27 )
die Richiigstellung eines Citats zu geben. Die dort besprochene Conceplion der
doppelseitizen Flichen bezieht sich micht anf die ,neme Art Riemann'seher
Flachen®, wie sie Klein am soeben erwihnten Ort, Annalen VII u. X, gegeben hat,
vielmebr auf die wesentlich davon verschiedene, an Schwarz und Schottky an-
kntipfende Auffassung doppelseitiger Riemann'scher Flichen als symmetrischer
Flichen, sei es nun, dass man es mit einfachen oder mit sog. Doppelflichen zu
thun habe, Man vergl hierzu die Untersnchungen von Schwarz in Crelle’s
Journal Bd, 70 (1869) u. 75 (1872), . den Berliner Monatsberichten v. J. 1865; weiter
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wurde; weiter durch die an Fuler und I'Huilier®) ankniipfenden und
anch auf mehr Dimensionen ausgedehnten Untersuchungen Listing’s®¥)
und die von M&bius®*); endlich hat Betti}) fiir drei und mehr
Dimensionen den Riemanwn’schen analoge Formulirungen gegeben, auf
die in neunester Zeit Picard{i) zurlickgekommen ist.

Zu den geometrischen Unfersuchungen relativer Eigenschafien ge-
horen die Arbeiten iiber die Gestalten und Verschlingungen ebener und
rdumlicher Curven von Listing, Talt F. Meyer, Simony{if) v. a

Schottky in Crelle’s J. Bd. 83, (1877) sowie die Ausfilhrungen von Klein in
»Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen® (Leipzig 1882) pag. 78ff.

Noch sei bestiglich der an Riemann anschliessenden Betrachtungsweisen der
Aufsatz von Lippich ,Untersuchungen fber den Zusammenhang der Flichen®
Annalen, Bd. VII, Schiafli’s Aafsatz , Ueber die linearen Relationen zwischen den
29 Krelswegen erster Art ete.’* in Crelle’s Journal Bd. 76 (1873), sowie die bez. Ab-
schnitte in Clebseh-Gordan’s ,Theorie der Abel'schen Funchionen® (1866) erwithnt.

#) Der Ealer’sche Polyedersatz ist, wie Baltzer {Monatsberichte der Berliner
Akademie vom J. 1861) bemerkt hat, schon in einem Fragment von Descartes
enthalten. Die Ausdehnung des Buler’schen Satzes auf-sternformige Polyeder
(mehrfache Kugelbedeckung) hat Poinsot 1809 im 10, Heft (5. Bd) des Journal de
Pécole polyt. gegeben, wihrend die erste Darlegung der weiteren ,,Ausnahmefille®
des Eunler’schen Satzes vop L'Huilier (mémoires de I'Acad. de St. Petersbourg 1811,
Gergonne’s Annalen Bd. 3, 1812} herviihrt,

#**) Listing, Census riumlicher Complexe, Gotiinger Abh. Bd, X, (1861},
sowie GSttinger Nachr, 1867,

#2%) Mgbius, Werke Bd. Il und zwar: ,,Theorie der elementaren Verwandt-
schaft* (Sitzungsber. der Ges. d. W. zu Leipzig, Bd. 15, 1863); ,Ueber die Bestim-
mung des Inhaltes eines Polyeders® (ebenda, Bd. 17, 1867); ,,Zur Theorie der Poly-
eder und der Elementarverwandischaft (zum ersten Mal in den gesammelten
‘Werken aus dem Nachlass versffentlicht),

) Betti ,,Sopra gli spasi di un numero gualangue di dimensioni®, Annali
di Matematica, Serie II, Bd. 4. 1870.
+9) Picard, ,,Sur les fonctions hyperabéliennes”. Liouville, Journal de
math, Se. IV, Bd. 1, p. 106. (1885).

4+ Man sehe: Listing, insbesondere in den ,Vorstudien zur Topologie *
(Gottinger Studien v. J. 1847).

Tait in der grossen Abhandlung ,,On knots“, Transactions of the Royal
Society of Edinburgh vom Jahve 1879, dann v. J. 84 u. 86 und in den FProceedings
der gleichen Gesellschaft a. d. J. 1876—79.

Daran anschliessend eine Beihe von Abhandiungen von Kirkmann, gleich-
falls in den vorgenanmten Banden der Transactions und Proceedings, sowie von
Little in den Transactions of the Conpecticaf Academy v. J. 1885.

Franz Meyer in seiner Inaug.-Diss. ,, Anwendungen der Topologie auf die
Gestalben der algebraischen Curven® (1878) und ,Ueber algebraische Knoten® in
den Proceedings of the R. Soc. of Edinburgh v, J. 1885—86.

Simony, ,,Neue Thatsachen sus dem Gebiele der Topologie*, Math. Aun.
Bd. XIX u. XXIV, sowie eine Heihe von Aunfufifzen in den Sitzungsberichien der
Wiener Akad. vom Jahre 1881, 82, 83, 87; und ebenda anschliessende Arbeifen
von Koller u. Schuster.

Analytische Darstellungen von Baumcurven mit Knoten gind wvon Brill

81%
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Analytische Formulirungen gewisser Higenschaften der Lage ebener
und riumlicher Gebilde gehen in erster Linie auf Gauss zurick (die
Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra von 1799 und 1849, Defi-
nition und Darstellung der Curvatura integra von Flichen, dann ins-
besondere die Potentialsitze in der ,,Theoria atfractionis...¥ (1813)
und in den ,Allgemeinen Lehrsitzen” . .. (1839) (Werke Bd. V), end-
lich die analytische Darstellung der Umschlingung zweier Curven®)
(1833), weiter auf Cauchy (das sog. Cauchy’sche Integral, seine Ver-
werthung zum Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra); andererseits,
auf den Satz von Sturm iiber die Bestimmung der Anzahl der reellen
Wurzeln einer algebraischen Gleichung zwischen gegebenen Grenzen und
die daran sich schliessenden Untersuchungen von Sylvester, Hermite,
Jacobi, Briosehi u a¥,

{diese Annalen Bd. XVIIT) (welcher die algebraischen Raumeurven niedrigeter, gt
Ovdnung mit dieser Eigenschaft angiebt), dann von Hoppe, Duridge, Schlegel
{Grunerts Archiv Bd. 64 u. 65, Wiener Akademie-Berichte Bd. 82 (1880), Schis-
wileh's Zeitschrift Bd. 28) gegeben,

* Wegen der Bezichung des von Grangs (Werke Bd. V, pag. 605) gegebenon
Integrals fiir die Umschlingung wweier Curven zur Theorie der galvanischen
Strome sehe man noch die Bemerkungen von Schering am Schlusse des ge-
nannten Bandes, sowie die von Schering veranlasste Dissertation von Béddiker
. Erweiterung der Gauss'schen Theorie der Verschlingungen®. Waiter noch
Maxwell's ,, Treatise on Flectricity and Magnetism“ Sescond Ed. (1881},
§ 417422 und die Abhandlungen von Thomson ,,On vortex motion und ,0On
vortex statics” Transactions of the Boyal Society of Edinburgh, vol. 25, {1863) bez.
vol. 27, (1875).

Hier anschlicssend sind auch noch die physicalischen Untersuchungen zu
erwihnen, in welchen das Auffreten von Flichen und Kbrpern htheren Znsam-
merhangs fir das Verbalten von Potentialfunctionen in Betracht gezogen wird;
so sehe man ausser den eben genannien Abhandlungen von Thomson die Be-
merkung bei Helmholtz in der Abhandlung ,,Ueber Integrale der hydro-
dynamischen (leichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen® Crelle,
Bd, 55, pag. 27 (1858); weiter Biemann’s Vorlesungen dber ,,Schwere, Electricitit
~ und Magnetismus* (1876) § 83 u. ff; in dem eben erwihnten Werke von Maxwell
" die Artikel 18—28, 100, 113; in dem Buche von Lamb ,,A treatise on the mathematical
theory of the motion of fluids* (1879) die Artikel 53—59, 66, 67, 120 und Note B.

* Sturm, im Bulletin de Férussae vol. XI, pag. 419 (1829), amafilhrlicher
in den Mémoires présentds par divers savants, vol. VI (1835).

Sylvester, insbesondere in ,On a theory of sysygetic relations of two
rational integral fancHons® Philosophical Transactions. London, Pard. T (1858}

Hermite, ,Sur Vextension du théordme de M. Sturm® (Comptes rendus,
Bd. 35, pag. 52 (1852), u Bd, 36, pag. 294 (1853), sowie Jacobi, Crelles Jonrnal
Bd. 36, pag. 127 . w. Bd. 3, pag. 265, (Werke Bd. III). Hierzu die bistorischen
Bewmerkungen von Borchard, gleichfalls in Crelle’s Journal Bd. 53,

Briosechi insbesondere in den beiden Aufsitzen in den Nouvelles Annales de
mathématiques Bd. 13 (1854) und Bd. 15 (1856) ,Sur les fonctions de Sturm“ und
»Sur les séries qui donnent le nombre de racines réelles ete.

Man vergleiche beziiglich der Litteratnr noch die zusammenfassende Dar-
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An diese Untersuchungen kniipfen die Arbeiten von Kronecker
tiber die Starm'schen Funclionen und iiber Systeme von Functionen
mehrer Variabeln™) an; er glebt in seiner Charakieristik eines Fune-
tionensystems einerseits die von Sylvester vermuthete allgemeinste
Formulivang der Sturm’schen Uniersachungen fiir beliebig viele Variable
und stellt andererseits in der Darstellung der Charakteristik durch ein
bestimmtes Integral den Zusammenhang dieser Untersuchungen zu den
anderen von Gauss und Caunchy fest. Gleichzeitig sind damit die
Grundlagen fiir die analytische Behandlung aller Fragen der Analysis
situs gegeben.

Der vorliegende Aufsatz®¥) verbindet die geometrische und analy-
tische Behandlung fiir die Frage nach den absoluten Charakteristiken
ein- und zweidimensionaler Manwigfaltigheiten. Derhiebei eingeschlagene
Weg fithrt dann weiter zu gewissen selativen Figenschaften, die sich
auf Curvensysteme auf beliebigen Flichen, sowie auf Flichensystems in
unserem Baume bezichen.

1. Die geometrische Herleitung einer charakieristischen Zahl (je
im I. Absechnitt behandelt) wird an eine rein gestaltliche Herstellung
der Mannigfaltigkeiten gekniipft, deren Grundziige als fiir alle Dimen-
sionen gemeinsam gleich hier vorangestellt seien.

Wir gehen aus von bestimmten Elementargebilden und fixiren
gewisse typische Processe zur Umformung derselben. Indem wir dann

a) je die Elemeniargebilde wmit der charakferistischen Zahl 1 be-
haften und

b) die Umformungsprocesse zunichst zur Herstellung nener Elemen-
targebilde, beziehungsweise zur Vernichtung vorhandener beniitzen, lassen
sich, positive und negative Operationen dabei unterscheidend, auch die
einzelnen Processe mit den Zablen - 1 und — 1, ihrem Einfluss auf
die entstehenden Mannigfaltigkeiten entsprechend, bezeichnen. Diese
Zihlung der Umformungsprocesse behalten wir bei, aunch wo sie
andere Verinderungen einer Mannigfaltigkeit hervorrufen als die eben
erwihnten und gelangen, indem wir

c) die Abzihlung der successive auf ein Elementargebilde 1 an-

stellung von Hattendorf: ,Die Storm'schen Fonctionen® (Hanpover 1874) und
insbesondere die sogleich zn nennenden Abhandlungen Krenecker's.

¥ Kronecker ,,Usher Systeme von Functionen mehrer Variabeln®, Monats-
berichite der Berliner Akad. 1869, p. 159 u, 688; dann ,Ueber die verschiedenen
Sturm’schen Rethen und ihre gegenseitigen Beziehungen®, ebenda 1873, p. 117;
weiter ,Ucber Sturm’sche Fonctionen® und ,,Ueber die Charakterisiik von Fane~
tionensystemen®, ebenda 1878, p. 85, bez. p. 145,

*%) Die weitere Ausfilhrang zweier, der shehs. Gesgiiscba,ﬁ dex W’mensﬁha.fben
zm Leipzig (Juli 1885 und Februar 1886) vorgelegien Mittheilungen, »Beitriige zur
Analysis situs I und IT%.
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gewandten Operationen ihrer Summe nach fixiren, zu einer charakie-
ristischen Zahl fiir die entstandene Mannigfaltigkeit.

Die Zahl gewinnt dadurch ihre fundamentale Bedeutung, dass wir
ihre Unabhdingigkeit von dem jeweils zu Grumde gelegten Entstehungs-
process darthun und lisst gleichzeitig die Eigenschaft wnmitfelbarer
Addirbarkeit, soferne es sich um ein Aggregat von Mannigfaltigkeiten
gleicher Dimension handelt, erkenunen. Dabei besteht, was ich gleich
hier hervorheben mochte, fiir zwei Dimensionen kein Unterschied
i der hier entwickelien Abzihlung fiir die einfachen wnd fir die
sogenannten Doppelmannigfaltighkeiten (beziiglich deren ausfiihrlicher
Discussion insbesondere auf die §§ 3 bis 5 des zweiten Theiles verwiesen
sei) und dies entspricht dem Umstande, dass die Doppelmannigfaltig-
keiten sich als solche aus der Charakteristik allein im Allgemeinen
nicht erkennen lassen*).

Die erhaltene charakieristische Zahl ist fir zwei Dimensionen von
der bekannten Riemann’schen Zusammenhangszahl und ibren Modi-
ficationen im Wesen nicht verschieden und weicht nur so zu sagen
in der Zuhlrichtung von derselben ab. Ich habe die gegenseitigen
Beziehungen ausfiihrlich in § 4 (Theil IT) besprochen und dort auch die
Griinde erortert, welche mir, aus der hier gegebenen systematischen
Entwicklung der Zahl und der sogleich zu besprechenden analytischen
Darstellung derselben folgend, es als nicht unberechtigh erscheinen
lassen, die hier getroffene Zihlweise an Stelle der Riemann-Neumann’-
schen zn setzen.

1. Zur analytischen Formulirung der Charakieristik (die wir je
im II. Abschnitte behandeln) handelt es sich nun darum, fiir die durch
Gleichungen und Ungleichungen gegebenen Mannigfaltigkeiten auch
analytisch formulirte, continuirliche Entstehungsprocesse zur Abzihlung
zu Grunde zn legen. Zu dem Ende betrachten wir die allmihligen Um-
formungen einer Mannigfaltigkeit in einem einfach unendlichen, con-
tinuirlichen Systeme solcher Mannigfaltigkeiten; es bleibt dabei die
Charakteristik im Allgemeinen ungeéindert, im Besondern aber ergeben
sich auch sofort diejenigen Sprungstellen, bei welchen eine Aenderung —

*) Doppelflichen sind zuerst wohl von Mébius in der ,, Theorie der Polyeder
und der Elementarverwandtschaft® aunfgestellt worden. Man vergl. Werke Bd. II,
pag 484. Die Ausdehnung der Abzéhlung des Zusammenhangs anf Doppelfiichen
ist nach einer Bemerkung Schlifli’s zuerst von Klein ausgefihrt worden,
Annalen Bd. VII, pag. 550ff, Man vergleiche hiezn auch die schon erwihnte Schrift
von Klein, ,,Ueber Riemanns Theorie der algebraischen Functionen und ihrer
Integrale’* § 23, sowie die Note ,,Ucber die conforme Abbildung von Flichen®,
Annalen XIX, pag.159; und endlich die Dissertation des Herrn Weichold ,,Ueber
symmetrische Riemann’sche Fliichen und die Periodicitatsmoduln der zugehdrigen
Abel'schen Normalintegrale erster Gattung®, Dresden 1883 (in Schlomilch's Zeit-
schrift Bd. 28 abgedruckt).
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im Sinne jener vorhin erwihnten Operationen — im positiven bez. im
negativen Sinne statthat. So ergiebt sich die Abzihlung direct durch
eine Summation iiber gewisse singulire Stellen, die durch Gleichungen
und Ungleichungen definirt, ihrem ,, Punktcharakier* mnach im Sinne
jener Operationen zu bezeichnen sind, d. h. als eine Summation im
Kronecker’schen Sinne iiber die Punktcharaktere gewisser durch ein
Functionensystem definirter Stellen. Es erweisen sich unsere geometrisch
abgeleiteten. Zahlen direct als Kronecker’sche Charalieristiken, in der in
den oben erwihnten Abhandlungen emtwickelien Bedeutung, und es
bilden diese in den vorliegenden Untersuchungen fiir die Zusammen-
hangszahlen von Curven und Flichen des dreidimensionalen Raumes
getroffenen Abzihlungen ein, wie ich glanbe, besonders anschauliches
Beispiel jener allgemeinen Charakteristikentheorie.

Weiter aber filhrt die Betrachtung der Systeme von Mannig-
faltigkeiten, an deren singuliren Stellen als den Sprungstellen der
Charakteristik die Abzihlungen getroffen werden, zu bemerkenswerthen
Relationen zwischen solchen singuldren Stellen, insoferne sich die Ab-
zihlung als unabhiingig erweist von dem speciellen zu Grunde gelegten
Systeme. Diese Relationen, — hier fiir beliebige Curvensysteme in der
Ebene und auf beliebiger Fliche, sowie fiir beliebige Flichensysteme
unseres Raumes ausgesprochen — sind in speciellen Formulirungen
bekannt und fithren in erster Linie wohl auf die obenerwihnten Arbeiten
von Mdbius zuriick, der seine Abzihlungen fiir Flichen geradezu auf
gewisse auf denselben gezeichnete Curvensysteme stiitzt®). In der
That haben mich auch, wie von der analytischen Seite die Kronecker’-
schen, von der geometrischen die Entwickelungen von Mdbius zu den
nachfolgenden Untersuchungen gefiihrt.

#) Man sehe die oben angefiihrten Abhandlungen von Mdbius, insbeson-
dere die ,,Theorie der elementaren Verwandtschaft'‘ (Werke, Bd. II, pag. 540,
und 462, 4651F). Weiter vergleiche man-hiezu Bemerkungen bei Gausgs: ,,Theorie
des Erdmagnetismus* art, 12 (Werke, Bd. V, pag. 134f), ferner eine Abhandlung
yon Reech ,,Démonstration d’'une propriété générale des surfaces fermées” im
21. Bd. (37. Heft) des Journal de V'école polytechnique (1858), sowie die Abhand-
lungen von Poincaré, ,,Sur les courbes définies par une équation differentielle’‘ im
Journal de D'école Normale, Serie 8, Bd. VII (1881), VII (1882), Serie 4, Bd. I
(1885) u. If (1886), wo besonders anch die in gegenwirtiger Abbandlung in § 11
geschilderten Relationen behandelt werden; endlich eine Bemerkung ven Klein
in ,Biemann’s Theorie“ pag. 39. Relationen fir die Art und Anzabl der singu-
Iiren Stellen von Potentialfunctionen (aunf Flichen und im Ranme) sind anch in
den schon oben angefihrten physicalischen Untersuchungen behandelt; es seien
hiezu noch die Betrachtungen von Betti erwihnt iiber die Anzahl der singuliren
Stellen der Potentialtunction auf der einfach zusammenhingenden Oberfiiche
eines magnetischen Korpers (Betti, Lehrbuch der Potentialtheorie, deuteche Aus~
gabe von Franz Meyer, Stuttgart 1885, pag. 3341L).
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I. Theil.
Eindimensionale Mannigfaltigkeiten.
1. Abschnitt.

Geometrische Definition und Charakteristik eindimensionaler
Mannigfaltigkeiten.

8§ L
Die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten.

Das Elementargebilde E! fiir die eindimensionalen Mannigfaltig-
keiten ist geometrisch gegeben durch ein begrenztes Stiick einer Curve,

Die allgemeinste eindimensionale Mannigfaltigkeit M7, die wir
hier betrachten, entsteht, wenn wir in einer endlichen oder auch un-
endlichen Zahl von Elementargebilden einzelne (oder auch alle) End-
punkte paarweise vereinigen. Die M7 enthilt dann neben Elementar-
gebilden E7 noch eine gewisse Anzahl geschlossener Curvenziige,
dadurch entstanden, dass die beiden Endpunkte eines E! vereinigt,
oder auch eine Anzahl solcher im Cyklus zusammengefiigt wurden.
Mannigfaltigkeiten M7, bei denen in einem Punkte mebr als zwei
Curvenziige sich vereinigen, lassen wir in den gegenwirtigen Ab-
zihlungen ausser Betracht.

§ 2.
Herleitung der Charakteristik.

Dem Elementargebilde ertheilen wir die Charakteristik - 1.

Denken wir uns nun irgend einen Entstehungsprocess fiir eine
eindimensionale Mannigfaltigkeit gegeben, so haben wir zur Herstellung
einer Charakteristik féir dieselbe das Entstehen eines K7 mit -- 1, das
Verschwinden mit — 1 zu zihlen.

Die Trennung eines E! in zwei Sticke kommt dem Entstehen
eines weiteren E7 gleich und zihlt somit fiir die Charakteristik von
MT als + 1, wihrend umgekehrt die Vereinigung zweier £ als — 1
zu zihlen ist.

Nun kann die Vereinigung zweier Endpunkte auch an einem
Elementargebilde vor sich gehen, wo dann ein geschlossener Curven-
zug entsteht; indem wir anch hier diese Vereinigung mit — 1 in
Rechnung bringen ergiebt sich fiir jeden geschlossenen Curvenzug der
M7 ein Beitrag +1—1=0.
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Die so definirte Charakteristik KT einer MI ist also gleich der
Anzahl der i derselben enthalienen wicht geschlossenen Curvensiige
(Elementargebilde); die geschlossenen Curvenziige liefern keinen Beitrag
zu dieser Zohl*).

Sofort ergiebt sich hieraus die Unabhingighkeit der charakteristischen
Zahl K7 von einem bei der Abzihlung zu Grunde gelegten Entstehungs-
process der Mannigfaltigkeit und weiter erkennen wir auch unmittelbar
die Charakteristik einer Reihe von Mannigfaltigkeiten M7 als die
Summe der Finzelcharaliteristiken.

II. Abschnitt.

Bestimmung der Charakteristik filr gewisse, analytisch gegebene,
eindimensionale Mannigfaltigheiten.

§ 3.
Allgemeine Formulirung fiir ebene Curven.

Wir denken uns in der Ebene eine eindimensionale Mannigfaltig-
keit folgendermassen fixirt:
Gegeben seien zwei Curven durch ihre Gleichungen:

M o, 9) =0; (=, 9)=0;

wir nehmen dieselben im Endlichen liegend, iibrigens aus einer be-
liebigen Zahl von Theilen bestehend und ohne Doppelpunkte an. Als
das ,,Innere’ einer Curve seien diejenigen Theile der Ebene bezeichnet,
fiir welche die betr. Function [hier @(z, y), bez. #(z, y)] kleiner als
Null ist, und dabei sei wieder das Vorzeichen der Function so gewihlt,
dass dieselbe im Unendlichen positiv ist, d. h. dass der unendlich

ferne Punkt der Ebene — wir fassen in der Folge stets die Ebene
als Kugel mit unendlich grossem Radius auf — im , Aussenraum‘ der
Curve liegt.

Wir fragen nach der Charalteristit: derjenigen Theile von @ (z,y)=0,
welche im Innern von ¢(z, y) =0 liegen.

Diese Mannigfaltigkeit M7 wird im Allgemeinen aus einer Anzahl
geschlossener Curvenziige und einer Anzahl getrennter Stiicke bestehen.

#) Man erkennt vielmehr gerade an dieser Stelle, dass die Bestimmung einer
charakteristischen Zahl, welche auch die Anzahl der geschlossenen Curvenzige
ergiebt, ein weitergehendes Problem ist, insofern es dann nicht mehr genfigt,
wie bei dem oben behandelten, gewisse Punkte (Vereinigungs- und Trennungs-
stellen) ihrem ,,Punktcharakter® gemiss (vergl. pag. 463) zu unterscheiden, sondern
der Gesammtverlanf der Curve von einer solchen Stelle ab zu verfolgen ist. Die
fiir die Losung des letzteren Problems nothwendigen Schritte habe ich in einer
Note zur Aualysis situs (Dritter Beitrag z. A. e.) in den Berichten der sichs, Ges.
d. W, zn Leipzig, 1887 angegeben.
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Die letztere Zahl, gleich der gesuchien Charakteristik, ergiebt sich
unmittelbar als die halbe Anzahl der reellen Schuittpunkte beider
Curven,

Um diese Zahl analytisch darzustellen, legen wir den folgenden
Entstehungsprocess fiir die Mannigfaltigkeit M7 zu Grunde. Wir be-
trachten die Curve ¢@(z, ¥)==0 als enthalten in einem einfach un-
endlichen , sonst beliebigen Curvensystem
) (2,9, 1) =0
mit 4 als Parameter; und beachten, wie beim Durchlaufen dieser Ge-
sammtheit die Charakteristik der jedesmal im Innern von #(z, y) =0
liegenden Theile der mit 4 sich continuirlich deformirenden Curve
®(z, y, ) = 0 sich Zndert. Diese Aenderung erfolgt sprungweise an
gewissen besonderén Stellen des Curvensystems ®. Wir formuliren
dieselbe im Folgenden im Kronecker'schen Sinne durch Angabe des
~Punktcharakters jener Stcllen, dessen geometrische Bedeutung sich
hier auf's Einfachste ergiebt. Xennen wir dann fiir irgend eine
specielle, dem Parameter i == 4, entsprechende, Curve des Systems
die zugehorige Charakieristik K, (ihrer innerhalb 7 =0 gelegenen
Theile), so kénnen wir von da ab, indem wir 4 von 4, bis iy — dem
der Curve ¢ — O zugehdrigen Parameter — abandern, die Aenderung
der Charakteristik von K, bis K, — der fir die Curve ¢ =0 zu
berechnenden Charakteristik — verfolgen. Nekmen wir inshesondere
an, einer Ausgangscurve i==1, entspreche eine Charakteristik K;=0,
so erhalten wir durch eine von hier ans begonnene Zahlung direct die
Charakteristik K, selbst, durch die Summation der Aenderungen im
Intervalle 4, bis 4,.

§ 4
Punktcharakter der Sprungstellen der Charakteristik.

Die Charakteristik K7 der Theile einer Curve des Systems
®(z, ¥, 4) =0, welche im Innenraume von ¥(z, y) = O liegen, &ndert
sich, wenn wir von einer Curve 4 zu einer folgenden A + di iber-
gehen, im Allgemeinen nicht, solange michi

«) neue Stiicke der sich deformirenden Curve in das Innere von

3 = O eintreten; bez.

B) vorhandene Stiicke austreten, oder

) bisher vereinigte Curvenziige sich trennen, bez.

&) getrennte sich vereinigen.

Dabei indern die Falle (2) und (p) die Charakteristik um + 1,
die Falle (8) und (8) um — 1. Wir kbnnen sie ggpmetrisch dadurch
unterscheiden , dass beim Durchlaufen des Systems djin der durch den
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wachsenden Parameter gegebenen Richtung die Zahl der Schnittpunkte
von & =0 mit ¢ =0 in den Fillen (¢) und (y) um zwei vermehrt,
in den Fillen (8) und () um zwei vermindert wird. Die Vorkommnisse
finden némlich statt an den Beriihrungsstellen der Curven des Systems
D =0 mit =0, also an den Stellen fiir welche;

® ®=0, $—0, A=0
ist, wenn wir mit A die Functionaldeterminante
® %
A =
(bg 7!’2

der Functionen @ und 7 bezeichnen. Beachten wir nun, um die eben
getroffene Kintheilung analytisch zu fixiren, wie der ,,Innenranm“ der
betreffenden Curve ¢ == 0 und der ,Innenraum* der Curve ¥ =0 in
der Umgebung des Beriihrungspunktes gegen einander liegen, so knnen
wir zundchst vier Fille der Berithrung (vergl. die Figuren 1ab.4)
unterscheiden, die wir folgendermassen zusammenstellen:

(@) (®) (0 (@)

Fig. 12 %)) | (Fig. 1*) | (Fig. 19)| (Fig. 1%)
Die Curve & verliuft (e g ( )
im Aussen- | Aussen- | Innen- | Innen-
Raum Raum | Raum { Raum | der Curve ¢
DieCurve o verliuft
im Aussen- | Tnnen- | Aussen-| Innen-
Ranm Raum | Raum | Raum | der Curve @

Je nachdem nun mit wachsendem Parameter 4 der Innenranm der
Curve ® = 0 an der betr. Stelle wdchst, bez. abnimmit, entspricht

Fall (@) der oben bezeichueten Aenderung (a) bez. (8),

Fall (b) ” » 3 » (ﬁ) bez. (&),
Fall (c) I ” 2 » (7) bez. (9),
Fall (@) ,, » » (9) bez. (¥),

wie sich aus der Betrachtung der betr. Figuren und der dabei ein-
getragenen Pfeilrichtungen, welche das Fortschreiten der Curven des
Systems mit wachsendem Parameter und dabel wachsendem Innenraum
andeuten, leicht ergiebt. Nun wird andererseits das Zu- bez. Ab-
nehmen des ,Innenraumes” ® < 0 an einer Stelle mit wachsendem
Parameter durch das positive bez. negative Vorzeichen von — &, der
nach 4 genommenen Ableitung von @, bestimmt.

¥ Tn den Figuren sind die Curven ® =0, bez. » = 0 mit (F) und {2) be-
zeichnet, der Ynnenvanm je der beiden ist durch Schraffirang angedeutet.
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Indem wir jetzt die von Kroneeker in den erwihnten Abhand-
lungen eingefiihrte Bezeichnung®)
4]
beniitzen, um die Zabl -+ 1, 0, — 1 zu bezeichnen, je nachdem der
Ausdruck 4 in der eckigen Klammer positiv, Null oder negativ ist,
kbnnen wir sagen: Die Fille (a) und (¢) sind jhrem Punktcharakter
nach durch

(‘4’a) {:'"”' ¢4]:
die Fille (b) und (d) durch
4 [+ ®,]

fitr die Abzihlung der Charakteristik unserer eindimensionalen Mannig-
faltigkeit bestimmt.

Nun handelt es sich noch darum die Fille (¢) und (¢) von den
anderen (5) und (d) 2u trennen, Man berechnet leicht, dass die Unter-
scheidung der simmtlichen Fille (a), (), (¢), {d) von einander durch
die Vorzeichen zweier Determinanten sich darstellen lfsst, nimlich
der beiden: A

1
(5) G‘b—" Az ,‘pz
(in denen A, und A, die Ableitungen der vorhin definivten Functional-
determinante A bedeuten); und zwar ist

o, A
und 6¢= ® A2
2

positiv in den Fillen (@) und (c),
02 Legativ in den Fillen (8) und (d),
positiv in den Fillen (@) und (8),
Oy negativ in den Fillen (¢) und {d).

Hier kommt also lediglich die erstere Determinante ©p in Betracht
und es wird mit Beriicksichtigung der oben gegebenen Formeln (4%) und
(4%) der Punkicharakier aller Berihrungspunkie gegeben durch das
Vorzeichen des Productes von ~ O, und Og d. h. durch

(6) [“‘"‘“‘ b, - O}

Insoferne nun, ihrer geometrischen Bedeutung zufolge, die Aende-
rung der Charakteristik beim Uebergang von der Curve (4s) zur Curve
(%) stets dieselbe bleibt, welches specielle Curvensystem wir auch
zwischen die Anfangs- und Endcurve einschalten mdgen, ergiebt sich
eine Relation zwischen den nach Forme (6) abgezihlien Beriihrungs-
punkien der Curven irgend welcher einfach wnendlicher swischen jene
Deiden Curven continwirlich eingeschalleter Systeme und der Curve 3 ==0.
Wir fihren im folgenden Paragraphen noch an einem speciellen Beispiele

#) Vergl Berl. Mopatsberichte 1878 pg. 145.
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einen besonderen Fall dieser Beziehung aus, wo wir die Summation
zwischen zwei Curven von der Charakteristik Null ausfithren, fiir
welche also auch die zu berechnende Aenderung gleich Null ist.

Es sei anschliessend noch bemerkt, dass wir eine analoge Abzihlung
auch an die Erzeugung des Innenraumes von o (z,y) =0 knitpfen
konnen, indem wir bei fest gedachter Curve g(z, y) = O die andere
¥(z,y) =0 in einer unendlichen Schaar ¥(z,y, p) = O enthalten
zu Grunde legen. Insoferne indess bei eindimensionalen Mannigfaltig-
keiten die abzuzihlende Charakteristik der Theile von ¢ im Innen-
raume von ¢ ganz ebenso auch die Charakteristik der Theile von o
im Innenraume von ¢ ist und endlich auch dieselbe Bedeutung fiir
die Aussenrfiume besitzt*) (als gleich der halben Zahl der reellen
Schnittpunkte beider Curven), fithrt diese zweite Abzihlung zu keiner
wesentlich anderen Formulirung *¥). Noch eine dritte Form der Ab-
zihlung — die wir ebenso wie die vorige fiir zweidimensionale Mannig-
faltigkeiten ausfithren — sei bezeichnet: Es entstehe die Mannjg-
faltigkeit ¢ = 0, ¢ << 0 dadurch in einem econtinuirlichen Processe,
dass ein System von beliebigen Curven X(z,y, v)=0 (mit » als
Parameter) iiber die abzuzihlende Mannigfaltigkeit hinweggleitet; dann
lassen sich wieder die Aenderungen der Charakteristik fiir die innerhalb
X == 0 gelegenen Theile von ¢ =0, ¥y =0, beim Durchlaufen des
Systems X auf die einfachste Weise verfolgen. Es sind dabei einmal
die Schnittpunkte ¢ =0, ¥ = 0 mit Curven des Systems, dann die
Berithrungsstellen von ¢ = 0 mit eben diesen Curven X =0 zu
betrachten.

§ 5.
Beispiel fiir die Summation der Punktcharaktere.

Wir legen fiir die Abzihlung der Charakteristik K7 der im Innern
der Curve 9(z, y) = O gelegenen Theile von ¢ (z, y) = 0 das System

=g,y —4i=0
zu Grunde; es ist dies ein die Ebene einfach und liickenlos bedeckendes
System, welches im Innern von @ = O nothwendig in gewisse singu-
lare Punkte (isolirte Doppelpunkte) sich zusammenziehen muss (wenn
wir absehen von dem an specielle Bedingungen gekniipften Auftreten

*) Dies spricht sich bei allen unseren Enfstehungsprocessen einer M7 darin
aus, dass an allen Sprungstellen der Charakteristik diese, wie man sich leicht
iiberzengt, in gleicher Weise sich indert, ob wir die Abza.hlung fir den Inmen-
rawm oder fir den Aussenraum treffen, ein Verhalten, welches fiir hihere Mannig-
faltigkeiten durchaus siché mehr statt hat.

#*) Man vergl, hierzn das im folgenden Paragraphen gegebene Beispiel.
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doppelt zéhlender Curven). Fiir ecinen gewissen unfersien Werth von
A ist also die Charakteristik der inmerhalb ¢ — 0 Uegenden Theile von
& sicher gleich Null. Mit wachsendem Parameter 4 wichst dann der
Innenraum von ¢ continuirlich. Die Formel (6), ausgedehnt diber alle
im Bereiche i < O liegenden Beriihrungspunkie, d. h, wber alle Punkite
9 %
@ Py

2

p<0 ¥=0 A ﬂI
ergiebt also die Charakteristil K7 als

Ay Wy
wr= s
Ein Vergleich mit den von Kronecker gegebenen Formeln*) ergiebt
also K7 direct als Charaliteristik des Funclionensystems
=0, p=0, A=0
in der Kronecker'schen Terminologie. Dabei ergeben sich aus den 1. e
gegebenen Entwickelungen sofort zwei weitere Darstellungen dieser
Charakteristik in der Form:
Py By i}’

K=
Z L @, A,
die Summation verstanden iiber alle Punkie, fiir welche
$<0, A=0, g=0
ist, und endlich anch:
¢ P

KI&WZ[ P Uy

diese Summe genommen iiber die Punkte

A<Oa 9)""-‘0? ¢=O~
Geometrisch entspringen die letzteren beiden Formeln fiir die Charakte-
ristik der Betrachtung der Aenderung der Charakteristik bei Zugrunde-
legung des Curvensystems

¥z, y) —p=0,

}..—.:0

it

beziehungsweise
A,y —v=0,

(vergl. die Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen). In der letzten
Forme! wird dabei direct die K7 als die Hilfte der Schuittpunkte von
@ =0 und ¢ == O ausgedriickt.

Die Ausdehnung der ersten Summation auf alle Pankte P =0,
A=0 giebt weiter in Uebereinstimmung mit der allgemeinen Kronecker'»
schen Theorie (Formel I a.a. 0.) als Summe Noll. Denn wir konnen

%) Man vergl. ebwa die in den Berl. Monatsberichten 1878 pag. 145 ge-
gebepen Formeln,
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dann die Summation betrachten als ausgefiihrt von einer Anfangscurve,
fir welche K = O ist bis zu einer Endeurve, welche 3 = 0 ganz um-
giebt, fir welche also wieder K = 0 ist. Geometrisch ansgesprochen
lautet der Satz, als Specialisirung der vorhin auf pag. 469 allgemein
ausgesprochenen Relation:

Die Anzahl der Punkte, in welchen die Curve ¥ = 0 eine Curve
des Systems ¢ — i =0 von Innen (d. h. im Baume (@ — 1) << 0) be-
riihrt, ist gleich der Zahl der Punkte, in denen eine solche Beriihrung
von Aussen (d. h. im Raume (o — 1) > 0) statthat.

Eine gleiche Relation gilt fiir die iibrigen Summen und Zisst sich
sofort fir zwej beliebige die Ebene einfoch tiberdeckende Curvensysteme
aussprechen. Man vergleiche Fig. 2, wo dieses Verhalten den einzelnen
Punktcharakteren gemass an zwei (stark gezeichneten) Curven zweier
solcher Systeme bezeichnet ist, und andererseits auch die Abzihlung
der Charakteristik fiir die innerhalb einer der stark gezeichneten Curven
gelegenen Theile der zweiten Curve verfolgt werden kann, sei es durch
Abzihlung an einem Systeme ¢ = 0 oder ¥ =0,

Die Ausdehnung der Formulirungen auf wichicbene Curven und
Curvensysteme bietet keinerlei Schwierigkeit. Insofern sich iberdies
die gewonnenen Sitze mit nicht wesentlichen Aenderungen direct
iibertragen, sehen wir von ihrer Entwicklung ab.

II. Theil.
Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.

1. Abschnitt.

Geometriseche Definition und Charakteristik zweidimensionaler
Mannigfaltigkeiten.

§ 1
Die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten.

Das Elementargebilde EZ, aus welchem wir unsere allgemeinen
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten JMZ herleiten, ist geometrisch
gegeben als ein, von einem sich nicht selbst durchsetzenden Curvenzug
begrenztes, in eine Ebene ausbreitbares Flichenstiick, also etwa als
das Innere eines Kreises in der Ebene.

Die allgemeinste zweidimensionale Mannigfaltigkeit M7 betrachten
wir als aus solchen Elementargebilden zusammensetzbar, indem wir
voraussetzen, dass dieselbe in der Umgebung eines jeden ihrer Punkie
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mit einem Elementargebilde identificivt werden darf. Dabei bleibt
ganz ausser Betracht, ob wir diese Zusammensetzung aus einer end-
licken, Anzahl solcher EX bewerkstelligen konnen, oder etwa einer
unendlichen Zahl bediirfen. Die Zusammensetzung erfolgt dadurch,
dass wir jene EZ einmal lings gewisser Randstiicke, dann aber auch
lings ganzer geschlossener Randeurven vereinigen. Es kann hierbei
zweckmissig sein, eine solche Vereinigung von Randenrven nicht
wirklich (geometrisch) auszufiihren, sondern, nur durch ,Zuordnung
der betr. Randstiicke — etwa mit Halfe einer Tabelle — zu fixiren®).

Betrachten wir unter allen so entstehenden MZ diejenigen, welche
eine einzige zusammenhingende Fliche bilden, so trennen sich diese
in die seit MG bius bekannten zwei, wesentlich verschiedenen Categorien,
die wir gleich hier bezeichnen, wenn sich anch dieselben — wie schon
in der Einleitung erwihnt — in der abzuleitenden Charakteristik fiir
die M7 jm Allgemeinen nicht unterscheiden:

Wir kinnen der Elementarmannigfaltigkeit E7 einen bestimmiben
Sinn dadurch beilegen, dass wir aof ihr eine kleine kreisformige Curve
eingefragen denken und auf derselben einen Richtungssinn — etwa
den des Uhrzeigers — fixiren; die so anch ihrer Richtung nach fest-
gelegte Curve sei zur Kirze als ,Indicatrix bezeichnet**). Denken
wir uns nun eine aus einem Stiick bestehende M durch successive
Aneinanderfiigung von Gebieten EZ entstehend, so kbnnen wir, von
einer ersten bestimmten Indicatrix aus, auf alle nen hinzukommenden
Theile der entstehenden Mannigfaltigkeit den Richtungssinn tibertragen.
Dann aber sind zwei Mbglichkeiten zu unterscheiden. Wenn ein Ge-
biet mit mehreren Stiicken seines Randes an die schon vorhandene
Mannigfaltigkeit angeschlossen wird, kann die Indicatrix, welche wir,
den einen Rand iiberschreitend, in das neue Flichenstiick eintragen,
dieselbe sein, wie diejenige, welche wir, den anderen Rand iiber-
schreitend, dem Flichenstiicke beizulegen haben, oder aber die ent-
gegengeseiste. Findet das letztere statt, so giebt es — wie auch sonst
die Fliche beschaffen sein mag — Wege auf derselben, fiir welche
sich die Indicatrix umkehrt. So gelangen wir zur Definition der
beiden Flichencategorien, die wir als ,,Flichen mit nicht wmbichr-

* Man vergleiche beispielsweise den ausgedehnten Gebrauch, der gerade
von dieser Vorstellung der ,Zuordnung der Randcurven eines Fandamental-
polygons® in neueren functionentheoretischen Untersuchungen (Schwarz, Klein,
Poincars) gemacht wird, Fir die Betrachtong dreidimensionaler Gebilde wird
diese Vorstellung, sofern es sich um anschauliche Discussion handelt, noth-
wendig,

*#) An ihre Stefle kann bekannilich ein bestiramt, anch dem Sinne nach be-
zeichnetes Axenkreuz (z, y) treten.

Mathematische Annalen. XXXIL 32
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barer Indicatriz® wnd ,,Flichen mit wmkehrbarer Indicatriz® be-
zeichnen wollen*).

§ 2
Herleitung der Charakferistik.

Dem Elementargebilde Z'Z ertheilen wir (analog wie bei den ein-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten) die Charakteristik 4- 1.

Dann haben wir, indem wir irgend einen Entstehungsprocess fiir
eine Mannigfaltigkeit ¥ zu Grunde legen, zur Herstellung einer
Charakteristik fiir dieselbe das Entstehen eines Elementargebildes mit
—+ 1, das Verschwinden mit — 1 zu zihlen.

Trennen wir ein Elementargebilde durch einen von Rand zu Rand
gefiihrten Schuitt, durch eine ,,Querlinie’, so kommt dies dem Ent-
stehen eines weiteren Elementargebildes gleich und wir haben somit
diese Operation mit - 1 zu zihlen. Die entgegengesetzte, die Ver-
einigung zweier Elementargebilde lings eines Stiickes ihrer beiden
Randecurven kommt umgekehrt dem Verschwinden eines EZ gleich und
zihlt dementsprechend mit — 1 fiir die Charakteristik. Diese Ver-
einigung zweier Randstiicke kann nun anch an einem Elementargebilde
EX durch Zusammenbiegen statthaben, wobel dann ein ringférmiges
Flichenstiick entsteht. Auch hier werden wir, gemiss unseren in
der Einleitung ausgesprochenen Principien (vergl. pag. 461) fiir die
Abzihlung, diese Vereinigung mit — 1 fiir die Gesammtcharakte-
ristik in Rechnung ziehen. Ebenso werden wir die umgekehrte Opera-
tion einer Trennung in jedem Falle, auch wenn dabei kein Zerfallen
der Mannigfaltigkeit eintritt, mit - 1 zihlen. Dabei ist noch zu be-
merken, dass die Vereinigung auf die beiden vorhin bezeichneten
Weisen entweder zm einem von zwei, oder von einer Randecurve be-
grenzten ringformigen Flichenstiick (vergl. Fig. 6, Tafel II) geschehen
kann; es wird im einen Falle eine Fliche mit nicht umkehrbarer, im
anderen eine solche mit umkehrbarer Indicatrix erbalten. In unserer
Abzihlung der Charakteristik sind beide Fille nicht zu trennen.

¥) Ich gebe absichtlich diese schon von Klein (Math. Apnalen IX, p. 479)
ausgesprochene Definition, welche die gemeinte Eigenschaft der Flichen als eine
innere, d.h. denselben nnabhingig von der Umgebung zukommende, charakterisirt
und ich vermeide dabei die wohl auch, dbliche Bezeichnung ,zweiseitige®
bez. ,einseitige’* (auch Doppel-) Fliche, welche ans der Bemerkung hervorgeht,
dass es bei Flichen mif umkehrbarer Indieatrix moglich ist, von der einen ,,Seite*
der Fliche anf die andere zu gelangen, wihrend dies bei den Flachen mit nicht
umkehrbarer Indieatrix nicht moglich ist. Diese letstere Figenschaft ist indessen —
wie ich bei anderer Gelegenheit ausfithren will — nur eine La geneigenschafit
der Flichen tn unserem dresdimensionalen Boum wund sie kamn verloren gehen,
sofern wir von dieser Lage absehen. Man vergl. noch die Bemerkungen auf

pag. 489.
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Fassen wir die bisherigen Umformungsprocesse noch in etwas
anderer Weise zusammen, so konnen wir zunichst das soeben durch
Vereinigung zweier Randstiicke einer EZ hergestellte zweifach be-
randete ringformige Flichenstiick uns auch durch Anbringung einer
Oefinung, ,,Punktirung® im Innern der E¥ hergestellt denken. Dann
miissen wir, der oben getrofienen Abzihlung entsprechend, die An-
bringung einer Oeffnung im Innern einer M7 mit — 1 und umgekehrt
das Schliessen einer solechen mit - 1 fiir die Gesammtcharakteristik
in Rechnung bringen. Fiihren wir (um die Gleichmissigkeit mit den
folgenden Sitzen noch schiirfer hervorzuheben) den Begriff von Mannig-
. faltigkeiten nullter Dimension, M° ein, darunter ein Aggregat wvon
Punkten verstanden und bezeichnen als Charakteristik K einer solchen
Punktmannigfaltigkeit die Anzahl der Elemente, so konnen wir die
Anbringung von ,,Punktirungen’ in einer M auch als Ausscheiden
einer Punktmannigfaltigkeit 3° und ebenso das Schliessen von QOeff-
nungen als Einschaltang einer M° bezeichnen. Dann ergiebt sich:

1) Fin ,System von Punktirungen® in emer M zihlt fir die
Charakteristit K dieser Mannigfaltigheit im enigegengesetzien
Sinne seiner Punkicharakteristil K®; und wmgekehrt zihli dos Fin-
fiigen einer solchen MO im Sinne der sugehirigen Charakteristik.

Ebenso knnen wir das Anbringen und Aufheben von ,,Querlinien*
(also Trennung und Vereinigung von Flichenstiicken lings gewisser
Strecken) in einer MY auffassen als Ausscheiden bez. Einfiigen einer
M7, Auch die Ausfihrung eines geschlossenen Schuittes ,,Rickkehr-
schnittesin der MY kann aufgefasst werden als Ausscheidung einer
M Insofern dabei der letztere Schnitt auch als Combination einer
Punktirung (— 1) und Ziehen eines Querschnittes (4 1) von Band zu
Rand jener Punktirung zu ziihlen ist, erkennen wir, dass wir den
Einfluss eines Riickkehrschnittes als — 1--1==0 fiir die Charakteristik
der M zu zihlen haben. Gehen wir nun anf die frither getroffene
Definition der Charakteristik KZ einer M7 zuriick, so folgt:

2. Die Ausscheidung einer M von der Charakieristik K7 aus einer
M 24hlt fiir deven Charalteristik K7 im Sinne von KZ; und um-
gekehrt die Einfigung einer solchen M* im enigegengesetzten Sinne,

Dabei ist noch zu beachten, dass das Anbringen eines Riickkehr-
schwittes in einer MY endweder swes (punktweise aufeinander bezogene)
Randcurven entstchen ldsst, oder nur eine einzige, jenachdem lings
jenes Riickkehrschnittes die Indicatriz der Fliche sich wicht wmkehrt
bez. wmkehrt. [Man vergl. hierzu Fig. 6 auf Tafel II, sowie die Aus-
fihrungen auf pag. 473 u. 479]. In der Abzihlung der Charakteristik
tritt auch hier keinerlei Underscheidung der verschiedenen Fille auf.

Betrachten wir endlich den Einfluss des Entfernens einer zwei-
dimensionalen ebenen Mannigfaltigkeit M7 aus unserer MZ. Zundchst

32*
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kbonnen wir die oben erwihnte ,,Punktirang® auch auffassen als Aus-
schneiden einer EM aus der MY lings eines Riickkehrschnittes. Dann
zihlt diese Operation mit — 1, niimlich: Anbringung des Riickkehr-
schnittes: 0, Weglassen der ansgeschnittenen E¥: — 1. Schneiden
wir dagegen eine E” von der M¥ weg, indem wir sie zunichst durch
einen Querschuitt abtrennen und dann weglassen, so ist hier +1—1=0
fiir die Aenderung der Charakteristik zu zihlen und in der That ist
auch die M dabei im Sinne der Analysis situs ungeindert geblieben.
Die Abzihlung lisst sich sofort auch auf das Ausschneiden beliebiger
zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten ausdehnen und ergiebt dann
den Satz:

8. Die Charakteristik KT einer MY wird durch Weglassen eines
Theiles MZ der Mannigfaltigkeit um deren Charakieristik K I ver-
mindert (zahlt also im entgegengesetsten Sinne von K7, falls
jene Abtrenwung von MX ohne Ziehen von Querschnitten (mur mit Hiilfe
von Riickkehrschmitien) erfolgen kann; andernfalls sind die nothwendigen
Querschnitte im Sinme von Satz (2) ou zdhlen. Die wumgekehrte Ab-
zihlung tritt fir die Zufiigung einer MI ein.

Der Satz enthilt unmittelbar die wichtige Eigenschaft der Addir-
barkeit der Charalteristil: Besteht eine Mannigfaltigkeit M7 aus
irgendwelchen Theilen MM ... M2 bez. von den Charakte-
risiikken K7, K7, ... KX, so folgt sofort:

Die Charakteristik KX von M7 ist gleich der Summe der Charalkie-
ristiken der einzelnen Theile:

=¥

(1) K2 =D KA

i=1

§ 3.
Unverdnderlichkeit der Charakteristik fiir verschiedene FErzeugungs-
weisen einer Mannigfaltigkeit. Normalformen fiir die Mannigfaltigkeiten
mit nicht umkehrbarer und mit umkehrbarer Indicatrix.

Der Beweis, dass wir durch die vorstehend gegebene Abzihlungs-
methode fiir eine Mannigfaltigkeit MZstets zu derselben charakte-
ristischen Zahl gefiibrt werden, welchen Entstehungsprocess fiir die
Mannigfaltigkeit wir auch zu Grunde legen, ist erbracht, sobald wir
fur die Charakteristik zu einer Definition auch an der fertigen Mannig-
faltigkeit gefithrt werden. Dabei konnen wir uns nach dem letzten
Satze des vorigen Paragraphen iber die Addirbarkeit der Einzel-
charakteristiken auf ein einsiges Fldchenstiick beschrinken. Fiir ein
solches lassen sich nun bestimmte Normalformen aufstellen, an welchen
wir unmittelbar die charakteristische Zahl ablesen,
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Zunichst entstehen alle in die Ebene [oder auf eine Kugelfiiche]
ohne mehrfache Ueberdeckung ausbreithbaren Flichen duarch Aus-
schneiden von % Oefinungen aus einer Elementarfliche EZ. Fiir diese
ist also die Charaliteristik K7 gleich 1 — n oder gleich 2 — r, wo
r die Zohl der Randcurven bedewlet.

Wer wollen - diese Flichen mit Mibius*) als die Grundformen
bezeichnen.

Ibre fiir das folgende wesentlichste Eigenschaft ist die:

Eine Grundform wird durch jeden Riickkehrschnitt in Stiicke zer-
schwitten,
und wmgekehrt:

Jede Fliiche, auf welcher keine nicht zerstiickenden Riickkehrschnitte
gezogen werden kinmen, ist eine Grumdform.

Aus den Grundformen ergeben sich fir olle zweidimensionalen
Mannigfaltigheiten die Normalformen.

1. Zunichst lassen sich nimlich Normalformen fiir dic simmi-
lichen Flichen mit wicht wmkehrbarer Indicatriz in bekannter Weise®¥)
aus diesen Grundformen dadurch ableiten, das wir einige dieser Rand-
curven paarweise aufeinander beziehen, und zwar ,gleichsinnig. Dann
entsteht aus der Grundfliche mit zwei Randcurven durch deren Zu-
ordnung die gewdhnliche Ringfliche, aus der Grundfliche mit drei
Randcurven, dureh Zuordnung zweier derselben ein Ring mit einer
Oeffnung w. 8. w.

Die aufeinander bezogenen Randcurven erscheinen dabei als Riick-
Lehrschwitte fiir die neue Fliche und diese besitzt daher die gleiche
Charakteristik mit der Grundfliche.

So erhilt also der Ring die Charakteristik O, der Ring mit einer
Oeffnung die Charakteristik — 1, der Doppelring die Charakteristik
— # 1, 5w

Nur fir die Herleitung der geschlossenen Kugelfliche bediirfen
wir zweier Elementarflichen; sie entsteht durch Zuordnung der Rand-
curven derselben und wir haben ihr dementsprechend die Zahl 2 zu-
znweisen,

Somit ergiebt sich fir die Charakileristik K™ einer aus emem 8tiick
bestehenden Fliiche mit nicht umbehrbarer Indicatriz die (von der Er-
zeugung der Fliiche unabhingige) Defimitionsgleichung:
mus, Theorie der elementaren Verwandtschaft (1863). Werke, Band 2,
pag. 450. Mobins nennt die obigen Fliichen Grundformen der r= Classe.

**) Man vergleiche etwa Klein ,Riemann’s Theorie der algebraischen Fune-
tionen und ihrer Integrale Abschnith 11, sowie die.schou Eingangs erwibmie

Dissertation von Weichold ,Ueber symmebrische Riemann'sche "ﬂ"lé-chen“; diese
insbesondere auch was gewisse Normalformen fiir die Flichen mit omkehrbarer

Indicatrix anlangt.
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@) Tem @y — 2s,
wo v die Anzahl der RBondeuwrven, s die Anzahl der wicht zerstiickenden
Riickkehrschuitte ist, welche die Fliche in eine Grundform verwandelp.
Nach dem oben fiir die Grundformen ausgesprochenen Salze st dies
gleicheeitig auch die Moximalzahl der auf der Fliche moglichen nicht
zerstiickenden, einander nicht schneidenden , Riickkehrschnitte. Ein System
von Riickkehrschnitten, durch welches eine Fliche in eine Grundform
tibergefiihrt wird, sei in der Folge ein ,wollstindiges System** genannt.
Formel (2) zeigt, dass die Zahl K — 3 fiir ein einziges Flichen-
stiick stets negativ ist.
Indem wir nun fiir gerades K& die Zahl s der nicht zerstiickenden

Riickkehrschnitte successive gleich 0, 1, 2 --- — —KZ—H , fiir ungerade K

EY 1
T2

Eine Fliche mit wicht wmkehrbarer Indicatriz von der Charokfe-
ristik KX kann
@—K7), @—K7—2), @—KT—4):--2,0

also stets eine gerade Anzapl von Randcurven besiteen, sofern KX gerade
ist und

gleich 0,1,2--.

setzen, ergiebt sich:

@-—-K7%), 2-KT-2y...3,1
also stels eine ungerade Zahl von Randcurven, sofern K7 ungerade ist.
Wir heben hieraus speciell den Satz hervor:

Geschlossene Flichen mit wicht wmkehrbarer Indicatriz haben eine
gerade Charakieristik.

Betreffs derjenigen Systeme von Schnitten, welche eine Fliche in
eine Elementarfiiche verwandeln, formuliren wir noch mit Riicksichf
auf die nachfolgenden, auf Flichen mit umkehrbarer Indicatrix beziig-
lichen Verhiltnisse (vergl. pag. 481) den folgenden bekannten Satz:

Hat man die urspriingliche Fliche F durch die eben erwihnten
s Riickkehrschnitte in eine Grumdform verwandelt mit 2s 4 » Rand-
curven, so bedarf es 25 -+ r — 1 Querschnitte (von Rand zu Rand),
um dieselbe in eine Elementarfliche iiberzufiihren. Dieselben kdnnen —
indem man bei 25 einander paarweise zugeordneten Raudcurven die
Querschnitte zwischen je zwei entsprechenden Punkten zieht — so
gewihlt werden, dass s derselben als in sich zuriicklaufende Schnitte
in der urspriinglichen Fliche erscheinen. Auf dieser sind dann

2§ =<2 —7r— K7
einander paarweise schneidende Riickkehrschnitte und » — 1 Quer-

schnitte nach den Rindern gezogen. Jede andere Zerschneidung der
Fliche in eine Elementarfiiche lasst sich durch blosse Verschiebung
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und Combination der Curven in diese ,,canonische Zerschneidung® Hber-
fiihren. Somit folgt:

Die Zahl der fiir eine ,canonische Zerschmeidung® von F noth-
wendigen Riickkehrschwitte ist constant und gleich der doppelten Zakl
der auf der Fliche moglichen, wicht zerstiickenden, einander wichi
schuneidenden Riickkehrschnitte.

II. Fir die Herleitung von Normalformen der Flichen mit umkehr-
barer Indicatriz aus unseren Grumdflichen legen wir den Satz zu
Grunde:

Wenn wir emne Ocffnung der Grundfliche, die wir der einfacheren
Ausdrucksweise halber uns kreisformig devken wollen, dadurch schliessen,
dass wir die jedesmal diamelral gegewitberlicgenden Punlie aufeinander
beziehen®) so ist die so aus der urspriinglichen ewistandene Fliche eine
Fliche mit umkehrbarer Indicatriz, auf welcher jene auf sich selbst
bezogene Kreishivie als Riickkehvschnitt erschemt wnd zwar dergestal,
dass die Indicatriz lings eben dieser Linie sich umbchri.

Die Zahl der Randcurven ist also bei diesem Process wmm eins
verringert worden, wihrend dagegen nach unserem pag. 475 formulirten
Princip der Zihlung die Charalkteristik sich nicht gedndert hat.

Man iiberzeugt sich von diesem Satze leicht durch die bekannte
Zerschneidung des Mébins'schen Bandes lings einer Mittellinie (vergl.
Fig 6, Tafel II). Dasselbe geht dann in ein zweifach berandetes
Flichenstiick mit nicht umkehrbarer Indicatrix iiber, dessen einer Rand
»diametral® auf sich selbst bezogen ist®*).

Indem wir diesen Process bei mehreren Randecurven einer Grund-
fliche ausfithren, entstehen die Normalformen fir die Flichen mit
umkehrbarer Indicatriz wnd es ergiebt sich fir die Charakteristik der-
selben die Definitionsgleichuny:

3) Klie=2 —r—¥¢,
wo r die Angahl der Randcwrven, s die Zahl der wicht zerstiickenden
Riickkehrschnitte ist, lings deren die Indicatriz sich wmkehrt,

#) In der Tafel II, wo Normalformen fir die Flichen mit umkehrbarer
Indicatrix dargestellt sind, ist in den jedesmal links gezeichneten zugehdrigen
Grundformen die ,,diametrale Zuordnung” der Punkte eines Randes durch ge-
kreuzte Pfeile angedeutet.

#%) Dabei ist zu bemerken, dass das entstandene Band zunichst zwei Tor-
sionen besitzt (man vergl, hierzm die schon erwihnte Abhandlang von Tait im
98, Bd, der Transact. of the B, Soc. Edinburgh pag. 169 ff,, etwa auch Simony
in der Broschiire ,,Gemeinfassliche Losung der Aufgabe, in ein ringfSrmiges Band
einen Knoten zn machen®, Wien 1881), also nicht eine Grundform darstellt in
unserem oben gegebenen Simne, als eine in die Ebene ohne mehrfache Teber-
decknng ausbreitbare Fliche. Die Festsetzungen auf pag. 474 eliminiren aber
diesen Unterschied, den wir desshalb auch in den folgenden Betrachtungen ausser

Berdcksichtigung lasseh,
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Indem wir nun (wie oben in I) die Zahl s’ jener Riickkehr-
schnitte successive gleich 1,2 ... 2 — K#, setzen, ergiebt sich:

FEine Fliche mit wmkehrbarer Indicatriz von der Charakteristik;
KZ Lann
@2—~Kr—-1), 2—EK%2—-2)..-.2,1,0

Randcurven besitzen.
Speciell kommt also:

Geschlossene Fliichen mit umkehrbarer Indicatriz kinnen sowohl
eine gerade wie auch eine ungerade Charakieristik besitzen.

Die Flichen mit umkehrbarer Indicatrix lassen sich aus unseren
Grundfiichen anch dadurch herstellen, dass man einige, 26 der Riinder
paarweise auf einander bezieht (wie in I geschehen) und andere in
der Weise von I ,diametral® auf sich selbst. .Dabei entsichen indess
keine newen Flichen; vielmehr gilt der Satz, dass in jeder so ent-
standenen Fliche ein System von s'= 26 - ¢ in sich zuriicklaufenden,
einander nicht schneidenden Curven gezogen werden kann, welches
geeignet ist, das vorige System der Riickkehrschnitte zu ersetzen und
wobei jetzt simmiliche Curven diametral anf sich selbst bezogen sind.
Fig. 3 zeigt eine Fliche, in welcher die Curve A diametral auf sich
selbst bezogen ist [wie es die Zuordnung der Punkte 1,1 2, 2; 3,3
angiebt], wiahrend die Curven B und C auf einander bezogen sind,
so dass a,a’; b,b; ¢,¢ einander entsprechende Punkte sind. Die
Curven A, B, I, welche beziiglich durch die Punkte 1,(1); a, (@)
dann 2, (2); b, () und endlich 3,(3") hindurchgehen, sind neue
Curven, lings deren sich die Indicatrix umkehrt. Sie bilden zusammen
ein System von die Flidche nicht zerstiickenden Riickkehrschnitten,
welche das erstere zu ersetzen vermag [wie man sich leicht durch
Neuanordnung der Fliche iiberzeugt] und fiir welches jetzt jede einzelne
Curve diametral auf sich selbst bezogen ist.

Fig. 4 zeigt endlich noch die dritte Moglichkeit fiir die Her-
stellung von Flichen mit umkehrbarer Indicatrix. Die beiden Rand-
curven A und B einer Fliche sind paarweise aufeinander bezogen,
aber nicht wie vorhin ,,gleichsinnig®, sondern »ungleichsinnig, wie
durch die aufeinander bezogenen Punkte @, a'; b, b5 ¢, ¢ fixirt ist.
Dann entsteht gleichfalls eine Fliche mit umkehrbarer Indicatrix.
Analog wie vorhin sind aber wieder die eingezeichneten Curven A, B
geeignet, die beiden auf einander bezogenen Curven A, B zu ersetzen,
und stellen ein System von auf sich selbst bezogenen einander nicht
schneidenden Riickkehrschnitten dar (also solcher, lings deren die
Indicatrix sich umkehrt), — wié sich ebenso wie vorhin durch Um-
ordnung der Fliche ersichtlich machen lisst.
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Die Methode II reicht also sur Ableitung der Normalfiichen mit
umkehrbarer Indicatriz aus.

Wir ersehen weiter:

Bei einer Fliche mit umkehrbarer Indicatrix von der Charakte-
ristik X # mit » Randcurven kann man ein vollsta.ndlges System von
Riickkehrschnitten“ — durch welches also die Fliche in eine Grund-
fliche verwandelt wird — zusammensetzen aus 6’ Riickkehrschnitten,
lings deren die Indicatrix sich umkehrt und aus ¢ + ¢” Riickkehr-
schnitten, lings deren sich die Indicatrix nicht umkehrt; dabei sind
die (getrennten) Riinder der letzteren Schnitte bei ¢ Curven ,gleich-
sinnig® bei 6" ,ungleichsinnig* auf einander bezogen, und es ist
4) K72 —r—6" —2(c6+6").

Der kleinste Werth, den ¢” annehmen kann, ist Null¥) bez. Eins (je
nachdem @ K¥) gerade oder ungerade ist), und dann erreicht die
Gesammtzahl der nichtzerstiickenden Riickkehrschnitte ihren Minimal-
werth

2—r— K4 bez 3—r~KII.

2 " 2 ’
andererseits erreicht diese Gesammtzahl der nicht zerstiickenden Rick-
kehrschnitte ihren Mazimalwerth :
2—r—~ K7

wenn 6 == 0 und ¢” = 0, also das volle System der Riickkehrschnitte
aus lauter Schuitten, lings denen sich die Indicatrix umkehrt, besteht.

Wikrend also bes Flichen mit wicht umbehrbarer Indicotriz die
Anzahl der nichtzerstﬁckendm, einander wicht schneidenden Riickkehr-
curven, welche ein ,,vollstindiges System® bilden, stets dieselbe, niimlich
gleich’2— r — K7 :;zst variirt diese Zahl (je nach der Wahl der Schuitte)
fiir Flichen mit umbehrbarer Indicatriz innerhalb der beiden angegebenen
Grenzen. In der Tabelle auf pag. 487 ist bei den Flichen mit um-
kehrbarer Indicatrix jener Minimal- und Maximalwerth eingetragen.

Beziiglich derjenigen Systeme von Schnitten, welche eine Fliche
mit umkehrbarer Indicatrix in eine Elementarfliche verwandeln, gilt
non (man vergl. hier den analogen Satz auf pag. 479) das Folgende:

Es sei die Zerschneidung einer Fliche F in eine Grumdfliche F’
durch irgend eines der eben besprochenen vollstindigen Systeme von
Rickkehrschnitten getroffen. F' besitzt dann

r4s=r+46 -+ 264 26"
Rander der oben angefiihrten Arten. Die r 4 s — 1 noch nothwen-
digen Querschnitte, welche F” in eine Elementarfliche verwandeln,
lassen sich dann stets so wihlen (durch Verbinden je entsprechender

#) In diesem Falle sind dann nothwendig die Rinder mindestens cines der
tibrigen "Riickkehrschnitte wngleichsinnig aufeinander bezogen.
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Randpunkte), dass 6 4 6” derselben als Riickkehrschnitte auf der ur-
spriinglichen Fliche F erscheinen. Auf dieser sind dann im Ganzen
6'+26-+26"=2 —~r - K&

Riickkehrschnitte verzeichnet, von denen 6° (diejenigen, lings deren
die Indicatrix sich umkehrt) isolirt lanfen, die anderen 26 4 26" je
pasrweise sich schneiden. Weiter verbinden 6 -+ 7 — 1 Querschnitte
jene ersten Riickkehrschnitte und die » Rénder von F. Analog also
wie oben fiir die Flichen mit nicht umkehrbarer Indicatrix erschliessen

wir hier:-

Die Anzohl der auf F nothwendigen Riickkehrschnitte fiir die
canonische Zerschneidung in eine Elementarfliche ist constant
und gleich dem oben erhaltenen Maximalwerth der auf der Fliche miyg-
lichen wicht zerstiickenden, einander nicht schneidenden Riickkehrschyitte.

Wenn es sich um eine geometrische Darstellung der Flichen mit
umkehrbarer Indicatrix handelt, so ist zuniichst fiir die eine Fliche
von der Charakteristik 1, welche durch diametrale Zuordnung des
Randes einer Elementarﬂache entsteht, zu beachten, dass sie in un-
serem Raume im Endlichen nicht ohne Doppelcurve dargestellt werden
kann. Wir wihlen als einfachstes Bild die in Figur 5 (Tafel IT) dar-
gestellte Fliche, in welcher die #ussere Contour als Umriss der zwei-
blittrig iiber der Zeichnungsebene ausgebreiteten Fliche zu denken ist,
wihrend die Linie 4B eine Doppelcurve, bei A und B in Cuspidal- -
punkten (Pinch-points) endigend, ist*). Die eingetragene Linie S stellt
einen Riickkehrschnitt dar, welcher die Fliche in eine Elementarfliche
[mit jenem Schnitt als diametral auf sich bezogenem Rande] ver-
wandelt und lings welchem die Indicatrix der Fliche sich umkehrt.

An Stelle dieser Fliiche kann, wenn wir von der Endlichkeit ab-
sehen, die Ebene als Reprisentant treten, sofern wir das Unendlichweite
derselben im projectivischen Sinme deuten. Dann stellt nimlich die
Ebene, weil die von einem Punkt diametral aus einander laufenden
Richtungen in einander {bergehen, eine Fliche mit umkehrbarer
Indicatrix dar.®) In gleicher Weise wie in § 5 sind nun die in den
Figuren 7a, b, 10a, b, ¢ gegebenen verschiedenen Formen fiir die ge-
schlossenen Flichen mit umkehrbarer Indicatrix von der Charakteristik
0 und der Charakteristik — 1 aufzufassen. Die Flichen mit Rand-
curven kdnnen aus diesen durch Eintragung je einer, zwei ... OQeff-
nungen gewonnen werden, wobei sich jedesmal die Charakteristik um
eins vermindert. Btatt dessen sind in den Figuren 6, 8 u. 9 andere
Formen dieser berandefen Flichen mit umkehrbarer Indicatrix gesetat

*) In § 4 ist eine derartige Fliche in analytischer Definition niiher behandelt.

#¥) Man vergleiche den Aunfsatz von Klein in den Math, Anmalen Bd. VIL

pag. 550 ,,Ueber den Zusammenhang der Flichen." Bezdiglich der dort getroffenen
Abzihlung des ,,Zusammenhangs“ vergleiche den folgenden § 4.
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worden®), welche zeigen, dass nur die geschlossenen Flichen von um-
kehrbarer Indicatric in wnserem Raume nothwendig Doppeleurven be-
siteen miissen™), die berandeten aber nicht. Tn diesen letzteren Figuren
sind dabei die Contouren als die Rénder der Flichen.und diese selbt
nur einblitirig dber der Zeichenehene ausgebreitet zu denken,

§ 4.
Beziehung der Charakteristik zu der Zusammenhangszahl nach Riemann,
und zu den weiteren, anschliessenden Abzihinngen.

1. Die von Riemanyn eingefithrie Zahl Z fiir den Zusammenhang
einer Fliiche™¥) ist definirt als die wm eins vermehrte Anzahl von Quer-
schoitten,, welche nothwendig sind, um die Fliche in eine Elemeniar-
fliiche aw verwandeln. Diese letztere erscheint dabei als vom Zusam-
menhange 1; die (im vorigen Paragraphen gebrauchten) , Grundfiichen®
mit » Randeurven (demen wir dort die Charakteristik K¥ =2 —r
zugewiesen haben) erhalten die Zusammenhangszahl Z =r. Um die
Regel der®Bestimmung des Zusammenhangs auch auf geschlossene
Flichen ausdehnen zu kbnnen, sind diese naech Riemann mit einer
kleinen Oeffnung versehen zu denken; die Kugel z. B. wird damit als
von gleichem Zusammenhange, 1, mit der Elementarfliche bezeichnet;
der Ring erhilt die Zusammenhangszah! 3 u. 5. w. Schlafli{) hat
darauf hingewiesen, dass es consequenter ist, statt dessen die Zahl fiir
den Zusammenhang der geschlossenen Flichen um &ins zu vermindern;
wir bezeichnen diese neue Zahl mit Klein als den ,,unmgewihulichen
Zusommenhang; derselbe betrigh also fiir die Kugel Null, fir den
Ring 2, w. 5. w. _

Unter Z den Riemanw'schen, wnler Z den ungewbhnlichen Zu-
sammenhang verstanden,. ergieht der Vergleich dieser Abedihlung mit der
in § 2 getroffenen sofort die Besichung sur Charakieristik, sundchst fir
cine aus einem eingigen Sticke besichende Fliche in den Formeln:

*) Man vergleiche hier anch die schon erwihute Dissertation von Weichold.
Die hier gewihlien Formen sind von dem Princip aus entworfen, die Randeurven
der Flichen zugleich als den vollstindigen Umriss zu benutzen.

*%) Vergl, hierzn auch pag. 489. Man erkennt gleichzeitiz an den Formen
a, b der Fig. 7 und a, b, ¢ der Fig. 10, dass bei den geschlosserien Flichen filr jede
beliebige Charalkieristil wur das Vorhandensein einer einzigen Strecke ouf der
Fliche als Doppeleurve nothwendig it und dass sie von da beliehig bis zu
(— K% 12) Strecken als Doppeleurven variiren kanm; selbstverstindlich sind
hierbei geschlossene Qurvensiige, die als Doppelenrven der Fliche in belisbiger
Zahl auftreten konnen, irrelevant.

*+%) By handelt sich zunfichst nur uwm Flichen mit nicht umkehrbarer
Indicalrix,

4) Man sehe den Hingangs erwilmten Anfsalz von Schlafli, Crelle’s L
Bd. 76, pag. 152, Aum., sowie den Aafsatz von Klein, Math, Anpalen Bd. Vi,

pag. 550, Anm.
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8—Z=
@ Ko (fiir gescgﬂoss;ne Flichen) —2_7

(fiir berandete Flichen)

II. Neumann hat zuerst die Riemann’sche Abzihlung auf ein
System von Flichen ausgedehnt und die Definition der ,,Grundzahl®
G fir ein Flichensystem gegeben durch die Formel:

(5) G =D Z+ 2 —2n;

dabei bedeuten Z,, Z,, ... Z, die Riemann’schen Zusammenhangszahlen
(Grundzahlen) der einzelnen Flichenstiicke, » ist die Anzahl der Theile.*)
Man kann, ohne das Princip, nach welchem die Grundzahl des Systems
aufgestellt ist, zu #ndern, die Formel (5) wnwerdndert auch anwenden
zur Definition einer ,,ungewihnlichen Grundeahl® G fir das System,
wenn man nur auch in der Summe die ungewthnlichen Zusammen-
hangszahlen Z; einsetzt. Zwischen den Grundzahlen G und G besteht
dann eine Relation, welche noch von der Anzahl g der im System
enthaltenen geschlossenen Flichen abhingt:

G=G-+|g.
Aber die neue Formel steht in directem Zusammenhang mit unserer
in § 2 gegebenen Formel. Bezeichnen wir nimlich mit Z; die Zahlen
fir den wngewihnlichen Zusammenhang der einzelnen Theile und
bez. je die Charakteristiken derselben mit K;Z, so geht die Formel
(5) unter Beriicksichtigung von (4) direct in die § 2 abgeleitete Formel
fiir die Charakteristik eines Flichensystems

(1) K =2 KX

tiber, welche gegeniiber Formel (5) den Vortheil besitzt, dass sie, als
directe Summe der Einzelcharakteristiken, die Zahl der Theile wicht
enthalf. Dabei ist wieder die Gesammtcharakteristik KZ des Systems
mit der Grundzahl G desselben, der Formel (4) analog, verbunden
durch die Relation

(6) K1=2—-@.
III. Fasst man, wie dies Sehlafli vorgeschlagen hat, die Flichen

mit vmkehrbarer Indicatrix als doppelt bedeckt anf, wobei die beiden
Blitter jedesmal lings der Curven in einander bergehen, welche die

¥) Vergl. Neumann: ,,Riemann’s Theorie der Abel'schen Integrale® (1865),
pag. 304ff, sowie noch ansfiibrlicher in der 2. Aufl. (1884) pag. 152ff.
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Umkehrung der Indicatrix herbeifihren, so kann man anch auf sie die
Abzihlung der Flichen mit nicht umkehrbarer Indicatrix bertragen.®)
Die so fiir Flichen mit umkehrbarer Indicatriz fizirte Zusammenhongs-

zahl Z steht aber jetst o der Charakieristik, bei welcher wir die Fliiche
nicht als eine doppelt wberdeckie auffassen, in der Bezichung

o 7
© Ef=2—Z.

Fiir die Betrachtung von Flichensystemen bildet diese Zusammenhangs-
zahl Z gegenitiber der Charakteristik K den Nachtheil, dass sie nicht
mit den Zusammenhangszahlen der Flichen mit nicht umkehrbarer
Indicatrix znsammengefasst werden kann, wenn man nicht consequenter
Weise auch diese letzteren als Systeme von doppelt fiberdeckten Flichen
abzihlen wollte¥),

IV. Fér aus einem einzigen Stiicke bestehende geschlossene Flichen
formulirt man, sofern sie als frei im Raume gelegene Riemann'sche
Flichen zur Darstellung des Werthevorrathes und Verlanfes der Funec-
tionen eines complexen Argumentes dienen, (wobei stets nur die eine
Seite der Fliche mit Functionswerthen belegt zn denken ist) den Be-
griff des Geschlechtes p (Ranges) — zunichst bet Flichen mit nicht
wimkehrbarer Indicatriz als

374
®) =55,
weist also der Kugel das Geschlecht 0, dem Ringe das Geschlecht
1w s w ozu.

Weiter ist die Auffassung auch berandeter Flichen als geschlossener
Flichen, die, doppelseitig mit Functionswerthen belegt, lings der Rand-
curven zusammenhiingen, im Anschluss an Bemerkungen von Schwarz
und Schottky zur Darstellang symmetrischer Riemann’scher Flichen
von Klein ausfihrlicher verwendet worden®#¥). Die hierbei getroffene
Unterscheidung von orthosymmetrischen und diasymmetrischen Flichen
entspricht dem Unmstand, dass die zur Ausbreitung der Functionswerthe
verwendeten berandeten Flichen solche mit nicht umkehrbarer bez. mit
umkehrbarer Indicatrix sind. So kommt es, dass auch diesen berandeten

#) Man vergl. hierzn die schon erwithnten Abhandlungen von Klein, Math,
Annalen Bd. VII, pag. 551, ferner Bd. XIX, pag. 159 und in ,,Riemann’s Theorie®
§$ 23, sowie die Weichold’sche Disserfation. In den beiden letztgenannten
Arbeiten ist die Abzshiung fir die sogleich zu besprechende Geschlechtszahl p
getroffen.

##) Klein, Math, Annalen Bd, VI, pag. 551.
#5%) Man vergleiche fir die Cifate die Anmerkungen in der Einleitung p. 458
sowie pag. 462
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Flichen eine bestimmite Zahl p entsprechend gesetzt werden kamm. Diese
ist, wenn wir die Charakteristik KZ auf die nicht doppelseitig auf-
gefasste Fliche bezichen:

©) p=1—KZ

§ 5.

Zosammenstellung der Abzihlungen fir ans einem Stiick bestehende
Flidchen. Stetige Abbildung zweier Fldchen aufeinander,

Es erscheint nicht unzweckmissig, die fiir Flichen mit nicht um-
kebrbarer und mit umkehrbarer Indicatrix in § 3 gewonnenen Resultate
tabellarisch zusammenzustellen, um daraus noch einige Schliisse iiber
diejenigen Abzihlungen zu machen, welche nothwendig sind, um fir
zwei Flichen die Moglichkeit umkehrbar, eindeutiger stetiger Beziehung
aller ihrer Elemente zu constatiren. Wir bezichen die folgende Tabelle
auf Flichen, welche aus einem einzigen zusammenhingenden Stiicke
bestehen, und fiigen der Angabe der charakteristischen Zahl, der
- Randeurver und Ruckkehrschnitte noch die Grundzahl nach der Neun-
mann’schen Abzihlung (bez. nach der Klein’schen, fiir Flichen
mit umkehrbarer Indicatrix) bei.

Die Tabelle ergiebt sofort die folgenden Sitze fiir aus einem Stiick
bestehende Flichen:

I. Geschlossene Flichen von ungerader Charakteristih sind stets
Flichen mit umkehrbarer Indicotrix.

Fiir geschlossene Flichen von gerader Charakteristik reicht die
Charakteristik allein nicht aus, um dieselben als Flichen mit umkehr-
barer bez. nicht umkehrbarer Charakteristik zu erkennen.

Der Satz ist ein specieller Fall des folgenden:

Weiss man bei berandeten Flichen, ob die Anzahl der Randcurven
gerade oder ungerade ist, so gilt:

IL Flichen von gerader Charakteristik und ungerader Anzahl von
Randcurven, sowie Flichen von ungerader Charakieristik und
gerader Angahl von Bandeurven sind stets Flichen mit wm-
kehrbarer Indicatris.

Fiir die tbrigen Categorien reichen die obigen Kriterien zur
Unterscheidung nicht aus, Beziiglich der durch die Charakteristik
allein gegebenen Unterscheidung gilt sonach der Satz:

L. Nur die geschlossenen Flichen von wungerader Charakieristi

werden durch diese allein als Flichen von wmkehrbarer Indi-
catriz evkannt.
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Tabelle.
Zugehbrige Zusam-
Anzahl der Rickkehrschnitte] emhangszahl
Anzahl | eines, vollstindigen Systems* 4
Charak- Z fiir Flachen mit (angewdhnlicher
teristik Zusammenhang)
g, |lerRand umkehrbarer fndi- | fiir die Flichen mit
carven. inicht um- catrix: nicht nm- umkehr-
kehrbarer; Minimal-|Mazimal-frohbaver] barer
Tndieatrix] =zahl zahl: Tadicatrix,
2 0 0 - - 0 —~ Grundform.
(Kugely
1 1 0 - - 1 — Grundform.
(Klementarfiiche)
0 —_ 1 1%) _— 2
0 2 0 ~ | = | 2 — | Grundform,
1i —_ 1 1) —_ 4
0 1 1 2%) 2 4
~1 3 0 - - 3 - Grundform.
2 — 1 1% ] ~— 6
1 1 1 2%) 6
0 - 2 3% 1 — | 6
—2 4 0 -~ - 4 —_— Grundform.
3 —_ 1 1 — 8
2 i 1 2 4 8
1 — 2 3 — 8
0 2 2 4 4 8
~3 1 5 0 - | - 5 —~ | Grundform.
3 s M [’ : I

*) Vergl. bezichungsweise die Figuren 5—10 der Tafel IL
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Indem man von der Erzeugung aller Flichen aus den Grundformen
ausgeht, ergeben sich fiir die Moglichkeit umkehrbar eindeutiger stetiger
Abbildung aller Punkte zweier (je aus einem Stiicke bestehender) Fliichen
aufeinander die folgenden Dedingungen®) als nothwendig wund hin-
reichend.:

1. Die Flichen miissen zur gleichen Classe, Flichen mit nicht wm-
FTehrbarer Indicatriz bes. Flichen mit umkehrbarer Indicatriz,
gehibren.

2. Ihre Charaliteristiken wmiissen tbereinstimmen.

3. Die Anzahl der Randeurven muss bei beiden dieselbe sein.

Die Art der Zuorduung der Randcwrven kann dann noch beliebig
getroffen werden. Betreffs der gegenseitigen noch auf verschiedene
Weisen moglichen Zuordnung der einzelnen Curven eines vollstindigen
Systems nicht zerstiickender Rickkehrschnitte in beiden Flichen ist
fiir Flichen mit umkehrbarer Indicatrix noch auf den Unterschied von
nBckkehrcurven mit wmbkehrborer Indicatriz® wmd solchen ,mit wicht
umbehrbarer Indicatriz® — bel den letzteren noch darauf, ob die beiden
Rénder der Curve gleichsinnig oder ungleichsinnig anf einander be-
zogen sind**} — zu achten.

Die Bedingung (2) kann auch ersetzt werden durch die folgende:

2a. Die Maximalzahl der nicht zerstiickenden, eimander nicht

schneidenden Riickkehrschnitte (welche also ., ein vollstindiges
System ¢ bilden) muss i beiden Flichen dieselbe sein.

Dabei giebt (pag. 481) fir Flichen mit umkehrbarer Indicatrix
das aus lauter Riickkehrschnitten mit umkehrbarer Indicatrix bestehende
System diese Maximalzahl; die Anzahlen fiir andere vollstindige Systeme
konnen fiir die Bestimmung nicht ohne gleichzeitige Unterscheidung
der verschiedenen Arten von Riickkehrschnitten verwendet werden.

Die wvorstehenden Siitze ergeben gleichzeitiy die zu eiper vollstdn-
digen Beschreibung einer Fliche tm Sinme der Analysis situs besiiglich
ihrer absoluten Eigenschaften nothwendigen Daten.

Der folgende Abschnitt beschiftigt sich nun mit denjenigen
Operationen, die fiir eine analytisch gegebene zweidimensionale Mannig-
faltigkeit auszufithren sind zur Bestimmung der Charakieristik. Beziiglich
derjenigen Untersuchungen, welche fiir eine weitere Discussion der
gestaltlichen Yerhiltnisse einer Fliche im Sinne der Analysis situs
(also speciell z. B. fir die Entscheidung der in den vorstehenden

#) Danach sind die schon Eingangs citirten Untersuchungen von €. Jordan
in dem Aufsatze ,,Sur la déformation des surfaces (Liouville's J. Serie 2, Bd. X],
pag. 105), sowie die Formuolirung in § 5 der Weichold’schen Disserfation zu
pricisiren.
**) Vergl. pag. 480.



Beitriige zor Apalysis sitos I 489

Satzen discutirten Fragen) anzustellen sind, sel auf meine ,Beifrige
zur Analysis situs TII¥ (in den Berichten der k. siichs. Ges. d. W. zn
Leipzig. v. J. 1887) verwiesen.

II. Abschnitt,

Bestimmung der Charakteristik fiir gewisse, analytisch
gegebene, zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.

$ 6.
Allgemeine Formulirung fir Flichen obme Singularitdten.

Im dreidimensionalen Raume sei eine zweidimensionale Mannig-
faltigkeit folgendermassen fixirt:
Gegeben seien zwei Flichen durch ihre Gleichungen

m 9@ % 2) =0, ¥z 1y 2)=0;

wir nehmen dieselben im Endlichen liegend, tibrigens aus einer be-
lichigen Zahl von Theilen bestehend an. Als das , Innere® einer
Fliche seien diejenigen Theile des Raumes bezeichnet, fir welche die
betr. Function ¢ (bez. 9) kleiner als Null ist, und dabei sei wieder
das Vorzeichen von ¢ (¥) so gewshlt, dass ¢ (¢) im Unendlichen
positiv wird, also der ,, unendlich ferne Punkt® im Aussenraume jeder
der Flichen Hegt.

Wir fragen nach der Charakiteristil derjenigen Theile von @ =0,
welche im Innern von ¥ == 0 legen.

Diese Theile bilden eine im Allgemeinen ans mehreren Stiicken
bestehende Fliche, die von der Randeurve ¢ =0, 9 ==0 begrenzt
ist. Wir treffen zunichst noch die Kinschrinkung, dass dieses Gebiet
keine singuliren Punkie — weder Knotenpunkie noch Doppelcurven
besitze, d. b. dass die Function ¢{, y, #) nicht zusammen mit ihren
ersten Ableitungen fiir eine endliche oder unendliche Anzabl von
Punkten verschwinde. Damit schliessen wir das Vorkommen von Flichen
mit wmkehrbarer Indicatriz aus. Aus der Moglichkeit, fiir die in un-
serem Raume gelegenen Flichen mniit umkehrbarer Indicatrix die
Normalenrichtung in einem Punkte der Fliche beim Durchlaufen eines
geschlossenen Weges umznkehren, folgt nimlich sofort, sofern es sich
um geschlossene Flichen handelt, dass anf einem solchen Wege eine
ungerade Anzahl mal Knotenpunkte bes. Doppeleurven durchsetzt
werden miissen.*) Wir behandeln diese Vorkommnisse besonders im
§ 13, schliessen aber hier zar fibersichtlichen Darstellong das Anfireten
von Doppeleurven fir alle zu betrachienden Flichen ans, wihrend

*) Vergl. etwa Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, p. 360.
Mathematizche Annalen. XXXIL 33
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Knotenpunkte fir specielle Flichen der weiterhin zu discutirenden
Flichensysteme anfireten werden, und gerade solche Puonkie sich als
Uchergangsstellen fix die bei Flichen ohne Knotenpunki abzuziihlende
Charakteristik ergeben werden.

Analog wie in §3 des I Theiles fiir lineare Mannigfaltigkeiten
legen wir auch hier gewisse Entstehungsprocesse fiir die jetzt abzu-
zihlenden M zu Grunde, welche wir in den verschiedenen Stadien
rechnerisch verfolgen konuen. Dazu bieten sich sofort drei (den im
ersten Theile angefithrien analoge) Wege:

1. Wir lassen die Fiiche g = O enisiehen, indem wir dieselbe
als In irgend einer einfach unendlicher Schaar

(2) bz, ¥, 5 Z} =0
von Flichen enthalten denken. Kennen wir dann fiir irgend ein Indi-
viduum der Schaar die Charakteristik seiner innerhalb ¢ == 0 lisgenden
Theile, so kénnen wir von hier aus die Aenderungen der Charakte-
rigtik verfolgen, die sich ergeben, wenn wir die Schaar bis zu ¢ =0
hin durchlaufen.

II. Wir lassen die Mannigfaltigkeit ¢ == O aus einer einfach un-
endlichen Schaar

(3) 1}'(;2:" %5 p)=0
entstehen und verfolgen, wie die Theile der festen Fliche ¢ =0
successive in den sich #ndernden Innenraum von ¥ eintreten.

IIT. Wir nehmen eine von ¢ und ¢ ganz unabhingige, einfach
unendliche Mannigfaltigkeit von Flichen:

@ Xy, ,v)=0

zu Hilfe und achten darauf, wie sich die Charakteristik der im Innern
einer solchen Fliche liegenden Theile der Mannigfaltigkeit ¢ == 0,
P << 0 indert mit Zndernder Fliche X.

Alle diese Aendernngen finden wieder sprangsweise statt an gewissen
besonderen Stellen der zu Grunde gelegten Flichensysteme. Im folgen-
den Paragraphen fixiren wir dieselben durch Angabe der (auch geo-
metrisch leicht zu erkennenden) Punkicharaktere jener Sprungstellen.
Indem wir donn die Summe dieser Punkicharaktere zwischen ziwei be-
stimmien Flichen des Flichensystems als unabhingig von dem speciellen
dazwischengeschalicton Systeme erkennen, ergeben sich wieder bemerkens-
werthe Relationen swischen den singulitren Stellen solcher Systeme, die
wir anschliessend allgemein formuliren, um sie in § 12 an zwei ein-
fachsten Beispielen noch niher durchzufiihren.
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§1.
Punktcharakier fiir die Sprungstellen der Charakteristik,
Erste Abzihlung.

Die Charakteristik der Theile einer Fliche des Systems
(2) Oz, 9,2 4) =0,
welche im Innenraume von ¥ (z, 4, 2) = O liegen, #ndert sich, wenn
wir von einer Fliche 2 zu einer folgenden A 4~ d2 tibergehen, im All-
gemeinen nicht, solange nicht

A. Beriihrungen mit der Fliche ¢ = O eintreten, und

B. Singulire Punkte bei den Flichen des Systems ¢ =0 anf-
treten.

A. Die. Beriihrungspunkte von Flichen ® = 0 mit y = 0 trennen
sich zundchst in solche, fiir welche die zugehtrige Schuittcurve beider
Flichen einen isolirten bez. eimen nicht isolirten Doppelpunkt erbilt.
Betrachten wir nun drei aufeinander folgende Flichen ¢ =0, den
Parametern (A.—d41), 1,, (2. d2) entsprechend (worin di eine
positive Aenderung bezeichnen soll), und nehmen an

@) die Fliche (4,) berithre in einem isolirten Punkte die Fliche
1 ==0. Dann kann beim Durchgang von (1,—d41) zu (A.{-d2)

a) ein Elementargebilde £Zim Innenraume von 3 =0 entstehen,

b) ein solches verschwinden,

¢) eine Oeffnung in dem innerhalb ¢ — O gelegenen Theile der
sich #ndernden Fliche entstehen,

d) eine solche verschwinden.

Die Fille (a) und (d) sind mit - 1 ihrem ,,Punkicharakier nach
fir die Aenderung der Charakteristik der Fliche ® =0 in Rechnung
zu ziehen, die Fille (b) und (¢) mit — 1.

Nehmen wir andererseits an

B) die Fliche (4,) berithre die Fliche ¢ =0 in einem nichi-
isolirten Doppelpunkt, so werden hier beim Uebergang von der Fliche
(Ax—d2) nach (Ax-+d4) entweder

e) zwei im Innern von 7 = O gelegene, getrennte Theile der
sich #ndernden Fliche sich vereinigen, oder
f) ein Flichenstiick in zwei sich trennen.

Fall (e) ist mit — 1, Fall (f) mit 4+ 1 seinem Punkicharakier
nach zu bezeichnen.

Nun bat man zunichst fiir die Bestimmung der Berthrungspunkte
von Flichen des Systems ® (2, ¥, 2, 4) = 0 mit ¥ = 0 die Bedingungs*
gleichungen ;

(5) ¢~'—_v"0, z,’)=0, d>‘-zzl!1-——=0, d)z—“”“pg—'_""o, ¢3—“'¢’3==0
und dabei tritt die Berithrung in einem isolirten bez, nicht isolirfen
33‘
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Doppelpunkt der Schrittecurve von ¢ und % ein, je nachdem die Deter-
minante
Dy — utyy Py — 5y, Py — %9, O,
(6) Hep — Oy — Wy Doy — 2Py Pyy —xyyy B,
By — npy; Py — %Yy, Py — 2y, Py
(03 b, b, 0

positiv oder negativ ist.

Die vorhin bezeichneten Fille (a), (d) und (e) konnen weiter von
den andern (b), (¢) und (f) durch das Verhalten der in das ,Innere* der
Fliche ¢ == 0 im Beriihrungspunkte errichteten Normalen unterschieden
werden: In den drei erstgenannten Fillen treffen wir mit dieser Normale
auf die Fidiche (4.~} d4) d. h. auf die der Fliche (2,) folgende Fliche; in
den drei letztgenannten Fillen trifft die in den Innenraum von ¢ = 0
gerichtete Normale die Fliche (4,—d4), d. h. die der Fliche (4.)
" vorangehende Fliche. Dieser Unterschied ergiebt sich aber nach kurzer
Rechnung als gegeben durch das positive bez. negative Vorzeichen des
Productes
Q) % By
wo x wieder die aus den Gleichungen (5) fiiv den jeweiligen Beriihrungs-
punkt berechnete Constante, ®, die an eben der Stelle berechnete Ab-
leitung von @ nach dem Parameter 4 bezeichnet.

So ergiebt sich schliesslich der Punktcharakler -+ 1 bez. — 1 fiir
die Beriikrungspunkte der Flichen des Systems & = 0 mit ¢ = 0 fiir
die gewollte Abzihlumg als gegeben durch das positive bez. negative Vor-
zeichen des Productes der beiden Ausdriicke (6), (T) also (indem wir
wieder wvon der schon im ersten Theil (vgl. pag. 469) angewandten
Kronecker'schen Bezeichnungsweise Gebrauch machen) aus der Formel:
8 [+ &, - Ha].

B. Nun haben wir noch zu untersuchen wie sich die Charakte-
ristik dndert beim Durchgang durch einen singuliiren Punkt des Systems.
Es sind dies die im Innern von 3 = 0 gelegenen Stellen, fiir welche
9) =0, ¢,=0, ¢,=0, ¢;,=0
wird, die Knotenpunkie des Systems, sofern wir hier von der Behand-
lung weiterer Singularititen absehen. Sie trennen sieh in

«) Knotenpunkte mit imaginirem Tangentialkegel (isolirte Xnoten-
punkte) und

8) Knotenpunkte mit reellem Tangentialkegel (nichtisolirte Knoten-
punkte).

(a) Entsteht ein ésolirter Knotenpunkt dadurch, dass beim Ueber-
gang von der ,,vorausgehenden® Fliche 2; — 44, durch 1;, zu 2; 4 d4
(der auf den Knotenpunkt folgenden Fliche) ein neuer, den Kuoten-



Beitrige zux Analysis situs 1 493

punkt ellipsoidisch umgebender Flichentheil auftritt, .so #ndert sich
dabei die Charakteristik der sich deformirenden Fliche ¢ um + 2;

(b) Sie @ndert sich umgekehrt um — 2, wenn im isolirten Knoten-
punkte ein solcher elliptischer Flachentheil verschwindet;

(¢) Wenn beim Durchgang durch einen wichtisolirien Knotenpunkt
ein Flichentheil (der in der Anndherung an den Knotenpunkt hyper-
bolische Kriimmung aufweist) abgeschniirt wird in zwei (nach dem
Durchgang durch den Knotenpunkt elliptisch gekriimmte) Theile, so
wird dadurch die Charakteristik nm -} 2 getindert, wihrend sie sich
umgekehrt

(d) um — 2 #ndert, wenn dieser Uebergang in der entgegenge-
setzten Richtung erfolgt.

Die hiermit bezeichneten Unterschiede lassen sich analytisch wieder
auf die einfachste Weise fixiren und man erhilt den Satz:

Der Punkicharakter der durch die Gleichungen (9) definirten singu-
liren Punlite (Knotenpunkte) des Flichensystems ® = 0 im Innern von
¢ = 0 ist gegeben duwrch den Ausdruck:

d)i 1 ¢1 2 ¢13
¢21 ¢22 ¢23
¢31 ¢32 ¢33

(in welchem ©, wieder die Ableitung nach 3 bezeichnet). Der Factor 2
entspricht dem Umstande, dass fir unsere Charakteristik nach dem
Obigen das Gewicht der singuliiren Punkte gleich -+ 2 ist.

Die Gesammtinderung, welche die Charakteristik der im Innern
von 9 == O gelegenen Theile einer Fliche ® = O erleidet, wenn wir
von der Fliche A, zu einer anderen A4 iibergehen, d. i. die Differenz
der Charakteristiken beider Fliichen ist unabhingig von dem Wege, auf
welchem wir von der Ausgangsfliiche ® (%, y, 2, A.) = O 2ur Endfliiche
D (x, y, 5, Ag) = O dibergehen. Sie wird ausgedriickt als Summe iiber
die Punktcharaktere einmal der Beriihrungspunkte der Flichen ®=0
mit ¢ — 0, also der Doppelpunkte des auf 3 = O durch die Flichen
des Systems ® = O ausgeschnittenen Curvensystems, dann tiber die
Punktcharaktere der Knotenpunkte *des Flichensystems; somit ergicht
sich eine Relation fiir die Anzahl dieser den Regeln (A) und (B) gemdiss
abzusihlenden  singuliren Stellen fir irgend welche continuirlichen
Fliichensysteme, welche wir swischen diese beiden Flichen als Grenzen
einschalten migen; diese Ansahl ist nimlich stets gleich dem Unter-
schied der Charakferistiken jener beiden Grenzfiéichen.

(10) 2 [— 9, 1,
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§ 8.

Punktcharakter fiir die Sprungstellen der Charakteristik.
Zweite Abzihlung.

Fragen wir nach den Aenderungen, welche die Charakteristik der
im Innern von % = 0 gelegenen Theile von ¢ =0 erleiden, wenn
wir diesen Innenranm abdndern, so kommen hier nur die Bertibrungs-
stellen der (jetzt festen) Fliche ¢ = 0 mit der sich findernden Fliche

G) Vz,y,2,8)=0
in Betracht. Diese Stellen sind definirt durch die Gleichungen
(1) ¢=0, ¥=0, ¥, —up,=0, ¥,—2g,=0, ¥;—xg;=0.

Nehmen wir nun zundchst an, der Innenraum von W wichst mit
wachsendem Parameter p (also W, ist an der betr. Stelle negativ), so
erkennt man, aus analogen geometrischen Ueberlegungen wie bei I,
leicht, dass dann eine Beriihrung von ¢ mit einer Fliche ¥ mit -1,
bez, —1 fiir-die Aenderung der Charakteristik zihlt, je nachdem die-
selbe in einem isolirten oder nicht isolirten Punkte erfolgt; und dass
sich diese Aenderung umkehrt, wenn an der Beriihrungsstelle der
Innenraum ¥ mit wachsendem g abnimmt (d. h. wenn ¥, positiv ist).
Nun wird aber der Unterschied der Beriihrung in einem isolirten bez.
nichtisolirten Punkte gegeben durch das positive bez. negative Vor-
zeichen der Determinante

Yy —%gy Yo—x9, VYy—x9, Y,
Wy — %y Yo —ng, Yoy —ugy ¥,
Wy — %@y Vo — gy, WYy — 20, Vs

¥, v, ¥, 0

und also ergiebt sich schliesslich fiir diese Abzihlung der Punkicharakier
der durch die Gleichungen (11) definirten Stellen durch die Formel
(13) [— ¥ Hy).

Betrachten wir jetzt in einemn Intervalle zwischen zwei Flichen
Y@, 9, 2, g) = 0 und ¥(z, y, 2, #g) = O die Aenderung der Charakte-
ristik der Fliche ¢ = 0, so bleibt diese Zahl, analog wie bei der
ersten Abzshlung wieder ungeiindert, anf welche Weise wir auch von
der einen Fliche zur andern durch ein continuirliches Flichensystem
tibergehen; es ergiebt sich also eine sweite Relation fir die Beviilrungs-
punkle der Fliche @ =0 mit irgend welchen zwischen den beiden
Flichen Y¥(po) =0 und W(ug) = 0 eingeschalteten Flichensystemen.
Drieselbe besagt, dass die nach Formel (13) abgezihlte Zahl der Be-
rihrungspunkite eines solchen Systems mit der Fliche ¢ = O (die

(12) Hy —
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Doppelpunkie eines auf @ =0 durch die Flichen des Systems aus
geschnitienen Curvensystems) siets gleich der Differens der Charalkite-
vistiken der inmerhalb ¥ () = O und W (ug) = 0 gelegenen Theile von
@ == 0 ist®).

Wir heben hier gleich noch den speciellen besonders anschaulichen
Fall hervor, in welchem das auf der Fliche ¢ = 0 durch ein System
Y = O entstehende Curvensystem in dem betrachteten Intervall p, bis
ps die Fliche ¢ =0 nur einfach bedeckt. Die nihere Discussion
fiigen wir den Entwickelungen des folgenden Paragraphen an.

§9.
Punktcharakter fiir die Sprungstellen der Charakferistik.
Dritte Abzihlung.

Betrachten wir drittens die Aenderungen, welche die Charakteristik
der Mannigfaltigkeit ¢ =0, ¢ < 0 erleidet, wenn wir ein Flichen-
system
(4) X(@, ¥y 2, v)=0
dnrchlaufen und dabei immer die in das Innere. einer Fliche X==0 ein-
tretenden Theile jener Mannigfaltigkeit abzihlen. Fiir diese Aenderungen
kommen in Betraehs:

A. Die Berithrungsstellen der Fliche ¢ == 0 mit den Flichen des
Systems X == 0, soweit sie im Inmern von 3 = 0 liegen, also die
Stellen fiir welche

=0, X=0, <0,
(14) X, — 2 =0, X, —29, =0, X; —xp;=0

ist. Sie zihlen genau wie die entsprechenden Berithrungspunkte von
@ =0 mit ¥ = 0 der vorigen Abzihlung II (Formel (12) u. (13)), sind
also threm Punkicharakter nach gegeben durch die Formel:
(15) [— X, Hx]-

B. Die Berithrungsstellen der Flichen X = O mit der Randcurve
@ = 0, ¥ = O unserer abzuzihlenden Mannigfaltigkeit, also die Stellen,
fiir welche die Gleichungen
(16) ¢=0, p=0, X=0, A=0,

#) Dabei bezieht sich diese Belation, was znm Vergleich mit der im vorigen
Paragraphen gegebenen hervorgehoben gein wag, jobub lediglich auf die Doppel-
punkte des Curvensystems, wihrend die in §7 gegebene die Doppelpankte eines
Curvensystems (dort auf ¢ ==0 entstanden) mit den Knotenpunkien des zuge-
horigen Flichensystems (dort ®(#) = 0) in Bezichung setzt.



496 Warrnes Dxcg,

erfiillt sind, wo A die Functionaldeterminante der drei Functionen
@, ¥, X bedeutet:
o ¥ X
P by X,
e Y3 X
Hier trennen wir zundchst vier Arten der Berithrung, indem wir
fiir die beiden sich beriihrenden Raumecurven, in welchen die Fliche
@=0 von den anderen ¥ =10 und X =0 geschnitten wird, die
minnere und ,dussere® Beriihrung (auf der Fliche ¢ == 0 betrachtet)
in derselben Weise unterscheiden, wie wir dies in § 4 des ersten Theiles
fiir zwei sich bertihrende ebene Curven gethan haben. Dann haben wir,

wie dort:
(a) Q)] (¢) (D)
(Fig.112)|(Fig.11%)|(Fig. 11);(Fig.119)

A==

Die Curve ¢ == 0,
==0verliuft im |{Aussen-|Aussen-{ Innen- | Inneén-
raum | raum | raum | raum |der Curve ¢==0,

X=0.
Die Curve @ ==,

X==0 verlinft im |Aussen-! Innen- | Aussen-| Innen-
raum | raum | raum | raum |der Curve =0,
Pp=0

Nehmen wir nun an, das Innengebiet von X =0 wichst mit wachsen-
dem Parameter v, so entsteht (vergl. die Figuren 11%) in Fall (a) eine
Elementarfliche im Innern von X, wiihrend in Fall (d) die Vereinigung
zweier Gebiete statt hat; in den Fillen (b) und (¢) tritt dagegen keine
die Charakieristik dndernde Umformung ein.

Nehmen wir aber an, das Innengebiet von X = 0 nimmt ab mit
wachsendem Parameter », so verschwindet jetzt umgekehrt in Fall (a)
eine Elementarfliche aus dem Innenraum X = 0, in Fall (d) tritt eine
Trennung eines Flichenstiickes ein, wihrend wieder die Fille (5) und
(¢) die Charakteristik nicht Zndern.

Je nachdem also mit wachsendem » der Innenraum von X = 0
wiichst oder abnimmt, d. h. also je nachdem an der betr. Stelle X,
negativ beziehungsweise positiv ist, zihlt

Fall (@) mit 4 1 bez. — 1,
Fall (d) mit — 1 bez. + 1,
Falle (b) und (¢) mit O

¥} In den Figuren sind die Innenriume je der beiden Corven p==0, P=0
{Curve 1) und p=0, X==0 (Curve 2,) durch Schraffirung bezeichnet und ausser-
dem der beim Uebergang von der berithrenden Curve (2;) zu ibrer folgenden (25)

in den Innenraum von (1) tretende Theil des Innern von (2,) besonders hervor-
gehoben.
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fiir dié Aenderung der Charakteristik beim Durchgang durch die
Sprungstelle.

Die vier Fille sind nun analylisch [genau den in Theil I (§4)
fiir ebene Curven abgeleiteten Formeln entsprechend] nach den Vor-
zeichen zweier Deferminanten zu unterscheiden, welche hier die Form
apnehmen:

o P b
(17) Ox = P, Py Ay,
beziehungsweise Ps ¥s Lo

o &y X
(18) Op={py B X},

s By X

in welcher A, A,, A, die partiellen Ableitungen nach z, y, # der
obigen Functionaldeterminante A bedeuten. Und zwar ist, analog
wie dort:
o positiv  in Fall (&) und (B),
X negativ in Fall (¢) und (d);

o positiv in Fall (a) und (¢),
¥ negativ in Fall () und (4).
Fs liisst sich sonach der Pumkicharakier unsever duwrch die Gleichungen
(18} gegebenen Beriihrungssiellen durch die Formel darstellen:

(20) [— X, - ([(0x] + [0uD)},

in welcher alle eckigen Klammern die eingefiihrte Bedentung besitzen.
Fiir negative X, zihlt nimlich danach Fall (a) mit 4 1, Fall (@) mit
— 1, den gleichen Vorzeichen von ©x und Oy enisprechend, wie es
sein soll; wahrend die Falle (3) und (¢) dadurch als Null zghlen, dass
hiefiir der zweite ‘Factor, den entgegengesetzten Vorzeichen von @x
und O, gemdss, Null ergiebt; filr positives X, tritt die entgegengesetate
Zihlung ein.

Man kann diese Darstellung (20) fiir die Charaktere der Be-
rithrongspunkte, sofern man die Fille (3) und (¢), die als Null zu
zihlen sind, durch die Ungleichung

Qg+ Gy > 0
(vergl. dic Bezichungen (19)) ausschliesst, auch ersetzen durch die
anderen:
(202) [— X -6x] oder [—X, -8y}

Summiren wir wieder die Punkicharaktere von einer Anfangs-
fliiche w, bis zu einer Endfiiche v, so erhalten wir damit die Aenderung
der Charakteristik von @ == 0 in jenem [utervall; diese Zahl, als die

(19)
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Differenz der Charakteristiken der im Innern von X{»,) = 0 bez. von
X(vg) =0 gelegenen Theile von'yp = 0, ist wieder unabhingig von dem
speciellen, zwischen jene beiden Epdflichen eingeschalteten Flichen-
system, und somit ergiebt sich wieder eine Relation zwischen den cben
fixirten singuliiren Punkten, nimlich den Doppelpunkten irgend welcher auf
@ =0 im Innern von ¥ =0 zwischen jenen Grenzcurven X(v,) =0
und X {vg) = 0 eingeschalteten Curvensysteme und den Beriihrungspunkten
derselben mit der Curve ¢ =0, P = 0.

§ 10.
Specialisirung der letzten Abzihlung,

Die Abzihlung gewinnt eine besonders anschauliche und iibersicht-
liche Form, wenn wir zunichst das auf ¢ = 0 entstehende Curven-
system als die Fliiche einfach iiberdeckend voraussetzen, Es liegen dann
auch die Schnittlinien S, und S, einmal der Flichen X(v.) = 0 (kurz
mit X, bezeichnet) mit dem Gebiet ¢ == 0, ¢ << 0, dann der Fliche

X (vg) =10 (Xg) mit
S, R =0, v <0 vollig
X(va) <0 X(za)>0 X(va)>0 g‘etrxnﬁl vondein(a}ngfaré
ie theilen das Gebie
X(vp) <0 X(vg) <0 X(vp)>0 5 —0,9<0in drei
Theile, fiir welche wix
die in der nebenstehen-
den schematischen Fig.
fixirten Bezeichnungen
. einfiihren: Das Gebiet
l @oim InnernderFliche
Xa gelegen besitze die

; 8s Charakteristik K,
ehenso besitzen die
weiteren aus der Figur abzulesenden Theile 9oz, 95, @y, @s des Ge-

bietes ¢ = 0, 9 < 0 bez. die Charakteristiken Kap, Kz, Ky, K;.

Nehmen wir dann an, die Curve 8,, in welcher sich das Gebiet
Pep an @, anschliesst, bestehe aus s, einzelnen Curvenstiicken und
weiter noch einer beliebigen Zahl geschlossener Curvenziige (besitze
also nach Theil I die Charakteristik 7= s,), so folgt aus dem Satze 3
§ 2 (pag. 476) sofort die Relation

(21) Kaﬁ = Ky - Ka + 8o

und ebenso, wenn die Fliche ¢,z sich an ¢ lings sz einzelnen
Curvenstiicken und weiter lings einer gewissen Zahl geschlossener

Pa Pap 7]

— Ea v

| o s

Is.
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Curvenziige anschliesst (also die Curve S; von der Charakieristik
K7 = 53 ist), ergiebt sich

22) Koz == K5 — Kz + s3.

Die Charakteristik K, ; des Flichenstickes ¢,z steht also in einfachster
Beziehung zu der Differenz K, — K,, die wir nach den Regeln des
vorigen Paragraphen abziihlen, wenn wir das Curvensystem X(v)==0
in der Richtung von X, nach X; durchlanfen. Wegen des vorausge-
setaten einfach tberdeckenden Curvensystems X wechselt nun die Ab-
leitung von X nach dem Parameter », X,, innerhalb des Intervalls ihr
Zeichen nicht, ist vielmehr (wir haben S, innerhalb Sz angenommen)
bestiindig negativ. Sonach ist nach Formel (15) und (20) direct

K, — K. =Y [Hx]+ > |[0x] + [04]]

oder in anderer Form mit Weglassen der einen eckigen Klammer ge~
schrieben:

@) K —K.=_hx + +{ Dexi + e},

wobei sich die erste Summe auf alle Doppelpunkte des Curvensystems
innerhalb des Gebietes @az, die zweite aunf alle Berihrungspunkte
dieses Curvensystems mit dem Bande ¢ =0, ¥ =0 bezieht, Diese
lotzteren sind dabei in die Beriihrungen (a), (8), (¢), (&) geschieden
(vergl. Fig. 11) wobei die Formel die Punkie (o) und (d) bez. mit
-+ 1 und — 1, die Punkte () und (¢) mit Null in Rechnung zieht.
Gehen wir nun, das Curvensystem in umgekehrier Richtung von
Xs nach X, durchlaufend von dem Gebiet @g sus, so erhalten wir
durch eine analoge Abzihlung die Differens Ky — Kp. Sie sefzt sich
wieder aus der Summe iiber die Doppelpunkte des Gebietes g@,p und
der Summe iiber die obigen Bertihrungspunkte zusammen; nur sind
die letzteren jetzt, wegen des umgekehrten Sinnes, in welchem wir
das Curvensystem durchlaufen, derart in Rechnung zu ziehen, dass die
eben unterschiedenen Punkte () und () mit Naull, die Punkte (b)
und (¢) aber mit 1 bez. — 1 zihlen. So kommib mit Bextick-
sichtigung der oben gegebenen Unterscheidung die zweite Formel:

@) K — K= Hx— 3 { Dexl— e},

die Summen auf dieselben Punkte ausgedehnt wie vorhin. ‘I}urc}z
Addition der beiden Formeln (23) unud (24) und Verbindung mit {2}:)
und (22) ergiebt sich daun fiir die Charakderistik der Fliche @ap dic
Formel:

(25) 2K.5—2 el + 0] + 5e + 5,
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wo die erste Summe sich auf alle Doppelpunkte des Curvensystems
X == 0 im Innern von g@,gz, die zweite sich auf alle Berithrungsstellen
von X = 0 mit dem von der Curve ¢ == 0, 9 = 0 gebildeten Rand
der Fliche erstreckt.

Die Doppelpunkte sind dabei unterschieden als isolirte (4-1) bez.
nicht isolirte (— 1) Doppelpunkte, die Berithrungspunkte des Curven-
Systems wit dem Rande aber in dieser Formel lediglich danach, ob
die Curve ¢ =0, 9 =0 von der betreffenden Curve des Systems im
Aussenraume (4 1; Fille (o) und (¢)), bez. im Innenraume (— 1; Fille
{b) und (d)) von ¥ = O berithrt wird. . s, 4 sz ist die Charakteristik
K7 der beiden Curven S, und Sg, welche, dem Carvensystem X =0
angehdrig, neben der Curve .= 0, 9 = 0 als Begrenzung des Gebietes
9oy auftreten. Diese Curven kommen also nur mit ihren getrennten
Begrenzungsstticken fiir die Charakteristik K, s in Rechnung, wihrend
noch vorhandene geschlossene Ziige derselben ohne Einfluss bleiben,

Die Formel giebt gleichzeitig auch eine geometrische Deutung fiir
die im vorigen Paragraphen gegebene allgemeine Darstellung, die sich
auf ein beliebig vielfach von Carven X e==0 Dbedeckies Gebiet der
Fliche @ = O bezieht, wenn wir beachten, dass wir ein solches sofort
in eine Summe einzelner einfach iiberdeckter Gebiete durch den Schnitt
von @ = O mit X, = O zerlegen konnen (welcher die Umbiillungscurve
des Curvensystems X == 0, g = O bezeichnet). Es handelt sich dann
um die Summe der Charakteristiken dieser einzelnen Theile, die sich
lings jener Umhiillungseurve aneinanderschliessen und dem Vorzeichen
von X, entsprechend als positive bez. megative Ueberdeckungen der
Fliche ¢ = 0 zu zihlen sind.*)

§ 11.
Verallgemeinerung der vorigen Abzihlung,

Die in der Formel (25) getroffene Abzihlung der singuléren Punkte
erweist sich als unabhdngiy von der Richtung, in welcher wir das
Curvensystem X = 0 durchlawfen, und dieser Umstand giebt Anlass zu
einer Erweiterung der Abzihlung auf Curvensysteme, die in irgend
welcher Weise ein Gebiet g,z iiberdecken, ohne Riicksichi darauf, ob
es moglich ist, ein solches System in einem bestimmten Sinne zu
durchlaufen oder nicht. Es sei diese allgemeine Formel, in welche
wir gleichzeitig singulire Punkte irgend welcher Art mit einbegreifen

*) Beilanfig bemerkt ergiebt sich andererseits die Charakieristik der Ueber-
deckung der Fliche g == 0 mit dem Systeme X = 0, diese als eine mehrblattrig
tber p =0 ausgebreitete Fliche anfgefasst, wenn wir alle Ueberdeckungen in
demselber Sinne addiren, also die in Formel (15) und (20) gegebenen Punktcharakiere
mit Weglassung je des Factors (—X,) summiren.
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wollen, wieder fiir ein die betreffende Fliche einfach iiberdeckendes
System, noch entwickelt; wir sehen dabei von einer analytischen Dar-
stellung ab.

Bezeichne F irgend eine, aus einer beliebigen Anzahl von Theilen
bestehende Fliche. Wir tragen auf ihr ein Curvensystem ein, so be-
schaffen , dass durch jeden Punkt der Fliche im Allgemeinen nur eine
einzige Curve des Systems hindurchgeht. Nur von singuliren Punkten
mogen mehrere Zweige auslaufen, so zwar, dass von einem Punkte

1;,. , den wir als im Innern der Fliche-gelegen annehmen, n Zweige

auslanfen; von einem Punkte 13,, auf dem Rande ebenso n Zweige sich
in das Innere der Fliche erstrecken. = sel dabei eine beliebige der

r

Zablen 0,1,2...0c. Nun seien die Punkte 15”, P, je in der Zahl
1;,, s zg,, auf F vorhanden, wobei 1;2 und (falls F nicht geschlossen,

oder nur von Curven des Systems begrenat ist) auch p, gleich unendlich
ist, withrend wir alle iibrigen Punkte, die singuldren Punkte des Systems,
als in endlicher Zahl und discret auf ¥ vertheilt annehmen, Endlich
mogen Curven des Systems auch als theilweise Begrenzungen der Fliche
F aufireten und zwar sei K7 die Charakteristik der genannfen als Be-
grenzung auftretenden Curven des Systems (die dann aus K7 Curven-
stiicken und einer beliebigen Zahl geschlossener Curven bestehen).

Dann besteht swischen jenen singuliren Punkten und der Chavalde-
ristik K der Fliche F die einfache Beaichung:

@) E——t Sn—2pa—+ Do —Dps+2. + K"

wobei sich die Summen nur auf die endlichen Indices m beziehen™*).
Tnsofern wir davon absehen, ob ein solches Curvensystem in einer be-
stimmten Richtung durchlanfen werden kann oder nicht, ist ein von
den fritheren Entwickelungen, die stets auf einen Entstehungsprocess
der Mannigfaltigkeit recurrirten, unabhingiger, gesonderter Beweis fiir
die Formel zu erbringen. Wir verwandeln zu dem Ende die Fliche
P dadurch in eine neue F”, dass wir zuniichst alle im Innern befind-
lichen singuliren Punkte durch Anbringung kreisformiger Schnitte
herausschneiden — wodurch die Charakteristik K um die Anzahl aller

%) Die Punkte 1;0 kénnen dabei, indem wir uns das Curvensystém auch
iiber den Rand der Fliche hinaus fortgesetst denken, als den ,,Berithrungen von

r
Anssen‘ entsprechend betrachtet werden, die Punkte Pp als den ,Berfihrupgen
von Innen® entsprechend, : "
*% Man erkennt, dass in der Formel die nicht singuliren Ponkie P, und Py
von vornherein wegfallen.
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dieser Punkte vermindert wird — und dann auch alle smgularen Punkte
auf dem Rande mit Ausnahme derjenigen, von welchen zwei Zweige
in das Innere laufen und der isolirten Punkte auf dem Rande (also

der Punkte P und PO) Es zeigh sich dann (vgl. die Figuren 12, a—f
fiir die Punkte PO, P,, P3, Pw, Pg, Pm), dass alle diese Punkte

dquivalent sind einer gewissen Zahl von Punkten P, und P,, so zwar
dass die Differenz der Anzohl dieser auf dem Rande neu entstandenen

Ponkte P, und P, jedesmal ein Charakteristicum des besonderen
singuliiren Punktes ist. Bezeichnen wir diese Differenz mit 4, so ist
wie aus den Figuren ersichilich diese Differenz:

fir einen Punkt 1&:

&y —n,
@ fiir einen Pun]?t 13“, ist
dco = 0?
*
fiir einen Punkt des Randes P, ist:
= (a—1);

fiir Punkte P des Randes ist zu beaechten, in welcher Weise sich
die Randcurve gegen die Curven des Systems verhiilt, Die Figuren 12
kennzeichnen die verschiedemen Moglichkeilen, wonach ein solcher
Punkt bez. mit den Zahlen 0, 1, 2 Aquivalent wird, In der Abzihlung

sel nur die erste Form des Punktes Ir’w berticksichtigt, indem wir die
andern jederzeit als die Combination eines Punktes lsw mit einem, bez.
zwei Punkten Ir)o in Rechnung ziechen kdnnen. Die neue Fliche ¥,
von der Charakteristik , K minus Anzahl aller Punkte Pi “, besitzt jelzt
im Innern keinerlei singuléire Punkte, auf dem Rande nur Punkte }i

*
und P, (,inmere” und ,Hussere Berithrungspunkte® der Systemecurven
mit dem Rande); ausserdem besteht der Rand noch aus Curvenziigen
von der Gesammtcharakteristik X7, welche dem Curvensystem angehdren.
Fiir diese Fliche gilt nun aber der Satz, dass ihre Charakteristik

gleich ist der Differens der Anzahl der Punkte P, wnd P, vermehrt
wm die Zahl K7. Wie nimlich auch das Curvensystem auf & be-
schaffen sein mag, wir ktnnen F" stets durch geeignete Querschnitte
in solche einzelne Gebiete zerlegen, fiir welche das in einem Gebiet
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enthaltene Curvensystem in bestimmter Richtung zu durchlaufen ist;
dann lisst sich jedenfalls fiir diese Theile einzeln der frither entwickelte
Satz anwenden. Die Summation ergiebt aber dann, insofern die durch
die Zerschneidung neu entstandenen Querschuitte sich bei der Zu-
sammensetzung wieder compensiren, direct die Erweiterung des Satzes
fiir ein beliebiges Gebiet F". Gehen wir endlich von hier auf die
Fliche F zuriick, jeden singuliren Punkt seiner ihm Hquivalenten Zahl
gemiiss (nach Formel 27)) in Rechnung ziehend, so folgt sofort die
obige allgemeine Formel (26). Auch hier lisst sich dann, wenn wir
nur mehrfache Ueberdeckungen durch ganz willkiirliche Curvensysteme
von einander zu trennen vermdgen, die Ausdehnung auf ganz beliebige
einfach unendliche Curvensysteme fixiren.

Zur Veranschaulichung der Abzihlung mégen die in Fig. 2 (Tafel I)
gezeichneten Curvensysteme dienen, aus deren nach den gegenwirtigen
Regeln abgeziihlten singuliren Punkten sich sofort die Charakteristiken
etwa der Stiicke der Ebene ergeben, in welche dieselbe durch die
stark ausgezeichneten beiden Curven zerfillt.

§ 12.

Analytische Beispiele fiir die Summation der Punktcharaktere.
Curvatura integra einer geschiossemen Fliche.
Wir wihlen zwei Beispiele einfachster Art fiir die Abzihlung der
Charakteristik einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit:
1. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung einer ebenen Qurve
@ (&, y) = 0; welches ist die Charakieristik des Inmenraumes ¢ < 0?
I. Zundchst lassen wir die Curve ¢ =0 entstehen aus dem Curven-
system
db=¢p—1=0,
welches wir schon in § 5 des ersten Theiles betrachtet haben. Dasselbe
besitzt fiir 4 < O eine gewisse Zahl singulirer Punkte, fir welche
P =0, =0

ist. Da der Innenraum der Curven ¢ — 4 == 0 bestindig wichst, mit
wachsendem Parameter 4, ist jeder isolirte Doppelpunkt mit -1,
jeder nicht isolirte mit — 1 fiir die Charakteristik des Innenraumes

zu zihlen und daher giebt die
2 {l P11 P2 ]
Pay Paz
ansgedehnt iiber alle Punkte
q <0) 971':0) 932'”’“0
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die fragliche Charakteristik und kennzeichnet sich-damit als Charak-
teristik des Functionensystems

(28) =0, 9,=0, 9,=0

tm Sinne von Kronecker.®)

II. Lassen wir den Innenraum ¢ < O andererseits (in Analogie
mit der in § 9 getroffenen Abzihlung) dadurch entstehen, dass wir
eine horizontale Gerade

y—v=20

mit\wachsender Constanten » iiber die Curve gleiten lassen und jedes-
mal die unterhalb der Geraden liegenden Theile des Innenraumes be-
trachten, so ist deren Charakteristik durch eine Summe fiber die Be-
rihrungspunkte horizontaler Tangenten an die Curve gegeben, in
welcher

Minima mit dusserer Beriihrung mit -+ 1,

Mazxima mit innerer Berithrung mit — 1

zu zdhlen sind, wihrend bei Minimis mit innerer, bei Maximis mit
dusserer Beriihrung die Charakteristik nicht geéindert wird. Die ent-
sprechende Formel:

K = "‘2[‘]’2“]’11]:

die Summe, ausgedehnt iiber alle Punkte

‘P':O; (;01=0, P, <0,
zeigt sich wieder als die Kronecker'sche Charaliteristik des Fumctionen-
systems (28) in einer zweiten Form.

. III. Die Beziehung zwischen den simmtlichen Beriihrungspunkten,
welche sich in der Formel:

2[‘]’2 -] =0

(P=O, (p,=0

fur

ausdriickt, ergiebt die Abzshlung auch in der Form

= %‘ 2 [@11]7

die Summe #ber alle Punkte

@ = 0, Py == 0
ausgedehnt, und stellt so direct einen speciellen Fall der Formel (26)
pag. 501 analytisch dar.

2. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung einer Fliche p(z,y,2)=0.
Welches ist ihre Charakteristik?

*) Man vergl. hier wieder die Eingangs citirten Aufsitze von Kronecker.
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I. Wir lassen die Fliche 9 =0 entstehen aus einem Flichen-

system
b=gz,y,2) — =0,

welches fir 4 < O das Innere der (im Endlichen angenommenen)
Fliche @ =0 einfach und lickenlos ausfillt, dabei schliesslich in
einzelne isolirte Knotenpunkte sich zosammenszichend. Es existirt also
eine bestimmte untere Grenze 4, fiir welche die Charakteristik der
Fliche O ist. Von ibr beginnend berechnen wir die Charakieristik
der Fliche ¢ == 0 selbst durch eine Summation tber alle Knoten-
punkte des Flichensystems, diese dabei im Sinne der in § T getroffenen
Abzihlung unterscheidend. So ergiebt sich die Charakteristik-

P P2 Pis
rims 3t

P21 Py P
P51 P32 Pss
die Summe #iber alle Punkte
p<0, =0, =0, =0
erstreckt. Sie stellf sich olso bis auf den Factor 2 dar als Kronecker'sche
Charakteristik des Functionensystems
(29) =0, ¢=0, @,=0, @;=0.
II. Gehen wir andererseits (in Analogie mit der Abziblung des

§ 9) von einem auf der Fliche ¢ =0 verzeichneten Curvensystem
aus, indem wir die Fliche mit Ebenen, parallel etwa zur (zy) Ebene

i

g— =0,

schneiden, so ergiebt sich die’ Charakteristik X7 als Ueberschuss der
isolirten tiber die nichtisolirten Doppelpunkte dieses Curvensystems,
diese aber, als Berithrungspunkie horizontaler Tangentialebenen in
Punkten elhpt}scher bez. hyperbolischer Eriimmung, ergeben sofort:

‘Pn ‘Pm
EH o
2 I Pas %2
die Summe ausgedehnt iiber alle Punkte

p=0, ¢,=0, 9, =0,

in welcher Formulirang wir wieder die Kronecker’sche Charakteristik
des obigen Funectionensystems (29) erkennen.

Nun ist die Kronecker’sche Charakteristik des obigen Fune-
tionensystems, wie in den Monatsberichten von 1869 (pag. 689) ge-
zeigt ist, divect identiseh mit der Gauss’schen Curvatura integra der
Fliche q):zﬁ diese stimmt also, bis auf den Faclor 2, auch mit der
ngeometrischen Charalieristik® der Fliche iberein, mad steht au der

Mathematische Annalen, XEXIL 34
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Riemann’schen Zusammenhangssahl in der im § 4 (pag. 484) an-
gefiihrten einfachen Beziehung. Ankniipfend an unsere fritheren Defi-
nitionen und die Ableitung der Curvatura integra einer Flache durch
die bekannte, durch die Normalen der Fliche vermittelte Abbildang aunf
die Kugel lasst sich diese Beziehung leicht auch auf geometrischem
Wege erkennen.

§ 13.

Auftreten von Doppeleurven. Flichen mit umkehrbarer Indicatrix.

Betrachten wir die Aenderungen der Charakferistik fir die im
Innern einer Fliche v¢(z, y, s) = O gelegenen Theile einer sich
andernden Fliche ¢(z, y, 2, 1) = 0, die wir in § 6 untersucht haben,
nunmebr unter der Voraussetzong, dass neben Knotenpunkten — die
wir dort als Sprungstellen der Charakteristik erkannt haben — auch
Doppeleurven in @ = O auftreten kbunen. Wir sehliessen damit nach
den zu Anfang des § D dieses Abschnittes gegebenen Ausfithrungen
anch die Abzihlung von Flichen mit umkehrbarer Indicatrix in unsere
analytische Darstellung ein.

Es ist zu untersuchen, einmal, wie sich die Charakteristik #ndert
beim Durchgang durch eine Fliche mit Doppeleurven, und zweitens,
welche charakteristische Zahl wir der Fliche mit Doppelcurve selbst
mit Riicksicht auf die in § 2 und 3 gemachten Abzshlungen zuzu-
weisen haben,

In den Innenraum der Fliche o == 0, fir welchen wir unsere
Abzihlung freffen, freten im Allgemeinen von der Doppeleurve einmal
ganze, in sich geschlossene Ziige, dann einzelne Stiicke, die sich je
zwischen zwei Punkten der Begrenzungsfliche hinersirecken, Dabei
verliuft die Doppeleurve entweder isolirt, oder wird von zwei reellen
Flichenminteln durchsetzt. Die Uebergangsstellen zwischen isolirten
und nicht isolirten Ziigen ‘der Doppelcurve werden gebildet durch
Cuspidalpunkte (pinch-points) der Fliche, die je in gerader Anzahl
auf den verschiedenen Ziigen der Doppelcurve vertheilt sind.

Zunichst tibersehen wir nun leicht, dass sich die Charakteristik
der Fliche nur an gewissen singuliren Stellen der Doppelcurve #ndert.
Durchsetzen sich nimlich lings eines ganzen geschlossenen Curven-
zuges zwei reelle Mintel der Fliche, ohne dass in demselben ein
hiherer singulirer Punkt aufirith, so tritt beim Uebergang von der
der ¥liche mit Doppelcurve vorangehenden zu der ibr folgenden Fliche
lediglich eine Umschaltung in der Verbindung der Theile der Fliche
ein, die Charakteristik bleibt ungeiindert, Tritt andererseits ein ge-
schlossener Zug der Doppeleurve auf, der vollig isolirt verlanft, so
entsteht, bez. verschwindet, in ihm ein ringformig gestalteter, ge-
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schlossener Flichentheil von der Charakteristik Null, durch welchen
also gleichfalls die Gesammicharakteristik eine Aenderung nicht er-
leidet. Ebenso tritt eine Aenderung in der Charakteristik nické ein,
wenn ein von der Fliche ¢ == 0 begrenzter Curvenzug seiner ganzen
Ausdehnung nach als isolirte bez, als nicht isolirte Doppelcurve auftritt.

Betrachten wir also singulire Stellen der Doppeleurve: zunichst
die schon erwihnten Cuspidalpunkte, dann Punkte, in denen sich zwei
Miintel der Fliche berihren (Doppelpunkie der Doppeleurve), endlich
Punkte, in denen sich drei Mintel der Fliiche durchsetzen, Sie lassen
im Wesentlichen die mdglichen Umformungen erkennen und desshalb
sei die Beschrinkung auf diese Singularititen gestattet*). Denken wir
uns die Umgebung eines singuliren Punktes etwa durch eine Kugel
aus der ganzen Fliche ausgeschunitten und betrachten in der Schaar
der Flichen ®(z,y, s, 1) = 0 die der Fliche mit singulirem Punkte,
(Az), vorausgehende, (d,—d4), und folgende, (i,-4-d1), Fliche (unter
d wieder eine positive Grosse verstanden), so ergiebt die in diesem
Bereich erfolgende Aenderung der Charakteristik der ausgeschnittenen
Flichentheile den Einfluss des betr. singuliiven Punktes auf die Ge-
sammtcharakteristik.

a) Cuspidalpunkte.

Fig. 13 giebt in der Umgebung eines Cuspidalpunktes die Ge-
stalt unserer drei soeben unterschiedenen Flichen (3,), (ix - d31)
und (i, — di). Die eine (Fy in der Figur) besteht aus einem
von zwei Randeurven begrenzten ringférmigen Flichenstlick — von
der Charakteristik Null; die andere (F,y ist von zwei Stiicken,
Elementarflichen, gebildet — ibr kommt sonach die Charakteristik 2
zu; wihrend die dazwischenliegende Fliche (F,) mit Cuspidalpunké
eine (nach Art einer Verzweigungsstelle verschlungene) Elementar-
fliche darstellt — derselben also die Charakteristik 1 zukommt. D
Aenderung der Charakieristik einer Fliche beim Durchgang durch eine
Fliche mit Doppelewrve wird also, soweit Cuspidalpunkte dabei auf-
treten , durch die Zahlen ~+ 1, bes. < 2 bezeichnet, sofern der Durch-
gang durch den Cuspidalpunidt von der Fliche F, durch Fy nach F,
erfolgt, durch die Zahlen — 1 bes. — 2, wenn dieser Uebergang in der
entgegengesetzten Reihenfolge sttt hat.

Die analytische Unterscheidung fiir die Abzihlung der Cuspidal-
punkte ergiebt sich mun sofort. Kine Flache (i) des Systems ¢ =0
besitzt eine Doppeleurve, wenn fir diesen Parameter 1, die Function

#) Beilinfig sei, was sofort geomefrisch grsichﬁich, noch bem'etrkh. dage dag Anf-
treten einer continuirlichen Reihe von Cuspidalpunkten, 4. b. eine Riickkehrenrve
keine Aenderung der Charakteristik hervorraih.

3&#
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& sammt ihren ersten Ableitungen nach z, ¥, 2z, ®,, ®,, ®, fiir ein
einfach unendliches Werthsystem der Variablen verschwinden; fiir einen
anf der Doppelcurve gelegenen Cuspidalpunkt verschwindet dann auch
noch die Determinante der zweiten Ableitungen sammt ihren zwei-
gliedrigen Unterdeterminanten; die Tangentialebene des Knotenpunktes
ist gegeben durch:
Pir(z — @) + Piz(y — #o) + Pis(z — ) =0,

wo % beliebig 1, 2 oder 3 bedeutet, und

Dy = APz = pD;3,
inshesondere

by = 220y = p* Py
ist. Die Entwickelung von @ im Cuspidalpunkt beginnt mit dem
Quadrate dieser Tangentialebene, etwa in der Form

O [(@— o)+ 7@ —w) +4 -]

In der niichsten Umgebung des singuliren Punktes ist also (ab-
gesehen vom Fortschreiten 4n der Tangentialebene) die Function ¢
tiberall positiv bez. iiberall negativ, dem Vorzeichen von @, ent-
sprechend. Es ist dies der Bereich der aus einem Stiick bestehenden
Nachbarfliche F; (Fig.13), wihrend wir zn der (zweitheiligen) Nachbar- °
fliche ¥, gelangen, wenn wir zunichst in Richtung der Tangential-
ebene fortschreiten (fir die Entwickelung also weiterhin die auns drei
linearen Factoren bestehenden Glieder dritter Dimension heranziehen).
Nun wird die der Fliche ® =0 vorangehende bez. folgende Fliche
bei wachsendem Parameter 1) in erster Anndherung dargestellt durch
¢ — di.®, =0 bez. durch ¢ | di.®, = 0. Die eintheilige Fliche F,
der Figur ist also vorangehende bez. folgende Fliche, jenachdem fiir
den singuliren Punkt ¢, und ®,; im Vorzeichen iibereinstimmen bez.
nicht fibereinstimmen. Die durch alle Cuspidalpunkie eimer Doppel-
curve hervorgerufene Aenderung der Charakieristik ist also durch die

Summe
(27) 2 [¢4 - d’u]

fiir den Uecbergang zu der Fliche mit Doppelewrve selbst, bezichungs-
weise durch die doppelte Summe

28) 2. D7 [0, - &)
gegeben, wenmn wir den Durchgang (von Fynach Fy oder wmgekehrt) betrachien.

b) Selbstberiihrungspunkte.
Auch hier beginnt die Entwickelung von ¢ mit dem Quadrate

by, [(x — %) + —;_‘ v — 9 + i (g — Zo)Ty
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in welchem der lineare Factor die- doppelt zzhlende Tangenhaiebene
bezeichnet, wihrend die Glieder dritter Ordnung diesen Factor ein-
fach enthalten. Dabei lassen sich (wir haben die Glieder bis zum
vierten Grade zu beriicksichtigen) zwei getrennte Entwickelungen in
dem Selbstberlihrungspunkte herstellen, welche (in erster Annsherung
als Paraboloide) die sich beriihrenden Flichenmintel ersetzen. Ks ist
dann zunichst zu unterscheiden, ob die Beriihrung der beiden Mantel
in einem isolirten Punkte erfolgt oder in einem Punkte, in welchem
sich zwei reelle Zweige der Doppeleurve durchsetzen,

Fiir den Fall der Beriihrumg in einem isolirten Punkie vereinigen
sich (wenn wir wieder (vergl. Fig.14%) die nichste Umgebung des singu-
liren Punktes fiir die der besonderen Fliche vorangehende und folgende
Fliche des Systems betrachten) entweder die zwei Theile der Fliche
zu einem einzigen, bez. findet das umgekehrte statt, je nachdem (vgl.
die vorhin bei (@) gegebene Entwickelung) das Vorzeichen von
(29) P, - &y
positiv oder negativ ist. Die Charakteristik &ndert sich bei diesem
Durchgange um — 2 bez. um + 2, wihrend wir der zwischenliegenden
Fliche mit dem singuliren Punkt selbst, insofern wir die Theile der-
" selben in dem Beruhrungspunkt als nicht zusa.mmenhangend betrachten,
die grissere der beiden Charakteristiken zuweisen.

Durchsetzen sich im Beriihrungspunkt zwes reelle Zige der Doppel-
curve, dann findet (vergl. Fig. 14®) ein Uebergang von zwei Flichen-
theilen zu vier Flichentheilen oder der umgekehrte statt, je nach dem
positiven bez. negativen Vorzeichen von

by - Dy,
und damit eine Aenderung der Charakteristik um - 2 bez. um — 2,
wihrend wir diesmal der Uebergangsform selbst die kleinere der beiden
Charakteristiken znzuweisen haben.

¢) Dreifache Punlite.

Durchsetzen sich in einem Punkte drei Mintel der Flé',che, so
gehen von ihm drei Zweige der Doppelcurve aus und wir unter-
scheiden ) zwei der Zweige sind conjugirt 1ma.g1nar, dann wixd ein
isolirt verlaufender Zweig der Doppelcurve von einem reellen Flichen-
wantel geschnitten; f) die drei Zwelge sind reell, dann sind auch
drei reelle Flichentheile vorhanden. Die in Fig. 15% und 15° (Tafel III)
gegebene Darstellung der vorausgehenden und folgenden Flichenform
zeigt, dass beidemal beim Durchgang durch die singuliire Fliiche
die Charalieristik ungeindert, bleibt; dass aber der singuldiren Fliche
selbst in Fall &) eine um eins hihere, w Fall B) eine um eins niedrigere
Charalteristik zu ertheilen ist.
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Diese Entwickelungen mdgen geniigen, um die Art des Einflusses
hoherer singulirer Punkte fiir die Charakteristik der Flichen eines
Systems ®(z,y, 2, 1) = 0 zu bezeichnen.

Was die Abzihlung der Charakteristik einer Fliche ¢ ==-0 belrifft,
sofern wir dieselbe nach den in § 8 und 9 gegebenen Methoden durch-
fithren, wo es sich darum handelt, die Aenderung der Charakteristik
im Innern eines Flichensystems W(xz,y, 2, #) =0, beziehungsweise
X(z, 9, 2,v)=0 zu verfolgen, also mit Hiilfe eines auf der Fliche
verlanfenden Curvensystems, so erleidet dieselbe, sofern wir in ¢ =0
Doppeleurven und singulire Punkte der eben betrachteten Art voraus-
setzen, gar keine Aenderung. Wir haben lediglich zu beachten, dass
in einer Doppeleurve sich zwei dort vollig getrennte Mintel der Fliche
durchsetzen, dass also die durch die Doppelcurve hervorgerufenen Doppel-
punkte des auf ¢ betrachteten Curvensystems fiir die Charakieristik
der Fliche niché zu ziblen sind; ebenso ergiebt die Betrachtung des
Curvensystems, welches die Flichen ¥ = 0 bez. X =0 in der Nihe
eines auf @ = 0 vorhandenen Cuspidalpunkces (vergl. Fig, 16) aus-
schneiden, lediglich, dass dort eine Curve des Systems eine Spitze
besitzt; u. s. w. Wir kbnnen allgemein den Satz aussprechen:

Singuldre Punkte des Curvensystems ¥ == 0 bez, X=0 auf ¢==0,
welche durch singuliire Punkte der Fliche ¢ ==0 hervorgerufen werden®),
sind fir die Abzihlung der Charakieristik von ¢ ohme Finfluss, so
lange sie wicht eigentlichen Beriihrungen einer Fliche ¥ = 0 bes.
X=0 mit ¢ =0 enlsprechen; dann aber zihlen sie in dem friher
entwickelien Simne.

§ 14.
Beispiel fiir die Discussion einer Fliche mit wmkehrbarer Indicatrix.

Um die 7-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems rotire ein
die zy-Ebene stets berithrender Kreis, dessen Radins 'sich proporfional
mit cos 2¢ #ndert, wo ¢ den Neigungswinkel der Ebene des Kreises
gegen die x-Axe begeichnet. Die entstehende Fliche (in Fig. b
(Tafel II) scizzirt) hat die z-Axe zur Doppeleurve, die Punkte 7 — 2,

=4 (bel specieller Wahl der Constanten) zu Cuspidalpunkter mit

*) Es ist zu beachten, dass dies nicht gilt fiir die auf ¢ = 0 durch singuliire
Punkte einer Fliche des Systems W ==0 bez. X =0 hervorgerafenen singuliren
Pankte des Curvensystems. Ein Knotenpunkt einer Fliche ¥ =0 bez X ==0
z. B,, der, auf ¢ = 0 gelegen, dort einen Doppelpunkt einer Curve des Systems
hervon:nft, z8hlt fir die Charakteristik von ¢ im Sinne einer quivalenten Be-
rihrung vor ¥ bez. von X mit der Fliche g.
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der {(yz)- bez. (z2)-Ebene als Tangentialebenen. Zwischen beiden
Punkten wird die Doppeleurve von reellen Flichenminteln durchsetzt;
der sick dureh’s Unendliche erstreckende Theil der 2- Axe — den wir
fiir die Aufstellung der Charakteristik der Nachbarflichen als ge-
schlossen auffassen — verldnft isolirt. Der Coordinatenanfangspunkt
ist dreifacher Punkt der Doppelcurve, insofern der isolirte Zwelg der-
selben von der Fliche (senkrecht) durchsetzt wird. Die Flichen-
gleichung lautet:

p=@+4y) @+ 9+ ) — 4+ 24 2=0.
Betrachten wir im System
p—Ai=0

die der obigen Fliche vorausgehende (innerhalb ¢ gelegene) und
folgende, so bildet die erstere einen Ring, welcher den isolirten Theil
der Doppeleurve von z =10 bis # =2 umgiebt, die letstere gleich-
falls einen solchen, der zuniichst kugelformig die Fiiche ¢ = 0 um-
giebt und sich dann als unendliche Rohre um den zwischen O und +- 4
sich in’s unendliche ziehenden Theil der z-Axe legt. Gehen wir aus
etwa von der Kenntniss der Charakteristik O der ersteren Fliche, so
zihlt fiir den Durchgang zur letzteren

Cuspidalpunkt 2=2 mit -2,
Cuspidalpunkt z=4 mit — 2,
dreifacher Punkt 2=0 mit O,

so dass die Charakteristik der letzteren sich gleichfalls zu O ergiebt.
Fiir den Uecbergang zu der singuliren Fliche selbst aber zahlt

Cuspidalpunkt 2z=2 mit -1,
Cuspidalpunkt #=4 mit —1,
Dreifacher Punkt =0 mit 41,

so dass deren Charakteristik = -} 1 wird; in der That ist sie im
Sinne der Analysis situs mit der schon in §3 (pag. 482) gegebenen
Fliche identisch.

Dabei erkennen wir hier direct aus der Abzihlung in der wn-
geraden Zahl, welehe wir fir die Charalderistik der geschlossenen
Fliiche erhalten, die Fliche als eine solche mit umkehrbarer Indicatrix.

Lassen wir, am ein Curvensystem auf der Fliche zu fixiren, eine
Ebene parallel mit der zy-Ebene tber die Fliche gleiten, so zihlen
gleichfalls die Punkte s =4, 2, 0 der z-Axe als singulire Punkte
desselben, weil hier eigendliche Berihrungen statthaben. In =4 ist
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ein isolirter Punkt, in 2=2 ein Selbstberithrungspunkt einer Curve
des Systems — einem Doppelpunkte #quivalent —, in 2 =0 wieder
ein isolirter Punkt vorhanden. Den Abzihlungen des § 9 entsprechend
zihlen die Punkte mit 4-1, — 1, 41 fiir die Charakteristik der
tiber der beweglichen Ebene entstehenden Fliche, so dass deren
Charakteristik sich wieder als J- 1 ergiebt.

Hiermit seien die auf die Herleitung einer charakteristischen Zahl
fiir ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten beziiglichen Unter-
suchungen abgeschlossen, Ein folgender Aufsatz wird sich mit den
analogen Entwickelungen fiir drei- und mehr-dimensionale Mannig-
faltigkeiten beschiftigen.

Miinchen, im Mirz 1888.



