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Ein- und zweldlmens~onale Mannigf~tigkei~en. 

Von 

W~.~T:a~R ]DYCK in Mill~eimn. 
I ~  d~Ci tithogz Tafeln.] 

Einleitung. 

rn den Untersuehungen~ welehe die ir Sei~en ~ zun~ichs~ 
in einem ers~en Aufsatze ~ en~,hal~en, handelt es sich, under gleieh- 
m~ssig'er Berficksich~igung geome~rischer wie anal~dseher Da~en, um 
eine sys~ma~isehe En~w~ckelung derjen~en Eigenschaf+~en yon Mannig- 
falfigke~en~ welche denselben im Sia~e der Analysis s~t~s zukommen, 
also slch ausschhessti0h auf die Anordnungsverh~l~nisse del~elben 
beziehen. 

Es sind hierbe~ abso]uf.e und relative Eigenschaf~en zu unter- 
sche~den~ soferne dieselben elne Mannigfattigkeit an sieh besitz~, oder 
nut  in ihrer Verbindung mi~ anderen Mannigfal~igkeiten.*) Die absolu- 
~en Eigensehaften kSnnen auch als diejenigen bezeiehnet werden, deren 
Uebereins~immung ff/r zwei MannigTal~igkei~en nothwendJg und hin- 
reichend is~ f[ir die Hers~ellung umkehrbar eindeu~iger steP,get Be- 
ziehung zw~schen a~/en Elemen~en der beiden Mannigfal~gke~en**). 

*) Dieser Un~r~chiea ~ndet sich wolff ~uers~; be~u~ in ~em Aufsa~ze yon 
Klein ,,U~ber den Zusamme~uhang tier F]'Rchen" (Zwe~ Abhandlung), diese 
Annaten Bch Xq, (t875) pag. 478, 

**) Es sei bier hervorgehoben, class es sich dabei um s~et~ Bez~ehu~g~ 
stetiger ~annigfa~teg~eiten handel~ d, h. um solche Beziehungen, bel welehen 
Nachbarelemen~e wieder in Nachb~relemente iibergehen. Beziehunge~ also, wie 
die Cantor-Lfiroth'sohen Abbildungen yon Mannigfaltigkeiten versahiedener 
Dimensionen aufeinander (man vergL bier insbesondere den iufsaez yon Cantor 
,~Ein Bei~rag zur Mannigf~ltigkei~slehre" im 8& Bd. yon Crelle's Jearaal (1877) 
und weiter dessen Notiz in den GSt~nger Nachriehten v. J. 1879; sodann die 
Aufs~ze yon Lfiroth in den Erlauger Berichten v. J. 1878 und in den Math. 
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Ff i r  zwei Dimens ionen  s ind  die absob~te~ J~ige~cl~aften in geome- 
tr~scher Darstdlung wohlbekann~ in  der  Theor ie  des Zusammenhangs  
yon  F l~chen ,  wie sie yon R i e m a n n  und  N e u m a n n * )  aufgestell~ 

Annalen Bd. ~ l ,  (1882) ,,Ueber eine eindeu~ge Entwiekelung yon Zahlen in eine 
unendliche Reihe") mind yon vorneherein als u~tetige auszuschliessen. 

Wei~er ist wohl zu beachten, dass die Uebereins~immung jener absoluten 
FAgensehaf~en fi2r die beiden Mannig~al~gkei~en ~ic~t ~nehr efforderlich is~, sobald 
~ir  nut im Allge~neine~ eindeutig umkehrbare Beziehung verlangen, also Aus- 
nahmeelemente zulassen. So vergleiche man K l e i n ' s  noch weiter zu erw~hnende 
Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang der Fl~ehen" (Ers~e Abhandlung), Ma~h. 
Annalen Bd. VII, (1874) pag. 55~, we f~r den Fall eindeutig umkehrbarer alge- 
bra~seher Beziehung zweier FlY, chert aufeinander das Auftreten yon Fundamental- 
punk~en und zugehSrigen Fundament~eurven ber~icksichti~ wird; man sehe hiezu 
aueh die beiden weiteren Abhandlungen K l e i n '  s ,,Ueber eine neue Axt Riemann'- 
scher Fl~chen" im VII. u. X. Bde. dieser Annaten. 

Der Sa~z, dass ffir zwe~dimensionale Mannigfaltigkeiten (Fl~chen) die Ueber- 
einstimmung der sogleich zu besprechenden ,,Zusammenhangszahl" and der 
Anzahl tier eindimensionalen Begrenzungen (Randcurven) derselben als emzige 
absolate Eigenschaften yon aus einem einzigen S~fick bestehenden Mannigfat~ig- 
keiten (Fl~chen) nothwendig und hinreiehend ist ffir die MSglichkei~ umkehrbar 
eindeutiger Beziehung zwischen allen Elementen solcher Mannigfal~igkeiten, ist 
wohl zuerst yon C. J o r d a n  bewiesen worden. Man vergl, hierzu die Abhandlung 
,Sur la dSforma~ion des surfaces" in Liouville's Journal, Serie 2, Bd. XI. (1866). 
Ffir die genauere Formutirung sehe man aueh im Nachfolgenden Theil II, w 5 p. 488. 

~) R i e m a n n .  ,Theo~e der ~kbel'schen Funct.ionen" (1857); Werke p. ~tff., 
sowie ,~Fragmen~ aus der Analysis dtus" peg. 448. 

~ e u m a n n .  Riemann's Theorle der Abel'sehen Fune~onen. 1. Aufl. 1865. 
l~ag. 291ff., 2. Aufl. 188~, pag. 146ff. 

Was speciell gestal~liche Eigenschaften ,Riemann'scher Fl~chen" be~ifl~, so 
seien bier auch noch die Untersuchungen yon L f i r o t h  und C l e b s c h  in Bd. IV u. VI 
dieser Annalen erw~hn~ fiber die tterstellung gew~sser eanonischer Formen; ferner 
die zuers~ yon K l e i n  gebranehte Form der , f re i  im Ranm gelegenen Riemann'- 
schen Fl~chen"~ sowie dessert in den sehon oben erw~hnten Aufs~tzen gegebene 
,neue Art yon Riemann'sehen Fl~ehen." 

Weiter sei bier erw~hnt ein Aufsatz yon C l i f f o r d  ,,On the canonical Form 
and Dissection of a Riemann's surface". Proceedings of the London ~Iath. See. 
vel. 8 (1877), sowie ein neuer~ngs ersehienenes Werkehen yon F. Hofmann  
,Methedik der stetigen ]-3eformaC~on yon zweibl~r igen Riemann'sehen Fl~chen" 
Halle a]S. Neber~'s Verlag 1888, in welchem die Umformung solcher Fl~r in 
canonische Formen hesonders anschaulieh besproehen wird. Es sei mi~ dabei 
gestat~e~, bezfighc~ eines Absehni~es der Hofmann'sehen Darstellung (l~r. 8, p. 27ff.) 
die Riehfigs~ellung eines Ci~ats zu geben. Die dor~ besprochene Concep~ion tier 
doppelseitigen Fl~hen bezieh~ sich ~ieht auf die ,neue Ar~ Riemann'scher 
Fl~chen", wie sie K l e i n  am soeben erw~hnten Or~, Annalen VII u. X, gegeben ha~, 
vielmehr auf die wesentlich devon versehiedene, an S c h w a r z  und Seho t~ky  an- 
h~fipfendo Auffassung doppelse~dger Riemann'seher Fl~chen als symz~tr/se/t~ ~r 
F l~hen ,  ~ei es nun, dass man es mi~ einfachen oder mit sog. Doppelf l '~en zu 
thun babe. Man vergL hierzu die Untersuehungen yon S c h w a r z  ~u Crelle~s 
Journal Bd. ~0 (1869) u. 75 (18~2), u. den Berliner Monatsberieh~en v. J. 1865; welter 
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wurde ;  wei ter  (lurch die an  E u l e r  und L ' H u i l i e r  ~) ankn~pfenden und 
such a u f m e h r  Dimensionen ausgedehnbm Untersuchaugen L i s t i n g ' s * * )  
und die yon M S b i u s ~ * * ) ;  endlich ha t  B e r t | t )  fftr drei und mehr  
Dimensionen den Riemann 'schen analoge Formut i rungen g ~ e b e n ,  au f  
die in  neuester  Zei t  P i e a r d ~ c )  zur~ckgekommen ist. 

Zu den geometrischen Urdersuchu~gen rel~t~ver yEigensc~fte~ ge- 
hSren die Arbe i ten  fiber die Gestal ten und Verschl ingungen ebener  und 
ri iumllcher Curven yon L i s t i n g ~  T a i t ~  F.  M e y e r ,  S i m o n y ~ t )  u. a, 

Sehottky in CreUe's J. Bd. 83, (1877) sowie die AusfRbxungen von Klein in 
,,Riemann's Theorie der algebraischen Functienen" (Leipzig 1882) p~g. 78t~. 

Noch sei bezfiglich der an Riemann ansehliessenden Betrachtungswelsen tier 
Aufsatz yon L i p p i c h  ,Untersuchungen fiber den Zusammenhang der FIRehen" 
Annalen, Bd. VII, S c h l ~ f l i ' s  Aufsatz ,,Ueber die linearen Relationen zwlschen den 
2p Kreiswegen ers~er Art etc." in Crelle~s Journal Bcl. 76 (1873), sowie die bez. Ab- 
schnitte in C 1 e h s c h - G e r d a u ' s ,,Theorie der Abel'schen Funct~onen" (1866) erw~hnt. 

*) Der Euler'sche Polyedersatz ist~ wie B a l t z e r  (Monatsberichte der Berliner 
Akademie veto J. 1861) bemerlr~ ha~, schon in einem Fragment yon D e s c a r t e s  
enthalten. Die Ausdehnung des Enler'schen Sa~es auf-s~ernfSzmige Potyeder 
(mehrfaehe Kugelbedeckung) hat P o i n s o t  1809 im 10. Hef~ (5. Bd,) des Journal de 
l'deole polyt, gegeben, w~hrend die erste Darlegung der weiteren ,,Ausnahmeffi.Ue" 
des Euler'schen Satzes yon L ' H u i l i e r  (mdmoires de l'Acad, de St. Petersbourg 1811, 
Gergonne's Annalen Bd. 3, 1812) herr~rt .  

**) L i s t i n g ,  Census r~umlicJaer Complexe, GS~inger Abh. Bd. X, (1861), 
sowie G6ttinger Nachr. 1867. 

***) M6bius ,  Werke Bd. II und zwar: ,Theorie tier elementaxen Verwand~- 
se~a~" (Sitzungsber. dex Ges. d. W. zu Leipzig, Bd. 15, 186.~); ~,Ueber die Bes~m- 
mung des Inhattes eines Polyeders" (ebenda, Bd. 17, t867); ,~Zur Theorie der Poly- 
ecler und der Elementarvexwand~schai~" (zum ersten Mal in don gesammelten 
Wexken aus dora Nachlass ve~Sffen~lieh~). 

~-) Ber t | .  ,Sopra gli spazi di un numero qualanque d~ dimension|". Annati 
di Matematiea, Serie II, Bd. 4. 1870. 

"H') P i c a r d ,  ,,Sur les fonetions hyperabdliennes". Liouvil|e, Journal de 
math. Se. IV, Bd. 1, p. 106. (1885). 

t'H') Man sehe: L i s t i n g ,  insbesondere in den ,,Vorstudien zur Topologie" 
(GSttinger Studien v. J. 1847). 

T a i t  in der grossen Ahhandlung ,On knots", Transactions of the Royal 
Society of Edinburgh veto Jahre 1879, dannv. J. 84 u. 86 und in den Proceedings 
der gleichen Gesellschaf~ a. d. J. 1876--79. 

Daran ansehtiessend eine Re|he yon Abhandiungen yon Ki rkmann~ gleicI~ 
falls in den vorgenannten Brmden dzr Transactions und Proceedings, sowie yon 
Little in den Transactions of the Connecticut, Academy v. J. 1885. 

Franz Meyer in seiner Inaug.-Diss. ,,Anwendungen der Top<dogie auf die 
Oes~ten der algebraischen Curven '~ (1878) und ,Ueber algebra|ache Knoten" in 
den Pro~eed~gs of/~he 1%. See. of Edinburgh v. J. 1885---~. 

Simony~ ,,Neue T h a ~ h e n  ans dem Gebieto dez Topologie , Math. A,,_ 
Bd. XIX u. XXtV, sowie eine Re|he yon AufaRtzen in den Sii~ungsbericJRen der 
Wiener Alr~l. veto Jahre 1881, 82, 8,% 87; mad ebend~ ~ ~ e  
yon K e l l e r  ~- Schus t e r .  

Auatyi~ehe Daxs~ellungen yon Raumcurven mit Kaoten s i ~  v ~  B r i l I  
31 �9 
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Analytisc~e ~ormulir~ngen gewisser Eigenschaf~en der Lage ebener 
und r~umlicher Gebfide gehen in erster Linie auf G a u s s  zur[iek (die 
Beweise des F u n d a m e n ~ l ~ z e s  der Algebra yon 1799 und 1849, Deii~ 
ni~ion und Darstetlung der Curva~m'a in~egra'von Fl~chen, dann ins- 
besondere die Poten~als~ze  in der ,Theor~a a~ rac~ ion~s . . . "  (1813) 
und in den ,AUgemeinen L e h r s ~ z e n " . . .  (1839) (Werke Bd. V), end- 
lich die analyt~sehe Darstellung der Umschlingung zwe~er Curven*) 
(1833), weRer auf C a u c h y  (dos sog. Cauchy'sche Integral,  seine Ver- 
wer~hung zum Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra); anderersei~s, 
auf den Satz yon S t u r m  fiber die Bes~immung der Anzahl der reellea 
~u e[uer algebra~schen Gldchung zw~sehen gegebenen Grenzen und 
die daran s~ch sehliessenden Untersuchungen yon S y l v e s ~ e r ,  t t e r  mi~e ,  
J a e o b i ,  B r i o s c h ~  u. a.**). 

(di~se Annalen Bd. XVitl) (wel~er die atgebraischen Raumcurven niedr~ter, 5 t~r 
0rdnung mit die~er FAgenschaf~ angieb~, dann yon t toppe,  D u ~ g e ,  Schlegel  
(Grunerts Archiv P_A. 64 u. 65, %u Akademie-Beric~te Bd. 82 (t880), Sehl~- 
milch% Zei~schrift Bd. 2S) gegeben. 

*) Wegen der Beziehung des yon Gauss (Wcrke Bd. V, pug. 605) gegebenen 
Integrals ffir dis Umschlingung zweier Curven zur Theor4e der g~lvanischen 
Btr~me sehe man noch die Bemerkungen yon Scher ing  am Bchlus~e des ge- 
nann~en Bandes, sowie die yon Sobering veranlasste Dissertation yon B6d diker 
,Erweitemng der Gauss'schen Theorie der Verschlingungen". Welter noch 
Maxwell 's  ,,Treatise an Elec~ricity and Magnetism '~ Second Ed. [1881), 
w 417--422 and die Abhandtungen yon Thomson ,,On vortex motion" und ,,On 
vortex statics" Transactions of the Royal Society of Edinburgh, voi 25~ (1869) bez. 
voL ~7, C~S75). 

H~er ansv~hliessend aind ouch noch die physicalischen Untersuchungen zu 
erw~men, in weichen dos Auftreten yon ]21~chen und KSrpern hSheren Z~am- 
meuhangs f~r dos Yerhal~n yon Po~entialf~mc~ione~n in Be~ach~ ge~ogen wird; 
so ~he man ausser den eben genann~n Abhandlun~en yon Thomson die Be~ 
merkang bei Helmhol tz  in der ~kbhandlung ,,Ueber In~egrale der hydro- 
dynamischen Gleichungen, welche den Wi~belbewegungen entsl~rechen" Crelle, 
B~ 55, pug. 27 (1858); waiter Riem ann's u fiber ,Sehwere, Electrici~t 
und ~agnetismus" (1876) w 83 u. it; in dem eben erw~hn~en Werke yon Maxwell 
die ~ e 1 1 8 ~ 2 8 ,  I00,113; in dem Bathe yon Lamb ,,A treatise on the mathem~gcal 
theory of %he motion of fluids" (1879) dis Ax~iket 5~--59, 66, 67, 120 und Not~ B. 

**) S~urm, im Bulle~u de Fdrussao voL XI, l~ag. 419 (1829), au~ffihrtiche~ 
in den M4moires pr4sentds par divers savanta, eel. VI (1835). 

Sylvest~er, inshesondere in ,On a t~ory  of syzyge~c relations of ~wo 
r~fional integral functions" Philosophical Transactions. London. Park IH (1853). 

Hermi~e, ,,Bur rextens~on du ~hgor~me de ~[. S~rm" (Comptes fondus, 
Bd. ~ pug. 52 (lSS~), u. Bd~ 36, pug. ~9~ (1853), sowie Jacob i ,  Crelle's Journal 
Bd. SO, pug. 127 ft. u. Bd. 53, pug. 265~ (Werke Bd. III). Hierzu die historischen 
Bemerkungcn van Borchard ,  gleic2~falts in CreUe's Journal Bd. 53. 

Briosohi insbesondere in den beiden ~kufs~t~en in den Nouvelles Annales de 
math6matiques Bd. I3 (1854) und Bd. 15 (1856) ,,Bur tes fonctions de Sturm" und 
,Sur los s~ries qui donnen~ le hombre de racines rdelles etc. 

Man vergleiche bez~glieh dot Liff~era~ur noch die zusammenfassende Dar- 
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An diese Untersuchungen kn~pfen die Arbei~en yon K r o n e c k e r  
tiber die S~urm'sehen Funcfionen und ~ber Sys~eme yon Fanetionen 
mehrer Variabeln*) an; er ~eb~ in seiner Chamk~xis~ik eines Funr 
~ionensysteras einerseits die yon Sylves~er  vermu~aete allgemein~e 
Formulirung der Stu rm'schen Un~rsuchungen flit beliebig viele Variable 
und s~elR andererseif~ in der Dars~ellung der Charak~ris~ik dutch eim 
bes~immtes Integral den Zusammenhang dieser Un~ersuehungen zu den 
anderen yon Gauss  und C a u c h y  lest. Gleichzeitig sind damit die 
Grundlagen fiir die analytische Behandhng aller Fragen der Analysis 
situs gegeben. 

Der vorliegende Aufsa~z**) verbinde~ die geomeirische und aua|y- 
~isehe Behandlung ffir die ~Vrage nach den abso~uten 67~arakter~/~hm 
ei~- und ~w~i~wnsional~ :Mannigfahff.g "~ten. Der:hiebei eingeschlagene 
Weg ~ dann wei~r zu gewissen re~ative~ ~wmschat~, die sich 
auf Curvensysteme auf beliebigen Fliichen, sowie auf tfliiehensysteme in 
unserem Raume beziehen. 

I. l~e geomet~i~che ~ i ~ u n g  einer chara~ris~ehe~ Zah~ (je 
ha L Abschnitt behandelt) wird an eine rein gestaRliehe Herstellung 
der Mannigfaltigkeiten gekniipft, deren Grundziige als ftir alle Dimen. 
sionen gemeinsam gleieh bier vorangestell~ seien. 

Wir gehen aus yon bestimm~en Elementargebilden und tlxiren 
gewisse typische Proeesse zur Umfbrmung derselben. Indem wit dann 

a) je die .Elementargebilde mR der eharak~eris~ischen Z ~ t  1 be- 
haften und 

To) die Umformu,ags~'oce~e zun~chst zur Hers~lhng neuer Elemen- 
targebilde, beziehungsweise zur Vernieh~tmg vorhande.uer benti~zen, lassea 
sieh, positive und negative Opera~ionen dabei uaterscheidead~ aueh die 
einzelnea Processe rail den Zahlen "4- 1 uncl - -  1, ihrem Ei~uss auf 
die en~stehenden Mannigfalt/gkeiten enksprechend, bezeiehnen. Diese 
Z~hlung der Umformungsprocesse behal~en wir bei, a neh we sie 
andere Ver~nderungen einer MannigfalfigkeR hervorrafen als die eben 
erw~hn~en und gelangen, indem wir 

e) die Abziihlung der successive auf ein Elementargebilde 1 an- 

~r~llung yon Ha~eudorf:  ~Die Sturm~r Funot~'onen" (g~n~over I874) lind 
insbesondere die sogleich zu nenn~nden Abhandlungen Kroneeker*s. 

*) Kroneeker ,Uebe~ Sysf~me yon Fmaei~onen mehrer u Mona~- 
berie~ tier Bertiner Akad. 1869, p. 159 u. ~8; dann ,Ueber die versclfiedenen 
$turm'schen Re~en und ihre gegensei "t~gen Beziehungen", ebenda I~TS, p. 117; 
wei~er ~,Ueber S~.rm'sehe Fanc~ionerd' and ~Uebex die ~ r i t ~ k  v ~  1~1~ 
~ienensys~emen", ebenda 1878, p. 95~ be~z. p. t4~. 

~*) Die wei~ere A ~ n g  zweier, der s~ha Ge~el ts~  der W ' ~ e ~  
zu Leipzig (Juli 1885 und Februar 1886) vorgeleg~n ~ e n ,  ,BeitrTlge zur 
Anatys~ s i ~  I und H". 
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gewand~en Operaidonen ihrer Summe nach fixiren, zu einer charakte- 
ristischen Zahl fiir die entst~ndene Mannigfaltigkeit. 

Die Zahl gewinn~ dadurcll ihre fundamen~ale Bedeutung, dass wit 
ihre Unabhtingigkeit yon dem jeweils zu Grunde gdegten E, ntstet~ngs- 
~rocess dar~hun und l~s~ gleichzeitig die Eigenschaft unmittelbarer 
Addirbar~t,  soferne es sich um ein Aggrega~ yon Mannigfalt~gkeiten 
gleicher Dimension handelt, erken~en. 1)abei besteht, was ich gleich 
bier hervorheben mSchie, fiir $wei Dimensionen kein Unterschied 
in der bier entwickelten Abz~hlung fib- die dnfachen und fi~r die 
sogenannten Doppelmannigfaltigk~en (beziiglich deren ausffihrlicher 
Discussion insbesondere auf die w167 3 bis 5 des zweiten Theiles verwiesen 
sei) und dies entspricht dem Umstande, dass die Doppelmannigi'altig- 
keiten sich als solche aus der Charakteristik allein im Allgemeinen 
nicht erkennen lassen*). 

Die erhaltene charak~eris~ische Zahl is~ ffir zwei Dimensionen yon 
der bekannten Riemann'schen Zusammenhangszahl und ihren Modi- 
ficationen im Wesen nich~ verschieden und weich~ nut  so zu sagen 
in der Z~hlrichtung yon derselben ab. Ich habe die gegenseitigen 
Beziehungen ausffihrlich in w (Theil II) besproehen und deft  auch die 
Grfinde erSrtert, welche mir,  aus der hier gegebenen systemat~schen 
Entwicklung der Zahl und der sogleich zu besprechenden analytischen 
Darstellung derselben folgend, es als niche unberechgg~ erscheinen 
lassen, die bier getroffene Z~hlweise an Stelle der Riemann-Neumann'- 
schen zu setzen. 

II. Zur analytischen Formu~irung der Charakteristik (die w~r je 
im II. Abschnitte behandeln) handelt es sich nun darum~ ffir die durch 
Gleichungen und Ungleichungen gegebenen Mannigfaltigkeiten auch 
analy~isch formulir~e, con~nuirliche Entstehungsprocesse zur Abz~ihlung 
zu Grunde zu legen. Zu dem Ende betrach~en wit die allm~hligen Um- 
formungen einer Mannigfal~igkei~ in einem einfach unendlichen, con- 
tinu~rlichen Systeme solcher MannigfaltSgkeiten; es bleib~ dabei die 
Charakteris~ik im Allgemeinen unge~inder~, im Besondern aber ergeben 
sieh auch sofort diejenigen Sprungstellen, bei welchen e~ne Aenderung -- 

*) Dol~pelfl~.chen sind zuerst wohl yon MSbius in tier ,Theorie der Polyeder 
und der Elemen~arverwand~sehaft ~' aufges~ell~ women. Man vergl. Werke BcL II, 
pag 484. Die Ausdehnung der Abzi~hlung des Zusammenhangs auf Doppelfl~chen 
ist nach einer Bemerkung Schl~fli 's  zuers~ yon Klein ausgeffihr~ worden, 
A~n~len Bd. VII, pag. 550ff. Man vergleiche hiezu auch die schon erw~nte Schri~ 
yon Klein, ,,Ueber Riemanns Theorie der algebraisehen Funet~onen und ihrer 
Integrale" w 23, sowie die Note ,.Ueber die conforme Abbildung yon Fl~chen", 
Annalen XIX, pag. 159; und endlieh die Dissertation des Herrn Weiehold ,Ueber 
~ymme~risehe Riemann'sche Fl'~i~hen und die Periodici~smodulu der zugehSrigen 
Abel'schen Normalintegrale erster Gattmng", Dresden 1883 (in SchlSmilch's Zeit- 
schrift Bd. 28 abgedruckt). 
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im Sinne jenex vorhin erw~hnten Opexationen - -  im positiven bez. im 
negativen Sinne statthat. So exgie~ sich die Abz~hlung direct dutch 
eine Summation fiber gewisse singul~re S~ellen, die durch G]eichungen 
und Ungleichungen definirt, ihrem ,Punkteharakter ~r nach im Sinne 
jenex Operationen zu bezeichnen sind, d. h. als eine Summation im 
K r o n e c k e r ' s c h e n  Sinne fiber die Punktcharaktere gewisser dutch ein 
Functionensystem definirter S~ellen..Es ~ w ~  sich ~ r e  9 e o m e ~ / ~  
abgeleiteten Za]den direct als K r  o~ec]~er'sehe Charal~istike% in der in 
den oben erw~hnten Abhandlungen en~wickelten Bedeutung, und es 
bilden diese in den vorliegenden Untexsuchungen ffir die Zusammen- 
hangszahlen yon Curven und Fl~chen des dreidimensionalen Raumes 
getroffenen Abz~hlungen ein, wie ich glaube, besonders anschauliches 
Beispiel jener allgemeinen Charakter'Lstikentheorie. 

Weitex aber ffihr~ die Betrachtung der Systeme yon Ma-nig- 
faltigkeiten, an dexen singul~ren Stellen als den Sprungstellen der 
Charakteristik die Abz~hlungen getroffen werden ~ zu bemerkenswexthen 
_7~elationen zugschen solchen singultiren Stellen, insoferne sich die Ab- 
z~hlung als unabh'~ngig erweist yon dem speciellen zu Grunde geleg~en 
Syst~me. Diese Relationen, - -  hier fiir beliebige Cur~ensysteme in dex 
Ebene und auf beliebiger Fliiche, sowie ffir beliebige Fliichensysteme 
unsexes Raumes a usgesp rochen -  sind in speciellen Formulirungen 
bekannt und ffihren in exster Linie wohl auf die obenerwiihnten Arbeiten 
yon M S b i u s  zuriick, der seine Abz~hlungen ftir Fl~chen gexadezu auf 
gewisse auf denselben gezeichnete Curvensys~me sttltzt*). In der 
That haben reich auch, wie yon der anMytischen Seite die K r o n e c k e r ' -  
schen, yon der geometrischen die Entwickelungen yon MSbius  zu den 
nachfolgenden Untexsuchungen gefiihrt. 

*) Man sehe die oben angeffihrten Abhandlungen yon MSbius, insbeson- 
dere die ,,Theorie der elementaren Verwandtschaft" (Werke, Bd. H, pag. 540ff. 
und 462, 465ff.). Weiter vergleiche man-hiezu Bemerkungen bei Gauss: ,Theorie 
des Erdmagnetismus" ar~. 12 (Werke, Bd. V, 9ag. 13~f.), ferner eine &bhaudlung 
yon Reech ,D6monstration d'une propri6t6 g~ngrale des surfaces ferm6es" ~n 
21. Bd. (37. Heft) des Journal de l'gcole polytechnique (1858), sowie die Abhand- 
lungen yon Poinearg, ,,Sur les courbes dgfinies par une ~quafion differentieUe" ha 
Journal de l'gcole Normale, Serie 3, Bd. VII (1881), VIII (1882), Serie 4, Bd. I 
(1885) u. II (1886), we besonders anch die in gegenw~figer Abhandlung in w U 
gesehilder~en Relationen behaudelt werden; endlich eine Bemerkung yon Klein 
in ,,Riemann's Theorie" pag. 89. Relationen f~r die Ar~ und Anzahl der singu- 
l~ren SteUen yon Potentialfuncfionen (auf Fl~hen und im Raume) sind auch in 
den schon oben angefSt~ten l~hysicalisehen Unter~uehungen behandelt; es seien 
hiezu noch die Betrachtungen yon Be~ti erw~tmt ~ber die Anzald der gmgul~en 
S~ellen der P o ~ l ~ u e t i o n  auf der einfach z u ~ ~ n  Oberfl~he 
eines magnetischen K~rpers (Betti ,  Lehrbuch tier P o t e n ~ r i e ,  d e u c e  Au~ 
gabe yon Franz Meyer, Stutt~o~xt 1885~ pag. 334t~.). 
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L ]:heft. 

E i n d i m  e n s i o n a l o  M a n n i ~ t i g k e i t o n .  

L Abschnit~. 

Geometrische Definition und (lharakteristik eindimensionaler 
Mannigfaltigkeiten. 

w  

Die zu botrachtondon ~ ig lk l t igke i ton .  

Das Elemenkargebilde ~ r  fiir die eindimensionalen Mannigfaltig- 
keiten ist geome~isch gegeben durch ein begrenz~es Stiick einer Curve. 

Die a]lgemeinste eindimensionale Mannigfaltigkei~ Mz die wit 
hier betraehten~ ents~eh~ wenn wir in einer endlichen oder auch un- 
endliehen Zahl yon Elementargebilden einzelne (odor auch alle) End- 
punkte paarweise vereinigen. Die M z enth~,l~ dann neben Elementar- 
gebi]den ~ r  noeh eine gewisse Anzahl gescJalossener Curvenziige~ 
dadurch en~standen, dass die beiden Endpun~e eines E z vereinigt~ 
odor auch eine Anzahl solcher im Cyklus zusammengefiig~ wurden. 
Mannigfaltigkeiten M r  bei denen in einem Punkte mehr als zwei 
Curvenziige sich vereinigen, 1.~en wit in den gegenwgr~igen Ab- 
z~hlungen ausser Betrach~. 

w  

Herloitnng der Charakteristi]L 

Dem Elementargebilde er~eilen wir die Charak~eris~ik + I. 
Denken wir uns nun irgend einen En~tehungsprocess fRr eine 

eindimensionale Mannigfaltigkeit gegeben~ so haben wir zur Herstellung 
einer Charakteristik f~ir dieselbe das Entstehen eines ~z  mi~ + 1, alas 
Verschwinden mit - - 1  zu z~hlen. 

Die Trennung eines E z in zwei St~icke komm~ dem Entstehen 
eines weiteren ~x gleich und z~ihl~ somit fiir die Oharakteristik yon 
~]~x als + 1, w~hrend umgekehrt die Vereinigung zweier ~jz als -- 1 
zu z~hlen is~. 

Nun kann die Vereinigung zweier Endpunkte auch an einem 
Elemen~rgebilde vet sich gehen, we dann ein geschlossener Curven- 
zug entsteh~; indem wir aueh bier diese Verei~gung mi~ - - 1  in 
Rechnung bringen ergiebt sich far jeden geschlossenen Curvenzug der 
j]~z ein Beitrag + 1 - -  1 -~-0. 
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Die so definirte Charakteristik K ~ einer ~ ist also gleich der 
Anzah~ der in derselben enthaltenen nicht geschlossenen Curvenziige 
(~mentargebilde); die geschlossenen Curvengage liefern I~einen t~eitrag 

dieser Zaht*). 
Sofor~ ergiebt sich hieraus die UnabhSngigkeit der charakteristischen 

Zahl J~z yon einem bei der Abziihlung zu Grunde gelegten Entstehungs- 
process dcr Mannigfaltigkeit und wei~er erkennen wir aueh unmittelbar 
die Charak~eristik einer Reihe yon Mannigfalfigkeiten ~I~ ~ als die 
8umme do" .Einzelcharakteristiken. 

H. Abschni~. 

Bestimmung der Charakteristik flit gewisse, analytisch gegebene, 
eindimensionale Mannigfaltigkeiten. 

w 
Allgomeino Formnliru.ug fiir ebene Curven. 

Wir denken uns in der Ebene eine eindimensionale Mannigfaltig- 
keit folgendermassen fixirt: 

Gegeben seien zwei Curven dutch ihre Gleichungeu: 

(1) ~ (x ,  y) = 0; ~(x ,  y) = 0; 

wir nehmen dieselben im Endlichen liegend~ fibrigens aus einer be- 
liebigen Zahl yon Theilen bes~ehend und ohne Doppelpunk~e an. Als 
das ,,Innere" einer Curve seien diejenigen Theile der Ebene bezeichnek 
fiir welche die be~r. Function [bier r  y), bez. ~p(x~ y)] kleiner ats 
Null ist, und dabei sei wieder das Vorzeichen der Function so gew~hlt~ 
dass dieselbe im Unendlichen positiv ist, d. h. dass der unendlich 
ferne Punkt der E b e n e -  wir fassen in der Folge s~ets die Ebene 
als Kugel mit uuendlich grossem Radius a u f -  im ,,Aussenraum" der 
Curve liegt. 

Wit  fragen ~ach der Chara~eristik derjenigen Theils yon ~ (x, y)-~0, 
wdche im Innern yon ~p(x, y ) ~  0 liegen. 

Diese Mannigfaltigkeit M z wird im Allgemeineu aus einer Anzahl 
geschlossener Curvenzlige und einer Anza~hl get~renn~er Stiicke bes~ehen. 

*) Man erkennt vielmehr gerade an dieser Stelle, das~ die Bestimmmag einer 
chavak~ristischen Zahl, welche auch die Anzah~ de~" gascldossenen Curve~ziZge 
ergieb~, eia wei~ergehendes Problem is~, insofem es ~ nicht mehr genfigt~ 
wie bei dem oben beha~delten, gewis~ Punkte (Vereinigtmgs- und Trennungs- 
stellen) ihrem ,,PunkCchaxakCer" gem,s (vergl. pag. 463) zu uaterscheiden, sondera 
der Oesa,mr-Cverlaaf der Curve yon einer solchen Stelte ab za veffolgen ist. Die 
ffir die LSsung des letz~eren Problems nothwendigen Schrit~e babe ieh in einer 
1%~e zur Analysis situs (Dri~er Beitrag z. A. s.) in den Berich~n der si~chs. Ges. 
d. W. zu Leipzig, 1887 angegeben. 
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Die letztere Zahl, gleich der gesuchten Charakteristik, ergiebt sich 
unraittelbar ats die halbe Anzahl tier reellen Schnittpunkte beider 
C O.~Vello 

Ura diese Zahl ana~ytisch darzustellen, legen wir den folgenden 
Entstehungsprocess ftir die Mannigfsltigkeit M �9 zu Grunde. Wir be- 
trachten die Curve ~(x ,  y)~-. 0 als enthalten in einera einfaeh un- 
endlichen, sonst beliebigen Curvensystem 
(2) r (~, y, ~) ffi 0 

rait it als Pararaeter; und beaehten, wie beira Durehlaufen dieser Ge- 
sararatheit; die Charakteristik der jedesraal im Innern yon •(x, y) -~- 0 
liegenden Theile der mit it sieh eontinuirfich deformirenden Curve 
r  y ,  X)~-0  sieh iindert. Diese Aenderung erfolgt sprungwe/se an 
gewissen besonder~n Stellen des Curvensysteras ~. Wir formuliren 
dieselbe ira Folgenden ira Kronecker'schen Sinne dureh Angabe des 
,,_Punl~haraM.ers" jener ~22e~, dessen georaetrische Bedeutung s i ~  
bier aufs Einfachste ergiebt. Kennen wir dann fftr irgend eine 
specielle~ dera Pararaeter it ~ ~, entspreehende, Curve des Systems 
die zugehSrige Charakteris~ik Kffi (ihrer innerhalb ~p ~--0 gelegenen 
Theile), so kSnnen wir yon da ab, indera wit ~t yon it~ his it~ ~ dera 
der Curve ~ ~ 0 zugehSrigen Pararaeter - -  ab~udern, die Aenderung 
der Charakteristlk yon K~ bis X~ - -  der fiir die Curve ~-~-0 zu 
berechnenden Charakteristik - -  verfolgen. Nehraen wit insbesondere 
an, einer Ausgangscurve ~t~ it~ entspreehe eine Charakteristik .K*a~-0~ 
so erhalten wir dutch eine yon bier aus begonnene Z~blung direct die 
Charakteristik K~ selbst, dutch die Summation der Aenderungen im 
lntervalle ~ bis its. 

w  

Punktcharakter dot Sprangstellen dot Char~teristi~ 

Die Charakteristik ~:z der Theile einer Curve des Systems 
~P(x, y, ).) -~ O~ welche ira Innenraurae yon ~p(x, y) -~ 0 liegen, ~ndert 
sich, wenn wit yon einer Curve it zu einer folgenden ~t -[- d~t iIber- 
gehen, ira AIlgeraeinen nicht, solange nicht 

a) neue Stiicke der sich deformirenden Curve in das Innere yon 
~ 0 eintreten; bez. 

i6) vorhandene St~cke aus~reten, oder 
~,) bisher vereinigte Curvenz~ge sich trennen, hez. 
~) getrennte sieh vereinigen. 
Dabei ~ndern die F~lle (a) und 0') die Char~teristSk ura ~- 1, 

die F~lle (fl) and (~) um ~ I. Wit kSnnen sie g~raetrisch dsdureh 
unterscheiden, dass behn Darchlaafen des Systems 41in der dutch den 
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wachsenden Parameter gegebenen Riehtung die Zahl tier Sehni~tpunkte 
yon �9 ~ - 0  mi~ ~p-= 0 in den F~illen (a) und (7) um zwei vermehrt, 
in den F~llen (fl) und (~) um zwei verminder~ wird. Die Vorkommnisse 
iinden n~mlieh sta~ a~ den Beriihrungsstellen der Curven des Systems 
�9 ~ 0 mit ~ ~-O, also an den Stellen ffir welche: 

(3) 0-----0, r  A-=O 

is~, wenn wir mit A die Fune~ionaldeterminan~e 

ioot 
A ~ 02 O~ 

der Funetionen �9 and ~p bezeiehnen. Beaehten wir nun, um die eben 
getroffene Eintheilung analytiseh zu fixjren, wie tier ,,Innenraum" der 
betreffenden Curve �9 ~ 0 und der ~,Innenraum" der Curve ~ ~---0 in 
der Umgebung des Berfihrungspunktes gegen einander liegen, so kSnnen 
wit zunKehst vier FKlle der Beriihrung (vergl. die Figuren l~,b, ~ 
unterseheiden, die wir folgendermassen zusammenstetlen: 

Die Curve �9 verlhufb 
im 

Die Curve r verl~uft 
im 

(Fig. 1 ~*)) 

Aussel l -  
~ a u i n  

Aussen- 
Raum 

(b) (c) 
(Fig. I b) 1 (Fig. 1 c) 

! 
Aussen- / Innen- 

Raum I Raum 

Innen- ] Aussen- 
Raum I Raum 

(d) 

(Fig. 1 a 

Innen- 
Raum der Curve ~p 

Innen- 
Raum der Curve �9 

Je nachdem nun mit wachsendem Parameter Z der Innenraum der 
Curve �9 ~--0 an der betr. Stelle wiichst, bez. abnimmt, entspricht 

Fall (a) der oben bezeichneten &enderung (a) bez. (/~), 

Fall (b) ,, ,, ,, ,, (/~) bez. (a), 

Fall (c) ,, ,, ,, ,, (7) bez. (~), 
Fall (d) ,, ,, ,, ,, (~) bez. (7), 

wie sich aus der Be~rachtung der be~r. Figuren and der dabei ein- 
getragenen Pfeilrichhmgen, welche das For~schreiten der Curven des 
Systems mit wachsendem Parameter und dabei wachsendem Innenraum 
andeuten, leicht ergiebt. Nua wird andererseits das Zu- bez. Ab- 
nehmen des ,Innenraumes" �9 < 0 an einer S~elle mit wachsendem 
Parameter durch das positive bez. negative u yon - - 0 4 ,  der 
nach ~t genommenen Ableitung yon O, bestimmk 

*) In den Figuren sind die Curven �9 ~ O, bez. ~p-~ 0 mit (1~ mad (2) be- 
zeichnet, der Innenraum je tier beiden ist dutch Schraffirang angedeute~. 
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Indem wir je~zt die yon K r o n e ~ k e r  in den erw~hnten Abhand- 
lungen eingeftihr~o Bezeictmung*) 

[4] 
benatzea, tun die Zahl + 1, 0, - -  1 zu bezeichnen~ je nachdem tier 
Ausdruck 2t in der eckigen Klammer posi~iv. Null oder negativ isf. 
kSnnen wit sagen: Die Fiille (a) und (c) sind ihrera Punktcharakfer 
nach dutch 

[- 
die gglle (b) und (d) dutch 

[+  
ffir die Abz~hlung der Charakterisfik unserer eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit, bes§ 

Nun handelt es sieh noch datum die F~lle (a) und (c) yon den 
anderen (b) und (d) zu trennen, Man berec~ne~ leich~, class die Unter- 
scheidung der s'fi~amttichen F~lle (a), (b), (c)~ (d) yon einander dutch 
die Vorzeichen zweier Determinanten sieh darstetlen t~sst, ngmtich 
der beiden: 

(5) Oa,= % &2 

(i~ denen A 1 und A 2 die &blei~ungen der vorhia definirf~n Fun&ion~l- 
determinante A bedeuten); und zwar is~ 

posit-iv in den F~illen (a) und (c), 
Oa~ negativ in den FiilIen (b) und (d), 

posi~iv in den F"allen (a) unel (b), 
O~ nega~iv in den Y&~en (e) und (at). 

Hier komm~ also lediglieh die erstere Determinan~e Oa* in Betrach~ 
und es wird mit ]~riicksich~igwag der oben gegebenen JFormel~ (4 ~) und 
(4 b) tier ]Bunktcharakter al ler Ber#'hrungslneakte gegebea durch des 
Vorzeiche~ des 2aroduetes yon ~ O, und Oa, d. h. dutch 

(6) [ - -  r  0 4 -  

Insoferne nun, ihrer geometrisehen Bedeutung zufolge, die Aende- 
rung der Charak~rist~ beim Uebergang yon der Curve (~a) zur Curve 
(~)  s~ets dieselbe bteib~, welches speeielle Curvensystem wit auch 
zwisehen die Anfangs- und Endcurve einsehatten mSgen~ ergSebt Me]# 
e i~  ~lat~o~ r ~ h o ~  den nar~ 1?erred (6) abgemahY~r .Ber//l~u~r~ 
purd~en der Oua~ve~ {rgend wdeher ei~fach une~icher zwiseher, j e ~  
5dd~  Oarven eontinu~rlieh eing~chalte~ ~ysteme u ~  dee" Carve 0 ~ O. 
Wit ffihren im folgenden Paragraphen noch an eiaem speclellen Beispiele 

*) VexgL BerL Monat~berie~C,e 1878 lzg. 1421. 
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einen besonderen Fall dieser Beziehung aus, we wit die Summa~on 
zwisehen zwei Curve~ yon der Charakteris~ik Null ausffihren, f~ir 
welehe also aueh die zu berechnende Aenderung gleich Null is~. 

Es sei ansehliessend noeh bemerk%, dass wir eine analoge Abz~htung 
aueh an die Erzeugung des Innenraumes yon r y)-----0 kn~pfen 
kbnnen, indem wir bei lest gedaehter Curve ~(x,  y ) ~ - 0  die andere 
r g) ~ 0 in einer unendlichen Schaar V(x, g,/z) ~ 0 enthal~en 
zu Grunde legen. Insoferne indess bei eindimensionalen Mannigfaltig- 
keiten die abzuz~hlende Charak~eris~ik der Theite yon ~p im Innen- 
raume yon r ganz ebenso auch die Charakteristik der Theile yon ~p 
im Innenraume yon r ist und endlich auch dieselbe Bedeutung fiir 
die Aussenr~ume besitzt*) (als gleieh der halben Zahl der reellen 
Schnittpunkte beider Curven), Ftihrt diese zweite Abz~ihlung zu keiner 
wesentlich anderen Formulirung**). Noch eine dritte Form der Ab- 
z~hlung ~ die wir ebenso wie die vorige fiir zweidimensionale Mannig- 
faltigkeiten a u s F d h r e n -  sei bezeichnet: Es ents~ehe die Mannig- 
faltigkeit ~ ~ - 0 ,  ~ < 0 dadurch in einem con~inuirlichen Processe, 
dass ein System yon beliebigen Curven X(x, y, v ) ~ 0  (mit v als 
Parameter) tiber die abzuziihlende Mannigfaltigkeit hinweggleitet; damn 
lassen sich wieder die Aenderungen tier Charakteristik ftir die innerhalb 
X ~ 0 gelegenen Theile yon r ~-- 0, r ~ 0, beim Dm'chlaufen des 
Systems X auf die einfachste Weise verfolgen. Es sind dabei einmal 
die Schnittpunkte r ~ 0, ~ ~ 0 mit Curven des Systems, dann die 
Beriihrungsstellen yon 9---~ 0 mit eben diesen Curven X---~ 0 zu 
betrachten. 

w  

Beispiel fiir die S.mmation der Punktcharaktere. 

Wir legen flit die Abz~hlung der Chara]r~eristik K • der im Innern 
des Curve ~(x, y) = 0 gelegenen Theile yon ~ (x, y) ~- 0 das System 

O--~ 9(x,  Y) - - A = 0  

zu Grunde; es ~st dies eiu die Ebene einfach und lfiekenlos bedeckendes 
System, welches im Innern yon ~ ~ - 0  nothwendig in gewisse singu- 
1Kre Punk%e (isolirs Doppelpunkte) sich zusammenziehen muss (wenn 
wir absehen yon dem an speeielle Bedingungen geknfipften Auftre~en 

") Dies spricht sich bei allen unseren En%s%ehungsprocessen einer ~z  darin 
aus, dass an allen Sprungstellen der Charak~eris%ik diese~ ~rie man sich leicht 
5berzeug~, in gl~her Weise sich ~nder~, ob wit die Abz'~lung ffir den I ~ -  
raum eder ffir den A ~ r ~  ~reffen, ein Verhal~en, welches f~r hbhere Mannig- 
f~tigkeiten 4urehaus ~cht mehr stat~ hat. 

**) Man vergl, hierzu alas im folgenden Paragraphen gegebene BeispieL 



doppelt z~hlender Curven). ~//r eir~,~ gewisse~ ~ n ~ s t ~  Werth voa 
~t ist also die Oha~a~zristi~ der inner, aYe ~ ~ 0 l i ~ g ~ z  T h ~  va~ 

sichor g~ich _hryJl. Mi~ wachsendem Parameter 2 w ~  tlann tier 
Innenraum yon r conidnuirtich. D@ 1Portray/(6)~ ausge&hnt iiber 
im ~ereiche ~ < 0 liegenden Beriihrungsp~nkte, d. K ~ r  al~ I~nkte 

ergiebt also die Charakteristik K z als 

Ni~, Vergleich mit den vo~ Kr~aec't~ gegebenen Formdn *) exgiebt 
also K z direct als Charakteri.stik des ]Fu, nctigaensystems 

in &r Kronec~'sche~ Terminologie. Dabei ergeben sich a~s den I. c. 
gegebenen En~wickelangen so~brt zwei wei~ere Da~stellungea dieser 
Oharak~eristik in der Form: 

Al 
K Z - ' ~ [ l ~ p ~  A~] ] '  

die Summation verstazadea fiber alle Punlrte, fiir welehe 
~ < 0 ~  A-~--O, ~-----0 

ist, und endlieh aueh: 

diese Snmme genommen ~bex die Punkte 
A<O, ~-~0~ r 

Geometrlsch entsprlngen die letzteren belclen Formeln fdr die Charak~- 
ristik der Betrachtung der Aenderung der Ch~rakterisb:k bei Zugrunde- 
legung des Curvensystems 

v@,~)- ~-o, 
beziehungsweise 

A ( x ,  y )  - -  ~ - -  O, 

(veigt. die Sehlassbemerkung des vorigen Paragraphen). In dex letzten 
Formel wiM dabei direct die K z als die H~lf~ der S e h n i t ~  yon 
q) ~ 0 und ~ ~ 0 ausgedrfickt. 

Die Ausdehnung der ersten~Summafion auf alIe P u n ] ~  $ ~ 0 ,  
A-~--O giebt welter in Uebereinstimmung mit der allgemeinen Kroneckes 
schen Theorie (Formel I a. a. 0,) als Summe Null. D e ~  wit kGaael 

*) Ma.n vergl, etyw~, die m den ~erL M~l~sberle.]a~l~ 1578 pag, t4~ ge, 
gobeaea gormelm 
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dann die Summation betrachten als ausgefiihr~ yon einer Anfa~gscurve~ 
fiir welche K ~--0 ist bis zu einer Endcu.rve, welche ~p ~ 0 gaaz um- 
giebt, fiir welche also wieder ~ - - - -0  ist. Geometrisch ausgesprochen 
lautet der Satz, als Specialisirung der vorhin auf ling. 469 allgemein 
ausgesprochenen Relation: 

Die Anzahl der t)unl:te, in welchen die C/urve ~ == 0 eine Curve 
des Systems ~ - -  A ~ 0 yon Innen (d. h. im l~aume (q~ ~ A) ~ O) be- 
riihrt, ist gleich do" Zahl  der Punkte~ in denen eine solche Beriihrung 
vo~ Aussen (d. h. im _~aume ( q ~ -  ~) ~ O) sta#hat. 

Eine gleiche Relation gilt ftir die iibrigen Summen und Y_isst sich 
sofort f'Wx zwei beliebige die .Ebene einfaeh i~berdeckende Curvensysteme 
ausszvrechen. Mau vergleiche Fig. 2, wo dieses Verhalten den einzelnen 
Panktcharakteren gem~ss an zwei (stark gezeiehneten) Curven zweier 
solcher Systeme bezeiehnet ist~ und andererseits auch die Abz~hlung 
der Charakteristik ffir die innerhalb einer der stark gezeiehneten Curveu 
gelegenen Theile der zweiten Carve veffotgt werden kama, sei es dureh 
Abz~ihlung an einem Systeme r ~ 0 oder ~ ~ 0. 

Die Ausdehnung der Formulirungen auf n~chtebene Curven and 
Curvensysteme bietet keinerlei Sehwierigkeit. Insofern sich tiberdies 
die gewonnenen Siltze mi~ nieht wesentlichen Aendertmgen direct 
iiber~ragen, sehen wit yon ihrer Entwicklung ab. 

II. Thcil. 

Z w e i d i m e n s i o n a l e  N~nnig fa l t igke i t en .  

I. Abschni~. 

Geometrisehe Definition and Charakteristik zweidimensionaler 
Mannigfaltigkeiten. 

w 
Die zu betrachteBden Mannigfalh'gkeiten. 

Das Element~rgebilde ~ ,  aus welchem wir unsere allgemeinen 
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten M zI herleiten, ist geometrisch 
gegeben als ein, yon einem sich nicht selbst durchsetzenden Curvenzug 
begrenztes, in eine :Ebene ausbreitbares Fliichenstiick, also etwa als 
das Innere eines Kreises in der Ebene. 

Die allgemeins~e zweidimensionale Mannigfalfigkeit ~I/z be~rach~en 
wit als aus solehen Elementargebflden zusammensetzbar, indem wit 
voraussetzen~ dass dieselbe in der Umgebang eines jeden illrer 
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mit. einem Elemen~rgebilde identificir~ werden daft. Dabei bleibt 
ganz ausser Be~ch~,  ob wir diese Z ~ m e n s e t z u n g  aus eiaer ~ -  
Ziehe~ Anzahl solcher ~ l r  bewerks~elligen kSnnen, oder e~wa einer 
unendliehen Zahl bed0xfen. Die Zus~mmense~zung eftolg~, dadurch~ 
class wir jene ~ einmal l'~ngs gewisser Rands~tcke~ dann abet auch 
l~ngs ganzer geschlossener gandeurven vereinigen. Es kann hierbei 
zweckm~sig sein, eine solche Yereinigung yon Randeurven nich~ 
wirklich (geometrisch) auszufithren, sondera, nut dutch , ,Z~rdnung t' 
der betr. Randstiieke ~ etwa mit Hfilfe einer Tabelle ~ zu fixiren*). 

Betrach~en wir unter allen so en~s~ehenden .M ~ diejenigen, welehe 
eine elnzige zusammenh~ngende Fl~che bildens so ~rennen sich diese 
in die sei~ M 5 b iu s bekannten zwei, wesenf!ich versehiedenen Categorien~ 
die wit gleich bier bezeichnen, wenn sich auch dieselben ~ wie schon 
in der Einleittmg erw'~hn~ ~ in der abzuleitenden Charak~ristik f~ir 
die ~IZ n im Allgemeinen nieht unterscheiden: 

Wir kiSnnen der Elementarmannigfal~igkei~ ~ d r ~  be.st~m~rter~ 
Sinn dadureh beilegen, dass wir auf ihr eine kleine kreisf'6rmige Curve 
eingetragen denken nnd anf derselben einen Riehhmgssinn - -  e~wa 
den des Utn-zeigers --  fixiren; die so aueh ihrer Richhmg nach fesb- 
geleg'~e Curve sei zur Kfirze als ,r bezeiehne~**). Denken 
wit uns nun eine aus einem S$iick bestehende ~ / n  dutch successive 
Aneinanderfiigung yon Gebieten ~ n  enf~f~ehend, so kSnnen wir~ yon 
einer ersten bestimmten IndicaSrix aus, auf alle neu hinzukommenden 
Theile der entstehenden Mannigfaltigkeit den Rich~ungssinn i~ber~ragen. 
Dann aber sind zwei MSglichkeiten zu unterseheiden. Wenn ein Ge- 
bier mi~ mel~rervn Stricken seines Randes an die sehon vorhandene 
Mannigfaltigkei~ angeschlossen wird~ kann die I n d i e a ~  welche wit, 
den einen Rand fiberschreitend, in das neue Fl~chens~fick eintragen, 
dieselbe sein, wie diejenige, welehe wir, den anderen Rand fiber- 
schreitend, dem Fl~chens~ficke beizulegen haben, oder abet d/e ent- 
gegengesetztv. Finde~ das letztere start, so giebt es ~ wie auch sons~ 
die Fl~che beschaffen sein mag -- Wege anf derselben, fiir welehe 
sich die Indica~rix umkehrt. So gelangen wir zur Definition der 
beiden Fl~chenca~gorien, die wit als ,,~'/g, eher~ ~ / t  ~ ~]r  

*) Man vergleiche bei~pielswei~e den ausgedehnten Gebrauch~ der gerade 
yon dieser u der ,Zuordnung d~r Randcurven eines Fmadamen~l- 
polygons" in neueren functionentheorefischen Un~.~uchungen (Schwarz~ Klei~ 
Poinear~) gemacht witch F~  die Betraeh~ung d~eidimensienaler Gebilde wird 
diese Vors~llung, ~ofern ~s sieh tun auschauliehe Diseu~on handelt, noth- 
wendig. 

**) An il~e Simile kanu be~.~n~ich ein be~nmt~ auch dem Sinne nach be- 
zeichne~es Axenkreuz (x~ y) treim~ 

Zl ,~ t~cho A ~  XXXIY. 
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hater lndicatrix" und 
zeiehnen wollen*). 

W~kLT]~ER DYCK. 

.F~chen mit ~mkehrbarer lndwa~k~" be- 

w 

Horleitung dor 0harakteristik. 

Dem Elemen~rgebflde/~z erflleilen wit (analog wie bei den ein- 
dimensionalen Mannigfal~igkeiten) die Charakteristik + 1. 

Dann haben wir, indem wit irgend einen Ents~ehungsprocess fiir 
eine Mannigfaltigkeit M rx zu Grunde legen, zur Herstellung einer 
CharakCeris~ik fiir dieselbe das En~stehen eines Elementargebitdes mit 
+ 1, das Verschwinden mit - -  1 zu zi~hlen. 

Trennen wit ein Elementargebilde dutch einen yon Rand zu Rand 
gefiihrten Schnitt, dutch eine ,Q~erlinie", so kommt dies dem Ent- 
sCehen eines weiteren Elementargebildes gleich und wit haben somit 
diese Operation mi~ -{- 1 zu z~hlen. Die entgegengese~zte, die Ver- 
einigung zweier Elementargebilde l~ngs eines Sttickes ihrer beiden 
Randcurven komm~ umgekehrt dem Verschwinden eines ~ i  gleich und 
ziihlt dementspreehend mit - - 1  ft~r die Charakteristik. Diese Ver- 
einigung zweier Rands~iicke kann nun auch an einem Elemenr 
~ i  durch Zusammenbiegen stat~haben, wobei dann ein ringfSrmiges 
]?l~ehenstfiek entsteht Auch bier werden wir, gemiiss unseren in 
der Einleitung ausgesprochenen Principien (vergl. pag. 461) ftir die 
Abziihlung, diese Vereinigung mi~ - - 1  ftir die Gesammteharakte- 
ristik in Rechnung ziehen. Ebenso werden wir die umgekehrte Opera- 
tion einer Trennung in jedem Falle, auch wenn dabei kein Zerfallen 
der Mannigfaltigkei~ eintritt, mit + 1 z~ihlen. Dabei is~ no ch zu be- 
merken, dass die Vereinigang auf die beiden vorhin bezeiehneten 
Weisen entweder zu einem yon zwei, oder yon einer Randcurve be- 
grenzten ringf'Srmigen Fliichensttick (vergl. Fig. 6, Tafel II) geschehen 
kann; es wird im einen Falle eine Fliiche mit nich~ umkehrbarer, im 
anderen eine solche rnit umkehrbarer Indicatrix erhalten. In  unserer 
Abz6hlu~g der Charakteristik sind beide ~6lle n i c h t  za trennen. 

*) Ich gebe absichtlich diese schon yon Klein (Math. Annalen IX, p. 479) 
ausgesp~ochene Definition, ~velche die gemeinte Eigenschaft der Fli~ehen als eine 
innexe, d.h. denselben unabh~ngig yon tier Umgebung zu-kommende, charak~risirt 
und ich vermeide dabei die wohl auch, fibliche Bezeichnung ,,zweisei~ge" 
bez. ,,einseitSge" (auch Doppel-) Fl~iche, welche aus tier Bemerkung hervorgeht, 
dasa es bei Fl~iehen mi~ umkehrbarer Indicatrix mGglieh ist, yon der einen ,,Seite" 
der Fl'~che auf die andere zu gelangen~ wiiJarend dies bei den Fl~hen mit nich~ 
umkehrbarer Indicat~ix nich~ mSglieh i~t. /)/ese letztere :F-dgenschaft ist indesse~ 
wie ich bei anderer Gelegenheit ausffihren w i l l -  nut eine r,a geneige~seha# 
tier ~ Z ~  in ~ns~vem drei~men~neden ]~aum ung s~e ltan~ verlore~ gehe~ 
sofern wit van dieser I~age absehen. Man vergl, noch die Bemerkun~n auf 
pag. 489. 
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Fassen wir die bisherigen Umformungsprocesse noch in etwas 
anderer Weise zusammen: so kSnnen wir zun~hst das soeben dutch 
Vereinigung zweier Randstfieke einer .~zz hergestellte zweifach be- 
randete ringfSrmige Fl~chensttick uns auch durch Anbringung einer 
Oeffnung, ,,~unktirung" im Innern der E ~z hergestell~ denken. Dann 
mfissen wir~ der oben ge~roffenen Abz~ihlung entsprechend, die An- 
bringung einer Oeffnung im Innern einer M rI mi~ - -  1 und umgekehrt 
das Schliessen einer solchen mit + 1 ftir die Gesammtcharakteristik 
in Reehnung bringen. Ffihren wir (urn die Gleichm~issigkeit mi~ den 
folgenden S~tzen noch sch'~rfer hervorzuheben) den Begriff yon Mannig- 
faltiqkeite~ nullter Dimension, M ~ ein, darunter ein Aggregat yon 
_PunIcten verstanden and bezeiehnen als Charakteris~ik K o einer solchen 
Punktmannigfaltigkei~ die Anzahl der Element% so kSnnen wir die 
Anbringung yon ,Punktirungen" in einer M Ir aueh als Ausscheiden 
einer Punk~mannigfaltigkeit M ~ und ebenso das Schliessen yon Oeff- 
nungen als Einschaltung einer M ~ bezeiehnen. Dann ergiebt sich: 

1) ~in ,,System vo~ t)unktirungen" i~ einer M Ir ~hl t  f'gr die 
Charakteristik K I~ dieser Mannigfaltigl~eit im entgegengeset~ten 
S i n n e  seiner t)unktcharaI~'teristik K~ und umgekehrt ziihlt das JEin- 
fiigen einer solchen M ~ im S inne  der zugehSrigen Charakteristik. 

Ebenso kSnnen wir das Anbringen und Aufheben yon ,,Quedinien" 
(also Trennung and Vereinigung yon Flii~henstiicken l~ings gewisser 
Stxecken) in einer 2g zr auffassen als Ausscheiden bez. Einf'iigen einer 
M I. Auch die Ausfiihrung eines gescMossenen Sclmit~s ,,t~iickk~hr- 
schni~_~z'~ in der M I• kann aufgefasst werden als Ausseheidung einer 
M ~. Insofern dabei der letztere Schnitt auch als Combination einer 
Punktirung (-- l) und Ziehen eines Querschnittes ( +  1) yon Rand zu 
[~and jener Punktirung zu z~hlen is~, erkennen wir, d~ss wit den 
Einfluss eines Riickkehrschnittes als -- 1 + 1 ~ 0 fiir die Charal~teristik 
der ~/I~ zu ziihlen haben. Gehen wit nun auf die frtther getroffene 
Definition der Charakteristik ~:z einer M z zuriick~ so folgt: 

2. Die Ausscheidung einer M r yon der Chara~teristik .K z aus einer 
M z~ ziihlt fiir deren Charak~teristik K n i m  S i n n e  yon K~; and um- 
gekehrt die .Einfiigung einer solchen M r i m  entgegengese tz ten  Sin~te. 

1)abel /st noch ~u beachte~, dass das Anbringen eines l~iickkehr. 
schnittes in einer M z~ entweder zwe i  (punktweise aufeirtander bezogene) 
l~andcurve~ entstehe~ liisst, oder nut eine e inz ige ,  j e n a c ~  l~ngs 
jenes l~iickkehrschnittes die Indicatrix der _Vliiche sieh nieht umkehrt 
bez. umkehrt. [Man vergl, hierzu Fig. 6 auf Tafel II, sowie die Aus- 
ffihrungen auf pag. 473 u. 479]. I,~ ddr AbztiIdung der Charakteristik 
tritt auch bier keiner~ei Unterscheidung der verschiedenen ~Tille auf. 

Be~raehten wit endlich den Einfluss des Fm~fernens einer zwei~ 
dimensionaten ebenen Man~igfal~igkeit M~ ~ aus unserer M z~. Z u n ~ s t  
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kSnnen wir die oben erw~hnte ,,Punktirung '~ auch auffassen als Aus- 
schneiden einer E rr aus der 3if rr l~ngs eines R~ckkehrschnit-~es. Dann 
z~hlt diese Operation mit - - 1 ,  n~mlich: Anbringung des Rfiekkehr- 
sehnif~es: 0j Weglassen der ausgeschnittenen E~r: - - 1 .  Sehneiden 
wit dagegen eine ]~z~ yon der ~ i r  weg, indem wir sie zun~ehst durch 
einen Quersehnitt al~ennen und dann weglassen, so ist hler + 1 - -  1 ~- 0 
ftir die Aenderung tier Charakteristik zu z~hlen und in tier That ist 
auch die M Ir dabei im Sinne der Analysis situs unge~ndert geblieben. 
Die Abz~hlung l~sst sich sofort auch auf das Ausschneiden beliebiger 
zweidimensionaler Mannigfal~gkeiten ausdehnen und ergiebt dann 
den Satz: 

3. Die Charattteristik K ~r einer M I• wird durch Weglassen vines 
Theiles M~ I der Mannigfattigkeit um deren CharaMvristik JK~ x ver- 
mindert (ziihlt also im en tgegengese t z t en  S i n n e  yon K ~ ) ,  falls 
jene Abtrennung yon M~ z ohne Ziehe~ yon Querschnitten (nut mit Hi~lfe 
yon t~iic~kehrschnitten) erfolgen ~ann; andernfalls sind die nothwendigen 
Querschnitte im Sinne yon Satz (2) zu z~hlen. .Die umgekehrte Ab- 
zgldung tritt fi~r die Zufiigung ~iner M~ z ein. 

Der Satz enth~lt unmittelbar die wichtige Eigensehaft der Addir- 
barkeit der Charak'teris~ik: Besteht eine Mannigfaltigkeit M rz aus 
irgendwelchen Theilen M/~, M : ~ , . . .  M, ~, bez. yon den Charakte- 
ristiken K ~  .K2rr,.. ~ ~,~r, so folg~ sofbr~: 

Die Charakteristit~ K ~ yon M z~ ist glei~h der Summe der Charakte- 
ristike~ der einzelnen Theile: 

K ~1 = ~  K, ~. O) 

w  

Unver~nderlichkeit der Charakteristik f/Jr verschiedono Erzeugungs- 
weisen einer Mannigfaltigkeit. Normalformen ffir die Mauuigfaltigkeiton 

mit nicht umkehrbarer und mit urokehrbarer Indicatrix. 

Der Beweis, dass wit dutch die vorstehend gegebene Abz~hlungs- 
m e ,  ode f'dr eine Mannigfaltigkeit MZ• zu derselber~ charak~e- 
ristischen Zahl gefilhrt werden, welchen Entstehungsproeess f'tir die 
Mannigfaltigkeit wir auch zu Grunde legen, ist erbracht~ sobald wir 
ftir die Charakteris~ik zu einer Definition auch an der fertigen Mannig- 
faltigkeit geffihr~ werden. Dabei kSnnen wh- uns nach dem letzten 
Satze des vorigen Paragraphen fiber die Addirbarkeit der Einzel- 
charakteristiken auf ein einziges _Fliichen,sCiick beschrEnken. Ffir ein 
solches lassen sieh nun bestimmte _Nor~alf'or~,n aufstelten, an welchen 
wir unmittelbar die charakteristische Zahl ablesen. 
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Z u n ~ s t  entstehen alle in die Ebene [oder auf eine Kugelfl~che] 
ohne mehrfache Ueberdeckung ausbrei~baren Fl~chen durch Aus- 
schneiden yon n Oeffnungen aus einer Elemen~arfl~che E r& F//r d@se 
ist also die Chaza~eristik K ~x glsich t -  ~ oder gleich 2 -  r, we 
r die Zahl der Rand~ven  bedeu~et. 

Wi t  w o ~  diese 2-Tiichen mit Mgbius*) als die G r u n d / o r m e n  
bezeiehr~en. 

Ihre ffir das fo]gende wesentlichs~e Eigenschaft ist die: 
~ n e  Grundform wixd dutch jeden l~iidekehrschnitt in Sti2vke zer- 

schnitten , 
and umgekehrt : 

Jede _Fl~he, auf wdeher keine nicht zerstiidcenden I~i~hrschnitte 
gezogen werden kSnnen, ist eine Grund[brm. 

Aus den Grundformen ergeben sich fib" alle zweidimensionalen 
Mannigfa~tig~iten die ~ o r  ma~f ormen. 

I. Zuni~chst lassen sich nilmlich Normalformen fiir die s~mmt. 
lichen Flgcheu mit nicht umkehrbarer Indicatrix in bekannter Weise**) 
aus diesen Grundformen dadurch ableiben, das wit einige dieser Rand- 
carven paarweise aufeinander beziehen, und zwar ,gleiehsinnig". Dana 
entsteht aus der Grundfliiehe mit zwei Ra~dcurven dutch deren Zu- 
ordnung die gewShnliche Ringfliiche, aus der Grundfl~,iche mit drei 
Randcurven, dureh Zuordnung zweier derselben ein Ring mit einer 
Oeffnung u, s. w. 

1)ie aufei~ander bezogenen l~andcurven erscheine~ dabei als l~iivk- 
kehrschnitte f~r die neue ~7~iche and diese besitzt daher die g~eiehe 
Charakteris~ik mit der Grundflh'che. 

So erhiilt also der Ring die Charakteristik O, der Ring mi~ einer 
Oeffnung die Charal~eristik - - 1 ,  der Doppelring die Charak~ristik 
- - ~ u .  s. w. 

Nut ffir die Herleitung der geschlossenen Kugelfli~he bedfirfen 
wir z~der Elementarfl~chen; sie en~eht  durch Zuordnung der ~ d -  
curven derselben und wit hubert ihr dement~prechend die Zahl 2 zuo 
zuweisen. 

Somit ergiebt sich f~" die C h a r ~ ' k  Krr einer aus einem ~tiiek 
bes~hend~n $7~he mit nicht umkehrbarer Indieatrix die (yon der ~a'- 
geugung tier ~Ttiche unabMingige) Definigonsgleiehung: 

*) M5 bius, Theorie der elementaren Verwaud~chaft (1863). Werke, Baud 2, 
pag. 450. MSblus nenu~ die obigen Fl~hen C~rundie~rm~ tier ~ C"~asse. 

**) Man vergleiche etwa Klein ,,Riem~mn's Theo~ie tier aIgebraischea Func- 
tionen un4 ihre~ Integrate" Absehnit% It, sowie die. sehon Eingaugs er~Elm~e 
Dissertai~on yon Weir .Ueber symme~isehe Riem~nn'sche Fl~hen"; diese 
insbesondere aueh was gewisse Nomalfomen f~ die ~ e n  mit u m ~ r e h ~  
Indicatrix anlav~ 
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(2) K ~ z ~  2 - -  r - -  2s ,  

wo r die Anzah~ get t~andcurve~, s die Anzahl der nicht zerstiickenden 
t~iicl~kehrschnitte ist, welche die .Fliiche in eine Grundform verwandeln. 
l~[ach dem oben fiir die Grundformen ausgest~rochenen Sat ze ist dies 
gleichzeitig auch die Maximalzahl der auf  tier .Fl~iche m6glichen nidd 
zerstiickenden, einander nicht &hneidenden, ~iid&ehrschnitte. Eia System 
yon Riickkehrschnit~en, dutch welches eine Ftgche in eine Grundform 
iibergefiihrt wird, sei in der Folge eia ,,vollstiindiges System" genannt. 

Formel (2)zeig~, (lass die Zahl ~zz__ 3 fiir ein einziges Fliichen- 
stiick stets negativ isk 

Indem wir nun fiir gerades K • die Zahl s der nicht zerstiickenden 
KIZ 

Riickkehrsehnitte successive gleich 0, t, 2 . . . .  --~--, fiir ungerade Is zz 

K I I  ~ 1 
gleich 0, 1, 2 �9 �9 - 2 seizen, ergieb~ sich: 

~ine Fliiche mit nicht umkehrbarer Indicatxix yon der Charakte- 
ristik K Ix kann 

( 2 - - ~ s ) ,  ( 2 - - K " - - 2 ) ,  ( 2 - - K  ~ - 4 ) , . . 2 , 0  

also stets eine gerade Anza]d yon t~andcurven besitzen, sofern K zz gerade 
ist und 

( 2 ~  KZ~), ( 2 - -  K z r ~  2) . . .  3 , 1  

also stets eine ungerade Zahl yon Randcurven, sofern K zz ungerade ist. 

Wit heben hieraus speciell den Satz hervor: 

Geschlossene Fliichen mit nicht umkehrbarer Indicatrix haben eine 
gerade Charakteristik. 

Betreffs derjenigen Systeme yon Schnitten, welche eiae Fl~che in 
eine :Elementarfldche verwandeln, formuliren wit noch mit Riicksich~ 
auf die nachfolgenden, auf Fliichen mit umkehrbarer Indicatrix beziig- 
lichen Verhiiltnisse (vergl. pag. 481) den folgeaden bekannten Satz: 

Hat man ~lie ursprfingliche Fl~iche t '  durch die eben erw~ihnten 
s Riickkehrschnitte in eine Grundform verwandel~ mit 2s + r Rand- 
eurven, so bedarf es 2s + r - -  1 Querschnitte (yon Rand zu Rand), 
um dieselbe in eine ~-Tementarfliiche iiberzuffihren. Dieselben kSnnen 
indem man bei 2s einander paarweise zugeordneten Randcurven die 
Querschnitte zwischen je zwei en~prechenden Punkten zieht ~ so 
gew~hlt werden, dass s derselben als in sich zuriickiaufende Schnitte 
in der urspriinglichen Fl~ehe erscheinen. Auf dieser sind dann 

2s ~ 2 ~ r - -  Kzz  

einander paarweise schneidende Riickkehrschnitte imd r -  1 Quer- 
schnit~e nach den Riindern gezogen. Jede andere Zerschneidung der 
Fl~iche in eine Elementaxfi~che l~sst sich dutch blosse u 
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und Combination der Curven in diese , , c ~ o ~ c ~  Zersch~u~g" fiber- 
ffihren. Somit folgt: 

Die Zah~ der fiir eine ,,canonische Zerschneidung" yon $' noth- 
wendigen l~iick~Tvrschnitte ist constant und gleich der doppel~en Zah~ 
der auf der ~ltiche mSglicI~m, nicht z e r O ,  einander night 
schneidendza l~iic~kehrschnitte. 

II .  Fiir die Herleitung yon ~ormaZformen der Fliichen mit um~hr- 
hater Indicatrix aus ~nsere~ Grundfl~iche~ legen wit den Sa~z za 
Grunde: 

~en~ wit eine Oeffnung der Gr~dflgche, die wix tier ei~fachere~ 
Ausdrucksweise halber uns kreisf6rmig denken wollen, dad/arch schliessen, 
dass wit die jedesmal diametral gegeniiberliegenden Punkte aufeinander 
beziehen*) so ist die so a~s der urslariingliche~ entstandene ~'Ttiche 
_~iche mit umkehrbarer Indicatrix, auf welcher jene auf sich sdbst 
bezogene Kreislinie als l~iickkehrschnitt erscheint und zwar dergestalt, 
dass die Indicatrix l~ngs eben dieser Ziniv sich ~mkehrt. 

Die Zahl der Randcurven ist also bei diesem Process um eins 
verringert worden, wtihrend dagege~ nach unserem 2ag. 475 formu~irten 
Pri~eip der Zghlung die Charal#eristik sieh n ich t  ge~ndert hat. 

Man fiberzeug~ sich yon diesem Satze leieht dutch die bekaunte 
Zersehneidung des M5bius'sehen Bandes li~ngs einer Mi~tellinie (vergl. 
Fig 6, Tafel II). Dasselbe geh~ dann in ein zweifach berandetes 
Pli~ehens~fick mir nieht umkehrbarer Indieatrix fiber, dessen e/net Rand 
,,diametral auf sieh selbst bezogen ist**). 

Indem wit diesen Process bei mehreren Randcurven einer Grund- 
fl~che ausftihren, entstehen die 1%rmalformen fi~r die ~giche~ mit 
umkehrbarer Indicatxix und es ergiebt sich fi~r die Charakteristik der- 
setben die 1)efinitionsgleiehung: 
(3) K ~ z =  2 - -  r - -  s', 
we r die Anzald der t~andcurven, s" die Zah~ der nicht zerstiickem~ 
l~iickkehrschnitte ist, 15rags deren die Indicatrix sieh umkehrt. 

a) In der Tafel II, we l~ormalformen f(ir die Fl~chen mit umkahrbarer 
Indieatrix dargestell~ sind, is~ in den jedesmal links gezeiehneten zugehii~gea 
Grundformen die ,,diametrale Zue~dnung" der Punkte einea Randes dutch ge- 
kreuz~e Pfeile angedeu~et. 

*~) Dabei is~ zu bemerken, dass das entsCandene Band zunit~hs~ zwei Tor- 
sionen besitzt (man vergl, hierzu die schon erwiiJan~ Abt~ndlung yon Tai l  im 
28. Bd. der Transact~ of t~he R. Soc. Edinburgh pag. 169 if., e ~ a  aueh Simony 
in der B~os~h~e ,,Gemeinfassliche L~ung der kufgabe, in ein ringfS~miges Band 
ehaen'Kno~en zu~machen ", Wien 1881), also nieh~ nine Gru~fo~ dars~ll~ in 
unse~em oben gegebenen Sinne, als nine in die Ebene ohne m e ~ h ~  Ueber- 
de~knng aushreitbare Fl~che. Die Festse~zungen auf long. ~74 e}im~ren abet 
diesen Unf~rschied, de~ wit desshalb aueh in den folgenden Betracht~ngen ~ e r  
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Indem wir nun (wie oben in I) die Zahl s" jener R~ckkehr- 
schni~te successive gleieh 1, 2 - - .  2 -  Xz~ setzen, ergiebt sich: 

~ine 27iiche mit umkehrbarer Indicatrix vo~ der Charakteristik 
K ~z kan~ 

(2 -- gZ~--  l) ,  (2 --  Kzr - -  2) . . .  2 , 1 , 0  

l~andcu~en besitze~. 

Speciell kommt also: 

Gesch~ossene _Fl~chen m# umkehrbarer Indicalxix t~nnen sowohZ 
eine gerade wie auch eine ungerade Charald, eris~ik besitzen. 

Die Fltichen mit umkehrbarer Indicatrix lassen sich aus unseren 
Grundfi~chen auch dadurch herstellen, dass man einig% 2~ der Rilnder 
paarweise anf einander bezieh~ (wie in I gesehehen) und andcre in 
der Weise yon II ,diametral" auf sich setbst. ~abei entstehen indess 
lxine neuen ~7~chen; vielmehr gilt der Satz, dass in jeder so en~ 
standenen Fliiche ein System yon s' ~-- 2~ + o" in sich zuriicklaufenden~ 
einander nichl sehneidenden Curven gezogen werden kann~ welches 
geeignet ist, das vorige System der RfickkehrschniY~e zu ersetzen und 
wobei jetzt s~mmtliche Carven diametral auf sich selbst bezogen sin& 
Fig. 3 zeig~ eine Fl~iche, in welcher die Curve A diametral auf sich 
selbst bezogen ist [wie es die Zuordnung der Punkte 1, 1'; 2, ~; 3, 3' 
angieht], wiihrend die Curven :B und C auf einander bezogen sind, 
so dass a, a'; b, b'; c, c" einander entsprechende Punk~e sind. Die 
Curven A, B, [', welche beziiglich durch die Punk~e 1, (1"); a, (a') 
dann 2, (2'); b, (b') and endlich 3,(3') hindurchgehen, sind neue 
Curven, l~ings deren sich die Indieatrix umkehrt. Sie bilden zusammen 
ein System yon die Fl~ehe nieht zersttiekenden Riickkehrschnitten, 
welche das erstere zu erseCzen vermag [wie man sieh leicht dutch 
1%uanordnung der Fl~che fiberzeugt] und fiir welches jetzt jede einzelne 
Curve diametral auf sich selbst bezogen is~ 

Fig. 4 zeigr endlich noch die dritte Miiglichkeit ftir die Ber- 
stellung yon Fliichen mit umkehrbarer Indicatrix. Die beiden Rand- 
curven A und :B einer Fl~che sind paarweise aufeinander bezogen, 
abet nicht wie vorhin ,,gleichsinnig ~', sondern ,,ungleichsinnig~', wie 
durch die aufeinander bezogenen Punkte a, a'i b~ b'; c, c' fixirt ist. 
Dann entsteht gleichfalls eine Fl~che mit umkehrbarer Indica~rix. 
Analog wie vorhin sind aber wieder die eingezeichne~en Curven A~ B 
geeignet, die beiden auf einander bezogenen Curven A, ~ zu erselzen, 
und stellen ein System yon auf sich selbst bezogenen einander nicht 
schneidenden Riickkehrschnitten dar (also solcher, ol~ings deren die 
]ndicahrix sich umkehrt), -- wie sich ebenso wie vorhin dutch Um- 
ordnung der Fli4che ersichtlieh machen l~ss~ 
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Die Methode I I  rdcht also ~ur Abl~ung get lg~rmalf~dd~ mit 
um~hrbarer Indicatxix aus. 

Wit ersehen weiler: 
Bei einer Fl~che .mi~ umkehrbarer Indicatrix yon tier Charakf~- 

ris~ik K zr mi~ r Randcurven kann man ein ,~vollst~ndiges System yon 
Riickkehrschnit~en" ~ dutch welches also die FL~che in eine Gl~_nd- 
iti~che verwandelt wird - -  zusammenseizen aus a" RtiekkehrschniL~n, 
lgngs deren die Indlcatrix sich umkehl4 und aus a - { - a "  Rfickkehr- 
schnitten, liings deren sich die Indicatrix nieht umkehrt; dabei sind 
die (getrenn~n) R:.inder der letztmren SchniY~e bei a Curven .gleieh- 
sinnig ~bei  a"  .ungleichsinnig" auf einander bezogen~ und es is~ 
(4) K ~  2 - -  r - - 6 ' - -  2 ( ~ +  ~") .  

Der kleinste Werth, den e" annehmen kann, ist Null*) bez. Eins (je 
nachdem (r-~-/~ rz) gerade oder ungerade ist), und dann erreiehr die 
Gesammtzahl der nieht.zerstiiekenden Riiekkehrschnit~o, ihren Mini~al- 
werth 

2--r~ K I1 3--r-- 1~ I~ 
bez. 2 2 

andererseits erreich~ diese Gesamm~zahl der nicht zersttickenden R(ick- 
kehrschni~te ihren Maximalwerth: 

2 - - r . - - j y x x  
wenn a ~ 0 trod a " ~  0 r also das volle System der Riickkehrschni~e 
aus lauter Schnitt~n, l~ngs denen sieh die Indieat~ix umkehrt, best~ht 

W~hrend also bei El~chen mit nicht um]'.el~rbarer IndSraS~ die 
Anzahl der nichtzerstiic]~nden, einander nicht schneidenden l~iickkehr- 
curven, welche ein ,,vollstiindiges System" 5ilden, stets dieselbe, n~imlieh 
gleich~2-- r - - K Z ~ s t ,  variirt diese Zahl (je nach der Wahl do. Sehnitte) 
fiir ~liichen mit um~hrSarer Indica~rix innerhalb der beide~ angegebenen 
Gremen. In der Tabelle auf pag. 487 ist bei den Fl~chen mig um- 
kehrbarer Indica~rix jener Minimal- und" Maximalwerth einge~ragen. 

Beziiglieh derjenigen Systeme yon Schnig~en, welche eine Flgche 
mit umkehrbarer Iadicafxix in eine ~lementarfliiche verwandeln~ gil~ 
nun (man vergl, hier den analogen Satz auf pag. 479) das Folgende: 

Es sei die Zerschneidung einer Ft$che F in eine Grwad/h~che F"  
durcIi irgend eines der eben besprochenen vollst~digen Systeme yon 
Rtickkehrschni~en getroffen. F" besit~ dann 

r + s - ~ r + a ' + 2 a + 2 a "  
l~alder der oben angeffihrt~n A14en. Die r + s -  1 noch no~hwen- 
digen Qnersehnit~e~ welche ~" in e/ne Elemen~arflgehe verwande|n, 
lassen sich dann stets so wghlen (dutch Yerbinden je en~sprechender 

*) In diesem FaUo sind ~- not~hwendig die Rgnder mimt~tena e/e~s tier 
fibrigen'Rackkehrschnittm u~g~dd~crdg aufeinaudex bezogen. 
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Randpunkte), dass a -{- ~" derselben als Riickkehrschni~e auf der ur- 
spriiuglichen FIEche ~ erscheinen. Auf dieser sind dana im Ganzen 

a '  + 2 a  + 2~Y" = 2 - -  r - -  .K Ix 
Riiel~kehrsehnit~e verzeiehne~, yon denen a '  (diejenigen, l~ngs deren 
die Indicatrix sieh umkehr~) isolir~ laufen, die anderen 2a + 2a" je 
paarweise sich schneideu. Wetter verbinden a ' +  r -  1 Querschni~te 
jene ersten Rfickkehrschuitte and die r R~nder yon F.  Analog also 
wie oben flit die Fl~ichen mit nicht umkehrbarer Indicatrix erschliessen 
wit hier:- 

Die Anzahl der auf F nothwendigen l~iickkehrschnittc fiir die 
canonische Zerschneidung in eine ~Elementarfl~iche ist constant 
~md g Z eieh dem oben erhaZtene~ Maximalwerth der auf der ~iiche m6g- 
lichen nicht zerstiickenden, einander nicht schneidenden ~iickkehr~hnitte. 

Wenn es sigh um eine geometrisehe Darstellung der Fl~chen mit 
umkehrbarer Indieatrix handelt, so ist zunEehst ftir die eine Flgche 
yon der Chal'akteristik 1, welehe durch diametrale Zuordnung des 
Randes einer Elemenfarfl~ehe entsteht, zu beaehten, dass sie in un- 
serem Raume im Endlichen night ohne Doppeleurve darges~ellt werdea 
kann. Wir w~]en als einfaGhstes Bild die in Figur 5 (Tafel II) dar- 
gestellte Fl~che, in WeiGher die ~iussere Contour als Umriss der zwei- 
bliW~rig fiber der Zeichnungsebene ausgebreite~en Flgche zu denken ist, 
wikhrend die Linie A ~  eine Doppeleurve, bet A und ~ in Cuspidal- . 
punlrten (Pinch-points) endigend~ ist*). Die eingetragene Linie S stellt 
einen Riiekkehrschnitt dar~ welcher die Ftiiehe in eine Elemen~rfiiiehe 
[mit jenem Sehnitt als diame~rul auf sich bezogenem Rande] ver- 
wandelt und l'~ngs welehem die Indicatrix der Fliiehe sigh umkehr~. 

An Stelte dieser Fliiche kann, wenn wir yon der Endlichkeit ab- 
sehen, die ~-~bene als Repriisentant treten, sofern wit das Unendliehweite 
derselben im 2rojeclgvischen Sinne deafen. Dann stellt n~mlich die 
Ebene, well die yon einem Puukt diametral aus einander laufenden 
l~ichtungen in einander tibergehen, eine Fliiehe rail umkehrbarer 
Indieatrix dar.**) In gleicher Weise wie in w 5 sind nun die in den 
Figuren 7a, b, 10a, b, e gegehenen verschiedenen Formen flit die ge- 
schlossenen Fliichen mi~ umkehrbarer Indicatrix yon der Charakteristik 
0 und der Charakteristik - - 1  aufzufassen. Die Fl~chen mit Rand- 
eurven kSnnen aus diesen dutch Eintragung je einer, zwei . . .  Oeff- 
nungen gewonnen werden, wobei sich jedesmal die Charakteristik um 
eins vermindea4. Sta~ dessen sind in den Figuren 6, 8 u. 9 andere 
Formen dieser berandeten Fl~chen mit umkehrbarer Indieah*ix gesetzt 

*) In_ w 4 is~ eiue derartige Flliche in analyt~seher Definition nrflaer behandelk 
**) Man vergleiehe den Aufsatz vo~ Klein in den Math. Ann~ten B& VII. 

pag. 550 ,,Ueber den Zusammenhang der Flli~hem" Be.zfiglieh der dorf~ gefxoffenen 
Abz~hlung des ,,Zusammenha~gs- vergleiehe den folgenden w 4. 
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worden*), welche zeigen, dass nut  d/e gess~ssenvr~ ~ c ~ n  vo~ um- 
7zehrbarer I~dfcatrix {,~ unsere~ _~a.u~r~ ~othwendi# Doffl~dvurve~ be- 
s - f t~  m~ssen~), dis berandeten abet ~izkt. In diesen I&zteren Figaren 
stud dabs1 &e Con~ouren ats dm P~nder der Flaehen.und dlese selbs~ 
nut einbt~t;~rig fiber der Zeichenebene ausgebreite~ zu denken. 

w 
Beziehung der Chardkt6ristik zu d~r Z ~ e n h a u g s ~ a h l  nach Riemann, 

und zu den weiteren, ausehliessonden Abz~hlungem 
I .  Die yon R i e m a n n  eingeF~hrte Zahl Z ffir den Zusammenhang 

e~wr ~che***)  i~t de~nirt a~s dis um tins verme~rte A ~  vo~ ~uer- 
schnitten, welche ~wthwendi 9 si~d, um die Fliid~e in vine ~lementar- 
fliich~ zu verwande~n. Diese ie~ztere erseheint dabei uls yore Zusam- 
menhange I i die (ira vorigen Paragraphen gebrauchten) ,,Grundflach n 
mi~ r Randcurven (denen wir dor~ die Charak~eristik ~:~r = 9 -  r 
zugewiesen haben) erhaIten die Zusamm'enhangszahl Z ~-~'. Um die 
Regel der'Bestdmmung des Zusammenhangs auch auf gesc]dossene 
FlY, chert ausdehnen zu kSnnen, sind diese nach Riemann mit einer 
kleinen Oeffnung versehen zu denke~; die KugeI z. B. wird damlt a~ 
yon gleichem Zusammenhange, 1, mit der ElementarflKehe bezeichnet; 
dex Ring erh~l~ die ZusammenhangszahI 3 u. s. w. S e h l ~ f l i # )  ha~ 
darauf hingewiesen, dass es consequen~er is~, s t ~  dessert die Za~  ffir 
den Zusammenhang der geschlossenen Fl~ehen um sins zu ~ermindern; 
wit bezeiehnen diese neue Zahl mir K l e i n  als den , , ~ e ~ S h ~ / i v ~  
Z~samme~hang"; derselbe betr~g~ also ffir die Kugel Null~ f ~  den 
Ring 2, u. s. w. 

Unter Z den t~raann'sche~, untvr "Z der~ ungew6hnliche~ Z ~  
sammenha,~g verstande~,, ergiebt der Vergleich dieser Ab~ih~ung mit der 
in w 2 ge~roffenen sofort die Be~hung ~ur C]~ara]#eristik, ~unY~t  fdr 
ei,~e aus einem einzige~ Stit'e~ bestehe~e F~xhe in den ~'ormd~: 

*) Man v ergleiche bier ~ueh die ,then erw~tm~e Dissertation yon We i c h ol el. 
Die hler gew~hl~en Formea aind von dem PrineAp aus entwoffen, die Raudeucven 
tier Fl~chen zugleich als den ~ e ~  Umrtss zu benut~en. 

**.) YergL hierza auch pag. 489. Man erkenn~ gleiehzeitig an den Formen 
a, b der ~ig. ~ und a, b, e der Fig. 10, d~ss bvi de~ gesch~ede~ ~ h e n  fi~r ~ex~ 
be~iebige ~akterist=7~ nut alas Vorhandensein einer eln~gen ~breelr auf der 

eds I)o~deurve nothwendig i~ m~d dass s~ yon da belieb~q b~s 
( - -KLv+ 2) Strveko~ a~ .Do22odc~rv~ vaviir~ "kaa~,~; aelbs~verst~adlieh ~u& 
hie~bei geseht~sene Cucvan~fige, die als Doppeteurven tier Fl~he in beliebigac 
Zahl auf~ref~n kSnnen~ irrelevank 

***) F~ handel~ sich zun~e~hs~ nut um Ft~hen ]nit nieh~ umkehrbarer 
I ~ d i e a ~  

t) Man sehe ~ea~ ~ g ~  erw'2,~n / ~ f . ~  yen Schl~fi i ,  C~elle's $~ 
B& .76, !>ag. 1~2, Atom, ~owie den A ~  yon Klein, Ma~. Ammten Bd. VII, 
t ~ .  550, Area. 
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3--Z~ I 
(4) K x x ~  (fiir gesehlossene Fl~ichen) ~_ 2 --  Z .  

2 - - Z ~  ] 
((ftir berandete Fl~chen) 

II. Neumann  hat zuerst die Riemann'sche Abz~hlung auf ein 
System yon Fl~chen ausgedehnt und die Definitio~ dvr ,,Grundzahl" 
G fiir ei~ El~I~asystem gegeben dutch die ~'ormel: 

(5) G = , ~  z,  + 2 --  ~n; 
1 

dabei bedeuten Z~, Z2, . . .  Z ,  die Riemann'schen Zusammenhangszahlen 
(Grundzahlen) der einzelnen Fliichenstfieke, n ist die Anzahl der Theile.*) 
Man kann, ohne das Princip, nach welchem die Grundzahl des Systems 
aufgestellt ist, zu ~ndern, die Formel (5) unver~indert auch anwenden 
zur Definiidon einer ,,ungewShnlichen Grundzahl" G fiir $1as System, 
wenn man nur auch in der Summe die ungewShnlichen Zusammen- 
hangszahlen Zi einsetzt. Zwischen den Grundzahlen G und G besteht 
dann eine Relation~ welche noch yon der Anzahl g der im System 
en~aaltenen geschlossenen Fl~chen abhiingt: 

G ~ G - i - g .  

Aber die neue Formel steht in direetem Zusammenhang mit unserer 
in w 2 gegebenen Formel. Bezeichnen wit n~imlieh mit ~ die Zahlen 
filr den unge'wghnlichen Zusammenhang der einzelnen Theile mad 
bez. je die Charakteristiken derselben mit K~ ~, so geht die Formel 
(5) mater Beriicksichtigung yon (4) direct in die w 2 abgelei~ete Formel 
fiir die Charakteristik eines Fl~chensystems 

iiber~ welche gegeniiber Formel (5) den Vortheil besitzt, dass sie, als 
directe Summe der Einzelcharakteristiken, die Zahl der Thei~e n~cht 
enth///t. Dabei ist wieder die Gesammtcharakterist4k K zz des Systems 
mit der Grmadzahl G dessetben, der Formel (4) analog, verbunden 
dutch die Relation 

(6) K x ~ -  2 - -  G_ 

]:II. Fasst man, wie dies S c h l ~ f l i  vorgeschlagen hat, die Fl~chen 
mit umkehrbarer Indicatrix als doppelt bedeckt auf, wobei die beiden 
Bli~tter jedesmal l~ngs der Curven in einan~er iibergehen, welche die 

*) Vergl. l~eumann: ,Riemanu's Theorie der Abel'schen Integrale" (1865), 
pag. 304ff., sowie noch ausffLhrlicher in der 2. Aufl. (1884) pag. 152ffo 
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Umkehrung der Indicafxix herbeiffihren, so kann man auch auf aie die 
Abz~htung der FI~ehen mit nich~ amkehrbarer Indicatrix fibertragen.*) 
Die so far ~ h e ~  m# umT~ehrbarer Indivatrix fixirte Zusamme~ngs-  
zahl Z steht abet jetzt zu der Charal~%'~istik, bei wdcl~r wit die ~7~che 
n i ch t  als eine doppelt iiberdeckte auffassen, i~ der Beziehung 

(7)  K - - - - -  2 z 
2 

Fiir die Betxachtung yon Fl~ichensystemen bilde~ diese Zusammenhangs- 
zahl Z gegentiber der Charakteris~ik K n den Naeh~heil, dass sie nicht 
mi~ den Zusammenhangszahlen der F]ilchen mit nichr umkehrbarex 
Indicatrix zusammengefasst werden kann, wean man nieht eonsequent~r 
Weise auch diese le~teren als Systeme yon doppelt fiberdeek~n Fliiehen 
abzi~alen wollte~*). 

IV. ])'fir aus einem einzigen Stfieke bestehende gesc?~h~ssene b~I~ehen 
formulir~ man~ sofern sie als frei im Raume gelegene Riemann'sehe 
Fliichen zur Darstellung des Wer~hevorrathes and Verlanfes der Fune- 
tionen elves complexen Argumentes dienen, (wobei stets nu~ ~/e e/he 
Seite der ~'liiche mit Funetionswerthen belegt zu denken is~) den Be- 
griff des GeschZechtes p (Ranges) - -  zun~iehs~ bei ~ltlche~ mit hid# 
uml~ehrbarer Indicatrix als 

2 - -  K ~ 
(S)  ~ ~ .~ , 

we~s~ also der Kugel das Geschlecht O, dem Ringe das Geschlecht 
1 u. s. w. zu. 

Weiter is~ die Auffassung aueh beranddvr ~liichen Ms geschlossener 
Fts die, dop~dse~/g mit Functionswerthen belegt, 1Rngs der Rand- 
curven zusammenh~ngen, im Anschluss an Bemerkungen yon S ch w a r z 
und S ch ot t  ky zur Darstellung symmetrischer Riemann'seher Fl~chen 
yon Ktei  a ausfiihrlicher verwendet worden*~). Die hierbei getroffene 
Unterscheidung yon orthosymmetrischen und di~zsymmelzischen Fl~chen 
entspricht dem Umstand, dass die zur Ausbreitung der Funetionswerthe 
verwendeten beraudeten FIs solche mit nieht umkehrbarer bez. mit 
umkehrbarer Indicatrix sin& ~Ao kommt es, dass au~ di~e~ berandzten 

*) Man vergl, hierzu die schon erwRhnten Abhandltmgen yon Klein, Ma~h. 
Annalen Bd. VII, pag. 551, feraer Bd. XIX, pago 159 und in ,Riemann's Theorie" 
w sowie die Weichold'sche Disser~a~on. In den beiden letztgenann~n 
Axbeiten ist die Abz~i~lung ffir die sogteich zu bespreehende Ge~eblechtszahl 1~ 
ge~offen. 

**) Klein, Match. Annalem Bd. VII, pag. 551. 
~*) Man vergteiehe ffiv die Ci~a~e die Ammerkungen in der ~malei(mng p. 458 

sewie pag. 462. 
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~d~chen eine bestimmte ZaM ~ ents2rechend gesetzt werden kann. Diese 
is~, wena wit die Charakteristik K z~ auf die nicht do2,~elseitig auf- 
gefass~e Fl~che beziehen: 
(9) ~ = 1 - -  K zz. 

w  

Zusammsnstellung der Abz~hlungen flit aus einem 8t~ck bestohende 
Fl~chen. Stetige Abbfldung zweier Fl~ichen aufeinander. 

Es erschein~ nich~ unzweckm"assig, die far Fl~hen mit- nicht um- 
kehrbarer und mit umkehrbarer Indieatrix in w 3 gewonnenen Rcsultate 
tabellarisch zusammenzustellen, um daraus noch einige Schlfisse fiber 
diejenigen Abz.~hlangen zu maehen~ welehe no~hwendig sind~ um ffir 
zwei Fl~ichen die MSgliehkeit umkehrbar, eindeutiger stetiger Beziehung 
aller ihrer Elemente zu constatiren. Wir beziehen die folgende Tabelle 
auf Fl~ehen, welche aus einem einzigen zusammenh~ingenden St~icke 
bes~ehen~ und fagen der Angabe der eharakteris~isehen Zahl, der 

--Randeurven and Raekkehrsehnit~e noeh die Grundzahl naeh der N e u -  
mann'sehen Abz~hlung (bez. naeh der Kte in ' schen ,  ffir F~ehen 
mi~ umkehrbaxer I~dicar bei. 

Die TabeIle ergiebt sofor~ die folgenden S~.~ze ffir aus einem Stfick 
bestehende Fl~chen: 

I. Geschlossene _Fliichen vo~ ungerader Charakteristik sind stets 
2~chen mit umkehrbarer Indicatrix. 

Fiir geschlossene Fl~ichen yon gerader Charakteristik reicht die 
Charak~eristik atlein nicht aus, um dieselben als Fl~chen mi~ nm~cehr- 
hater bez. nicht umkehrbarer Charakteristik zu erkennen. 

Der Satz ist sin specielter Fall des folgenden: 
Weiss man bei berande~en Ft~chen, ob die Anzahl der Randcurven 

gerade oder ungerade is~, so gilt: 

II. Ylgchen yon gerader Charak~er~stik und ungerader An~ahl vo~ 
]Randcurven, sowie ~tgclu~ yon ungerader Charakteristik und 
gerader Anzahl vo~ l~and~trven sind stets ~Fliichen mit um- 
kekrbarer I~dica~ri~. 

Ffir die iibrigen Categorien reichen die obigen Kriberiea zur 
Unterscheidung nich~ aus. Bezfiglieh der dutch die Charakterisfi~k 
aUe" m gegebenen Un~erscheidun~ gilt sonach tier Sa~z: 

HL N~r di~ geschlossener~ ~ yon ungerader C h a r a ~ @  
werden dutch diese allei~ als ~'liiche~ vo~ umI~hrbarer Indi- 
catrix erkannt. 
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*) VergL beziehungsweise die Figuren 5-10 tier Tafel IL 
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Indem man yon der Erzeugung aller Fl~ehen aus den Grundformen 
ausgeht, ergeben sich fiir die M6glichkeit umkehrbar eindeutiger stetiger 
Abbildwng aller .Punkte zweier (je aus einem Stii, ke bestehender) Fliichen 
aufeinander die folgenden ]~edingungen*) als nothwendig und hi~- 
reichend: 

1. Die Fliichen miissen zur gleichen Classe, _t~tichen mit nicht unv 
lxhrbarer Indicatrix bez. ~cher~ mit umkehrbarer Indicatrix, 
gehSren. 

2. Ihre Charakteristilcen miissen iibereinsr 
3. Die Anzahl der J~andeurven muss bd beiden dieselbe sein. 
Die Art der Zuordnung der ~andeurven kann dann noch beliebig 

getroffen werden. Betreffs der gegeuseitigen noch auf verschiedene 
Weisen m5glichen Zuordnung der einzetnen Curven eines voltst~ndigen 
Systems nicht zerstiickender ]~iict~hrschnitte in beiden Fliichen ist 
Ftir Fliiehen mi~ umkehrbarer lndicatrix noch auf den Unterschied yon 
,t~iickkehreurven mit umkehrbarer Indicatrix" und solchen ,,mit nicht 
umtcehrbarer _Tndicatrix" - -  bet den let.zteren noeh darauf, ob die beiden 
l~nder der Curve gleiehsinnig oder ungleiehsinnig auf einander be- 
zogen sind**) -- zu achten. 

Die Bedingtmg (2) kann aueh erse~zt werden dutch die folgende: 
2a. ])ie Ma~imal~ahl tier nicht ~erstiickenden~ einanddr nieht 

schneidenden t~iickl~ehrschnitte (welche also ,, ein ,ottstiindiges 
System" bilden) muss i~ beMen ~ltichen dieselbe seth. 

Dabei gieb~ (pug. 481) ffir Fl~ehen rail umkehrbarer Indieatrix 
das aus lauter I~iickkehrschnitten mit umkehrbarer Indieatxix bestehende 
System diese Maximalzahl; die Anzahlen ffir andere vollstgndige Systeme 
kSnnen fiir die Bes~immung nicht ohne gleiehzeiflige Unterscheidung 
der verschiedenen Arten yon Riickkehrschnitten verwendet werden. 

])ie vorstehenden Satze ergeben gleichzeitig die zu e~i~r vollst~in- 
digen .Beschreibun# einer ~Tii~he im Sinne der A,~alysis situs bezio~ich 
ihrer absoluten 3~igenschaften nothwendigen 1)aten. 

Der folgende Absehnitt beseh~ffiig~ sieh nun mit denjenigen 
Operafdonen, die ftir eine analytiseh gegebene zweidimensionale Mannig- 
faltigkei~ auszuffihren sind zurfl3estimmung tier Charakteristik. Beziiglieh 
derjenigen Unt~rsuehungen, welche fiir eine weitere Discussion der 
gestaRliehen Yerhiiltnisse einer Fl~ehe im Sinne der Analysis situs 
(also speciell z. B. fiir die EnLscheidung der in den vorstehendea 

*) Danaeh sind die schon Eingangs citirten Untersuchungen'von C. Jordan 
in dem Aufsatze ,,Sur la dgs des surfaces" (LiouvLUe's J. Serie 2,. Bd. XI, 
pug. 105), sowie die Fomulirung in w 5 der Weichold'schen Diasert~on zu 
pr~mg~iren. 

**) Vergl. p ~ .  480. 
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S~zen discu~ir~en Fragen) anzustelIea sinr se~ aaf meine , B e i ~ g e  
zur Analysis si~us I l ia  (in den Berichten der k. s~chs. Ges. d .W. zu 
Leipzig. v. J. 1887) verwiesen. 

IL Ahsc1~nitt. 

Bestimm~mg der Char~te~sGk rfir gew~se, a~mlyti~h 
gegebene, zweidimensionale lannigfal t igkei ten.  

w 
Allgemeine Formulirang f~r Fl~chen olme Singalan't~ten. 

tm dreidimensionalen Raume sei eine zweidimensionale Mannig- 
fal~gkeit folgendermassen fixirt: 

Gegeben seien zwei Fl~chen dutch ihre Gleichungen 

O) ~@, .V, ~) ---- O, *(x, V, ~) ----- O; 
w~r nehmen dieselben im Endlichen liegend ~ fibrigens aus einer be- 
liebigen Zahi yon Theilen bes~ehend an. Als das ,,Inhere" einer 
Fl~iche seien diejenigen Theile des Raumes bezeichnet, ffir welche die 
bert. Function ~ (bez. r kleiner als Null ist, und dabei s6i wisder 
das Vorzeichen yon 9 (~) so gew.~hlt, dass ~p (~) im Unendlichen 
positiv wird~ also tier ~,unendlich ferne Punk~" im Aussenraume jeder 
der Fl~chen liege. 

W i t  fragen ~mch der Ckarakteristik derje~dgen Theile vo~ q~ ~ O, 
welche im Inno'~ vo~ ~ ~ 0 livgen. 

Diese Theile bilden eine im hllgemeinen aus mehreren Stricken 
besiehende Fl~che, die yon der Randcurve ~-~-0,  ~, ~ 0 begrenzt 
isk Wir treffen zun~chsi noch die Einschr~nkung, dass dieses Gebiet 
keine singul~ren Punkte ~ weder Kno~enpunkte noch Doppelcurven 
besitze, d. h. dass die Function r y, z) night zusammen mi~ ihren 
ersten Ableitungen flir eine endliche oder unendliche Anzahl yon 
Punkten ~erschwinde. I)amit schl.iesse~ wir das Vorkommen yon ~ c h e n  
mit umkehrbarer Indicatrix aus. Aus der MSglichkeit, s die in un- 
serem Raume gelegenen Fl~hen ~fiit amkehrbarer Indica~rix die 
Normatenrich~ung in einem Punkte der Fl~che beim Durchlaufen eines 
geschlossenen Weges umzukehren, folg~ n~mlich sofort; sofern es sich 
um geschlossenv Fl~chen handelt, dass auf einem solchen Wege eine 
ungerade hnuaht real Knotenpunkte bez. Doppelcurven durchse~ 
werden miissen.*) Wit behandeIn diese Vorkommnisse besonders im 
w 13, schliessen abet bier zur fibersich~Iichen DarsteUung das Auflre~e~a 
yon D ~ r v e n  f'~r a/~ za be~ach~enden Fl~hen aas, w~ahrend 

*) VergL etwa Darboux, Leans ~ur la ~hgor~e g~a~rale des ~ ,  1~. 360. 

M~themati~che An~leza ~ 
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K~otenpunkte fiir spec~d/e Fl~chen der weiterhin zu discutirenden 
Fl~chensysteme auftreten werden, und gerade solche Punkte sich ats 
Ueberga~gsstel~ flit die bei Flatten ohne Knot~npunk~ abzu~hlende 
Charakteristik ergeben werden. 

Analog wie in w 3 des I. Theiles flit ]ineare Manni~aItigkei~en 
legen wit auch hier gewisse Entstehtmgsprocesse flit die jetzg abzu- 
zlihlenden $/• zu Grunde, welche wit in den verschiedenen Sfadien 
rechnerisch veffolgen k5nnen. Dazu bieten sich sofort drei (den im 
ersten Theile angefiihr~en analoge) Wege: 

I. Wir lassen die Fl~che ~---~ 0 ents~ehen, indem wir dieselbe 
als in irgend einer einfach unendtichen Schaar 
(3) r  y, = o 

yon F~chen enthalten denken. Kennen wit dann flit irgend ein Indi- 
viduum der Schaar die Charakteris~ik seiner innerhalb ~ ~ 0 liegenden 
Theile~ so kSnnen wit yon hier aus die Aenderungen der Charakte- 
ristik verfolgen, die sich ergeben, wenn wir die Sehaar his zu ~0 ~---0 
bin durchlaufen. 

H. Wit lassen die Mannig~ltigkei~ ~-~-O aus elner einfach un- 
endliehen Sehaav 

(3) ~ (x, y, ~, #) ~- 0 
entstehen und verfolgen, wie die Theile der fesfen Fl~ehe q)~-0  
successive in den sich ~indernden Innenraum yon $ eintre~en. 

HI. Wit nehmen sine yon q~ und ~p ganz unabh~ugige, einfaeh 
unendliehe Mannigfal~igkei~ yon Fl~chen: 
(4) X(x, y, ~, ~) ~- 0 
zu Hlilfe und achten darauf, wie sich die Oharak~eristik der im Innern 
einer solehen Fl~iehe hegenden Theite der MannigfalGgkei~ q~ ~ 0~ 
~P <~ 0 Rndert mit iindernder Fl~iche X. 

Alle diese Aendenmgen finden wieder sprungsweise start an gewissen 
besonderen Stellen der zu Grunde geleg~en Fliichensysteme. Im f~o]gen- 
den Paragraphen fixiren wit dieselben dutch Angabe der (auch geo- 
metrisch teicht zu erkennenden) Pun~charaktere ~ener Sprangs~ellen. 
Indem wit dann die Summe dieser ~Punl~tchaxa~ere ~urisd~e~ $wei be- 
sti~mf~n, ~ e n  3~s ~FlScher~y~@ms ats ura~bhSnqig yon dem s~ecietl~ 
dazwischengeschalteten Systame erkennen, ergebe~ sich wieder bemerkens- 
r Res zwische~ de~ si/aguliire~ S~etlen solcher Systeme, die 
wlr ansehliessend allgemein formuliren, um sic in w 12 an zwei ein- 
fachs~en Beispielen noeh ni0aex durchzuflihren. 



Beit r~ zur A~alysis si~s I. 491 

w  

Punktcharakter for die Sprungstellen der Charakteristik. 
Ersto Abzgklung. 

Die Charak~ristik der Theile einer'Ft~che des Sys~ms 

(2) r  V, ~, Z) ~= 0, 
welehe im Innenraume yon qJ(x~ y, ~)~--0 liegen, ~mder~ sieh, wean 
wit yon einer Fl~iche ;t zu einer folgenden X-Jr-d~t iibergehen, im All- 
gemeinen niche, solaage niehf 

A. Beriihrungen mit der Fl~iehe ~ ~ 0 ein~reben, und 
B. Singul~re Punkfie bei den Fl~ehen des Systems ~ ~ 0 auf- 

treten. 
A. Die. Beriihrungspunk~e yon Fl~chen ~ :-- 0 mi~ ~b ~-- 0 flrennen 

sich zun~ichst in soleh% ffir welche die zugeh~rige Schnlt~curve beider 
Fliichen einen isollrten bez. einen nicht isolirten Doppelpunl~ erh~t. 
Be~rach~en wit nun drei aufeinander s Fl~chen ~ ~ 0 ,  den 
Parametern (;tx--d~), ;~, (~txq-d~t) en~preehend (worin d~ eine 
positive Aenderung bezeiehnen soll), und nettmen an 

a) die Fl~iehe (~t~) berfihre in einem isolirten Punkte die Fl,~che 
qJ ~ 0. Dann kann beim Durchgang yon (;t~--d~) zu (~tz-~d~) 

a) ein Elementargebilde ~ r i m  Innenraume yon r  entstehen, 
b) ein solches versehwinden, 
e) eine Oeffnung in dem innerhalb ~-~-0 gelegenen Thefle der 

sich ~ndernden Fl~he entstehen, 
d) eine solche versehwinden. 

Die F~.lle (a) und (d) sind mit q- 1 ihrem ,,Punk~charakter" nach 
ffir die Aenderung der Charakteristik der Fl~iche q ) ~  0 in Rechnung 
zu ziehefi, die F~lle (b) und (c) mit - -  1. 

Nehmen wit andererseits an 
fi) die Fl~iehe (~ )  beriihre die Fl~ehe O ~ 0 in einem nCc/~ 

isolirten Dopp.elpnnkt~ so werden bier beim Uebergaug yon der Fl~che 
(~t,--d;t) naeh (~t~-~-d~t) entweder 

e) zwei im Innern yon q~ ~ 0 gelegene, getrenn~e Theile der 
sich ~ndernden Fl~che sich vereinigen, oder 

f) ein Fl~chenstiick in zwei sich trennen. 
Fall (e) ist mit ~ 1, Fall (f) mit -~- 1 seiaem Punlr~charak~er 

nach zu bezeichnea. 
bIun ha~ man zun '~s t  ftir die Besfimmung der Berahrongspuakte 

yon Flgehen des Systems �9 (z~ y, a, ~t) ~ 0 mi~ r ~ 0 die Bedingangs~ 
gleichungan; 
(5) r  ~ 0 ,  ~ - - z r  r  r 1 6 2  
mad dabei ~ri~ die BerOhrung in einem isofirf~n bez. nieht iso'hrf~ 
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Doppelpunkt der Schnittcurve yon @ und ~ ein, je nachdem die Deter- 
minante 

(6) H~-~}%1__z%~ %2--~%~ %3--~%~ ~3 

~1 ~ ~ 0 

positSv oder nega~iv ist. 
Die vorhhi bezeichneten Fiille (a), (d) und (e) kSnnen welter yon 

den andern (b), (c) und (f) durch das Verhalten der in das ,,Innere" der 
Fl~he r -~- 0 im Berfihrungspunkte errichteten Normalen unterschieden 
werden: In den drei erstgenannten F'&Uen treffen wir mit dieser Norma]e 
auf die Fl~he ( X ~  dit) d. h. auf die der Fl~che (2~) folgende Fliehe; in 
den drei letztgenannten F~illen triff$ die in den Innenraum yon ~p ~ - 0  
gerieh~ete Normale die Fliche ( i t~--di) ,  d . h .  die der' Fl~iche (2~) 

�9 vorangehende Fl~iche. Dieser Unterschied ergiebt sieh aber nach kurzer 
Rechnung als gegeben dutch das positive bez. negative Vorzeichen des 
Productes 
(7) %, 
wo ~ wieder die ans den Gleiehungen (5) Ftir den jeweiligen Beriihrungs- 
lounl~ berechnete Constante, (1) 4 die an eben der Stelle bereehnete Ab- 
leitung yon q) naeh dem Parameter it bezeiehnet. 

So eryiebt sich sehliesslich der Punl~tchara~er -~ 1 bez. - - 1  fi~r 
die Beriihrung~unkte der _~liichen des Systems @ ~ 0 mit ~p-~-0 fiir 
die gewollte Abziihlung als gegeben &arch das 1positive be~. negative Vor- 
zeichen des t)roductes der beiden A~sdriicke (6)~ (7) a~o (indem wit 
wieder van der scIwn im erstv~ Theil (vgl. pag. 469) angewandten 
K~'onecker'schen Bezeichnungsweise Gebraueh machen) aus der Formal: 
(8) [~. r  H~]. 

B. Nun haben wir noch zu untersuehen wie sieh die Charakte- 
ristik inderr beim Durehgang dutch einen singuli4ren Punkt des Systems. 
Es sind dies die im Innern yon ~p-----0 gelegenen S~ellen, fiir welehe 
(9) r  % = 0 ,  
wird, die ~notenlounkte des Systems, sofern wit bier yon der Behando 
lung weiterer Singulari~ten ubsehen. Sie trennen sieh in 

a) Knotenpunkte mi~ imaginirem Tangentialkegel (isolirb Kuobn- 
pu~kte) und 

~) Knobnpunkb mit reellem Tangentialkegel (nichtisolh4e Knoten- 
punkte). 

(a) En~steht ein isolirter Knotentner&t dadurch, dass beim Ueber- 
gang yon der ,,vorausgehenden" Fl~che ha -- d ~ ,  durch its, z~ ~ -~- d2 
(der auf den Kno~npunk$ folgenden Fl~che) ein neuer, den Kno~en- 
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punk~ ellipsoidisch umgebender Fl~chen~heil auriga, ~so ~nder~ sich 
dabei die Charakteristik der sich deformirenden Fl~che r  + 2; 

(b) Sie ~ndert s~ch umgekehrt um - -  2~ wenn im Jsolh,~en Kno~eno 
punkte ein solcher ellip~iseher Fl~hentheil versehwindet; 

(e) Wenn beim Durchgang dureh einen nichtisotirte~ K n o t e ~ z ~  
ein Fl~hentheil (der in der Ann~iherung an den Knotenpunl~ hyper- 
bolische Krfimmung aufweist) abgesehn~r~ wird in zwei (nach dem 
Durehgang dureh den Knotenpunkt elliptisch gekrfimm~e) Theile, so 
wird dadureh die Charakterisfik um -~-2 ge~nder~, w~ihrend sie sich 
umgekehr~ 

(d) um - - 2  ~indert, wenn dieser Uebergang ia der entgegenge- 
se~zten Rich~ung effolg~. 

Die hiermit bezeichneten Untersehiede Iassen sich analyfiseh wieder 
auf die einfachste Weise fixiren und man erhi~lt den Satz: 

Der .P~nl~tcharakter der dutch die Gleichungen (9) defi~irte~ singu- 
l(~ren Punl~e ( Knotenpunld~e) des ~'7~ivlte~cystems q) ~- 0 im InnO~a yon 
r ~---0 ist gegeben dutch den Ausdrud~: 

Ir c% (to) c% % 1 ,  
I r CO3~ r 

(i~ welchem r ugeder die Ableitun# nach ~ bezeich~t). Der Factor 2 
entspricht dem Umstande, class f~r unsere Charakterist~7~ naeh dem 
Obigen alas Gewicht ~ singultiren 2unkte gleicl~ 4- 2 ist. 

Die Gesammt~ndertmg, welehe die Charakteristik der im Ianera 
yon ~p ~--0 gelegenen Theile ether Fl~ehe CO ~ 0 erleidet, wenn wir 
yon der Fl~ehe ira zu einer maderen it~ fibergehen, d. i. die Differenz 
der Oharakteristiken beider Fl~iehea ist unabhiingig yon dem Wege, auf 
welchem wit  van der Ausgangsflgche CO(x, y, z, ~t~) ~-- 0 zur ~ndfliiche 
CO(x, y, z, ~t~) ~ 0 iibergehen. Sie wird ausgedrfickt Ms Summe fiber 
die Punktcharakr einmal der Beriihrungspunkte der Fl~chen r 
mit ~p ~ 0, also der Doppelpunkte des auf ~p == 0 dutch die Flii chen 
des Systems CO ~ 0 ausgesehnittenen Curvensys~ems, dann fiber die 
Panktcharaktere der Knotenpunk~e "des Fliichensystems; somit ergiebt 
~ich e~ne Relation f'~r die Anzahl dieser den l~egdn (h) und (B) ge~r~ss 
abzuz~Idende~ singulY~ren /~tellen [d/r ixgend welvhe e, on~uirlicJ~,~ 
l~l~ichensysteme, welche wit ~wischen diese b ~  s als G~re~en 
einschalten mSgen ; diese Anzahl ist ntimlich stets 91eich dem Unter- 
schied do" Charald;eristikvn jener bei3za Gre~fliivhv~. 
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w  

Punktcharakter fiir die Sprungstollon dot 0haraktoristik. 
Zweite AbzfiJahng. 

Fragen wir naeh den Aenderungen, welche die Charak~erisgik der 
im Innern yon $ ~ 0 gelegenen Theile yon r ~ 0 erleiden, wenn 
wir diesen Innenraum ab~ndern~ so kommen hier nut die Bertihrungs- 
stellen der (jetz~ festen) Fliiche r ~ 0 mit der sich ~mdernden Fliiche 

@) y, t,) = o  
in Betracht. Diese Stellen sind definirt dutch die Gleichungen 

(11) r W~0, ~l~u~---O,  We~uq~-~-~0, ~s- -~0s~0.  
l%hmen wit nuI~ zun~chs~ an, der Innenraum yon ~/ wi~chst mit 
wachsendem Parameter ~ (also q~a ist an der be~r. S~elle nega~iv), so 
erkennt man~ aus analogen geometrischen Ueberlogungen wie bei I, 
leicht, dass dann eine Beriihrung yon 9 mit einer Fli~cho ~/ mit + 1 ,  
bez. ~ 1  lilt-die Aenderung der Charakteristik z~ihl~ je nachdem die- 
selbe in einem isolirten oder nicht isolirten Punkte erfolgt; mid dass 
sich diese Aenderung amkehrt~ wenn an der Berfihrungsstelle der 
Innenraum ~ mit wachsendem ~ abnimmt (d. h. wenn ~a posi~iv ist). 
Nun wird abet tier Unterschied der Berfihrung in einem isolirten bez. 
nichfisolir~en Punkte gegeben dutch das positive bez. negatdve Vor- 
zeichen d~r Determinaute 

~tt~l  - -  ~ 921 
(12) H~, ,  ~ ~ i  --,Ft~gal 

und also ergiebt sich schliesslich f~r diese Abz~hlung d~r P u ~ h a r a k t ~  
der dutch die Gleicktmgen (11) definirte~ S t d ~  dutch die I~ormd 

(13) [ - -  V4 " H ~l.  

Betraahten wit j~tz~ in eine~a Intervalle zwischen zwei Fli4chen 
V(x, it, z~ t~) ~-- 0 und uJ(x, y, z, ~ )  ~- 0 die &enderung der Charakte- 
ristik der Fl~che ~-~-0,  so bleib~ diese Zaht, analog wie bei der 
ersten kbz~hlung wieder unge'~uder~ auf welche Weise wit auch yon 
der einen Flgche zur andern dutch ein contSnus Fl~ehensystem 
tibergehen; as ergiebt sich a~so ei~e zweite Rdation fiir die ~e~hrungs- 
1~unMe get F~che 9 ~ 0 mit irge~ ~e~che~ zwisehe~ den beiden 
~Y~che~ ~ ( ~ ) ~ _  0 und ~ ( ~ ) - ~  0 eingeschalteten FlSchemysteme~. 
~O/e~e~e besagt, class die nach Formel (13) abgezSJdte ZahZ ~ ~e- 
riihrungspunMe dues sol~e~ Bystems mi~ d~r ~ ~ ~ 0 (die 
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Doppelpunkte eia~es auf ~ ~ 0 dutch die _~chen des Systems aus 
geschnittenen Cu~vensystems) stets gleich der Differem der Oharakte- 
r~s'~iken der innerha~ W(~,~)~-- O-und ~(~.~) ~-- 0 gdegenen Thdle yon 
~ ~ 0 ist*). 

Wir heben bier gleieh noch den speciellen besonders ansehaulichen 
Fall hervor, in welchem das auf der FIRche ~ ~ 0 dutch ein System 

~---0 entstehende Curvensystem in dem betraehteten Intervall ~a his 
/~ die Fl~che ~ ~ 0 nut einfach bedeclrt. Die n~ihere Discussion 
fiigen wir den Entwiekelungen des folgenden Paragraphen an. 

w 

Pnnlrteharaktor f-dr die Sprangstellen der 0harakteri_stik. 
Dritte A~ung. 

Betrachten wir drit~ens die Aenderungen, welche die Charalrteristik 
der Mannigfaltigkeit qo ~ 0~ @ < 0 erleidet~ wenn wir ein Fr~chen- 
system 

(4) X(x, y, z, ~) =0 

4urch]aufen und dabei immer die in das Innere. einer Fl~che X~0 ein- 
tretenden Theilejener Mannigfaltigkeit abziihlen. Fiir diese Aenderungen 
kommen in Betrach~: 

A. Die Beriihrungsstellen der Fl~iehe 9 -~- 0 mit den Fl~chen des 
Systems X ~ 0 ~  soweit sie im ~nern yon @-~-0 liegen~ also die 
Stellen ffir welehe 

~ 0 ,  X-----0~ r  

(14) Xi - -  ~ I  = O, X2 - -  ~q~ ~ O, X3 ~ xep~ = 0 

ist. $ie z~hlen genau wie die enLspreehenden BerfiJarungspunkte yon 
r ~- 0 mit �9 ~-- 0 der vorigen Abzi~hlung II (Formel (12) u. (13))~ si~ 
also ihrem })unktcharal~ter nach gegebe~ dutch die Formel: 

(15) E-- X,. Hx]. 
B. Die Beriihrungsstel]en der Fl~chen X ~ - 0  mi~ der Randcurve 

~ 0, ~ ~--- 0 unserer abzuzRhlenden Mannigf~tigkeit~ also die Stellen, 
f ~  welche die Gleichungen 

(16) ~- -0 ,  ,----.0, X--~O, Zi=O, 

*) Dabei bezieht sieh diese RelaCion~ was zum Vergleich mit tier im vorigen 
Paragraphen gegebenen hervorgehoben sein mag, je~z~ l~digI~l~ auf r 
pu~/~ d~ G ~ s g s t ~ ,  w~trend die in ~ 7 gegebene die Doppelpunl~e eines 
Cmwensystems (dort auf.~-~ 0 en~stauden) mit den Knotenlaunl~ de~ z ~ -  
h6rigen Flltchensys~ems (dert ~(~t)~ 0) in Beziehung setz~ 
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efffillt sind, wo A die Functionaldeterminante der drei Functionen 
~p, % X bedeutet: 

A ~  9~ ~2 X~ 

ttier trennen wir zun~chst vier Arten der Berfihrung, indem wit 
ffir die beiden sich berfikrenden Raumeurven, in welehen die Fl~che 
q~ ~ - 0  yon den anderen ~ ~ - 0  und X ~--0 geschnitten wird, die 
,,innere" und ,,~ussere" Berfihrung (auf der Fl~che ~ ~- 0 betrachtet) 
in derselben Weise unterscheiden, wie wit dies in w 4 des ersten Theiles 
flit zwei sich berf~hrende ebene Curven gethan haben. ])ann haben wit, 
wie dor~: 

(b) 
(Fig. llo) !(Fig.] 1 d Die Curve 9 0, :Fig'll~)t(Fig'll~ 

~ - -0ver lRuf t im Aussen-lAussen-I I n n e n - I n n e n -  

Die Curve ~ ~ 0, 
X ~-- 0 verl~uft im 

raum I raum 

i 
Aussen- f Innen- 

raum } raum 
I 
I 

raum raum 

Aussen-i Innen- 
raum raum 

der Curve q0~---0, 
X~--O. 

I der Curve ~p~0, 
r  

Nehmen wir nun an, das Innengebie~ yon X - - 0  w~chs~ mi~ wachsen- 
dem Parameter v,  so en~steht (vergl. die Figuren 11")) in Fall (a) eine 
ElementartI~che im Innern yon X, wKhrend in Fall (x;) die Vereinigung 
zweier Gebiete stat~ hat; in den F~llen (b) und (c) ~rit~ dagegen keine 
die Charakteristik ~ndernde Umformung ein. 

Nehmen wit abet an~ das Innengebiet yon X ~ 0 nimm~ ab mi~ 
waehsendem Parameter v,  so verschwindet jetzt  umgekehrt in Fall (a) 
eine ElementarflKche aus dem Innenraum X ~ - 0 ,  in Fall (d) ~ritt eine 
Trennung eines Fl~chens~fickes ein, w~hrend wieder die F~tle (b) und 
(c) die Charakteristik nicht ~ndern. 

Je  nachdem also mi~ waehsendem v der innenraum yon X ~ 0 
w~chs~ oder abnimmt~ d. h. also je naehdem an der .herr. Stelle X 4 
negativ beziehungsweise posit~v is~, z~hlt 

Fall (a) mit + 1 bez. - -  1, 
Fall (d) mit - -  I bez. + 1, 
F'alte (b) und (c) mi~ 0 

*) In den Figuren sind die InnenrRume ~e ~der beiden Curven qp-~-0, ~ 0  
(Curve 1) und ~ 0 ,  X~--0 (Curve 2~) durch Schraffirung bezeichne~ und ausser- 
dem tier beim Uebergang yon der berfibxenden Curve (2~) zu ihrer fehjende~ (2s) 
in de~ Innenraum yen (1) tre~ende Theil des Innern yon (2a) besonders hervor- 
gehoben. 
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fEr did Aenderung der Charak~ed~tik beim D u r c h ~ g  dutch die 
Sprungstelle. 

Die vier F~tle aind nun analy~sch [genau den in Theil t (w 4) 
fox ebene Carven abgelei~e~u Formelu ea~sprec~end] nach den Vor- 
zeichen ~weier Determinauten ~a unterscheidenj welche bier die Form 
annehmen: 

(17) ex=~ ~ 0~ A~, 

beziehungswebe 
qh AI X~ [ 

(18) 8~= 92 A2 X~ i 
~s As X~ 

in welcher At, A~, A~ die pa~ielten Ableihmgen nach x,  y ,  ~ tier 
obigen Func~onaide~erminante A bedeuten. Und zwar is~, anaIog 
wie doff: 

posifiv in Fall (a) und (b), 
Ox nega~iv in Fail (c) und (d); 

(10 
positiv in Fall (a) trod (e), 

O~ negativ in Fall (b) und (~. 

F_~ 15sst sich sonach der Pun~dharald~r unserer dutch die Oleicl~u~gen 
(16) gegebenen ~gihrungss~en ~rch die _~ormd dars td~  : 

(.,o) [- x, .  + 
in weleher alle eckigen Klammern die eingefRhrb Bedeutung besi~zen. 
Fiir negative X 4 ziihlt nimlieh danach Fall (a) mi~ --{- I, Fall (d) mi~ 
- -  I, den gleichea u yon O~ und 0~, entsprechend, wie es 
sein sell; wRhrend die F~lle (b) und (c) dadureh als Null z~hlen, dass 
bier(it der zweite "Faetor~ den entgegengesetzten Vorzeichen yon O~c 
und O~ gem~ss, Null ergiebt; fib positives X~ tritt die entgegengesetzte 
Z~hlung ein. 

Man kann diese Darstellung (20) ftir die Charakbre der Be- 
rfihrungspunkb, sofern man die Ftlle (b) und (e), die aIs Null zu 
z~hlen sh~d, dutch die Ungleic'hung 

Ox. O,~ > 0 
(vergl. die Beziehungen (19)) a~sschliesst, aue~ erse~zen dutch die 
anderen: 

[ -  x,- ox] oae  [ -  x,- 
8ummiren wir wieder die Punktcharak~re yon elner Anf~gs- 

fl~che v~ bis zu einer Endfl~he vp, so erhaI~en w~r damit die Aaudem~g 
der Charalr~eristLk yon ~p ~ 0 in jenem Intervail; diese Zahl, als die 
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Differenz der Charakteristiken der im Innern yon X,(v~,)~ 0 bez. yon 
X(v~) ~ 0 gelegenea Theile voa'~0 ~ 0~ is~ wieder unabhgngig yon dem 
specie]lea, zwisehen jene beiden Endflgchen eingesehalteten Fl~hen- 
system, und somi~ ergieb~ sich wieder eine t~elation zwischen den eben 
fixirten singul~ren t)unkten~ ntimlich den 1)opt~dFankten irgend wdeher auf 

-~- 0 im Innern yon @ ~ 0 zwisehen jenen Grenzcurven X (v~) ~ 0 
und X (~'~) ~ 0 eingeschalteten Curvensysteme und den Beriihru~gszuunkten 
derselben mit get Curve ~ ~ O, ~ ~ O. 

w 10. 

Spe~ialisirung der letzten Abz~lung. 

Die Abz~hlung gewinnt eine besonders anschauliche und iibersieh~- 
liche Form, wenn wir zun~chs~ das auf ~----0 en~s~ehende Curven- 
system als di~ ~7~iche einfach iiSerdec~end voraussetzen. Es hegen dann 
auch die Schnitflinien ~ und S~, einmal der Fliichen X(v~)~--0 (kurz 
mit X. bezeiehnet) mi~ dem Gebiet ~---~ O~ ~p ~ O~ dann der Fl~iehe 

x 0'~ < o 
x (~ )  < o 

Pr 

& 

x ( ~ ) >  o 
x 0,~) < o 

tp.fl 

s ,  
x(~ . )> o 
x (~)  > o 

~ ~ll'll ~ gelegen besitze die 
S~ Charakteris~ik K , ;  

ebenso besi~en die 
weir aus der Figur abzulesenden Theile ~p~, ~0~, ePr, ep~ des Ge- 
bietes r ~- 0, ,p < 0 bez. die Charakteristiken .~Y_~p, Kp, K~, K,~. 

Nehmen wit dann an, die Curve S~, in weleher sich das Gebie~ 
~0a~ an ~ anschliesst, bestehe aus s~ einzelnen Curvenstficken und 
weiter noch einer beliebigen Zahl gesehlossener Curvenziige (besit~e 
also nach Theil I die Charakteristik .dYz~ S,), so folg4 aus dem Satze 3 
w 2 (pag. 476) sofor~ die Relation 

und ebens% wenn die Fl~ehe tp~t~ sich an ~ l~ugs sfl einzelnen 
Ourvenstiieken und wei~er l~ngs einer gewissen Zahl geschlossener 

x (v~) ----- o (xt~) ~i~ 
~p = O, r < 0 val l ig 
getrennt yon einander. 
Sie ~heilen das Gebie~ 
!P ~ O, ~p < 0 in drei 
Theile, fiir welche wir 
die in der nebenstehen- 
den sehematisehen Fig. 
fixirten Bezeichnungen 
einfiihren: Das Gebie~ 
q~ fin lnnernderFl~iche 
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Curvenzfige ansohliesst (also die Curve B~ yon der Charak~r]sf~ 
"Kx ~ ~8 ist)~ ergieb~ sich 

Die Charakterist~ K~S des F1Rchenst~iekes ~t~ sf~ht also in einfachsf~r 
Beziehung zu der Differenz Ky- -K~ ,  die wit nach den Regeln des 
vorigen Paragraphen abz~h]en~ wenn wit das Curvensys~em X(~) == 0 
in der Richtung yon X~ nach X~ durcblanfen. Wegen des vorausge- 
se~zten e{nfach ~iberdeckenden Curvensystems X wechselt nun die Ab- 
leitung yon X nach dem Paramef~r v~ X~, innerhalb des In~ervalls ihr 
Zeichen nicht, ist vielmehr (wit haben B~ in~erha~b 8~ angen0mmen) 
besfRndig negativ. Sonach ist~ nach Formel (15) und (20) direct 

oder in anderer Form mit Weglassen tier einen eckigen Klammer ge- 
schrieben: 

wobei sich die erste Summe auf alle Doppelpunk~e des Carvensysf~ms 
innerhalb des Gebietes ~0~, die zwei~e auf alle Berahrangspunl~ 
dleses Curvensys~ems mit dem Rande ~ = 0~ ~ = 0 bezieht. Diese 
lef~eren sind dabei in die Ber~ihrungen (a), (b), (c), (d) geschiede~ 
(vergl. Fig. 11) wobei die Formel die Punkte (a) und (g) bez. mi~ 
-]- 1 und ~ 1, die Punlde (b) und (c) mit Null in Rechnung zieht. 

Gehen wit nun, das Curvensysfem in umgekehrfer Rich~ung yon 
X,~ nach X~ durchIaufend yon (]em Gebie~ ~p,~ aus, so erhaRen wit 
dutch eine analoge AbzRhlung die Differenz ~ $ -  K~. Sie sefz.~ sich 
wieder aus der Summe fiber die Doppelpunk~e des Gebie~s ~p,~ und 
der Samme fiber die obigen Berfihrangspunk~e zusammen; nut sind 
die letzteren jetz~ wegen des umgekehrten Sinnes, in welchem wit 
das Curvensystem durchlaufen~ derar~ in Rechnung zu ziehen, dass die 
eben unterschiedenen Punkte (a) und (d) mit Null, die lhmkf~ (b) 
und (c) abet mi~ -{-1 bez. ~ 1 z~hlen. So kommt mit B~fick- 
sichtigung dex oben gegebenen Unterscheidtmg die zwei~e Formeh 

die Summen auf dieselben Punkte ausgedehn~ wie vorh~ Dur~ 
Addition der beiden Formeln (23) udd (24) und Verbindung mit (21) 
und (2~) ergieb~ sich dann ftlr d/~ ~ a r a ~  get ~ 9 ~  d/v 

+ + + 
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we die ers~e Summe sich auf alle Dolopelpunkte des Curvensys~ems 
X ~=-0 im Innern yon ~p~  die zwei~e sieh auf alle Beriihrungsst~llen 
yon X ~ 0 mit dem yon der Carve ~p ~-- 0~ 7p ~ 0 gebi]deten Rand 
der Fl~che erstreckt. 

Die Doplaelpunk~e sind dabei un~erschieden als isolir~e (27 1) bez. 
nicht isolirte ( - -1)  DoppelpunkCe, die Bertihrungspunkte des Curven- 
~ystems mit dem Rande abet in dieser Formel lediglich danach, ob 
die Carve r ~ 0, ~p ~ 0 yon der betreffenden Carve des Systems im 
Aussenraume (27 1; Fil le (a) and (e)), bez. im Innenraume ( - -  1 ~ F~lle 
(b) und (d)) yon ~p ~---0 beriihrt wird. s ,  2 7 s~ ist die Charakteristik 
K z der beiden Curven B~ trod Sti , welche, dem Curvensystem • ~--0 
angehSrig, neben der Curve ~p~---~ 0, ~P ~-- 0 als Begrenzung des Gebietes 
~ 8  auf~reten. Diese Curven kommen also nur mi~ ihren getrennten 
Begrenzungssttieken fiir die Charakteristik K ~  in Rechnung, w~hrend 
noeh vorhandene geschlossene Ziige derselben ohne Einfluss bleiben. 

Die Formel gieb~ gleichzeitig auch eine geometrische Deutang" fiir 
die im vorigen Paragraphen gegebene allgemeine Darstellung, die sich 
auf ein beliebig vielfach yon Carven X ~ 0 bedeekf~s Gebie~ der 
Fliche r ~ 0 bezieht, wenn wit beachten, dass wit ein solehes'sofor~ 
in eine Summe einzelner einfaeh iiberdeekter Gebiete dutch den Schni~t 
yon ~p ~ 0 mi~ Xa -~- 0 zerlegen kSnnen (welcher die Umhiillungscurve 
des Curvensystems X ~ 0, 9~ ~ 0 bezeichnet). Es handelt sich dann 
um die Summe der Charakteristiken dieser einzelnen Theile,  die sich 
liings jener Umhiillungscarve aneinanderschliessen and dem Vorzeichen 
yon Xa entsprechend als yositive bez. negative Ueberdeckungen der 
Fl~r 9)~--0 zu zihlen sind.*) 

w 11. 

Verallgemeinerung der vorigen Abzihlung. 

Die in der Formel (25) getroffene Abz~hlung der singul~ren Punk~e 
erweist sich als unabhgngig yon der l~ichtung~ in u, elcher wi t  das 
Curvensystem • ~ 0 durchlaufen, und dieser Umstand gieb~ in lass  zu 
ether Erweiterung der hbz~hlung auf Curvensysteme, die in irgend 
weleher Weise ein Gebiet ~0,~ iiberdeeken, ohne Riicksich~ darauf, ob 
es mSglich ist, ein soIehes System in einem bestimmten Sinne zu 
durchlaufen oder niehk Es set diese allgemeine Formel~ in welche 
wit gleiehzeitig singul~e Punkte irgend welcher Ar~ mi~ einbegreifen 

*) Beil~ufig bemerlr~ er~ebt sich anderersei~s die Charakterisfik der I,[eber- 
deekung tier Fl~he ~ ~-- 0 mit dem Systeme X ~- O, diese als eine mehrbl~i~rig 
~ber ~-~ 0 ausgebrei~te Fliehe aufgefasst, wenn wit alle Ueberdeckungen in 
demsdben Sinne addJren~ also die in Fomel (15) und (20) gegebenezi puaktcharalr~re 
mis Weglassung je ties Facets (--X4) summiren. 
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wollen~ wieder ffir ein die betreffende Fl~che vinfaeh fiberdeckendes 
System~ noch en~wickelt; wit sehen dabei yon einer analytisahen Dar- 
stellung ab. 

Bezeichne/~ irgend eine, aus einer beliebigen Anzahl yon Theflen 
bes~ehende Fl~ehe. Wir tragen aus ihr ein Curvensystem ein, so be- 
schaffen, dass durch jeden Punkt der Fl~che im Allgemeinen nut eine 
einzige Curve des Systems hindurehgeh~. Nur yon singul~ren Punkten 
mSgen mehrere Zweige auslaufen, so zwar, dass yon einem Punkte 

~ ,  den wit als im Innern der Fl~iehe~gelegen annehmen, st Zweige 

auslaufen; yon einem Punkte .P~ auf dem Rande ebenso st Zweige sich 
in das Innere tier Fl~c~e erstrecken, st sei dabei eine beliebige der 

r 

Zahlen 0, 1, 2 . . .  ~ .  Nun seien die Punkte :P~, P= je in der ZahI 

2=, P= auf $' vorhanden, wobei P2 und (falls ~" nieht geschlossen, 

oder nut yon Curven des Systems begrenzt is~) auch Pl gleich unendliah 
ist, w~ihrend wir alle fibrigen Punkte~ die singul~iren Punkte des Systems~ 
als in endlieher Zaht und discre~ auf _~' vertheil~ amaehmen. Endheh 
mSgen Curven des Systems auch als theilweise Begrenzungen der Fl~che 

auftreten und zwar sei K x die Charak~eris4ik der genannten als Be- 
grenzung auftretenden Curven des Systems (die dann aus ~ Curven- 
stricken und einer beliebigen Zahl gesehlossener Curven bestehen). 

1)ann besteht ~wisct~n jenen sing~'ren 2unkten und der Charakte- 
risti~ ~: der ~l~che t ~ die einfache ~e~iehung: 

(26) ~ : = -  (st_~)~. _ (st- 1)~. +~| + ~ : .  

wobei sieh die Summen nur auf die e~u~//chert Indices n beziehen**). 
Insofern wir davon absehen, ob ein solches Curvensys~m in einer be- 
stimmten Rich~ung durchlaufen werden kann oder nicht~, ist~ ein yon 
den friiheren Entwickelungen, die stets auf einen En~tehungsprocess 
der Mannigfaltigkeit recurrir~en~ unabhiingiger~ gesonder~er Beweis ffir 
die Formel zu erbringen. Wit verwandeln zu dem Ende die Fl~che 
~' dadurch in eine neue /F', dass wir zun~hsl; alle im Innern befmd- 
lichen singul~iren Punkte durch Anbringung kreisfSrmiger Schui~e 
herausschneiden - -  wodurch die Charakterist/k K um die A__~I aller 

9" 
~) Die Punk~ Pc k~nnen dabei, indem wit uns das Curvensys~m aueh 

fiber den Rand der Fl~che hinaus fo~gese~z~ denken, als den ,Ber~htungen y o n  
r als . 

Aussen" en~preehend betxach~e~ werden, die punkte Ps den ~Be~rungen 
yon Innen" en~prechend. ~ ~. 

~*) Ma~ erkennt, dass in der Formel die nich~ ~ngut~en Pauk~e/% und/~t 
yon vornher~in wegfaUen. 
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dieser Punkte verminder~ wird - -  und dann auch aIle singul~ren Punk~e 
auf dem Rande mit Ausnahme derjenigen, yon welehen zwei Zweige 
in das Innere ]aufen und der isolir~en Punk~e auf dem Rande (also 

r r 

der Punk~e /~  und/~ Es zeigt sich dann (vgL die Figuren 12, a - - f  
i t l i r r 

fiir die Punkte Po, /~,  /)3, :P~; /)~, P~), dass alle diese Punkte 
F T 

~qaivalent sind einer gewissen Zahl yon Punkten _P~ und iPo, so zwar 
dass die Differenz tier Anza~l dieser auf dem Rande neu entstandenen 

Punkte ~e und :Po jedesmal ein Charak~eristicum des besonderen 
singul~rea Panktes is~. Bezeichnen wit diese Differenz mi~ d, so ist 
wie aus den Figuren ersichflich diese Differenz: 

i 

fiir einen Punk~ iP,: 
i 

i 

(27) ffir einen Pnnk~ /~| is~ 
i 

r 

ffir einen Punk~ des Randes P~ is~: 
r 

d, = (n--i); 
r 

ffir Pankte ~P~ des Randes is?G zu beaehten, in weleher Weise sich 
die Randcurve gegen die Curven des Systems verh~lt. Die Figuren 12 
kennzeiehnen die verschiedenen M5gtichkei~en, wonach ein solcher 
Punkt bez. mit den Zahlen 0~ 1, 2 ikluiva|ent wird. In der Abz~hlung 

sei nur die ersfe Form des Punktes/~ berticksiehtigt, indem wit die 

andern jederzeit als die Combination eines Punk-~es ~ mit einem, bez. 
y 

zwei Punkten /)o in Reehnung ziehen kSnnen. Die neue Fl~che .F', 
t 

yon der Charak~ristik ~K minus Anzahl alter Punkte .P~ besitz~ j e ~  

im Innern keinertei singul~ire Punkte, ~auf dem Rande nur Punkte /~2 
r 

und /)o (,,inhere" und ,,~ussere Beriihrungspunkte" der Systemeurven 
mit dem Rande); ausserdem besteht der Rand noch aus Curvenziigen 
yon der Gesammtcharakteris~ikK :~, welehe dem Curvensystem angehSren. 

JF, iir diese -~iche gilt nu~ abet der /Jars, dass ihre Chara~teristik 

gleich ist der Differenz tier Anzald der Punkte 1)~ und -Po vermehrt 
um d~e Zahl ~ z  Wie n~mlieh auch das Curvensystem auf ~ '  be- 
schaffen sein mag, wir kSnnen//"  stets durch geeignete Qaersehnit~e 
in solche einzelne Gebie~e zerlegen, fiir welche das in einem Gebiet 
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enthaltene Curvensys~em in bestimmter Richtung zu durehlaufen ist~ 
dann liisst sich jedenfalts fiir diese Theite einzeln der frfiher enCwickelte 
Satz anwenden. Die Summation ergiebt aber dann, insofern die dutch 
die Zerschneidung neu entstandenen Querschni~te sieh bei der Zu- 
sammensetzung wieder compensiren, direct die Erweiterung des Satzes 
fiir ein beliebiges Gebiet F ' .  Gehen wir endlieh yon hier auf die 
Fl~che/~" zuriick, jeden singul~ren Punkt seiner ibm ~quivalenten Zahl 
gemgss (nach Formel (27)) in Rechnung ziehend~ so folgt sofor~ die 
obige allgemeine Formel (26). Auch bier l~si sich dann, wenn wir 
nur mehrfache Ueberdec]~ungen dutch ganz willkiirliche Curvensysteme 
yon einander zu trennen vermSgen, die Ausdehnung auf ganz beliebige 
einfach unendllche Curvensysteme fixiren. 

Zur Veranschauliehung der Abz~hlung mSgen die in Fig. 2 (Tafel I) 
gezeichneten Curvensysteme dienen, aus deren nach den gegenw~r~gen 
Regeln abgez~hlten singul~ren Punkten sich sofor~ die Charak~e~stiken 
etwa der Siiicke der Ebene ergeben~ in weiche dieselbe dutch die 
stark ausgezeiehneten beiden Cur~en zerir~lt~. 

w 12. 

Analytische Boispielo ftir die S.mmation dor Punktcharaktere. 
Ourvatura int~gra einor g~s~hloss~n~n Fl~h~. 

Wir w~len zwei Beispiele einfachster Ar~ fiir die Abz~ihlung der 
Charakteristik einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit: 

1. Beispie l .  Gegeben sei die Gle@t~un 9 einer ebenen Curve 
9 (x, y) ~-- 0; welches ist die Chara~eristi~ des Innenrau~es 9 < 07 

I. Zun~chst lassen wit die Curve 9 ~ 0 ents~ehen aus dem Curven- 
system 

welches wit schon in w 5 des ersten Theiles betrachte~ haben. Dasselbe 
besi~z~ f~ir ~ < 0 eine gewisse Zahl singuli~rer Punk~e~ ffir welche 

91-~-0, 9 ~ 0  

ist. Da der Innenraum der Curven 9 ~ ~ ~ 0 bes~ndig w~chst, mit 
wachsendem Parameter ~, is~ jeder isolir~e Doppelpunkt mi~ -~-1, 
jeder nicht isolirte mi~ ~ 1 fiir die Charak~eris~ik des Innenraumes 
zu z~hlen und daher gieb~ die 

ausgedehn~ fiber alle Punkte 

9 < 0 ,  9 , = 0 ,  9 ~ 0  
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die fragliche Charakteristik und kennzeiehne~ sich dami~ als Chara~ 
ter/stz7~ des ~'unc~/onensystems 
(28) ~p = O, ~1 ---- O, cp2 ~ 0 
im Binne van Kronecher.*) 

II. Lassen wir den Innenraum r < 0 andererseits (in Analogie 
mi~ der in w 9 getroffenen Abz~hlung) dadurch en~stehen~ dass wir 
eine horizon~le Gerade 

y - - v ~ - O  
mi~,waehsender Cons~anten v fiber die Curve glei~en lassen und jedes- 
real die unterhalb der Geraden liegenden Theile des Innenraumes be- 
trachten, so ist deren Charak~eristik (lurch eine Summe fiber die Be- 
r~ahrungspunk~e horizontaler Tangen~en an die Curve gegeben~ in 
weleher 

Minima mi~ iiusserer Berfihrung mit --}-1, 
Maxima mit innerer Beriihrung mi~ - -  1 

zu zghlen sind~ wghrend bei Minimis mi~ innerer, bei Maximis mit 
~usserer Berfihrung die Charakteristik nieht gd~ndert wird. Die ent- 
sprechende Formel: 

K 

die Summe~ ausgedehn~ fiber aUe Punkte 

~ - - 0 ,  ~ 0 ,  ~ 2 < 0 ,  

~eigt sich wieder als die Xronec~er'sche Charakteristik des ]Functionen- 
systems (28) in einer zweiten Form. 

III. Die Beziehung zwischen den s~mmtlichea Beriihrungspunkten, 
weiche sieh in der Formel: 

0 
ffir 

~ = 0 ~  ~ 1 ~ - 0  

ausdrfielr~, ergieb~ die Abzii~lung auch in der Form 
1 

K -= T ~ ,  [~,l], 

die Summe ~ber alle Punkte 

~-~-0 ,  ~a -~- 0 
ausgedehnt, und stellt so diree~ einen speciellen Fall der Formel (26) 
pag. 501 analytisch dar. 

2. Be i sp ie l .  Gegeben sei die Gle~hwag einer _Fliiche ~ ( x, y,~) ~ O. 
Welches ist ihre Chgrakteristik? 

*) Man vergl, bier wieder die Eingangs c i ~ e n  Auf~tze yon Kronecker. 
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L Wit lassen die Fl~che ~ ~-O ent~ehea aus einem Fl~hen- 
system 

welches f~ir ~ < 0 das lnnere der (ira Endlichen augenommenen) 
Fl~ehe ~ ~ 0 einfach und lfickenlos ausffill~, dabei schliesslieh in 
einzelne isolir~e Knotenpunkte sich zusammenziehend. Es existS~ also 
eine bestimmte untere Grenze ~, flit welche die Charak~eris~ik der 
Fl~che 0 is~. Von ihr beglnnend berechnen wit die Oharak~ristik 
der FI~che ~0 ~ 0 se'Ibst, dutch eine Summation fiber aUe Kuoten- 
punkte des Fl~iehensystems, diese dabei ira Sinne der in w 7 getroffenen 
Abz~hlung un~erscheidend. So ergieb~ sieh die CharakteHs~/k- 

~n 

die Summe fiber a~le l~unlr~ 

~ . ~ 0 ,  % ~ 0 ,  ~----0,  ~ s ~ O  

ers~reckt. Sie stellt sich also his auf den Factor 2 dar als K~or~ecker'sche 
Charakteristik des P~ctionensystems 
(29) ~ 0 ,  ~ i - ~ 0 ,  ~ 2 ~ 0 ,  ~ 3 ~ 0 .  

II. Gehen wit anderersei~ (in AnalogUe mit der Abz~hlnng des 
w 9) yon einem auf der Fl~che ~ ~ 0 verzeichneten Carvensystem 
aus, indem wir die Fl~ehe mit Ebenen, p ~ l e l  etwa zur (x~/) Ebene 

sehnes so erg~eb~ sich die ~ Chara~er/stik K zx als Ueberschuss der 
isolirten fiber die nichtisolir~en Doppelpunkte dieses Carvensystems; 
diese aber, als Bertihrun~gspunkte horizontaler Tangen~ebenen in 
Punkten ellip~iseher bez. hyperbolischer Krfimmung~ ergeben sofor~: 

die Summe ausgedehnt fiber alle Pank~ 

~ 0 ,  r  ~ 0 ~  

in welcher Formulirung wir wieder die Kronecker'sehe Charak~r~ik 
des obigen Funcfionensys~ems (29) erkennem 

l~un ist. die Kronecker 'sc~e Charak~erist~k des obigen Funer 
~donensystems, wie in den Monatsberic~aten you 1869 (pag, 689)ge- 
zeig~ isQ direc~ identisch mi~ der G~uss'schen C~rva~mra int~egra a~er 
FL~he ~ ~ O; diesv s~r~ t  also~ his auf de~ :FC~r 2,  ~ ~ t  
,geomet~4sc~n (,~ara~ris~7~ ". dvr ~ iiberem~ ~ steh~ ~ der 

Matl~mati~chr Aaaale~a, ~ 34~ 
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t~ie~na~n'scl~en Z~sam~enha~js$a~d ~, der i m w  4 (pag. 484) an- 
gefi~7~rten einfachen :Bez~ehung. Anknfipfend an unsere frfiheren Deft- 
nf~onen und die Ablei~ang tier Cttrvatar~ integra eider Fl~che clutch 
die bekann~e, dutch die Normalen der Fl~che vermi~elte Abbildung auf 
die gugel l~sst sich diese Beziehung leich~ auch auf geome~rischem 
Wege erkennen~ 

w ]3. 

Auftreten yon Doppelcurvon. Fl~chen mit umk~hrbarer Intlioatrix. 

Betraehten wir die Aenderungen der Charakterisfik ffir die im 
Innern einer Fl~iehe r y, z) ~ 0 gelegenen Theile einer sieh 
~ndernden Fl~ehe r y, ~, ~) ~ O, die wir in w 6 untersucht~ haben, 
nunmehr unter der Vorausse~zung, dass neben Knotenpunkten ~ die 
wir dor~ als SprQngstellen der Charak~erisfik erkannt haben --  auch 
Doppeleurven in r ~---0 auftreten kSnnen. Wir seh]iessen damit naeh 
den zu Anfang des w 5 dieses Abschnit~s gegebenen Ausffihrungen 
auch die Abz~ihlung yon Fl~chen mit umkehrbarer Indica~rix in unsere 
analy~ische Darstellung ein. 

Es ist zu untersuchen, einmal, wie sieh die Charalr~eristik ~inder~ 
beim Durchgang dureh eine Fl~che mi~ Doppelcurven, und zweitens, 
welche eharakteristisehe Zahl wir der Pl~ehe mit Doppelcurve selbs~ 
mi~ Rfieksicht auf die in w 2 und 3 gemachten Abz~hlungen zuzu- 
weisen haben. 

In den Innenraum der Fllehe ~ ~ 0, ffir welehen w~r unsere 
AbzKhlung treffen, ~re~n im Allgemeinen yon der Doppelcurve einmal 
ganze, in sieh geschtossene Zfige, dann einzetne S~eke, die sich je 
zwischen zwei Punkten der Begrenzungsfl~ehe hinerstreeken. Dabei 
verl~uft die Doppelcurve en~weder isolir~, oder wird yon zwei reeUen 
Fl~ichenm~n~eln durchse~z~. Die Uebergangsstellen zwischen isolh~n 
und nieht isotirten Z~igen ~der Doppelcurve worden gebitde~ durch 
Cuspidalpun~e (p~nch-po~n~s) der Fl~che, die je in gerader Anzahl 
auf den verschiedenen Zfigen der Doppeleurve vertheilt sind. 

Zun~ehst iibersehen wit nun leieh~, dass sich die Charak~eris~ik 
der FiChe nut an gewissen singul~iren S~ellen der Dopi~eleurve ~dert .  
Durchse~zen sieh n~nlich l~ngs eines ganzen geschtossenen Curven- 
zuges zwei reelle M~u~el der Fl~che, ohne dass in demselben ein 
hSherer singulKrer Punk~ auftri~, so ~rit~ beim Uebergang yon der 
der Fliiehe mi~ Doppelcu_rve vorangehenden zu der ihr folgenden Fl~che 
lediglieh eine Umseha/~nag in der Yerbixtdung der Theile der FlY,he 
ein~ die Charak~r]s~k bleibt unge~mder~ Trit~ anderersei~s ein ge- 
schlossener Zug der Doppelzurve auf~ der vStlig isolir~ ~erl~uf~, so 
eatsteht~ bez. verschwindet, in ihm ein ring~6rmig ges~lteter~ ge- 
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sehlossener F1Rchentheit yon der Charak~rista~k Null, dur~  welchen 
also gleichfalls die Gesam~tcharak~eristik e'me Aenderung nicht er- 
leidet. Ebenso trit~ eine Aenderung in der Charakieris~ik n/cht ein~ 
wenn ein yon der Fl~che r begrenzter Curvenzug seiner ganzea 
Ausdehnung nach als isolirie bez. als nicht isolirte Dopl)elcurve auftri~, 

Betrach~en wir also singuliire Sbellen der Dol)peleurve: zun~chst 
die sehon erw~hnten Cuspidalpunkte, dann Punkte, in denen sich zwei 
M~ntel der Fl~iche berfihren (Doppelpunk~e der Doppelcurve), endlieh 
Punkte~ in denen sich drei M~ntel der Fli~che durchse~zen. Sie lassen 
im Wesentlichen die mSglichen Umformungen erkennen und desshalb 
sei die Beschr~nkung auf diese Sing~lari~ten gestatCct*). Denken wit 
uns die Umgebung eines singul~ren Punktes eh~a dutch eine Kugel 
aus der ga/~zen Fl~che ausgesehnitten and bet~aehten in der Sehaar 
der Fl~chen (P(x, y, z, ~) ~- 0 die der Fl~che mit singul~rem Punkte, 
(~)~ vorausgehende, Qt~--dlt), and folgende, (X~+dX), Fl~iche (unter 
d~ wieder eine positive GrSsse verstanden), so ergiebt die in diesem 
Bereich erfolgende Aenderung der CharakteristSk der ausgeschaittenen 
Fliichentheile den Einfluss des betr. singul~en Panktes auf die Ge- 
sam m tchaxakteristik. 

a) Cus2idaZpunkte. 

Fig. 13 giebt in der Umgebung eines C~spidalpunk~s die Ge- 
stalt unserer drei soeben unterschiedenen Fl~chen (~t~), (itz -[- d~) 
und ( ~ -  d~). Die eiI/e (F  0 in der Figur) besteht aus einem 
yon zwei Randourven begrenzten ring~rmigen Fl~chenstiick ~ yon 
tier Charakteristik Null; die andere (Fr) ist yon zwei S~cken~ 
Elementarit~chen, gebitdet - -  ihr kommt sonach die Charal~rist~k 2 
zu; w~hrend die dazwischenliegende Fl~che (Fj) mit Cuspidalpunkt 
eine (naeh Ar~ einer Verzweigungss~elle verschlungene) Elemeatar- 
fiche dars~ellt - -  derselben also die Charak~ristik 1 zukommL D/~. 
Aenderung der Charakteristik einer _~che beim Durchga~g dutch eine 
3Fltiche mit 1)o~pdeurve w~rd aZso, soweit C/aspidalpunkte dabei auf- 
trete~ dutch die Zah~en + 1 ~ ha, + 2 bezeichnet, sofern der lh~reh- 
gang dutch den OusI~da~pu~kt va~ der ~liivhe ~o durah ~'t ~ ~'~ 
erfolgt, dutch die Zahtvn - -  1 bez, - -  2, w e ~  dieser Ueberga~ i~ der 
entgegengesetzten t~n~zafoOe start hat. 

Die analytische Ua~erscheidung Fdr die hbz~Mung der Cuspidat- 
punlrte ergiebr siah ~un sofor~. Eine FiChe ( ~ )  des S y ~ m s  ~ ~ - 0  
besitzt eine Doppelcnrve~ worm ffir diesen Parameter Z~ die Fauct;ion 

*) Beilliutlg sei, was ~ofort goomekisr e~chtliO~ u ~ h  b e m ~  &~da~ Auf- 
~reten einer conCinuirlichen Reihe yon O u s p i d a l p ~ ,  & h, ei~ Riie~elmcurve 

Aendenmg der C ~ i s t a : k  hervormf~ 
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@ sammt ihren ersten Ableitungen ~lach x, y, ~, @l, %,  @a ftir ein 
einfach unendliches WeriJasystem der Yariablen verschwinden; fiir einen 
auf der Doppelcurve gelegenen Cuspidalpunkt versehwindet dman auch 
noch die Determinante der zweiten Ableitungen sammt ihren zwei- 
gliedrigen Unbrdeterminanten; die Tangentialebene des Knotenpunktes 
ist gegeben dutch: 

q),x(x - -  xo) + @,2(y - -  Yo) + @,~(z - -  Zo) ~- O, 
wo i beliebig 1 ,2  oder 3 bedeutet, und 

insbesondere 

isL Die Entwiekelmag yon @ i m  Cuspidalpunk~ beginn~ mi~ dem 
"Quadrate dieser Tangentialebene, etwa in der Form 

1 1 (~ --  Z0 r  (x - Xo) + ~ (v - -  v0) + T 

In der nichsten Umgebung des singuli~ren Punktes ist also (ab- 
gesehen yore Fortschrei~en in der Tangentialebene) die Function @ 
iiberall positiv bez. iiberall nega~iv, dem Vorzeiehen yon @it ent- 
sprechend. Es ist dies tier Bereich der aus einem Stiick besbhenden 
Nachbarfl~che 2'0 (Fig. 13), wiihrend wit zu der (zweitheiligen) l~achbar- 
fliche F 2 gelangen~ wenn wir zunichst in Richtung der Tangential- 
ebene fortschrei~n (fiir die Entwickelung also weiterhin die aus drei 
linearen Factoren bestehenden Glieder drifter Dimension heranziehen). 
Nun wird die tier FliicJae @ = 0 vorangehende bez. s FiChe 
bei wachsendem Parameter A) in erster AIm~herung dargestellt dutch 
@ - -  d~.  @4 ~ 0 bez. durch @ + d~t.@4 ~ 0. Die eintheilige Flilche ~'o 
der Figur ist also vorangehende bez. folgende Fl~he,  jenachdem ftir 
den singuliren Ptmkt (I)4 uad ePll im Vorzeichen fibereinstimmen bez. 
nieht fibereinsL-immen. Die dutch alle Cuspida~unl~te einer Do2~l- 
curve hervorgerufen, Aenderung der Charakteristik ist also dutch die 

(27) 2 [Qb4 " r 

fiir de~ Uebergang zu der ~'l~iche mi~ Dot~2e2curve selbst~ beziehungs- 
weise dutch die do~elte Swmme 

(~) [%" @,,] 2. 

gegebcu, wenn wit den Durehgang (yon ~o nach x~ oder umgekehrt) be~racMen. 

b) Selb~beriihrungs~n~nkte. 
Auch hier beginnt die Entwickelang yon @ m/t dem Quadrate 

r  (x - -  xo) + u (y - -  Yo) + ~- (~ - -  ~o) , 
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in welchem der lineare Factor die~ doppelt z~hlende Tangent~flebene 
bezeichnet, w~hrend die Gli~ drifter Ordnung diesen Factor ein- 
faeh en~al~en. Dabei lassen sich (wit haben die (]lieder bis zum 
vierten Grade zu beriicksiehtigen) zwei getrennte Entwickelungen in 
dem Selbstberiihrungspunkte herstellen, welche (in erstmr Ann~herung 
als Paraboloide) die sich berIihrenden Fl~chenm~4ntel ersetzen. Es ist 
dann zun~chst zu un~erscheiden, ob die Berfihrung der beiden M~ntel 
in einem isolirhen Punk~e erfolgt oder in einem Punl~e, in welchem 
sich zwei reelle Zweige der Doppelearve durchse~zen. 

Fiir den Fall der ~eri~hrung i~ emem iso~irten t)unkte vereinigen 
sich (wenn wit wieder (vergL Fig. 14 ~) die n~chste Umgebung des singu- 
t~ren Punktes fiir die der besonderen Fl~che vorangehende and fotgende 
Fl~ichr des Systems be~rachten) entweder die zwei Theile der Fl~che 
zu einem einzigen, bez. finde~ das umgekehr~e sta~, je nachdem (vgl. 
die vorhin bei (a) gegebene Entwickelung) das Vorzeichen yon 

(29) O~- O~ 

positiv oder negafiv ist~ Die Charakteristik ~mder~ sich bei diesem 
Durchgange um --  2 bez. tun -~- 2, w~fl~rend wir der zwischenliegenden 
Fl~che mit dem singul~ren Punkt selbsr insofern wit die Theile tier- 

�9 selben in dem Bertihrun.gspunkt als nicht zusammenhiingend betrachCen, 
die grgssere der beiden Charakterisfiken zuweisen. 

Durchsetzen sich im Beriihrungspunl2 zwei reel~e Ziige der D o ,  el- 
curve, dann fmde~ (vergl. Fig. 14 ~) ein Uebergang yon zwei Fl~chen- 
theilen zu vier Fliichentheflen oder der umgekehrte start, je nach dem 
positiven bez. negatfiven Vorzeichen yon 

.%,, 
and damit eine Aenderung tier Charakterisfik um -{- 2 bez. um - -  2, 
w~ihrend wir diesmal der Uebergangsform selbst die k ~ e r e  alex beiden 
Charalr~eristiken zuzuweisen haben. 

c) Dreifache Pun~te. 
Durchsetzen sich in einem Punkte drei M~n~el der Fl~che~ so 

gehen yon ihm drei Zweige der Doppelcurve aus und wit un~r- 
scheiden a) zwei der Zweige sind conjugir~ imagin~r, dann wird ein 
isolir~ verlaufender Zweig der Doppelcurve yon einem reellen Fl~ehen- 
man~l geschnitten; ~) die drei Zweige sind reeU, daun sind auch 
drei reelle Fl~ehenflaeile vorhanden. Die in Fig. 15 �9 und t5 b (Tafel HI) 
gegebene Darstellung der vomusgehenden und folgenden Fl~chenform 
zeig~, dass beidemal beam Durchgang  &trch die ~ e ~ F l ~ l t e  
die Charakteristik u n g ~  ble~t; dass abet der s i~ul~e~ _~tiche 
sdbst in Fa~ a)e~e  ~m eins hbTtere, i~ Fa~ ~) dne um ~ ~iedrigere 
Charakteristik za erthezTen ist. 
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Diese Ent~iekelungen m5gen geniigen~ um die Art des Einflusses 
hSherer singul~rer Ptmk~e fiir die Gharakteristik der Fl~chen eines 
Sysbms ~ ( x ,  y~ ~ i )  ~-- 0 zu bezeichnen. 

Was die Abzfihlung der Charakbris~ik eine~; Ft~che ~p -~--0 bebiffr 
sofern wir dieselbe nach den in w 8 und 9 gegebenen Me~hoden dureh- 
ffihren, we es sich daram handelt, die Aenderung der Charakteris~ik 
im Innern eines Flichensystems ~ (x, y, z, tt) ~-- O, beziehungsweise 
X(x,  y,  z~ v ) ~  0 zu veffolgen, also mit Hiilfe eines auf der Fliche 
verlaufenden Curvensystems~ so erleidet dieselbe, sofern wit in r ~ 0 
Doppeleurven mid singul'~re Punkte tier eben bebachbeten Ar~ voraus- 
setzen, gar tzeine Aenderung. Wir haben lediglich zu beachten, dass 
in einer Doppetcurve sich zwei dor~ viiltig getrenn~e Miintel der Fl~che 
durchsetzen, dass also die durch die Doppeleurve hervorgerufenen Doppel- 
punkte des auf (p betrachteten Curvensystems fiir die Charak~ristik 
der Fl~iche nicht zu z~hlen sind; ebenso ergieb~ die Betrachtung des 
Curvensystems, welches die Fl~chen �9 ~--0 bez. X-~-0 in der ~i]~e 
e'mes auf ~ ~ - 0  vorhandenen Cuslaidalpunk~es (vergl. Fig, 16) aus- 
sehneiden, ledigtich, dass deft eiae Curve des Systems eine Spi~ze 
besitzt; u. s. w. Wit  kSnnen allgemein den Satz aussprechen: 

Bingul~ire Bunkte des Curvensystems T ~ 0 bez. X ~---0 auf ~p ~ O, 
welche dutch singulgre Bunk& der ~-7~iche q) ~ 0 hervorgerufen werden *)~ 
sind fiir die Aba~ihlung der Charakteris~ib yon q~ ohne .Einfluss, so 
large sie nicht e ige~ t l i chen  Beriihrungen einer .F'liiche ~ ~--0 bez. 
X ~ - 0  mit ~ ~ - 0  entspreche~; dann abet z~ihlen sie in dem friiher 
entwiclxl~en Sinne. 

w i4. 

Be/spiel ffir die Discussion einer Fl~he mit umkehrbarer Indicatrix. 

Um die z-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems retire e~n 
die xy-Ebene  s~ets berfihrender Kreis, dessert Radius'sich proportional 
mi~ cos 2 ~  ~ d e ~  we r den Neigungswinkel der Ebene des Kxeises 
gegen die x-Axe bezeichne~. Die en~bhende Fl~iche (in Fig. 5 
(Tafel II) scizzirt) hat die g-Axe zur Doppelcurve, die Pank~e ~ ~ 2, 

~ 4 (bei specieller Wahl der Cons~anben) zu CuspidaIpunkten mi~ 

*) Es ist zu beachten~ dass dies nich~ gil~ Mr die auf ~ ~-- 0 dutch singul~e 
Punl~ einer Fl~che des Systems ~/~-0 bez. X -~ 0 hervorgerufenen singuliren 
Punkte des Curvensystems. Ein Kno~enpunlr~ einer FI~che ~ ~ 0 bez. X ~ 0  
z. B., der, auf ~ ~ 0 gelegen, deft einen Doppelpunkt einer Curve des Systems 
hervorruft, z~l t  fir die Charakteristik yen ~ im Sinne einer ~uivalen~en Be- 
~hrung yon ~ bez. yon X mit der Fl~he ~. 
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der (yz)- bez. (xz)-Ebene aIs Tangenfialebenen. Zwischen beiden 
Punkten wird die Doppeleurve yon reellen Fl~chenm~in~eln durehsetz~; 
der sich dutch's Unendliche ers~reckende Theil der z-Axe - -  den wit 
far die Aufstellung der Charak~eristik der Nachbarfl~chen als ge- 
schlossen a u f f a s s e n -  verl~uft isolirt. Der Coordinatenanfafigspunk~ 
ist dreifacher Punkt der Doppelcurve, insofern der isolirte Zweig der- 
selben yon der Fl~ehe (senkrecht) durchsetzt wird. Die Fl~chen- 
gleichung lautet: 

_= (x~ + y~) (z ~ + r + ~ )  - -  ( 4 ~  + 2 ~ )  z = o. 

Betrachten wir fin System 

die der obigen Fliiche vorausgehende (innerhalb r gelegene) und 
folgende, so bildet die ers~ere einen Ring, weleher den isolirf~n Theil 
der Doppelcurve yon z ~ - 0  bis z ~ 2 umgiebt, die letz~ere gleieh- 
falls einen so!ehen, der zuniiehst kugelF6rmig die Fliiche r ~ 0 um- 
giebt und sieh dann als unendliehe RShre um den zwischen 0 und -{- 4 
sich in's unendliehe ziehenden Theft der z-Axe leg~. Gehen wir aus 
etwa yon der Kenntmiss tier Charakterisfik 0 der ers~eren Fl~che, so 
z~hlt far den Durchgang zur letzteren 

Cuspidalpunk~ z ~ 2 mit + 2, 

Cuspidatpunkt z ~ 4 mi~ -- 2, 

dreifacher Punkt z ---- 0 mi~ 0~ 

so dass die Charak~eristik tier letz~eren sich gleichfalls zu 0 ergiebt. 
Far  den Uebergang zu der si~guliiren Fl;:iche selbst abet z~hlt 

Cuspidalpunkt z ~--2 mit -{- 1, 

Cuspidalpunkt z ~- 4 mit - -  1, 

Dreffacher Punk~ z ~-- 0 mi~ -{- 1, 

so dass deren Charakberis~ik ~---u t- 1 wird; in der That ist sie ira 
Sinne der Analysis sims mit der sehon in w 3 (pag. 482) gegebenen 
Fl~che identiseh. 

Dabei erkennen wit bier direc~ aus der Abz~hlung in dot ~ -  
gerade~ Zahl, welche wit fiir die Charak~risfik der geschlossenen 
Flii~he erhalf~u, die Fl~che als eine solehe mit umkehrbarer I~diexttrix. 

Lassen wit ,  um ein Curvensys~em auf der Fl~che zu fixire~, eine 
Ebene parallel mit der xy-Ebene fiber die Fl~ehe gleitan, so z~hlen 
gleichfalls die Punkte ~ 4, 2, 0 der z-Axe als singul~re Punkfe 
desselben, weft bier e ~ e ~ t ~  Berfihrungen sta~haben. In ~ ~ 4 ist 
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eln isolirter Punk~, in ~ =-2 ein Selbs~beriihrungspunk~ einer Curve 
des Systems - -  einem Doppetpu~l~ ~quivalen~--, in ~ ~ - 0  wleder 
ein isolirter Punk~ vorhanden. Den Abz~Mungen des w 9 en~sprechend 
z~hlen die Punkte mi~ o t- 1 , -  1, -}-1 ~'tir die Chara]rteris~ik der 
fiber der beweglichen Ebene entstehenden Flrmhe, so dass deren 
0harak~ristik sich wieder als -}- 1 ergieb~. 

Biermit seien die auf die Herlei~ung einer charakteristischen Zahl 
flit ein- und zweidimensionale Mannigfaltigkeiten bezr-lglichen Unter- 
suchungen abgesehlossen. Ein folgender Aufsatz wird sich mit den 
analogen En%wickelungen ffir drei- und mehr-dimensionale Mannigo 
faltigkei~n besch~ftigen. 

Mi inchen ,  ha M~z 1888. 


