
Beitriige zur Analysis situs. 

II. Aufsa~z. 

MannigfaRigkeRen yon n Dimensionen. 

Yon 

WA~THER DYC~K i~ ~ttnchen. 

Einleitung. 

In den vorangehenden Un~ersuchungen zur Analysis situs*) wurde 
die Frage nach absolu~en Charak~eris~iken fiir ein-~ z~vei- und drei- 
dlmensiona]e 1Vlannigfal~igkeRen zun~chs~ in der geometrischen Her. 
leRung charakterisr Zahlen behandelt unter Zugrundelegung ge- 
wlsser in ganz allgemeiner Form gekennzeichneter Umformungs- 
processe. Die analytische Formulirung derselben~ ffir durch Glei- 
chungen und Ungleichungen zwischen reellen u gegebene 
MannigfaRigkeiten fiihrte dann, unter Zugrundelegung continuirZicher 
Entstehungs- und Umformungsprocesse zu der Dars~ellung der er- 
haRenen Zahlen als K r  o n e cker ' scher Charakteristiken gewisser Fune- 
tionensysteme**). 

Es handelt sich 3"et~t datum, die ana~ogen ~ B e t r ~ e h ~ g ~  ~fiir 
Mannigfaltigkeiten beliebiger 1)imensionen zu entCicT~dd. 

Ftir eine schliessliche analy~isc~ae Formullrdng )sr il~bei ~i~ ~. d e/i 
K r o n e cke r 'schen Un~ersu~ihungen ~der unmi~elbare Weg gewii~s~h. 
Wesen~lich aber erscheint~es, auch die allgemein% i n ~ e n  frtih:~ren 
Untersuchungen flit Mannigfalt:igkeit~n yon ein bis drei Dinl~nliiozi~i 
in rein geometrischer Form ~ gegebene Herleitung der charak~erist~scliei~ 
Zahlen auch fiir Mannigfalr yon hSheren Dimensionen zu 

*) BeRr~ge zur An~tysis si~us. I. Aufsa~z: Ein~ und zweidhnensionsle 
Mannigf'aRigkeRen. Diese Annalen Bd. $2. p. 457 fl~. (In der Folge nut dutch 
Band. und SeRenzahl citifY).- Ferner: Beitr~ge zur/~nalysis situs I,.H, I!I 
in den Berieh~en tier k. s~chs. Ges. d. W., Juli 1885, Februar 1886, M~rz 18~. 

*e) Man vergl, bez(iglich der dabei zu Grunde gelegten~ auch in~ier~F~ 
massgebenden Principien Annalen 82, Einleitung, ebends auch die a~i~'~e 
Kr on e c k e r '  schen Abhandlungen bez~igliehen Li~era~urengaben, 
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betrachten. Muss dabei selbstverst~nd|ich yon der Anschauung ab- 
strahir~ werden un'd sind gleich yon Anfang an Elemen~armannigfaltig- 
keiten und Elemen~aroperationen in. analytiseher Definition einzuffihren, 
so ist es doeh mSglich, gewisse Analogien mit den uns geometriseh 
zug~ngliehen Gebilden und Operationen besonders hervor~re~en zu 
lassen, die wie ich glaube die Uebersieht fiber jene mehrdimensionalen 
Gebilde erleiehtern, In diesem Sinne mag es aueh gereehtfer~ig~ er- 
seheinen, wenn geometrisdhe Bezeiehhungen auel~ far diese mehr- 
dimensionalen Gebilde nieh~ ga~z unterdr~iek~ sin& 

Der Aufsatz besehgKig~ sieh zun~ehst - -  im I. Abschni~e ~ in 
allgemeinster~Form mit der Definition der Umform.ungsproeesse, welche 
wi~r zur Umgestaltung der als Ausgangsformen zu Grunde gelegten 
einfaehsten Mannigfal~igkeiten (,,Elementarmannigfaltigkeiten") ver- 
wenden; mi~ den Regela ihrer Abz~lung und der/hieraus entspringenden 
Definition der eharakteris~isehen Zahlen. Die Abz~hlungen werden 
dann an Beispielen durehgeffihr~, n~mlich 1) an den im Gebiete yon 
n yon einander unabhKngigem u dureh eine Gleichung 

x~ 2 A- x~ 2 A- " ' "  + x~2 ~ 1 

gegebenen ,,sph~risehen" Mannigfal~igkei~en. 2) an den ,projeetiven" 
Kannigfaltigkeiten yon n Dimensionen und 3) an gewissen Mannig- 
fa3~igkeiten vier~en Grades, die wir desshalb ausf~hrlieh betraehten~ 
well.wit ~uf sie die im folgenden Absehnir zu behandelnden Fiille 
yon singulSren S~ellen einer Mannigfaltigkeit und ebenso aueli die im 
!I t .  Absehnitte zu untersuehenden Mannigfalfigkei~en zweiten Grades 
zurac~iihren. 

lm I L  Abschni~e betrachten w.ir speciell Mannigfal~igkeiten yon 
n ~ 1, bez. yon ~ Dimensionen, die wit in dem Gebie~e der reellen, 
yon einander unabh~ngigen Variabeln x~, x~.., x~ dutch eine Gleichung 
f =  0, bez. dureh eine Ungleichung f <  0 gegeben vor/mssetzen. 
~'~ dieselben legen wit, analog wie in den friiheren Aufs~itzen, co~- 
ti~uir~vhe Enf~tehungs- und Umformungsprocesse zu (~runde. Dami~ 
~ g ; d i e  Abzahlung der ftir diese Mannigfaltigkdae~charalrteristisehe~ 
Zahlen.tmf. die Betraehtung der singu~iiren ~ l e n  ~jdner Umformungs? 
g~bilde ~nd ~die Featstelhng des ,,Psmk~charakgers 'r  abrselben geworfen 
m~d ~fiihrt~ Aamit ~ied~i/dlrec~auf Kronecker 'sche 6rharakteristiken 
gewisser ~'unc2ionensysleme. 

~ch be~chr~nke mieh bier auf.die einfaehst m'Sgliehen eontinuir- 
l!ehe=: ~mformungsHoeesse.~ Es ~tassen sich an ihnen die prineipiell 
wiehtige~Ueberlegungen am fibersiehfliehsten~ entwiekeIn; andererseits 
bie~r~ die ~Verallgemeinerungen.,, wie ich sie bei 1, 2 and 3 Dimen- 
sionen in meinen frfiheren Un~eauchungefi ausgeffihrt habe, auch ffir 
mehr Dimensionea keine neuen Schwierigkeiten, 
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Die Zuriickfiihrung unserer charakteristisehen Zahlen auf K ro-  
n e c k e r '  sche Charakteris~iken liefer~ uns bier den einzigen JBeweis 
fiir die Unabh~ingigkeit der yon uns definirten Zahlen yore jeweiligen 
~ntstehungs~rocess der Mannigfalfigkeit. Im Gebiete yon eia und zwei 
Dimensionen war es ni~mlich noch mSgIich, jenen Bewe]s auch un- 
miltelbar zu fiihren dutch lterleitung kanonischer ~'ormen fiir alle mSg- 
lichen, im Sinne der Analysis situs verschiedenen (d. h. nicht umkehrbar 
eindeui~ig auf einander beziehbaren) Mannigfaltigkeiten, an welchen 
kanonischen Formen die charakteristischen Zahlen soforl abgelesen 
werden" konnten. Dieser directe Beweis versagl hier und stSsst, da ja 
rail jener einen charakteristischen Zahl die ffir eine vSllige Charak- 
teristik nothwendigen Besfimmungen keineswegs e rschSpf~ sind*), auf 
Schwierigkeiten~ deren Ueberwindung mir zun~ichs~ nur noch im Ge- 
biete yon drei Dimensionen (auf welches ich in einem weiteren huf- 
satze niiher einzugehen beabsichtige) mSglich erscheint. 

Iff einem I I I .  Abschnitte gehe ich auf die :durcll Gleiehunge~ 
~weiten Grades definirten Mannigfattigkeiten n~her ein, ffir welche sigh 
die Charakteristik aus den ~vorhergehenden Beirachtungen auf ein- 
faGhste Weise ergiebk Gerade bier glaube ich erweist sigh alas Her- 
vortre~enlassen der Analogie mit den geometrischen Verh~iltnissen der 
Gebiete yon ein, zwei und drei Dimensionen als fSrderlich ftir die Ent- 
wicklung der ,Analysis situs" jener Gebilde: Es gelingt auf die tiber- 
sichflichste Weise die in 

xt 2 ~ x 2  ~ . .  -{-x~ ~ - - . .  ~ - - 1 ~ 0  

durch die verschiedenen Werthe yon u unterschiedenen ~- bez. 2 
F~ille mit Htllfe der Reihe 

( " bez. n §  

yon s~hiirischen Mannigfaltigkeiten zu churakteris~ren~ Es-erget~ea 
sigh dabei, wie noGh bemerkt sei~ die ]tia~nigfultigkeiten-z#ei~en 
Grades yon gerader Dimension ais~s6tche ,,mit~iii~.ht~um~ehrbarer 
Indicatrix", w~ihrend diejenigen v6n ~ ungerader Dimension (rail Aus- 

"'" ~ "~ 1) si~mmflich nahme der einen sphansche~ =$i -{-:x~ ~ .~t . . . .  _~. $~ 
~annigfalfigkei~efi .mit t~mkehrbarer Indicatrix" ~s~nd~ 

*) Man vergl, liierzu die Entwicklungen des Aufsatze~s~III in den Berichten 
d. sixths. Ges. (M~rz 1887). 
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I. Abschni~.  

Definition und Herlei tung der Charakteris t ik n-dimensionaler 
Mannigfaltigkeiten. 

w 

Allgemoino Festsetzungen 
fiber die zu betraohtenden Mannigfaltigkoiton M~. 

Wir gehen aus yon der durch ~ yon einander unabh~ingige end~ 
]iche*) reelle Yariable x 1 , x2, �9 �9 �9 x~ gebildeten Mannigfaltigkeit yon 
Werthsystemen ( ,  Punkten ") ( x j x 2 . . o  x~). Die ~,Umgebnng, jedes 
Punktes" (xl, ~2, . - .  x~) derseIben ist dutch eine Ungleichung: 

< 

bezeichnet und soll eine JElementarman~igfaltigkeit n ~ 1)im~slo~ ~ 
heissen. Ebenso bezeichnen wir alle auf eine solche ~n unake~hrb~r 
eindeutig und stetig beziehbaren Werthsysteme (x0 als E!ementar- 
mannigfaltigkeibn /~. 

Solche sind z. B. die durch die Ungleichungen 

x1< a, x2 < b ... x~ < ~, 

in welchen a~ b... k endliche reelle Zahlen bedeuten t definirten 
Werthsysteme der (x~).. 

Weiter (wie wir mit Rticksich~ auf spiitere Anwendungen her~ 
vorheben) die durch die Ungleichungen 

x? + x~ 2 + ..-~<I, x~+~+ .2 x~+ 2 q- ... x~ < I 

gegebenen, in welchen also den Punkten einer Elementarmannig- 
faltigkeit ~ zu einander congruente Mannigfaltigke~ten ~ c g 6  ~u~ 
geordnet sind, dass den benachbarbn Punkbn ~von ~,~ benachbar~ 
Mannigfaltigkeibn E~_~ eindeutig enbprech~n. 

Noch allgemeiner ist in unserem Systeme der ~(~l, xs " ~ ; ~ )  
durch die Ungleichungen 

27 27 27'<' x~ = < 1 ,  X~< ] ' ' .  X~ , 

wobei alle x je  einmal oder in be|iebig vielen der Ungleichungen vor- 
kommen, eine /~  definirt. 

In einfachster Form geben wir die j ~  durch die Ungteichung 

(i) ~ x,~ < i. 
1 

*) Wegen gewlsser Festsetzungen bezfiglioh unendlieh grosser Werthsyste~ 
der x vergl. w 4 (pag.'282). 



Ihre Begrenzung ist dargestellt dureh~ die Gleiehung 

l 

die wit in dieser speeiellen Form als ejne ,,sph~irische" Mannigfalligkeig 
yon ( n -  1) Dimensionen ,S~_l, ~aig dem Millelpunk~ 

b ezeichnen..Die Begrenzung jeder andern ~ ist umkehrbar eindeu~ig 
und ste~g auf diese '~,-1 beziehbar. 

Dio ~bz~hlungen, die wit im Folgenden f~ir ~Mannigfaltigkeiten 
~tor Dimeiision M~ festse~zen, beziehen sieh stek~ ~ atif regu~ire Ma~nig- 
faltigkdten, d.h. soIche~ .ftir wetehe die Umgebung eines inneren 
Punk~es s~ts durch, eine ~ darges~ell~ is~;" die Begrenzung (soferne 
~s sich um nich~ geschlossene Mannigfal~igkei~en handel,) se~zgn wir 
ebenso als regul~ire Mannigfaltigkei~ M~-I voraus. Dabei abet is~ ew 
zwe6kmilssig, Mannigfaltigkei~en yon niedrigerer Dimension ~ M~ als 
"Grenzf'~,lle yon Mannigfalt~gkeiten M,~ zu betrach~en, insoferne wi~- 
gerade die Vereinigung bez. Trennung einer Mannigfaltigkei~ 2/~ 
l~ings den Punkten "einer en~haltenen Mannigfal~igkei~ M~ zur Um- 
ge~l~u~g der urspr~inglieh~en M~ verwenden. Die. Ar~ nun, wie wir 
eine solche im Innern der M~ enthal~ene Mannigfalt~gkei~ ~ ~ats 
~[~an~gfal~i~kei~ n ~ Dimension aafzufassen h~ben, is~ eine vSllig be- 
s~immte und am einfachsten d~durch ~u bezeichnen, dass wir eine 
Elementarmsnnigfal~igkeit .E~ 

~v(~ + z~ '~ + �9 . .  + z , 2  _ ~ < 0 

mit ihrem Mittelpunkt die M~ durchlaufen lassen; das dann yon de~r 
~F3~ bestriehene Gebiet ist die Mannigfaltigkeit ~ev Dimension, welehe 
der Mx entspricht; die .Enveloppe" der :E~.-:-'~ wenn 'dieser sofort 
anal~rtisck ~mzusetzende geometrische Ausdruck gesta~tet ist ~ die 
Begrenzung jenes Gebietes yon n Dimensionen. 

w 

-Di6 E~t~t~lmngs- un~ Umformungsprooesse fiir die M~nnigfal~gkeiten. 
F ~ g : i h r e r  ~Abz~ht~ng:.an Elementarmanaigfal~igkeiten, 

Wit legen geradezu die ~rocesse ges~Zerschneidens ben. Vereinige~s 
einer ~Iementar~nannigfaltigt~'t :.g~ in den ~unkten einer ~ ~ die 
dann in dem eben bezeichneten Sinne ~als ein solches Grenzgebilde 
einer n dimen~io~alen Mannigfatt~gkei~ auf.zufassen is~ --  zti Grunde, 
umaus d e r ' ~  Ivlannigfaltigkeiten M~ en~stehe~- za ~la~sen. Indem wir 
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fiir diese Processe (und zwar in der sogleich nb~h zu er~l~ernden 
irypischen Form) die Bezeichnung 

einfiihren, kSnnen wit fiir die betreffende Mannigfaltigkeit eine ibre 
Entstehungsweise andeutende symbolische Gleichung 

O) .-- + ( T  

aufstellen~ wo sieh die Summation auf alle angewandten Umformungen 
•x (wo ~ die Zahlen 0, 1 . . .  ~ -  1 bedeuten kann) erstretkt. 

Die Mannigfaltigkeit M. ist dutch, die obige Formel keineswegs 
definirt; fflr ein und dieselbe M, sind iiberdies noch die verschiedo~steJa 
Umformungsprocesse denkbar, welche diesetbe aus einer ~'~ entstehen 
lassen. Weiter kann ein Process ~ ~x auf verschiedene Mannig~ 
faltigkeiten angewandt noch ganz verschiedene Umformungen ~cT6rselb~en 
zur Folge haben. Wir legen aber~ in Analogie mit den frti]ieren 
Untersuchungen*) in der nachfolgend pr~icislrten Form dne ~gd~o ~e~- 
stimmte /kbz~ihlung der Processe ~ Ex zu Grunde, an der wi~ zesz~ 
halten auch wenn die Wirkung jener Umformungen versc:hi~den 
is~ yon derjenigen~ welche die Abzghlung geliefert hat. D~er s~Ymbo - 
]ischen Gleichung (1) liisst sich dann eine Summenforniel tibe~r~die 
einzelnen den Processen ~ E~ zugeordneten Zahlen an die Seite se~zen 
und diese /st es~ welche wir als Charakterisfik der Mannigfa!t~igkoit 
~3~r~ bezeichnen. Die kano~i~che _Form, in welcher wir far die zu 
treRenden Abz~hlungen - -  das Ausschneiden (bez. Einftigen) einer 
Mannigfaltigkeit E~ aus einer Mannigfal~igkeit ~f~ stets vornehmen~ 
ist nun die, bei wel&er die (,s~h~rischr ~egre~ung "~,[__~ vier .E~ 
ganz der ~egrenzung der ~I~ a~g&~rt. Flit ~ die* Abzghlung tier in 
dieser Form durch 

be~eichneten Processe setze~ wir (wle frtther): fr 
1. Jeder . . . .  ~  ~ ~ ' ~le m~ntarman~iff a~tigkd~ ~E~ ~ ~ x~I~z~akt~r~7~e 

Zah~ q- 1 ~u. 
2. Zede Umformung einer M,', die ~ ~nts t~en ~ eiiner .E,, hervor. 

ruft~ wird ents~re&ei~d niit q-~l geaghlt, umg&ehrt~ jedes Yersvhudrden 
einer .E. mit -- 1. 

Diese Festsetzu~e~ ftlhrgh uns soforb dazu,-~e&~m Pxoeesse -T ~ 
ftir die Umgestaltung einer X/~ eine ganz bestimm~ Zahl zu'zuwejse~:~ 
indem ~wir' ftir's~e~sta"uns, e~e ~Processe ~ dazla~ v~rwenden~d eme 
Elementarmannigfalfigkeit ~'~ in zwei Stttcke En zu zerspalten. -Dies0 
gelRrgt au~" die ~ir~t~gchste W eise: 

*) Vergl~ Amialen ~82, pag. ~61 it. 
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Wir;zerschneiden zun~chst die Elementarmannigfaltigkeit E~: 
x l ~ +  x 2 2 + .  - .  + x~ < I  

dutch die Elementarmannigfaltigkeit ~ _ ~ :  
x :  + x22 + � 9  �9 + x~_ 1 < 1 x~ - -  0; 

sie zerfiillt in die beiden MannigfaI~igkeibn En: 

x t 2 +  x22 + �9 - .  + x ~  < 1 x~ < 0  
und 

x 1 2 + x : + . . .  + x ~ <  1 x~>0.  
Wit-haben - -  die Begrenzung der E~-I gehSr~ der Begrenzung 

d ~  ~r~rtinglichen ~ an, es handelt sich also urn die kanonische 
Za~s~hnoidung durch die ~,--1 - -  die symbolische Gleichung 

und schliessen daraus: Der Process 

- -  ~,,-I ist ~nit + 1 
f@r die AbZeit~g einer Oharabteristik einer M .  ~u ~ihlen. Umgekehrt~ 
~tihlt : 

+ En--1 mit  - -  1. 
Die Ausschneidung der ~ _ 1  kann nun aber ihrerseib wieder da- 

darch erfolgen~ class wit zun~ichs~ die ~ _ ~ :  
2 x~ ~ + x~ 2 + . .  �9 + x~_~ < 0, x~_~ ~ 0 ,  x~ ~ 0 

ausselineiden~ und dann die beiden ~ _ l :  
> 0 0, 

x;,_~<l tx~-~<0 x~-----0. 
Wit formullren den Process analog wie oben dutch: 

und erkennen im Vergleich mit oben, dass 
/~_~ mi~ -~ 1 

fiir die M~ zu z~hlen ist. Indem wit die Operation - - ~ _ ~  nun 
~iee!er analog zerlegen und so forffahren,-gelangen wit allgemein zu 
d~r symbolischen Formel: 

~d.-e~halbn ffir die Abz~hlung des Ausschneidens boz. Einfiigens 
eiae~ .E,, die Regel: Der _Process 

(- 
f ~ r  " d@~ ~hara~er i s t i k  e ~ e r  M . .  ~ 

Indem ~vir bei dieser Abziihlang fii/r die Umgesr einer 

Mannigfal~igkei~ dieF~lle n "~gerade. un~ersch~iden, ergiebt sigh*): 
(ungeraae 

�9 ) Vergl. bier und ~r das Folgende die SRtze(1)~ (~), (3} Annaten 32, lmg:475~ 476. 
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Das Ausschneiden e~er ~ aus einer geraden ~M~ ~ h l t ~  1~ 
~gerad~ 

je nac~dem ~ [ungerade ist. 

D~ Ausschneiden einer ~ aus einer ungeraden M. ztihlt ~__1~ 
~gerade 

ie nachdem u [ ungerade ist. 

Der umgekehrte Brocess ~- ~ ~ah~t im umge~ehrten Sinne. 

w  

Yerallgemeinerung auf beliebige Mannigfaltigkeiten. 

Einer Mannigfal~igkei~ M. also, die ihrer EntsWhung aus einer 
~7. nach durch die oben angegebene symbolische Form: 

(1) /~ = E~ Jr ~ (-T/~) 

bezeichne~ werden kann, is~ nach uaserem Pri,neip eine Zahl ~ zu, 
zuweisen: 
(~) 15, = i + ~ T (--  i),,-~. 

Diese Formel kSnnen wir noeh erweibrn. Wir denken uns die M, 
durch Ausschneiden bez. Einfiigen beliebiger Mannigfaltigkeiten M~ 
umgeformt. Diese le~zbren sind ihrerseib wieder aus Mannigfaltig- 
keiten Ez dutch Umformung mittels~ Mannigfaltigkeiten ~ entstanden: 

M, 

und somi~ gehbren ihnen Zahlen 

i t .--  i + , ~ ~  (-- 1)x-~ 

zu. Nehmen wit nun an, dass die~ Bogrenz~un~ .gsm~nnig~al~g~ei~l~o -1 
der M~ ganz der Begrenzung d e r ~ z  angeh~rt, u~d be~ra~hten w~ ~ 
wleder die in dieser Form als kanonlsg~ bezel~ete~O era~on~ 
so sind die auf die ~l~ ahgewandt~en k~ilonisclien ~ Zersel~neidungen 

�9 7i auch kanonische Zer~chneidutl~en f~r die ~ n ,  und die O~eration 

ist f ~  die M.  mit 

~u z~hlen. Geh~rt aber ein Theil M~_~ der Begrenzung der ~ nich~ 
aueh zur Begrenzung der ~ ,  and sei ebva die O2era~ion --/;!~ zu 
volt~ehen, so is~ zun~chs~ dieser Thell ~ "  ~-i zdr Begrenzung der M/~ 
zu zbhen durch die Qpera~ion --M~_~, (welehe in analoger Behandlun~ 
einen besfimmbn Bei~ag zur Char~kteristik ~K~ lief~rt); nach dieser 
Operation - -  M~-i erschein~ dana - - ~  in ~kanonischer Form u, s; f.~ 

M~thematl~ohe Annalen. XXXYII, I9 



Dahei~sei noch ~bemerk~ dass wenn es sich um die Umformung einer 
gesch~ossene~ Mannigfal~igkeit handelt~ eine .kanonische Zerschneidung" 
mi~ der Opera~ion - -  ~0 (.Punktirung") zu beginnen hat, durch welche 
,wi~ zun~ch~ der Mannigfaltigkei~ eine (sph~irische) Begrenzung er- 
~heilen~ yon der aus die wei~ere Zersehneidung erfolgen kann. 

~o iibersehen wit, class wit  tier symbolischen ~ntstehungsformd 
einer ~lannigf altig~eit M~ 

.M,, .E,, 

oder (indem wit unter den M~ auch die Ausgangsmannigfaltigkeit E~ 
einbegreifen) ki~er:  
(3) ~ -  = ~ ( - 7 -  

die Ab$ghlungsformd fi~r eine Charakteristib K.: 

~Y. -----1 - [ - , ~ ( - ~  (-- 1) ' -" .  ~ , )  

b~iehungsweise M~rzer : 

(4) ~ - = ~  (-T ( - - 1 ) " - " .  K~) 
an die 2eite set~e~ k6nnen. 

w 

Beispiete: L Die sph~irisehen Mannigfaltigkeiten ~q.. 2. Die lineareli 
projectiven Mannigfaltigkeiten P..  

Das hiermit gewonnene Princip der hbziihhng ftthren wir zun~ehs~ 
an verschiedenen Beispielen durch. 

1. Eine sl~h~rische Mannigfaltigkei~ ~q~ yon n Dimensionen, is~ 
im Sinne der/knalysis silus iiquivalen~ mi~ einer linearen Mannigfal~ig- 
keil Z~ yon n Dimensionen (x I ~ x ~ . . .  x~), soferne wit die unendlich 
grossen Wer~hsysteme der x~ zu einem einzigen zusammenfassen. ~) 
Ffir sie ergiebt sieh sofor~, da das Ausschneiden elnes Punk~es die 
]Y~_a~nmgfaltigkea~ in eine ~ verwandel~, die symbolische Gleichung: ~ 

aber - -  ~ ,  mit -T 1 zu ziihlen isl, je naehdem n gerade oder un- 
~g~r~age~ so folgt, je nach dieser Unterscheidung yon n 

(1) ~q" "" O" 

*) tn de~r ~olge sei stets mi~L. dlo tineare ~-dimensionale Mannigfaltigl~ei~ 
mi~ einem.li~Etnlih'ch ~ei~en Punkt bezeichnet, im Gegensatz zu der sogleich ~[ 
be~prechend~n ~inearen ,,projec~iven",I~fannigf~Itigkei~ ~ .  Fiir die Umibrnauhg 
der L n in eine ~B~ mit, H~fe der .Trandormafion durch reeiproke Radien" vergi~. 
z. B. die auf ~ - 1  ~ Dim. b~ziiglichen Form~tn auf pag. i~93; 
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2. Fasst man dagegen die Werthesys~eme der n unabhiingigen 
~;ariablen (xl~ x 2 ~ . . ,  x.) beziiglich ihres u fiir unendlich 
grosse Wer~he tier x~ so auf, class man diese je nach dem Wer~he der Ver- 
h~linisse dieser GrSssen unterscheidet --  die dann ihrerseits ein lineares 
Werthsystem yon n -  1 Dimensioned bilden, ffir welches die gleiehen 
Festsetzungen getroffen seien - -  so gelangt man zu folgender Abzahlung. 

�9 o ~ Es set die so definirfe M.  als ,,projective Mannigfaltlgkelt P,, (in aus 
den r~umlichen Vorstellungen fibertragenem Sinne) bezeichne~. Das 
Ausschneiden aller nnendliehen Wer~hsysteme der (x~) kann dann als 
Entfernen ether P~_~ bezeichnet werden, durch welches die P~ in eine 
~ verwandelt wird : 

Dies Aussehneiden der P~_z kann nun seinersei~ wieder erse~z~ werden 
bach der symbolischen Beziehung: 

P~_~ - P~_~ ~ ~ _ ~  

und ebenso ha~ man wieder 

P~_~ - P~_~ ~ ~_~., 

und schliesslich: 

Die Addition der s~mmtlichen Gleichungen ftihrt auf 

t'~ = ~ + ~ _ ~ +  ~ _ ~  + . . . +  ~ + ~0; 

da nun bet tier Abz~hlung der E~ je zwei Zahlen :l, 1 sich zersf~ren, fo l~  

je nachdem n gerade oder ungera:de m~. - -  
Die Mannigfal~igkeiten P ,  gera~& Dimension e~eisbn sich als 

.~llannigfal~igkeiten mi~ umkehrbarer Indicatrix ~t. Dies ist, wenn wir 
die Definition solcher Mannigfal~igkei~n direc~ aus dem uns geliiufigen 
Verhal~en der entsprechenden zweidimensionalen ~ Mannigfa!tigkei~en 
(vergl. etwa Annaien 32 13ag. 479) iibertragen~ dadurch zu erweisen, 
dass wir*) ein , C6ordinatensystem ~ yon n Axen mit bestimmten 

*) Es set in d ieser Entwidklung zur Kfirze eine mehr ge~)me~rische Rede- 
weise ges~a~e~, In analy~ischer Form l~sst sich under zu Grundelegung eines 
ert~ten Bezugsysteme~s yon Coordina~en ~ eine continfiirliehb Vert~nderung, von 
Coordinatenrichtungen l~ngs eines geschlossenen Weges dutch eine ~lineare Trans- 
formation tier ~ mi~ einem Parameter fixiren. H~  dann naoh Durehlaufung des 
Weges eine Anzahl yon Coordinatenaxen ihre urspr~ngliehe Lage wieder~erreicht, 

19 �9 
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~,ppsitiven" Richtungen in unserer Mannigfaltigkeit annehmen und 
nun einen geschlossenen Weg in derselben angeben~ auf welchem nach 
einmaliger Durchlaufung die Richtungen einer ungeraden Anzahl voa 
Axen in die entgegengesetzten verwandelt erscheinen. Wit iibersehen 
~dies bier am einfachsten aus dam Umstande~ dass wit unsere Pn 
auch~dadurch aus der ~ 

x~ s ~- x~ 2 ~- . . .  -{- x~ 2 < 1 

herstellen ]~Snnen~ class wit je einen Punkt: 
~l, ~ , . . . , ~  

der sph~rischen Begr.enzung yon E~ seinem diametral gegeniibero 
liegenden 

- x l ,  - - ~ 2 , ' '  - , - -  ~ 

zuordnen. Die. Begrenzung schliesst sich dann in einer /~,-1 zusam- 
men. (n--  1) im Punkte ~!, x2, �9 ~ .~ x- in der Begrenzung tixirten 
Richtungen~ die wir am einfachs~en als orthogonales Axensystem der 
tangentialen ]inearen Mannigfal~igkeit 

~ i ~  -~- ~ -~- . . . -~-  ~,~, - -  1 ---~ 0 

w~hlen kSnnen, entsprechen nun im Punkte --  ~l~ - -  ~ ,  . �9 .~ - -  ~, 
gerade die entgege~gesetzten Richtungen. Durchlaufen wit also mi~ 
diesem Axensystem den dutch die gerade Verbindungslinie der beiden 
Gegenpunkte bezeichneten geschlossenen Weg [wobei dieser radius 
vector die ~ Coordinatenaxe ffir ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
in unserer Mannigfaltigkeit abgieb~]~ so werden au~ demselben ~ -  1 
Richtungen in die entgegengesetzten verwa, ndelt. ~omit si~d die ~ro- 
~ective~ .~a~i~fa~t~t~eiten P~ gerad~r Di~nension solcl~ ~nit ud~ehr- 
hater Indicatrix, w~/hrend die yon ungerader Dimension, bei welchen 
sigh auf dem bezeichneten Wege eine gerade Anzahl yon Coordinat~n- 
richtungen umkehren, und wie direct 'ersichflich auch keine a~dere~ 
Wege der verlangten Eigenschaft mSglich sind, als solche mi~ night 
amkehrbarer Indicatrix zu beze~chnen sind. 

w  

B~isgiele (Fortsetzung). 3. Ein B~schel yon gewissen Mannigfaltig- 
keiten vierten Grades /~-1.  

Wir betrachten als drittes Beispiel ein einfach unendliches Bfischel 
yon Mannigfaltigkeiten /~-1~ welche lfickenlos und einfach die duroh 

so hat ein auf sie bez~glicher Theft der Determinante der linearen Transform~tio~ 
wieder seinen Ausgangswerth erlangt und swat Init dem gleichen bez. entgegen. 
gesetzten Vorseichen, j~ nachdem eine gerade bez. ungerade An~ahl dieser Axen 
dabei ihre Riehtung in die entgegengeaetzte verwandelt haben, 
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das System der Variabeln xl,  x2,..., x~ gegebene Ausgangsmannig- 
faltigkeit Ln erffillen, dergestal~ dass j edes Werthsystem x l ' . .  xn 
der /~  einer und nut einer 2~-1 angeh5rt. Unter ~ den Parameter 
des Biischels verstanden~ seien diese 2~-1 durch die Gleichung gegeben: 

z (1) Y + 1 (2+ xi = o. 
1 1 

Fiir /~ == 0 und Z = oo- ergeben sich die zwei reellen Grenzmannig- 
fal~igkei~en des Bttschels, niimlich einmal die sl0h~irische Mannigfaltigkeit 

(2a) ~ x i  ~ - -  1 - -  O, x,+~ = O, x,+~ = O, �9 � 9  x~ ----- 0 
1 

yon v -  1 Dimensionen: ~q,_~; dann die lineare Mannigfaltigkeit 

(2b) xt ~-- O, x~ -~ 0 , - . . ,  x, = 0 

yon n -  v Dimensionen: Z~_,. 
Eine beliebige der Mannigfaltigkeiten /~,_~ bezeichnen wit am 

besten durch die beiden Systeme sph~rischer Mannigfaltigkeiten, welehe 
dieselbe lfiekenlos und einfach fiberdeeken: 

Einmal n~mlich kSnnen wir jedem Punkte der eben (2a) genannten 
sphKrisehen Mannigfaltigkeit ~q,_~ eine auf der/~,_~ gelegene sphiirische 
Mannigfaltigkeit S._,  zuweisen. Man lege niimlich dureh einen Punkt A 

x~ ,~2~ . . .~x~;  x ~ + l ~ 0 ~  x ~ + s ~ - - 0 . . . x ~ 0  

der S~_~, fiir welchen also 

1 

ist und durch die , Coordinatenaxen" x,+l,  x~+s, . �9  x~ die so be- 
stimmgo Z~_~+t: 

x I ~ r~l~ x~ ~ r ~ . . . ~  x~ ~ r ~ ;  

dieselbe schneider unsere ~q,_+ in den beiden Punkten A,  A" 
x~ ~ ++ und x~ ------ - -  ~+ 

und die /~,- t  nach zwei in der Gieichung*): 

enthaltenen sphilrisehen M~annigfal~igkeiten 5'~_,, welche wir eindeutig 
je diesen beiden Punkf~en zuweisen. 

*) Der Radius vector ~ is~ Ms Coordinatenaxe mtt den x~+ 1, x~+2, . . . ,  xn 
in'tier s eingefiihrk 
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~@ ~ - ~  erscheint so.lii&enZos und einfach yon einem (n--1)-fach 
vne.n.diiche~ System yon MannigfaZtigkeiten .S,_, iiberdeckt. 

~ls Innenrctum der /~-1 set der Theft der Manuigfaltigkei~ L, 
bezei ehnet~ f~r welehen die linke Seite der Gig. (1) kleiner als ]Null 
ist. In demselbea liegt die Manni~faltigkei~ S~_1 (2 a), yon welcher 
jeder Punkt ~ das Inhengebiet /il,_,+~ der im zugeordneten 5',_, 
bezeichnet. Die ~esammtheit aEer dieser l~ings der ~q,_z angeordneten 
2~r erfiillt d .en.Innenraum unserer 1~,_, und auf jene S,_, zieht 
sich dersdbe "fiir ~t-- 0 ~usammen. 

Die ganz analoge Rolle abet ergiebt sich fiir die im .Aussenraum 
ether beliebigen unserer /~,_~ gelegene L,_~ (2b) und eta ihr zu- 
gehSriges auf der /~,_~ gelegenes System sph~irischer Mannigfaltig- 
keilen S~_~. 

Leg~; man n~imlieh dureh einen Punk~ B der L,_,: 

x l ~ x ~ . - . ~ x ~ - - - 0 ,  x~+t~ x~q-z~...~xn 

und die sph~irische Mannigfaltigkeit S~..~: 

Z x~ ~ 1 ,  x,+~--~ . . .x~---  0 0 
i 

die dadureh in unserer L. vStlig bestimmte S~, so schneider dieselbe 
~ain~ ~ die Z.2~ in den 2 Punkten B, B': 

und 

WO 

X,~---x~---.,..-----x~-----O, -- 7.--~- , --. ~., , 

, . X n 

und die /~-1 nach zwei sphiirischen Mannigfaltigkeiten &-i ,  wiflche 
wir eindeutig jenen .beiden Punkten zuweisen. So erscheq~ die 1~._~ 
auch einfach und Ei&enlos i&erdeckt yon einem (n--v)-fach unendtichen 
~ystem yon S,_~. 

Der Ytusse/nrastm der /~,_, enthMt unsere L._.; jedem Punk~ der- 
~eib.e~ gehiirt~r (hier sphKrisch ges~alte~e)"Elemen~argebiet ~ zu, 
~e161ies ~.a.f der oben beshmmten sphiinschen Mannigfaltigkeit S~ von 
//.~1 au~gesciinitten wird.- Die Gesammtheit aEer dieser lgngs L,,_~ 
ar~g~@ib~efen E~erfii~It den Aussenraum unserer 1~._1 und auf.iene 
~5~~ i~h~ ,de~se lbe  fiir X ~ do zusammen. 

Es sei,, 41is Anordnung kurz zu,~eransehauliehen', an die Verh~ilt- 
nisse beim Kre~sring (n ~ 3, ~ ~ 2) erinnert. Auf demselben liegen 
als die zwd~-Systeme sph~rischer Manni~fal~keiten B~_. und ~. , 
die be,den ~ ~ e .  Der Ierte~'a~W~_ is'b erffi]l% yon den ]~ag~ der 



Bei~rRge zur Rnalysis si~us II. 287 

Mitiellinie des Ringes angeordneten Kreisscheiben (~,_,+~), der Aussen- 

raum yon Kugelabschnitten (_E,) deren Mittelpunkte sich 1Rngs der 
Axe des Ringes (der L~_,) anordnen. Man vergleiche die nebenstehende 
Figur, die fiir den Ring entworfen ist, in welcher aber die all- 
gemeinen Bezeichnungen eingetragen sind. 

:Fig. 1. 

w 

Beispiel 3, Fortsetzung: Abz~hlung der 0harakteristik.. 

Mi~ Hfilfe der so geschilder~en Zusammense~zung des Innen- und 
Aussengebie~es, /~  bez. R~ der R~-I ergieb~ sich nun sofor~ die Ver- 
wandlung derselben in Elemen~argebiete und dami~ die Abz~hlung der 
zugehSrigen charak~eris~ischen Zahlen. 

Die Mannigfal~igkeit /~  ist, wie eben abgelei~e~, cons~i~uir~ aus 
conhnuirlich jenen (v--1)-lath unendlich vielen, 1Rngs der ~ - i  (2a)~ ~'  " '  

angeordne~en E~_~+i. Schal~en wir aus der B,_s einen Puilk~ (~o) 
aus, so k5nnen wir dieselhe ~ umkehrbar ~eindeu~ig beziehen auf eine 
E,_x, et;wa: 

~,2 + ~2~ ~ . . .  + ~j  _ a < 0 

wRhrend wir die, je einem Punk~e dieser E~-i zugeordnete ~:~-~+l 
dutch 

~ + + ~ - - b  < o 
dars~ellen k~nnen. Die 17~ is~ somi~ nach "Ausscheidung der einen 
jenem Punk~e ~o zugeordneten E,-~+x in die dutch die obigen Un- 
gleichungen (vergl. w 1 pag. 277) gegebene .E, verwandel~. Da weRer 
die &usschneidung jener 27n_~+1 in der kanonisohen Form - -  die Be- 
grenzung der ~ , - ,+l  geh5r~ ganz der Begrehz~ng der / ~  an - -  vor- 
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ge~omm~ ist, haben wit fiir die Bestimmung der charakteristischen 
Z ~ I  ~li~ ~symbolische Gleichung: /~  ~ ~ - ~ 1  -~- ~n ~ oder: 

Cl) § 

Beachten wir andererseits~ dass nach Formel (2b) (w 5 pag. 285) 
die 1~ durch Aenderung des Parameters ~ sehliesslich fibergeht in die 
ganze Mannigfal~igkeit B~ mi~ Ausschluss der Grenzmannigfaltigkei~ 
L~_~, so ergieb~ sich sofor~ noch eine zwei~e Abz~ihlung~ indem wit 
hiernach die Mannigfaltigkei~ ~ uns entstanden denken kSnnen aus 
e~ner /~ dutch Ausschneiden einer Ln-~ oder was dasselbe sagt einer 
~. .~ ,  die wiederum (kanonisch) in die Form (~0 ~ ~ - 0  fiir die Zer- 
schneidung zerleg~ sein mag. Darnach ergieb~ sich die zweite Be- 
ziehung 

oder, wenn wit beachten, dass L ~ -  E o ~ ~ ist: 

Beide symbolischen Gleichungen ergeben nun (nach pag. 281 
Formel (2)) dieselbe charakteristische Zahl K~ fiir das Gebiet R~ 
und zwar ]st mit der Unterscheidung gerader und ungerader Zahlen n 

v die 

(3) n gerade 

n ungerade 

v gerade 

0 

0 

v ungerade 

2 

2 

Ffir den Aussenraum 1~ ergeben sich, mit Berficksichtigung der p. 286 
dargestelIten Beziehungen aus einer,ganz analogen Abz~ihlung die 
beiden symbolischen Gleichungen: 

ati~s welchen, je nachdem n, v gerade oder ungerade ist, die charakte- 
rist~sche Zah~ K:  sich wie folg~ ergiebt: 

(6) n gerade 
K:: 

ungerade 

v gerade 

2 

0 

v ungera~de 

0 

2 
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Wit hal~en ffir die sogleich zu gebende gerwendung unserer 
Mann~gfal~igkei~en /~  und /~ die in den symbolischen Gleichungen 
(2) and (5) ausgedriick~e einfachs~e Form fes~ als ~anni~fal;tr 
~ ,  aus wdchen eine ~lementarmannigfaltig~eit ~ ausgeschnitten 
wird. Im Sinne der Analysis situs sind also unsere obigen Definitions- 
gleichungen gquivalen~ rail der einfachsten Darstellung einer solchen 
~annigfalligkei~ durch: 

(x? + x~ + . . .  + x2_~) (x~ + ~ + . . .  + ~.~ - l) < o 

in welcher aus der Mannigfal~igkei~ 

die .~  
xi  2 -t- x2 ~ -t- " "  -f- x J  - -  1 ~ 0 

x ~  -t- x ~  -t- " �9 �9 q- ~ J -  1 < 0 

ausgeschlossen isL 
Auf die charak~eris~ische Zahl ffir die ~egren~u~zg einer Boictlen 

Mannigfaltigkei~ gehen wir weiter unten ein (vergl. pag. 297); 

I I .  A b s c h n i t ~ .  

Zurlickfiihrung der Abzghlungen auf Kronecker'sche Charakte- 
ristiken flit den Fall yon Mannigfaltigkeiten ~ _ ~ ,  bez. M,~ 
die im Gebiete yon n yon einander unabhgngigen Yariablen 

durch eine Gleichung f - ~  0, bez. eine Ungleichung f ~ 0 
gegeben sind. 

A. Ers~e Abzghlung mi~ Htilfe yon s inguigren  S~elle~n im 
Gebiete f ~  0. 

w 

Die singulgren Stellen. Vorbereituug der Abzgidimg. 

Wir gehen nunmehr dazu iiber~ die Charakteris~ik aufzust;ellen fttr 
diejenigen begrenzten Mannigfaltigkeiten yon ~ Dimensionen, die wit in 
unserer zu Grunde geleg~en llnearen Mannigfal~igkei~ der (xt, x2,..~ x~) 
durch dne Ungleichung 

f ( x l ,  ~ , . . . ,  ~,)  < 0 

defmiren kSnnen und treffen gleichzeitig die Abzghlung ffir die be- 
grenzende Mannigfaltigkeit 

f (x~ ,  x2, . . . ,  ~,,) ~ O. 

Dabei se~zen wir noch voraus, dass die ers~en Ablei~ungen fl, f2i ..~, f~ 
yon f nach den xi  nut ffir eine end~ic3~e Anzahl yon W e r t h s y s ~  
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(~v~)~g~ich~itig ve~s,r und dass fiir dieselben nicht auch f =  0 
sein soil 

b~alog wie.in den frtihe~en Aufs~tzen ffir M~ und M S betrachten 
w~r d~e ~f~.~ f ~-- 0 als enthalten in einem einI~tch unendlichen System 
yon ,Mannigfaltigkeiten ~]/~_~, und wKhten ftir die folgenden Formu- 
tir ungen auch hier~ wieder am zweckm~issigsten das System 

f ( x , ,  . . . ,  x . )  

welches 4iiCkenlos und einfach die lineare Mannigfaltigkeit L~ der x~ 
erfiiltt*). Setzen wit dabei voraus, dass fiir den ,unendlich fernen 
Punkf~" die Function ]'(x~, x ~ , . . . ,  x~) positiv sei, so kSnnen wir 
ebenso wie frtlher annehmen, dass fiir einen gewissen negativen Werth 
der Constanten C-~-C O einmal die Mannigfaltigkeit f ~ C O lediglich" 
aus einem isolirten Punkte besteht, und das yon hier ab~ mit wachsen- 
der Constante C die Entstehung des Gebietes f ~ 0 durch eia con- 
tinuirliches ,,Wachsen des Innenraumes" verfo]gt werden kann; gleich~ 
zeit~ig entsteht~ dann die Mannigfaltigkei~ f~---0 durch successive 
Deformation aus f ~-C.  

Dieser Entstehungsprocess eignet sich nun sofort ftir die Abz~ihlung 
charakteristischer Zahlen fffr diese a~/~ ( f  ~ 0) und die M~_~ ( f ~  0). 
Eine Aenderung der Zah]en tritt niimlich sprungweise an den singu~Sren 
~te~en der Mannigfaltigkeiten f ~ C ein; es sind die Stellen im Innen~ 
gel~iet yon f ~  0, fiir welehe 

f =O, 

ist (~obei die Indices die hbleitungen yon f ( x ~ , x ~ , . . . ,  x,~) naeh den 
Variabeln bezeichnen). 

An diesen Stellen entstehen, bez. 
Mannigfaltigkeiten f ~ C und sie haben 
auf die Charakteristik der ~]1~ und ~f~-i 
gebung jeder solchen SteIle l~isst sich 

vereinigen sich Theile tier 
wir daher in ihrem Einfluss 
zu betrachten. In der Urn- 

nun (nach unseren friiheren 
Voraussetzungen) das System f ~ G ersetzen durch ein System yon 
Mannigfaltigt~e~ten zweiten Grades und daher die ~est/mmung des 
P~@hara~ters. elner solcher~ SteUe sofort, an der dutch eine redle ~ineare 
�9 rahs/ormatian,~erhdt~en canonischen 2'orm: 

e) Wie ~chon in tier E~ulei~ung erw~hnt, beschr~nken wir uns bier auf' die 
ex~ch~t~.~En~i~liungsprocesse. Ve~idlgemeinerungen, wie sic etwa fiir em 
System 

f(xi, ~ , . . . ,  x~, 0') ----- o, 
welches den Parameter ili beliebiger Abh~.ngigkeit enthRlt, u. a. zu treffen wRren, 
fasten sider in;~talogie~m!it den fr~I/eren Untersuchungen (vergl. etwa die i~ 
Bd~: 32, pag. ~6~v4~ag.~9~ff, gegebeixen Fogmulirungen) entwickeln. 
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(~ sei als positive Orbsse vorausgesetzt)vbrnehmen. 
dabei den singul~iren Punkt 

Wir grenzen 

X,-~--O~ ~ 0  

dutch die sphiirische Mannigfaltigkeit S~_~ 

x, ~ -}- x~ ~ 4 -  "'" 4 -  x~2 ~ 02 

ab, we ~ einen kleinen, festen Werth bezeichne~, so zwar~ dass im 
Innern dieser B._~ unsere obigen Mannigfaltigkeiten M~-t mit den 
eben gegebenen Mannigfaltigkeiten zweiten Grades identificir~ werden 
kSnnen. 

Wir machen noch die nich~ weiter beschrilnkende Annahme, dass 
in dem Intervalle yon ~ e bis -Jr" �9 unsere Mannigfaltigkeiten M'n_x 
f---~ C keinen weitere~ singul~iren Punkt besitzen und betrach~en nun 
die Aenderung der charakteristischen Zahlen beim Durchgang yon 
- -  s nach q- ~, wobei also der singuliire Punkt z[ --- 0 zuniichst aus~er- 
barb, dann innerhalb der begrehzendea Mannigfaltigkei~en M,_~ liegk 

Esse i  nun~ zur ktirzeren Ausdrucksweise mit M o ~_t die Mannig- 
faltigkei~ M._~ mit singuliirem Punkte bezeichneg, mit Mg'_'t eine un- 
mittelbar vorangehende, mi~ M~-~-t eine unmittelbar darauf folgende. 
Ebenso seien die bert. Innengebiete dieser Mannigfaltigkeiten durch 
M ~ M~ -~, M +~ bezeichnet. 

Dann etgeben sigh sofort fo]gende Lagenbezieh~ngen: 
In dem Aussengebiet 

x~ + ~2 ~ ~ . . .  + x~ > ~ 

unserer den singulgren Punkt abgrenzenden sph~risehen Mannigfal~ig-, 
keit 8n-i is~ dot Verlauf der drei Mannigfal~igkeiten M'~-i und ebons6 
der drei M, im Sinne der Analysis situs, nicht versohieden. ~,~b~n~o 
ist auch der Schnigt jeder der drei Mannigfaltigkeiten M/n-1 mit tier 
~,-1 im Sinne der Analysiw situs identisch. Nut die im I.unengebie~ 
der ~q,-1 liegenden Theile der drei M~_l unterscheiden sieh yon einan- 
der; wit charakterisiren sic am einfaohsten dadurch, dass wit dieselbe~ 
auf die sph~irisehe Mannigfaltigkeig ~n--I abbilden. Bezeichnen wit 
n~imlich den Schnitt der M,~ mig der B,-x d u r c h / , o  und die beidea 
G ebiete~ in welche diese T~ die S.-1 trennt 

x~ ~ § x2 2 + + x~ ~ 0 2 , �9 �9 ~ 1 

{ <  0, 
+ + " '  + - . . . .  > o 

y ~ 8  beziehungsweise dutch ,-1 und T+_~I,, so ergiebt sigh ~ofo~ (dutch 
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l~r0j~ction~ yore Mittelpunkt xl ~ 0 aus), dass das im Innern der S~-I 
gelegene Gebiet der Mj~l umkehrbar eindeutig auf das Gebiet T~'--'I 
und ebenso das analoge Gebiet der M~_~l auf T~+_~ bezogen werden 
kann, w~hrend die T~ selbst 1 -  ool-deutig der singul~ren Mannig- 
faltigkeit ~-i entspricht. 

In nebenstehender Figur ist ftir n ~  3 - -  
~ig. 2. 

an dem Uebergang 
xl % x? - x ? =  T 

yon einem zweischaligen (M~I) zu einem 
einschaligen (JI~+_~,) Hyperboloid durch den 
Kegel (M~ 

x12 + x ~ _  x3~ __ 0 

die gemeinte Bezeichnung eingetragen. Das 
zweischalige Hyperboloid wird auf die beiden 
Kugelhauben (Tj_'I), das einschalige auf den 

+8 ringfSrmigen Theil (T~_i) der Kugel ab- 
gebildet. 

Wir kSnnen nun wegen dieser ein- 
deutigen Beziehung die Mannigfaltigkeiten 

Jl~7" +~ ,-~ und Jl~-l, ohne sie im 8inne der Analysis situs zu ~ndern, 
dadurch gestaltlich umformen, dass wir je die in das Innere der B~_~ 
ragenden Gebiete derselben ersetzen bez. dutch die beiden auf der 
Sn-1 liegenden Gebiete T~'_'i und T~--'I. 

Mit Umgehung der singul~ren Mannigfaltigkeit Jl~~ kann dem- 
nach au~ch der Uebergang yon der M~-_~I zur ~+~1 im Sinne der 
Analysis situs ersetzt werden durch den folgenden: Aus der Mj-~I 

T~_~ das Gebiet T~-~l enffernt wird dutch Zerschneidung 1Kngs der 0 
und an dessen Stelle l~ngs eben jener T~~ das Gebiet T~_~I eingeftigt. 
I~ ~ ~mbolischer Form liisst sich also diese Aenderung dars%ellen dutch 

r p + ,  . 

wR]~re~d: das~(~eb~e~ T~-2, we!ches zuerst ausgeschnitten, dann abet 
~r ~g~gt~wird, f~ir die "ibz~hlung ausser Betrach~ bleibt. 

Analog ges~altet sich ge~ Uebergang fib die Mannigfaltigkeitefi ~ 
n~ r Dimension, y o n / f / '  zu ~]~+', folgendermassen: 

Es Wir~ eine Elementarmannigfaltigkeit ~ (der Innenraum der 
~'~_~) de~ ~f~ zugeffigt und zwar mit derselben l~ngs der in der Be- 
grenzung der Mj"  enthaltenen T~-__'i vereinigt. Dabei ist zu beachten~ 
dass ~lie ~Begre~n~d~ T~-_~, die ~~ in der~ Begrenzung 
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sowohl der ~-' als der ~7. gelegen ist. F~r die Abz~hlung erglebt 
sich also bier die symbo|ische Darstellung der Um~,nderung dur~: 

(~) + E,, + rZ'~. 

Bestimmung des Punktcharakters der singaliLren Stellen dutch Zmqiok- 
fiihrung auf die AbzRlflungen des w 6 (Absch.itt I). 

Die far die AbzRhlung in Be~racht kommenden Mannigfaltigkeiten 
T~.~l~ T.+_'z und deren Begrenzung T~_~ sind uns abel" wokIbekann~ 
Verwandeln wir n~imlich die sph~rische Mannigfaltigkeit ~...~ 

welche die obigen Mannigfal~igkeiten enth~ilt~ in eine H~ar~ Mannig- 
faltigkeit L._~, durch eine nTransformat/on durch reciproke Radien+~ 
deren Centrum auf der H,~-~ !iegt; etwa durah: 

x l = 4 Q 2 "  ~, 4~2 h | .  
2 +  ; 2 v  

1 1 1 

so gehen die beiden, 
ehungen: 

x~ + x~ % . . .  + ~; - xJ+~- 

xl 2 + x2 ~ + . . -  + x J =  p2 

fiber in 

unsere Mannigfaltigkeit T.~ definirenden Glei- 

~--I 212 �9 , .  + ~ , ~ ) ~ -  4q~++~, ..0 

also (in einer um eins ni~drigeren Dimension) genau in e'me tier i/z 
w 5 und+ 6 be~rachte~n Maunigfaltigkeiten. Dabei ist der I~ren- bez. 
Aussenraum ( ). 32~(~1~ + . . .  + ~ 2 ) _  4q~ + ~,2 < 0 

) 0  

derselben ~ punktwelse + +au~' die (~ebiete T,-'._I beziehungsweise T.'?~-be- 
gogen. 

Die Abz~hlung der Aenderung der Charskteristik unserer/Matm/~ 
faltigkeiten ~+.-~ und M. beim Durchgang durch die singulL~+S~ 
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( h  der Richtung yon ~ naoh + ~) ergieb~ sich also aus den 
Tabellen (6) und (3) auf pag. 288 sofort folgendermassen: 

1. Ffir die M~-I ergiebi sich nach der symbolischen Formel (I) 
des vorigen Paragraphen (pag. 292): Der Process - - T ; ~ I  z~ihlt: 

v gerade v ungerade 

n gerade 0 - -  2 

n ungerade - -  2 0 

der~ zweite Process + T~_I 

I v gerade 

n gerade I 

v ungerade 

o + 2  

0 + 2  

Der Uebergang yon M~-_'~ r M;_~ etihit also: 

(1.) n gerade 

n ungerade 

v gerade 

0 

- - 2  

v ungerade 

0 

2, F///r die gleich~e#ige Aenderun9 der CharaMeristik des I n n e ~ -  
raumes der M,~_~ ergeben sich ebenso aus der symbolischen Gleiehung 
(2) (pag. 293) die Zahlen: 

v gerade v ungerade 

n gerade + 1 - -  1 

nungerade - -  1 + 1 

~eim DurcMaufen der Mannigfaltigkeiten in der entgegengesetzte~ 
~iahb~n~-- we, aZso der singultire ~unkt zuerst im Innenraum a~e~ 
~Li~gdeg~ ist und nach der Umformung in den A u s s e n r a u m : ; ~  
~iegen ~ o m m t -  tritt die umgekehrte Zghtung ein. 

w  

A~al~isohe Yormulirung. Summation iiber die Punktoharakt~re. 

Beac, h~en wit nun~ class die Unterscheidung yon geradem und 
ungeradem v ganz allgemein und ohne die ffir die Herleitung benutzte 
canonische F~orm~iir,jede Stelle 
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ft ~ O ,  f~ ffi 0 , . . . , f . . = O  

in unseren Mannigfaltigkeiten f(x t . . .  x~) == 0 gegeben wird 
alas Vorzeichen der Determinante 

dutch 

A 

f i ,  f i ,  . . . f t ,  

/ , ,  /** . . . f , ,  

so ist fllr die yon uns 
gegeben in der Tabelle: 

so Igsst sich der Unterschied der Abz~hlung eofort in der Kroneeker' .  
sehen Form der Punktcharakteristik mit H~lf'e dieser Funetlontldeter- 
minante darstellen. Versteht man niimlieh enter [A] die Werthe 
+ 1, - -  1, je nachdem der Werth yon A positiv oder negativ*) i ~  

betraehteten Punkte der Werth yon, [~] 

n gerade 

n ungerade 

v gerade 
, ,  m l ,  � 9  , , , , , ,  �9 _ = 

+ t  

- - 1  

~, uagerade 

- - t  

+ 1  

Er stimmt also mit den in Formel (2) der vorigen Seite gegebenen 
Werthen fttr die Aenderung der charakteristischen Zahl der ~fm.beim 
Durcbgang dutch den singul~en Punkt llberein, withrend fi/r ungerade 
n d e r  doppelte Werth auch die Aenderung der Charakteristik dex be- 
grenzenden ]tf~-i bezeichnet. 

Bildet man nun die Summe der Werthep weIche [A] i~r dmmtliehe 
im Innern yon f =ffi 0 gelegenen singulgren Puakte, aleo far itie Pmtkte 

f < O, f~ w 0 ,  f2 ~ 0""'~'; .  =~'0, 

besitzt, so ~ dire~ 

~nd wei~ f~r ungerade n die CV.araMeri~ K.-t  der begr~emtat 
Mawm'gf~igkeit M~I f m 0: 

2 - 

F ~  gerades n d ~  ~ die e~.ara~is~d~ ~ &r d~eh f - -O 
gegebenen (,,gescMossenen") Mw, mig fa~k~  M~I st~s l f  ~lZ, w ~  tuld~ 
den obioen Zabdlen jeder U~ergan9 durd, dau~ singul~en _ ~  
,nit 0 ~Mt. 

*) Wir eeltlie-~en der FAnfa~hheR halber den ~ee/d/~ Fall A ~.. o 
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So erhslten wit die fo~gende 

Tabelle I, 

ffir die 0 h a r a k t e r i s t i k e n  unserer  M a n n i g f a l t i g k e i t e n ,  
der  Abz~ii~lung im Gebie t  f <  0. 

, , , ,  , ,  , I , , 

die derl 
�9 ~hlung tier I Sprungsblleugegeben ] 

~annig. t duroh. [ 

gerade 

0 

ungerade 

~[a] 

Daraus folg/; die Oharakterist~k: 

K.'--~Ea] 
Z fiber f < 0 ,  f, =0,.. .,f.-O 

gerade 

~--1 ~---0 

bei 

n ungerade 

K . _ l - - 2 ~ [ a ]  = 2 ~:~' 

I fiber 

f<o, f,-o,..., f,_o. 

{}4. 
Allgemeine Folgerungen. 

W ir~ ~k5I~nen. sh!s~ den Formeln noeh einige weitere Fo]ger~ngen- 
~ablei#e~.~ ~BebacbWn~ wir gleichzei~ig mi~ der NIannigfaltigkei~ AZ~,-f~_~@, 
die~andere M a , f >  0, so erf[%llen beide zusammen mit der geschlossenen 
Mannigfalfigkei% :/If,_, f - - 0  das ganze 6~ebie~ L~ der Yariablen 
(z~ , . .  ~r.), was durch die symbolische Gleichung: 

~.edrfickt~ seL Setzen wir diese 81eiehung in die fiir die zugehSdge~ 
~ ~ e r i s ~ d k e n  um und be~hbn,  dass filr gerades n das Gebie~ ~ 
di6 t3h~r~k%eris%ik 2, f{i~-U~rades n dagegezi die Charakteristik 

~[~gl.4~ag. 282), -dass~ fe,;ner fib gerade n die Oharakteri~ik 

ffir unge~r~/~/~ 

ist, so f~Igh 

K,~-, = O~ 

=2K~ 
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l~iir gerade n die l~elation: 

(i) 
f '~ ungerade n dagege~ 

- -  o .  

Welter folgt hieraus sofor~ die Abziihlung der Aenderung der Charakb- 
risr beim Durehgang durch die oben erwahnbn smgularea Punkte 
fiir den ,,Aussenraum", die wir vorhin ftir den i,Innenraum ,i formulirt 
haben: 

Aendert sich n~imlich beim JOurchgang dutch einen singul~ren Pun~ 
die Charakteristilr K~ um + 1, so tindert sich" die Charakteristik :des 
,,Aussenraumes" K~ gleich$eitig um ---- I~ bez. + 1, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. 

Fiir das in w 5 und 
Mannigfaltigkeibn 

Beispie l .  

6 des I. Abschniites ~betrachteb~ Beis_piel der 

(2 )'- 2 x? + 1 (2 + i )  2 x? ~ 0 /~._~ 
i 1 < 0 /~, 

ergeben die fiir die Charakteristiken K~ und K~ auf pag. 288 abgeIeite~en 
Tabellen sofort (fiir gerades and ungerades n) die Best~tigung ungere~ 
obigen Formeln (1) und, (2). 

Welter fo~gt jet~ direct die Charakteristi~ Kd_l~der'~bd#e~enden 
Mannigfaltigl~eit 1~,~..1 fiir ungerades n 

je nachdem v gerade odor r isL 
Insoferne nun unsere Mannigfal~igkei~ B,-1 (of. pag. 285) 8ioh 

fib ~ ~ 0 auf die sph~irische Mannigfalfigkei~ 

B,-x 2 xk2 1---~0, x.+l----0,.-.,x.~0 

zusammenzieh~, haben ivir hier, wenn wir e ~ ;  a~n Innenraum 
durch den con~inuirlichen Process des Anwa~sems yon ~ , ~ 0  an 
erzeugt denken, ein Beispiel ftir die &bz~illlung eines dureh die obJgen 
Gleichungen geg~benen singul~ren Vorkommrlisses: 

Mathematische Annalen. XXX~'II, ~0 
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{3 1)as Auftreten jener S,_~ ~ghlt f'~ die Charakteristik K,~ mit , 

je nachdem v gerade oder ungerade ist, also (vergl. w 4 des Z Abschnittes~ 
~eispiel 1) im Sinn.e der Oharakteristik K,-~ derselben. 

In analoger Weise wiirden die AbziLhlungen anderer --  fiber unsere 
in den w167 1 - - 3  dieses Abschnittes betrachteten singul~iren Punkte 
!ifnadsgehenden - -  singuliLren Vorkommnisse zu treffen sein. Es ist 
+dann stets auf die in den w167 3 und 4 des I. Abschnittes gegebenen 
~ e l n  zuriickzugreifen. 

B. Zweite Abz~iblung mit  Hiilfe yon singuliLren Stel len 
im Gebiete f -~  O. 

w 

Umformung der 0harakteristik. Dio singuliiron Stellen auf f---0.  

Die yon Kronecker  gegebene Umformung yon 27[A]~ wo 

A _ 

fll 

f . ,  

f ~  . . .  f , .  

f . ~ .  �9 �9 f . .  

,ffihrt noch zu einer zweiten Methode der Abz3ihlung fiir geschlossene 
Mannigfal~igkelt;en. 

Es ist ;n~imIich: 

WO 

1 

f fl 
f~ f ~  

h '  ----' f?. ~ I  

f,, f.~ 

t l ,  . . .  f t ,  

�9 ** a �9 

f . ,  . . .  f , .  

Wen~ dis erste Summe tiber alle Werthsystem% fiir welche 

f ~+ O, f t  "~ O,..f~+-- O, , . +, f .  ~ O, 

+die zwei~e fiber aisle Werthsysteme-, ~ r  welche 

f ~  O,.t'~ ~ O, f ~ - O , . . . . , f , - ~ = O ,  f , , ~ O  
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o 
~n--1 ~ 

KJ_~ ,, 

ferner: 

rail Ausschluss yon: fk ----- 0 
ausgedehnt wird*). 

Danach ist aZso die Ab~ihlung tier Zahl K~ (bez. fiir gera~e n 

auch der Zahl K,-I)  an die Charakteristik yon t)unkten a u f der Mannig- 
faltigkeit M~_I f== 0 gdmii2ft. 

Es soll nun aueh diese neue Me~hode der Abziihlung unserer 
Charakteris~ik auf die im I. Abschni~t gegebenen allgemeinen Formu- 
lirungen zuriickgeffihr~ werden. Wir tibersehen die dabei auftretenden 
Beziehungen am besten, wenn wir noch die lineare Mannigfaltigkei~ 
Ln-1, etwa 

zu Hiilfe nehmen, und nun folgende Anzahlbestimmungen vornehmen. 
Die ,endlich" vorausgesetzte Mannigfaltigkeit M~-I 

f ( x l ,  x2,  �9 � 9  x~) = 0 

liege zwischen den linearen Mannigfalligkei~ten 
x~--~C O und x , , ~ C  ~ 

als oberer und unterer Grenze. Die L~_~ 
x ~ = C ,  wo C ~ > C > C ~ 

theilt unsere Mannigfaltigkeit M~-I in zwei Gebiete M2-1, bez. M~-x 
und ebenso das Gebiet M~ f < 0 in zwei Gebiete ~ ,  3/~. Endlich 
wird die /-,~-x x, = C durch f = 0 in zwei Gebiete geirennt yon denen 
das Innengebiet ( f  < 0) durch L~_x bezeichnel sei. 

Wit  fragen nach den charakteristischen Zahlen dieser Gebiete. 
Bezeichne wie in nebenstehender Figur zfir Uebersicht symbolisch 

angedeute~: 
K~_~ die charakter. Zah! fiir das Gebiet M~_~ f ~  0i~ 

, ,  , ,  ,, ,, ,, ~ I ~  ,o f  ~ 0 ~x.~>=~O~ 

,, ,, ,, , ,  ,, .M:?_~ f ~ O ~:~ < v; 

wird. 

K~ die charakter. Zahl ffir das Gebie~ MJ f < O, 

~'2 M~ f < O  

K~ ~ " M,[ f < O  

x, > C, 

x~, < C ,  

*) Wit wiihlen in der Folge zur Yereinfachung der Schreibweise stets 
0, wo dann 

20* 
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endlich 

/~-i die charakter. Zahl ffir das Gebiet M~_l f<0 x.----- 0, 
f--0 x.=C 

]~ig. 3. 

k 2 ,  

so hat man (vergl. pag. 295) sofort folgende 
gerades n zu unterscheidende Relationen: 

I. 2'iir gerades n 

und hieraus: 

ftir gerades und un- 

K.tl -5 K2-, -- K._~ = K._, = O, 

K . _ ~  - -  2 K ~ -  I = 2K2_1  ~ 2 K 2 - 1 .  

Also: Bilde~ eine Mannigfaltigkeit gerader Dimension M~_~ die volle Begren*- 
zung einer MannigfaZtigkeit M._a , mag diese nun eine ,,lineare" (M~_ t), 
oder in einem Raume L.  entha~ten sein (wie M~ bez. M~_I) so ist 
ihve GharaMeristik stets eine gerade Zaht, die do~pelte Charakteristi~ 
jener Mannigfaltigkeit M._~. 

II. ~'iir ungerades n folgt;: 

K._~ ---- 0, 

K2-~ + K2-~ = 2 K,~, 

+ 2 

Formeln, welche wesentlich das gleiche besagen, wie die eben in I 
gegebenen, und speciell noch den Sa~z illustriren, dass die Charakte- 
ristik einer .Ma~migfa~tigkeit gerader Dimension ( n -  1) dutch Aus- 
schneiden (oder Einfiigen) einer geschZossenen Mannigfaltigl~eit ungerader 
(bier n--2  'e~) Dimension nicht gegndert wird. 
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{}6. 

Punktoharaktere der verschiedenen Stellen. Summenformeln. 

Analog wie in den frtiheren Ausftihrungen (vgl. z. B. S~chs. Ber. 
Febr. 1886~ pag. 62 ft.) lassen wir nun unsere Mannigfaltigkeiten ~ll'n~ 
Xt'~_l~ ll~n._s in einem continuirlichen Processe enbtehen, indem wir in 

die Constante yon (7 ~-~ C ~ bis 
jedesmal die in das Gebiet 

x,, = O 

(7--~ C u sich ~ndern lassen und dabei 

w ~ > C ,  bez. x ~ O  

eintrebnden Theile der f ~- 0 u. [ < 0 in's Auge fassen. 
Die Sprungstellen der zugehSrigen Charakteristiken sind dann eben 

durch jene Werthsysteme, ffir welche 

f ~  0, ft ~ 0 . . -  fn-1 = 0  (mi~ Ausschluss yon f.), 

gegeben und nach ihrem ,,Punkteharakter" sofor~ aus unseren allge- 
meinen Entwicklungen abzulesen. W i r  mSgen, wenn diese geomeh-isehe 
Bezeiehnung gestatte~ is~, diese neuen singuliiren Stellen als die 
,Beriihrungsstellen" der Mannigfaltigkeiten ~r,-- (7 mit f ~  0 bezeichnen. 

Wir studiren die Punktcharaktere derselben ftir die verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten wieder an einer canonischen Form: 

+ _ x,,  0 " ) ,  �9 " ~ L ~ )  " =  - -  (x,~ + x~ + . . .  + xr - (x,~+~+ x,~+~ + 

we wir dann 
x n ~ C  

setzen und der Constanten C die Werthe + e, O, - - � 9  (a eine positive 
GrSsse) ertheilen. 

Was zuniichs~ die Aenderhng der Charakbristik des Gebiete~' M~ 

anlang~, 

9 < 0 ,  x , , - -  8 > 0 
wenn w~ nach 

~ , < 0 ,  x,~+ ~ > 0 

fortsch!reiten, so kSnnen wit direct an die frtihere Abziihlung 
dieses Abschn.) anknfipfen, indem wit das Gebiet 

,v. ( x ~ -  c) < o 
betrachbn. Es enthlil~ eiamal das yon uns za bebachtende 

~ < 0 ,  x. -- C >~O 

und das andere 

(~ i 

*) W~r ~etzen :r~ mi~ c~oppeltem Vorzeichen, uth~ei tier Untmrscheidung der 
m~glichen Fl~lle fib q~ < 0 einen Vorzeiohenweohsol Zu vermeiden. 
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> 0 ,  x ~ . - - C < 0 ,  

beide .Gebiete getrennt durch: 

(p~---0 und x ~ - - C ~ - - O .  

Behcach~en wit nun~ fiir 1" als Parameter~ die Systeme yon Mannig- 
faltigkeiten $/~-i 

~ .  (x~ - -  o )  - -  r = o,  

so ~wird die Aenderung der charakferistischen Zahl unseres Gebietes 
$/~ besfimm~ durch die Charakteris~ik der singulRren Stellen dieses 
Systems, welche im Bereiche 

~ < 0 ;  x,, - -  O > O 

neu zu~reten, bez. verschwinden, wenn wir die Cons~ante C einmal 
gleich ~t. e~ dann gleich - -  ~ annehmen. Wir denken uns dabei analog 
wie frtiher die Umgebung der ,Bertihrungsstelle" abgegrenzt durch 
eine S~_1 

x, ~ + .  �9 �9 + x~ -- ~ r _  O, 

wo dann wieder die ausserhalb s gelegenen Gebiete der abzu- 
ziihlenden Mannigfal[igkeiten im Sinne der Analysis situs tiberein- 
stimmen. 

Bestimme~ wir nun (nachw 3) mit Htilfe der partielleu Ab- 
leitungen yon 

~ . ( x ~  - -  o) - -  r = o  

die singulgren Punkte dieses Sys~emes~ so ergiebt sich, wenn wir 
zunRchst 

= x,~ + x~  + . . .  + x, ~ - ~+~ . . . . .  x~_~ + x~ 

voraussetzen~ sofor~ als einzige in Betracht kommende singul~ire Stelle 
der Punkt 

im Gebiete 
< 0, x~ -4- ~ > o, (O = -  ~), 

ftlr wolchen Punkt die charak~eristische Determinante den Werth 

[Al = ( -  1) , -*- ,  

besitzt. Ffir C =  q- ~ dagegen befinden sich im G ebiete 

9~ .< 0, x , , - -  e >  0 

keine singulRren S~ellen. [A] bezel&net a~so gleichzeitig die Aenderung 

der Charak~eristik yon ~ ,  beim .Durehgang d/arch unsere , ,Beriihrungs- 
stelle", wenn 'wit ",~on C, ~ -Jr- e nach C ~--- - -  e fortschreiten. 
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Ffir den analogen Uebergang unter Zugrundelegung yon 

r  x l  2 ~ " " - b  x ,  ~ 2 �9 - (x~+~ - b ' - - - b  < 0 

ergiebt sich keine Aenderung dutch singulilre Stellen uad somit auc, h 
keine Aenderung tier chara~eristischen Zahl fiir die M~. 

Nun isl die Darstellung der betreffenden Beriihrungspunkte ffir 
die beliebige Mannigfaltigkeil 

/ (x ,  . . .  ~ )  ~ 0 

in einer der obigen kanonischen Formen 

= x~ ~ -k �9 �9 �9 - k  x ,  ~ - x,~+~ - [ -  �9 �9 " --[- x , , _ ~  4-__ x , ,  = 0 

ausser an das Vorzeichen ~ler Determinante 

t �9 * �9 �9 �9 $ 

,*) 

noch an das Vorzeichen yon fn geknfipft: Die Punkte, ffir welche 
f. ~ 0 is~, liefern keinen Beitrag ffir die Aenderung der Charakteristik 
beim Durchgang durch die bert. singulRre Stelle, die anderen fn :> 0 
abet den dem Vorzeichen yon [~'] entsprechenden. 

A~so wird die Charal~teristik K~ unserer M~ 

gegeben dutch 
f < O ,  x, , - -  C > O  

die Summe ausgedehnt i~ber alle Punl~te 

f = O ,  f ~ O . . . f , _ x ~ O ,  f , > O ,  x ~ - - C > O .  

Die Charakteristik der gan~en durvh das Innengebiet f < 0 gegebenen 
1tI~ wird entsgrechend: 

K'. ] ~ - -  [ Z ~ "  , 

die Summation verstanclen iibe~: 

f - - o ,  - 5  - ~ o  . . .  f . _ l ~ O ,  f; > o. 

Nun l~sst sich aber die Summation auch in umgekohrter Richtung 
mit wachsenden C vornehmen. Dabei sind dann lediglich die Punk~e, 

*) Wir fiigen das MinusT.eichen zu, um in Analogie mit den K r o n e cke  r 'schen 
Formeln pag. 298 zu bleiben. 
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ffir welche f~ < O, in Betracht zu ziehen, wRhrend die Ptmkte [n > 0 
keinen Bei~rag ffir die Oharakteristik liefern. So erhalten wir~ wenn 

wir gleieh die Charakteristik K~ des ganzen Innenraumes M~ formu- 
l~ren ~ such 

- [ A ' ] ,  

die Summation ausgedehnt liber 

f :=:O, f , ~ O  . . .  f , , _ ~ O ,  /,, < 0 

und daraus folgt schliesslich die schon oben angefiihrte (aus Formol (1) 
pag. 295) durch die Kronecker 'sche Umformung erhaltene Formelv 

- -  

wobei die Summation sich auf alle Punkte 

f o, f,----o...f._,=o, f.><o 
erstreckt. 

~7. 

ZusammensteUung. Relationen" zwisohen den singul~iren Punkten. 

Analoge Betrachtungen an der kanonischen Form der singul~ren 
Punkte ffihren nun such zu den Charakteristiken der iibrigen .oben 
(pag. 299) bezeichneten Mannigfaltigkeiten yon ( ~ -  i) und ( ~ -  2) 
Dimensionen., In der nachfolgenden Tabelle sind einmal die ,,Punk~;- 
charatrtere".der Sprungstellen dieser Charakteristiken und dann diese 
selbst durch die SummenformeIn zusammengestel]t. 

Fig. $, 

,.~n--C ~ 
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fiir d ie  

Fiir die 
Abzthlung 
der Mannig- 
fal~igkeit: 

al,. o 

0 J,,-1 

/~/,-i 

i 

Tabelle II 

C h ar  a k t e r i s ~ i k e n  
A b z i i h l u n g  

�9 ,m i 

is~; der _Punl#,ch'aralc~er 
der Sprung sbllen 

gegeben durch: 
, ~ ,  ,, : ' G '  

u n s e r e r  M a n n i g f a l l i g k e i t e n ,  
a u f  f ~-~ O. 

_ [~']  

- [a'] 

r gerade 

- -  [ f~.a']  

- - [ f ~  A'3 

-- if,,. A'] 

- , 2 . [ f ~ . a  ] 

r ungerade 

- [~'] 

_ [A'] 

if ,  zx'] 

0 

bei  der 

Daraus folg~ die (Thacakterist~k: 

27 fiber: 

i , ,  l l ! i  i ! . . . . . . . .  

x~  
= "  - 2 J  [~'1 

f~O, ft ~ 0 ,  . . . f . _ t  ~ O, f .  > O, 
x ~ - O > O .  

K.' 
- -  ~ f ~ J - - r  E~'j 

~ber. f = . 0 ,  f~ = 0, . . .  f._~ =- 0, t ' . > 0 .  
2;' fiber: f = -  0, h =" 0 , . . .  f ._~-= 0. 

n gerade ' ~  II r K~~ 
~-,--~If.~l - - . .  t~l 

27 iiber: f = 0 ,  ft = 0 ,  . . .  f,t-t ffi=0~ 
x~--C>O. 

~:.-, =-,ZIf,. , , ' l-oll ~, - ,=-2 ' Ia ' l  
~=2K" 

2~ fiber: f--~-- O, ft - - - 0 , . . .  f , - t - = 0 .  

2; tiber: / ~ 0 ,  ft ----0, . . .  t ~ - ~ - - 0 ,  
x . - - C >  0. 

: , ~  [f~.  h'] .=  Dabei ist 0, 

2: fiber: f ~ 0 ,  ft ~ - 0 ,  . . .  f,~-I ~=~0. 

--~-2 i 

27 tiber: f ~ O ,  f l  ~ 0 ,  . . .  f~-v~:O, 
x~--C>O. 
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Es ergeben sich dabei ffir die Anzahl der auf der Mannigfaltigkeit 
M~-I f ~  0 vorhandenen singutiiren Stellen zwei Relationen: 

I. 2K~, 

I I . . ~  [f~. a ' ]  ~- 0 

die Summen fiber diese Stellen: 

f----o, f ~ - - o , . . ,  f ~ _ , - o  
vers~anden. 

Die l~dation I ergiebt K~ (be#. bei ungeradem n auch K~_I) a~ 
Kronecker'sche Charakte~istik des speciellen Func~ionensystems: 

f=0 ,  f ,=0,  . . . f ~ = 0 ,  f~--O. 
Die l~da~on I1  ist die bekannte yon Kronecker  /iir ein so~ches 

~ystem aufgestelge Beziehung. 
Diese tetztere Relation folg~ hier direct aus der oben gegebenen 

Bedeutfing der 
- - ~ .  ~ K~_~, [f~./, '] ' 

falls die Summation nur fiber die Punkte 

f~O,  f~-O,...f~_~--~O, x~-(~>O 
erstreckt wird: als der Charak~eristik der Mannigfal~igkei~ 

M~_~: f ~ O ,  x ~ - ~ .  
Diese entsteht n~imlich und verschwindet~ wie oben erw~ihn~ innerhalb 
des t~tervalls yon x~ ~ C ~ bis x .  ~ C u, in welchem das Gebiet [ ~ 0 
sich ~erstreek~ 

w  
Sohlussbemerkungen. 

Dutch die ZurLickffihrung unserer Abz~hlungen auf die Kro  -~ 
n e ck e~'sche Dars~dlung ist deren invariante Bedeutung (bei Ab~nderung ~ 
der zu Grunde gelegten Entstehungsprocesse~ sowie bei Umformungen 
'clef Mannigfaltigkei~en im Sinne der Analysis situs), erwiesen. Fiir 
die" Mannigfa}~igk~iten v~on zwei Dimensio~en war es nun mSglich t 
speciell a~ch auf~g~me~rischem Wege die invariante Bedeutung dieser 
char~k~eri~sch'e~ ~ e n  (ganz unabh~ingig yon der Kron eck er '  schen 
Formulirung) zu erweisen. ~Es war n~mlich, wie schon in der Ein- 
leihmg erw,ihnt, mSglich2 fur alle ]~/Iannigfaltigkeiten yon zwei 
Dimensio~!!.ea ~rmalformen'herzustellen, an welehen direct die charak- 
~eristischen'Zahlen abgelese~ werden konnten. 

Die gleiehe Darstellung f'fir Mdnnigfal~igkei~en beliebiger Dimension 
wh~rde aueh~ hi~r die Aufs~ellung yon Normalformen verlangen, als 
Repr~sen~ante~oal|er mSglichen Mannigfalggkeiten. Eine solche scheint 
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aber zun3iehst noch nicht zu bewiil~igende Se|lwierigkeihm zu biers .  
In der Thai ist die Frage nach solchen Normalformen eine viel ,m- 
fassendere. Sie erforder~ die Berticksichtigung aY~ Charak~erish'ken, 
welche eine M, his auf eindeufige Umformungen (ira 8inne der 
Analysis situs) charakterisiren und dazu ist durch die vdr]iegenden 
Untersuchungen nur erst ein erster Schri~t gemacht.. So erseheint es 
naturgem~iss, die invariante Bedeutung unserer Zahlen dutch ~r~ 
Zuriickfiihrung auf K r o n e  cker'sche Charak~eristiken - -  welchen als 
solchen diese invariante Bedeu~ung zukommt - -  zu bezeichnen. 

Es wird in gleicher Weise die Auf'gabe weiterer Un~ersuehungen 
auf diesem Gebie~e sein, auch andere charak~eristische Zahle~ einer 
M,  - -  ich erw~ihne die yon R i e m a n n  (Fragmen~e aus der Analysis 
situs; Werke, Seite 448 ft.) und B e t t i  (Sopra gli spazi di un numero 
qualunque di dimensioni. Annali di Ma~ematica, Serie II, Bd. 4) 
aufgestellten --  mi~ Httlfe K r o n e o k e r '  scher Charak~eris~iken a~y~ i ~h  
darzustellen. 

Die gegenw~irtigen Untersuchungen bedtirfen abet noch in einer 
anderen Richtung der Weiterftihrung. Wir haben uns bier i~ der 

t 

analytischen Darstellung im Wese~i~lichdn auf die durch eine Glelchung 
bez. eine Ungleichung im Gebiete yon ~ unabh~ngigen Yer~inderliehen 
definirten Mannigfaltigkeiten 3/ , - t  bez. 3/s beschriinkt. In allgemeins~er 
Form ist ein beliebiges System yon Gleichunge~ und Unglei~hungen fttr 
die Definition einer Mannigfaltigkeit zu Grunde zu legen. u den 
dadurch no~hwendigen Erweiterungen unserer analytisehen Formu- 
lirungen~ auf die ich bei sp~terer Gelegenheit einzugehen denke~ sei 
bier kurz nut auf die eine aufmerksam gemacht, welahe wiedev die 
Unterscheidung yon Mannigfaltigkei~en mit nieh~ umkehrbarer und 
mit umkehrbarer Indica~rix bet~riff~: Wenn wir im Gebiet~ yon ~ V~-  
~inderlichen eine Mannigfal~igkei~ 3~r~d:~ durch eine ~leiehung f , ~  0 
definiren, und (wie dies in den vors~tm~len Untersdehaagen g~s~hehen 
isl) die f ~ 0 als ,endlich" vorausse~n, weiter singul~re Vorkomm- 
nisse auf f--~ 0 ausschliessen~ *so ~ ist ~lie so deiln~r~e Mannigfslt~g~eit 
s~e~s eine solche mit nicht umk~hrbarer In~ica~r~x*). Dies gilt nieht 
mehr, wenn wir jene allgemeineren Mannig~'altigkeiten in Betracht; 
ziehen; bier ist (ebenso wie schon in unseren fritheren Untersuchungen) 
die Frage nach der Classe der betr. Mannigfaltigkeit zu en~sr In 
dem in ~ 4 des I. Abschn. gegebenen Beispiel und bei den im folgenden 
Abschnitt zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten zwei~n Grades tceten 
Mannigfal~igkeiten mi~ umkehrbarer tndicatrix ohne singuliire S~tlea 
noch in einer andern Form auf. !~dem wit  n~m~e~ d~  M a n ~ f a ~ t i g k ~  
der n Variab~en x~ . . . x .  im ~ r o j e c t i v e n  ~inne auffassen, erschdme~ 

*) Yergl. Annalen 32, pag. 489. 
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dur&'s ~Unendliche gehende Mannigfaltigl~eiten M~,_~ , far wdche die 
dutch das Unendliche m# dinander vereinigten Gebiete auch noch a~f, 
einem endlichen Wege zusammenh~ingen, a~s Mannigfaltigkeiten mit 
umkehrbarer bez. mit nicht umkehrbarer Indicatrix, je nachdem n un- 
gerade oder gerade ist, ein Sa~z~ der sieh in analoger Weise wie 4er 
~. {}4 pag. 283 ftir die projec~iven Mannigfaltigkei~en P~ gegebene 
e~bwickeln li~ssl. 

HI. Abschnitt. 

Analysis situs der ]tiannigfaltigkeiten zweiten Grades. 

w  

Ea~o~iseho Fomon fiir dio Ma~nigfaltigkoiten zwoiton Grades. Unter~ 
seheidu~g derjenigen mit nieht umkehrbarer and deter mit umkehrbaror 

Indicatrix. 

I 
amkehrba~ eindeu~ig 
durdh-die Transformation dutch reciproke Radien: 

In den Entwickelungen des w 2 (pag. 293 ft.) haben wit die (n- -  1)- 
dimensionale Mannigfal~igkeil M~_I: 
()) x ?  + x ?  + . . .  + ~,~ - ~,% - ~,~+~ . . . . .  xl  - I - o,  

zuniichs~ durch eine Centralprojec~ion auf das ,sph~irische" Gebie~: 

. . . + x ~ - - l - - O ,  

�9 �9 �9 - [ -  x ,  - -  x , +  1 ~- %+~ . . . .  x ~  > 0 ,  

abgebilde~ und dieses sphiirische Abbild wieder 

(3) x~ = ' x2 = . . .  x~ + 1 = 

1 1 

~n~ die ~.lineare" Mannigfaltigkeit 

~ ~ 2~ 

I( 1 

Da~hei bihdi wenn wit die Msnnigfaltigkeit der x 1, x2, �9 �9 �9 x~ ~ini 
,projeci~i~en 't Sinne als P~ afiffassen, die unendlich fernen Punkte de~ 
M~im~faltigkeit (1) abgebildet auf das Begrenzungsgebiet der Mannig~ 
faltigkei~{~4)}qiie /~_s: 

(5) + - ~2 (~ ,  + ~2 + . . .  + ~ )  = o, 
1 
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so zwar, class je den beiden diame~ral en~gegengesetz~en unendlich 
weiten Punkten, deren Lage dutch 

x~, x~ xa, . . . ~  x,, 
(6) und 

- - x , ,  - - x  2, - - x  a,  . . . .  x .  

amp der Kugel (2) fixir~ is~ und welche dem ,,asympto~ischen" Gebilde 

0 (~) ~,~ + x~ ~ + . . .  + ~,* - -  ~,+,  - . . . - -  ~.  = 

geniigen, in (5) zwei Punkte 

i,, +:+, ~+, . . .  + . _ , ,  ( ,}.  = ,9),  

, - ~ e, - ~ e . - t  9 )  - + e ,  ~2 = " "  + J . ~ =  , (~, :  -++ ( 8 )  ~,'= . _~  , ._~  , ~ ,  

1 1 1 

en~sprechen. 
Fassen wir nun die M~_, als geschlossenes Gebilde auf, irdem 

wir je diese in diame~raler Rich~ung unendlich wei~en Punk~e einauder 
zuordnen, so en~spricht dem in unserer transformir~en Mannigfalt/gkeit 
(4) eben die Zuordnung der Punkte ~ und ~[. Diese Zuordnung stellt 
sich, wie die Formeln (8) sof&~ erkennen lassen, auf die einfschste 
Weise dar, indem die ~/ aus den ~ hervorgehen durch eine Trans- 
formation durch reciproke Radien an der sph~rischen Mannigfaltigkeit 

2 (9)_ }2 + ~j2 2 . + . . . . . [ .  ~,,..~ _ 4 = 0 

in Verbindung mit einer Verwandelung je des transformirten Punktes 
in seinen diametralen Gegenpunkt. 

Greifen wit nun noch auf die in w 5 Absehn. I gegebene Beschr~i- 
bung tier Mannigfaltigkeiten zurtick, so lassen sieh die verschieden~n ira 
Sinne der Analysis situs zu untersclieiden&n Form~n tier Mannig~sl~g- 
keiten zweiten Grades $/~-1 se~r tibe~sichtlich charalderisireil: 

Man denke sich die s~mmtliched ,,~h~rischdn" Mannigfal~gl~iea 
$o, $ , ,  $2 . . .  S~_z . . .  der versch~:e~Ta+en 1)imensionen 

0o) i? + i~ ~ +... + ~,~= r~ 
als , , JYern f  o r m e n "  dadu~'ch ~u $lannigfaltigkeifzn yon (n--1)  Dimm- 
sionen umgestaltet, class man die t'u++kte derselbaa- t+enn dieser A ~ .  
drucb gestattet ist - -  , m i t  n - -  1 dimensionaler Masse bel+gt" de,ald, 
Wliciser geswochen t dass man dne J~lementarmannigfat~igkeit van (n-- 1) 
Dimensionen 

~;" + ~;' +... + 12_1- q2 < o (o < r) 

mit ihrem Mittd~unkt je die s~h~ischen Marmigfaltigl+eiten +9o, ~ , . . .  S~-~ 
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~urd~taufen ~iisst*), dann entstehen did Gebi~de * .R,,_~ yon (n--1) Dimen. 
sio~en~ die punktweise eindeutig auf die M~_~ 

(1) xl ~ + x~ ~ + . .  �9 + x, 2 -  x~+~ . . . . .  ~ , - -  1 ---- 0 

be~oge~ werden l~Snnen. Die -Begrenzung dersdben entss den d~- 
endlieh we#en ~lementen der M ~_~, deren paarweise Zuordnung sich 

aufis einfachste ergiebt, insoferne jeder Radius vector ~ ~ ~ dutch 
den Coordinatenanfang (soferne iiberhau~t) in 4 t)unkten die Begrenzung 
schneider. Zage und Zuordnung dieser t~unkte erl~utert die untenstehende 
~igur, in welcher die schraffvrten Theile das ,Innengebiet" bezeichnen. 

:Fig. 4. 

.B' 21' 0 :B A 
~ / / / Z ~ . l / / J l l l l l / / / I / l / ~  - - -  

- - ~  , ~ l / f l l z ~ ' z l / l ~ ' l l l l / / 7 1 / l / / ~ / / / I / / I / / / / l l  , / ~  # ~ . . . .  f g f l / ' / p . O ) ' . ~ . / / / / / / / ~ l ~ / / / ] / ~ . / / } / / / / / / / ~  ~11[~ll/////[/////l#~,/I/Ul~ll/mlal ~ - -  

Wir erhal~en ~ dabei, wenn wit v die Werthe 1, . . .  qr er~heile~ 
(yon der imaginiiren Mannigfaltigkeit fiir v ~ 0 sehen wit nat;iirti6h 
ah) die verschiedenen F~lle in je r _Formen, den Werthen 

~---:~2~ ~ - - - - ~ r  I U.S.W. 
~tsprechend. 

Dio~in Fistur (4) angedeutete Zuordnung der Punkte der Begrenzung 
dut61~ ~i~e Radienvec~oren yon O aus liiss~ wei~er erkennen, dass vo~ 
Mannigf aZt~l~eiten M~,~_I giejenige~r u n g e r a d e r Dimension mit Aus- 
seMuss der einen f~r v ~ 1 (v ~ n) 

x 2-- x /  . . . . .  1 ----- 0 

Mannigfa~tigl~eitea mit um~ehrbarer Indicatrix sind**). 
Fixiren wit nlimlich (analog wie bei "Be~rachtung der Mannig- 

fal~igkeiten zoo) in~ dem Punkte A der Begrenzung in der dor~ 
t~angire.ndezi linearen Mann!gfal~igkei~ Ln-~ ein rech~winklicbes A~xen- 
s~s~a~ .so yerden, die n - - 2  ~xenrich~ungen desselben im en~spreehenden 
~tinkte A' m dm ezltgegengesetz~eu verwandel~; abet auch der n - -  1~7 
auf dieser ox~ogonaIen l~ich~ung des Radius vector, yon A aus ef, wa 
in den Ini~em'aum gezogen (vergl. Fig. 4), en~sprich~ in .4' die e ~  
gog[O~ge.lzi~ :so class n -  1 Richfungen bei diesem Uebergang sich 
~umkehr~a t Nun gelangen wit abet yon A nach A' auf einem ganz inne~r., 
tia!b uns~r~aGebieims (4~ v~laufen~et( Wege. W~ir gehea niimlich z. B~ 

*) Ver~ pag. 978. 
**) Mi~ Zuaiohmag des auf pag. 307, .~308 ausg~sprochenen allgemeinen Satzes 

kann diese Eigon~ehaf~ eelbstvera~iindlieh auch direct an den Formen (1) unsere~ 
Mauuigfal~igkoir ~bCele~en werde~. 
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(vergl. Fig. 5) yon A auf des  Radius vector ~ fort bis zum Sch~itt 
P s i t  der innerhalb (4) gelegenen Grenzmannigfaltigkeit ~._~ (10)~ 

Fig. 5. 

.B' ,. Q A' 0 P A 

C 

auf dieser zum Punkte Q derselben und yon da nach A'. Diesez Weg 
ist durch die Zuordnung yon A und _4' ein gesehlossener. Die ,Indi- 
catrix" unserer Mannigfaltigkeit wird daher auf demselben, wenn wir 
ihn etwa yon einem Punkte (7 an durchlaufen und dabei die oben 
charakterisirte Umkehrung der entsprechenden Richtungen im Pun-k~ 
~1, A' beriieksichtigen, umgekehrt, bez. nicht umgekehrt, je ~fiachdem 

- - 1  ungerade bez. gerade ist. 
Nur der Fall v ~ 1 (bez. der gMchwerthige ~--~ ~) bildet'%ine 

Ausnahme. F(ir v ~ 1 besteht nttmlich die sph~--ische Mannigfalt~g- 
keit ~q~--1 == So gerade 'nut aus den beiden Punkten P 'und P ' ,  die 
yon zwei, die R~-I bildenden Elementarmannigfsltigk~iten ~ , ~  um- 
geben sind. Die Zuordnung der Begrenzungsmannigfaltigkeit ist zwar 
den allgemeinen Entwickelungen eu~sprechend, abet je die diametral 
zugeordneten Punkte hiingen nicht mehr dutch einen Weg POQ zu- 
sammen. Fiir r.~-~ ~ ist die Begrenzungsmannigfaltigkeit imagin~r 
geworden*) und die ganze lineare Mannigfaltigkeit L,-z der ~,~2,...,~.-1 
das Bild der fiir r = ~ kommenden sphi~rischen Mannigfaltigkeit 

z? + . . .  + z,' = 1, 

ein Typus, der selbstvers~iindlich zweckmiissig an die Stelb. des ~ 
= 1 aus des  Punktepaar entstehenden zu seb~en ~ist. 

Beispiel: Die zwei- und arei.aimensionaten ~r~. 

Wir umfassen alle verschiedenen Fii!le der M s, wezm wir (i n 
G1. (1) des vorigen Paragraphen) v die Werthe 1 his ~ (bez. ~ - )  

erthei!en. 

*) Die Formel (5) (und analog (4)), bei ~leren &bleihmg ausdr{icklich der 
Summenindex �9 ~ ~ -  1 vorausgesetz~ is~, muss in diecem ~Fall ersetst we~len 
dutch 



So ha~ man bei ~wei Dim~sionen ( f t i r n - - 3 )  zun~ichst als 
,,Kernformen" ((~t. (10) des vorigen Paragraphen): 

1) die So, ein Punktepaar ~I 2~-- r 2, 
2) die Si~ , eine Kreislinie ~j.2 ..{.. ~22_~ r~. 

Sie geben, wenn wir eine Kre~scheibe 

mit ihrem Mi~,telpunkt die S O bez.-Sj durchlaufen lassen, ffir unsere R+ 

1) Ein Kreispaar~ 
2)~ 'Eine ebene Ril~gfl~che, 

deren punktweise Zuordnung der R~inder sofor~ die Fl~chen herstell~ 
auf welche sich einmal+~das Ellipsoid, dann das einschalige Hy~erbolos 
l~un'k~weise eindeutig beziehen liisst. 

~ei drd Dime~sionen (ffir n - - -4)  benfitze man als ,,Kernforn)ea~ 
ebenfalls I. alas obengenannte Punk~epaar So, 2 ~. die Kreis]inie BI, 
ufia sie dadurcht dass wit sie ,,dreidimensional" auffassen, umzu- 
gestalten in: 

1) Ein Paar .yon Kugeln, 
2 a) Einen dreidimensionalen Kreisring. 

Si~d repr~sen~iren~ wenn wit wieder die Begrenzungspunk~e paarw~i~e 
~inantler zuordnen, die typisehen Formen ftir die drmdamensmn~ef~ 
~ I~/mnigfal~igI~ei~en. 

Wir betrachtbn hier noch kurz als Kernfl~che 
2 ~) Die S~, die Kugelfl~iehe ~ -]- ~z~ -~- ~ z ~  r ~, 

welehe wir an Stelle der ~q~ zu Grunde legen kSnnen. Indem wit 
dieselbe dreidimensional auffassen~ ents~eh~ ein vofi zwei concen~ische/t 
Kugelfl~ichen begrenz~er Raum. Did Uebereinstimmung des hier en~- 
stehenden gesehlossenen Gebildes mi~ dem oben betrachteten Kreisring 
2 ~ (Fig. 6 ~) (die Zuordnung der Begrenzung der beiden Gebilde is~ in den 
nhbensiehenden Figuren 6~r b angedeutet) ist leidht zu erweisen: l~an 
d~u~chschnelde d,en Raum 2 ~ (Fig. 6 b) dutch eine Ebene dutch den Mittel- 
~dnR~ ~ Die (ih t~g. 6~ schraffir~e) ebene ringf6rmige Schnittfigur kann dann 
,~m ~nne:der ~ An~tysis situs der ~'ingf'6rmigen Begrenzung des Raumes 2 ~ 
(Fi~. 6 ~) entsprechend gese~z~ werden. Durchschneide~ man "ebgnso 
den rlngf'6rmigen Raum 2 �9 durch eine Ebene durch die Axe des 
R i ~ s d  erh~lt~ man zwei ~ Krei~e'(in Fig. 6 �9 schraffir~)~ 'welche den 
bdgren~6uden, Kug~In des Raumes 2 b (Fig. 6 b) iiquivalent sind. +Wi~" 
erhalten diese Kugelfliichen selbst als neue Begrenzungsfl~chen~ wenn 
wir nun die beiden Ringh~ilften I und II ~n Fig. 6~, (welche den ent- 
sprechend bezeichneten Gebieten in 6 ~ ~quivalent sind)~ mit dem 
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ringfSrmigen Theil ihrer Oberfl3iche aneinander schliessen. Es ist 
aber dabei zu beachten, dass (sowohl in Fig. 6~t wie in 6 b) den 
die Indicatrix betreffenden Ausffihrungen des vorigen Paragraphen zu- 
folge die Zuordnung der Oberfl~ichen (n~mlich sowohl der Ringh~lften~ 

:Fig. 6a. 

Fig, 6 b. 

~ie der Kugelh~lften) eine inverse is~, dass also zun~ehst die, eiae 
Theilfigur in ihre symmetrische zu verwandeln is~, elie (in unserem 
dreidimensionalen Raum) die Vereinigung der Begrenzungen und damit 
die gemeinte Umformung thats~ichlich ausgefiihr~ werden kaun. 

w 

Abz~hlung der 0harakterlstik. 

Um die Charakteristik der M~_I abzuz~hlen, mfissen wir die Zu- 
ordnung der Punkte der Begrenzungsflilche J~._~: 

1 

dureh: 
Ma~hematisohe Annalen. XXX~I I .  2 !  



8 ~  W ~ z ~  D~c~. 

1 

noch e~was n~iher betrach~en. 
Das Gebiet yon /~,_~ ftir welches ~ > 0 ist, es sei durch /~+_~ 

bezeichne~, is~ vermSge (2) auf das andere ~ < 0 (/~-_~) bezogen. 
Das Gebie~ ~ == 0: 

2 2 

ein der ~ _ ~  analoges Gebilde ~ - s ,  in welchem die Gebie~e ~+_~ 
und ~-_~ zusammenh~ngen, is~ auf sich selbst bezogen, so zwar, dass 
wir in ibm wieder durch ~ > 0 ,  ~ 2 < 0 ,  ~2~" 0 drei (mi~ ein- 
ander zusammenh~ngende) Gebiete /~+-s, R~'_s~ /~,--a un~erscheiden 
k~nneh u. s. f. 

Se~zen wit schliesslich 

~1 = 0, ~ -~ 0 . . .  ~ , -1  = 0, 
so erhal~en wir als Schni~ mit unserer ~__, nocl~ eben ein reelles 
Gebilde 

(4)  4 + ~ - 3 ~ 2  = o. 

Dasselbe ~erf~illt aber je~z~ in zwei =r ge~rennte S~{icke ~, > 0 
und ~ < 0, da der Schnit~ desselben mit ~----0 imagin~ir is~. 

So kSnnen wir also, yon der den innenraum yon (1) bildenden 
r /~_~ ausgehend, die paarweise Aneinanderschliessung je der begren- 

zenden Oebiete 

/~+-s, /~Z-s; /~+-~, /~:--s . . . /~+-~+~,/~-_~,+~ 

in folgende symbolische Formel ffir unsere so entstehende geschlossen~ 
~ler~M~_~ ~quivalente Mannigfaltigkeit /~_~ zusammenfassen: 

~t,_~ + .a,+~ + ~.+_~ + . . .  + .~+-c,+,. (5 )  .~ -1  = 

D~e ~insehal~un~ der Mannigfaltigkei~en /{+~, / ~ _ ~ . . .  u.s.w, is~ 
in dem Sinne unserer allgemeinen Entwickelungen in w 3 des ers~e~ 
Abselmi~es zu verstehen. Wit kSnnen somi~ dieser Formel sofor~ 
eine en~sprechende ftir die ~esuch~e Charak~t~ristib der//~_x - -  welche 
auch die der ~t~.~ is~ ~ an die Sei~e s~elle~: 

(6 )  ~ K;_~-- + . . . .  
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wobei die K je die Charakteristiken der enisprechenden R bezeichnen 
und die alternirenden Zeichen sich aus der in pag. 282 gegebenen 
allgemeinen Regel ergeben. 

Die Abziihlung der K.+_~ liisst sich abet sehr leieht bewerkstelligen, 
wenn wir wieder auf unsere geschlossenen Gebiete R~-I~ R ~ s  t . . .  ~ , -~  
zuriickgreifen. Wir haben hier 

/~._s =/ t~_s  +/~;-_s + ~ s ,  

u. s. w. bis endlich kommt: 

/~,_(,+~)-/r +/r 

Diese Formeln setzen sich sofort um in die entsprechenden 
Charakteristikenformeln, bei welchen nut zu beachten ist, d~s d i e  

Charakteristiken je der /~+ und / / -  gleich sin& Also kommt: 

~._~ = 2 K+_~ -- K.-s, 

K,,._~ = 2 K+_~ -- K._~ 

u. s. f. ; die leizr Formel lautet'. 

K~_(,+~) = 2K+_(,+~). 

a) Ist nun n -  1 gerade, so sind alle Charakterisfiken der un- 
geraden geschlossenen Mannigfaltigkei~en (B,-~, / ~ - 4 . . . )  gleich 
Null (pag. 295) undes  folg~: 

x + ~  - -  K %  

u. s . f .  Wenn nun ~ gerade, so heben sich in dot obigen symbo- 
lischen Oleichung (6) alle Glieder veto zwei~en ab paarweise auf and 
es folgt einfach: 
(6~) z:L1 = z:~'_~. 
Dieselbe Formel gilt abet auch fiir v u/agerade, dean hier bleib~ zuaiiohs~ 

als leizies Glied in (6) ~'~-(,,+1). Dabei ist abet 

K,_(,+~) = ~K+-(,+~) = 0, 

wieder sis CharakCeristik einer geschlossenen Mannigfalligkeil uagerader 
- -  /~,-1 sind uns K~-I der Gebieie Dimension. Die Charak~erisfiken ~ 

nun nach den Abziihlungen des w 6 Abschn. I woh]bekannt and 

so folg~ schliesslich: ~ l *  
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DR Charakteristik K~_I der' Srojectiven Mannigfaltigkeiten zweiten 
Grades M2-x (n - -  1 gerade) 

x,~ + x~ + �9 �9 + x , ~ -  ~;+~ . . . . .  z , , -  I-O 

*B ist gleich O, be~iehungsweise gleich 2, 3 ~a&dem ~ gerade oder un- 
gerade ist. 

b) Ist dagegen n - -  1 ungerade~ so hat man 

K+_~ = K + , ,  
K+~ = E& 

u. s. w., und die Gleichung (6) l~sst sich (in analoger Weise wie 
vorhin) sowohl fiir v gerade als auch fiir ~ ungerade reduciren auf 

(6b) ~2_, = it-,- K+~. 

Hier ist nun naeh den fr~iheren Abz•hlungen (w 6, Absehn. I) 

/~-I ~ Kn+-~ ~ 2 ffir v gerad% 

~ - 1  ~ K~+-2 ~ 0 ffir v ungerade. 

Somit ergiebt sich in beiden Fgllen die Charakteristik K~_~ u~serer 
M2-1 ( n -  1 ungerade) als gleich ~ul~. 

Es steh~ dieser Satz in Uebereinstimmung mit dem auf pag. 295 
(unten) abgeleiteten, welcher dor~ nut f~ir en~licl~e geschlossene Mannig- 
faltigkeiten M~-I, ungerader Dimension ausgesprochen ist, die durch eine 
Gleichung f~--- 0 im Gebiete Ln der YariabeIn x I . .. x~ definir~ werden. 

Mfinchen~ im Mai 1890. 


