Beitriige zur Analysis situs,

II. Aufsatz.
Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen.

Von

Warteer Dyck in Miinchen,

Einleitung.

In den vorangehenden Untersuchungen zur Analysxs situs®*) wurde
die Frage nach absoluten Charakteristiken fiir ein-, zwei- und drei-
dimensionale Mannigfaltigkeiten zunsichst in der geometrischen Her-
leitung charakteristischer Zahlen behandelt unter Zugrundelegung ge-
wisser in ganz allgemeiner Form gekennzeichneter Umformungs-
processe. Die analytisch¢ Formulirung derselben, fiir durch Glei-
chungen und Ungleichungen zwischen reellen Variabeln gegebene
Mannigfaltigkeiten fihrte dann, unter Zugrundelegung continwirlicher
Entstehungs- und Umformungsprocesse zu der Darstellung' der er-
haltenen Zahlen als Kronecker’scher Charakteristiken gewisser Func-
tionensysteme *¥),

Es handelt sich jetot darum, die analogen Belrachivngén “fir
Mannigfaltz’gkeiten belicbiger Dimensionen 2u entibickeln.

Fiir eine schliessliche analytische Formulirung ist dabel iff deéd
Kronecker’schen Untersuchungen “der unmlﬁtelbare Weg gemesan.
Wesentlich aber erscheint es, auch die allgememe , in’ den frithéren
Untersuchungen fiir Mannigfaltigkeiten von ein bis drei Diniengionien
in rein geometrischer Form gegebene Herleitung der charakteristischen
Zahlen auch fiir Mannigfaltigkeiten von hoheren Dimensionen zu

*) Beitriige zur Analysis situs, I. Aufsatz: Ein- und zweidimengionale
Mannigfaltigkeiten. Diese Annalen Bd. 32. p. 467 ff. (In der Folge nur durch
Band- und Seitenzahl citirt). — Ferner: Beitriige zur Analysis situs I, I, II%
in den Berichten der k, sichs. Ges, d. W., Juli 1885, Februar 1886, Ma.rz 1887

#%) Man vergl. beziiglich der dabei zu Grunde gelegten, auch inder F&Ig’é
massgebenden Principien Annalen 82, Einleitung, ebenda auch die afif ‘die
Kronecker’schen Abhandlungen beziiglichen Literaturangaben.
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betrachtén. Muss dabei selbstverstindlich von der Anschauung ab-
strahirt werden und sind gleich von Anfang an Elementarmannigfaltig-
keiten und Elementaroperationen in analytischer Definition einzufiihren,
so ist es doch mbglich, gewisse Analogien mit den uns geometrisch
zuginglichen Gebilden und Operationen besonders hervortreten zu
lassen, die wie ich glaube die Uebersicht iiber jene mehrdimensionalen
Gebilde erleichtern, In diesem Sinne mag es auch gerechtfertigt er-
scheinen, wenn geometrische Bezeichhungen auch fir diese mehr-
dlmensmnalen Gebilde nicht gadz unterdriickt sind.

Der Aufsatz beschiftigt sich zunichst — 4m I, Abschnitte — in
allgemeinster Form mit der Definition der Umformungsprocesse, welche
wir zor Umgestaltung der als Ausgangsformen zu Grunde gelegten
einfachsten Mannigfaltigkeiten (,,Elementarmannigfaltigkeitens) ver-
wenden; mit den Regeln ihrer Abzéhlung und der hierans entspringenden
Definition der charakteristischen Zahlen. Die Abzihlungen werden
dann an Beispielen durchgefiihrt, némlich 1) an den im Gebiete von
n von einander unabhiingigen. Variablen durch eine Gleichung

at ottt amt=1

gegebenen ,,sphiirischen Mannigfaltigkeiten. 2) an den ,,pro,]ectlven“
Mannigfaltigkeiten von # Dimensionen und 3) an gewissen Mannig-
fa]t;gkelten vierten Grades, die wir desshalb ausfithrlich betrachten,
weil, wir guf sie die im folgenden Abschnitt zu behandelnden Falle
von smgularen Stellen einer Mannigfaltigkeit und ebenso auch die im
I1L. Abschnitte zu untersuchenden Mannigfaltigkeiton zweiten Grades
zurtickfithren.

Im II. Abschwitte betrachten wir speciell Mannigfaltigkeiten von
n — 1, bez. von » Dimensionen, die wir in dem Gebiete der reellen,
von emander una,bhanglgen Variabeln ,, %, .., #» durch eine Gleichung
f==0, bez. durch eine Unglelchung f< 0 gegeben voraussetzen.
Fir dleselben legen wir, analog wie in den fritheren Aufsitzen, con-
tmuwlwke Entstehungs- und Umformungsprocesse zu Grunde, Damif
erd d1e Abzéhlung der fiir diese Manmgfalt;gkelten charaktenstlscheg
Zahlon. auf. die Betrachtung der singuliren Stellen jener Umformungs-
gebilde und -die Feststellung des ,, Punkicharakiers's derselben geworfen
nnd, fuhx:t damit wiedée direct auf Kromecker’sche Charakteristiken
gewisser Fumctionensysteme.

Tch beschrinke mich hier auf die einfachst moglichen continuir-
lichen Umformungsprocesse.- Es .lassen sich an ihnen 'die principiell
wichtigen Ueberlegungen am iibersichtlichsten entwickeln; andererseits
bieten die Verallgememerungen, wie ich sie bei 1, 2 und 3 Dimen-
sionen in meinen fritheren Untersuchungen ausgefuhrt habe, auch fiir
mehr Dimensionen keine neuen Schmengkezten,
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Die Zuriickfihrung unserer charakteristischen Zahlen auf Kro-
necker’sche Charakteristiken liefert uns hier den einzigen Beweis
fiir die Unabhingighkeit der von uns definirten Zahlen vom jeweiligen
Entstehungsprocess der Mannigfaltigkeit. Im Gebiete von ein und zwei
Dimensionen war es nimlich noch mdglich, jenen Beweis auch un-
mittelbar zu fihren durch Herleitung kanowischer Formen fiir alle mig-
lichen, im Sinne der Analysis situs verschiedenen (d. h. nicht umkehrbar
eindeutig auf einander beziehbaren) Mannigfaltigkeiten, an welchen
kanonischen Formen die charakteristischen Zablen sofort abgelesen
werden konnten. Dieser directe Beweis versagt hier und stosst, da ja
mit jener einen charakteristischen Zahl die fiir eine vbllige Charak-
teristik nothwendigen Bestimmungen keineswegs erschopft sind*), auf
Schwierigkeiten, deren Ueberwindung mir zun#chst nur noch im Ge-
biete von drei Dimensionen (auf welches ich in einem weiteren Auf-
satze nidher einzugehen beabsichtige) mdglich erscheint,

Ii? einem III. Abschwitfe gehe ich auf die durch Gleichungen
zweiten Grades definirten Mannigfaltighkeiten niher ein, fiir welche sich
die Charakteristik aus den ' vorhergehenden Betrachtungen auf ein-
fachste Weise ergiebt, Gerade hier glaube ich erweist sich das Her-
vortretenlassen der Analogie mit den geometrischen Verhiltnissen der
Gebiete von ein, zwei und drei Dimensionen als forderlich fiir die Ent-
wicklung der ,,Analysis situs® jener Gebilde: Es gelingt auf die tiber-
sichtlichste Weise die in

o2t faE—a?, — - —2—1=0
n41

durch die verschiedenen Werthe von v unterschiedenen -g— bez, ——
Fille mit Hilfe der Reihe

21, §2 4 ET=1, E B2 E2=1,... (bis 5, bez. ”-zm)

von sphiirischen Mannigfaltigkeiten zu charakterisiren: Es - ergeben
gich dabei, wie noch bemerkt sei, die Mamnigfaltigkeiten - zweiten
Grades von gerader Dimension als sélche ,,mit-nicht ‘umkehrbarer
Indicatrix*, wihrend diejenigen von’ ungerader Dimension (mit Aus-
nahme der einen sphirischem:z;? 42,2 4 -+ 22 = 1) simmitlich

Mannigfaltigkeiten ,,mit tmkehrbarer Indicatrix® wsi‘nd;

¥ Man vergl. hiersu die Entwicklungen des Aufsatzes’III in den Berichten
d. sichs, Ges. (Mirz 1887).



276 Wartaer Dyck,

Inhalts- Uebersicht.

Einleitung * ¢ o s 2 s s e s v T T

I. Abschnitt.
Definition und Herleitung der Charakteristik n=dimensionaler

Mannigfaltigkeiten . . . . . . ... . e e e e e e e e e
§ 1. Allgemeine Festsetzungen iiber die zu betrachtenden Mannigfaltig-
, keiten M, . e e e e et e e e e e e e e

glaw Dlé Entstehungsr- und Umformungsprocesse fur d19 Manmgfa.ltlgkelten

Pixirung ihrer Abzi#ihlung an Elementarmannigfaltigkeiten . . . .

§8, Verallgemeinerung auf beliebige Mannigfaltigkeiten . . . . . . . ..
§ 4; Beispiele: 1, Die sphiirischen Mannigfaltigkeiten 8,.

2. Die linearen projectiven Mann1gfa1t1gke1ten P, .

§ 5. Beispiele (Fortsetzung): 8. Ein Biischel von gewissen Ma.nmgfa.ltlgkmten

vierten Grades B, 5 « « « « « ¢ . . L 000 e e
& 8. -Beispiel 3. Forfsetaung: Abzathlung der Charaktenstlk .......
II. Abschnitt,

Zuriickfiihrung der Abzdhlungen auf Kromecker’sche Charakte-
ristiken fiir den Fall von Mannigfaltigkeiten M, , bez. M, ,
die im Gebiete von % von einander unabhingigen Variablen
durch eine Gleichung f == 0, bez.eine Ungleichung f<< 0 ge-
geben gind ., . . .. .. .. ... L. e e e e e e e e e

A, Erste Abzéhlung mit Hiilfe von singuliren Stellen im Gebiete f£<0.

§ 1, Die singuliiren Stellen. Vorbereitung der Abzihlung, . . . .
§ 2;. Bestimmung des Punktcharakters der singulédren Stellen durch Zuzuck-

fihrung auf die Abzéhlungen des § 6 (Abschnitt I). . . . . . . .
§ 3. Analytische Formulirung, Summation iiber die Punktcha,raktere Ce
§ 4. Allgemeine Folgerungen. . . . . . . . .. .. .. .. .. e

B. Zweite Abzihlung mit Hilfe von singuliren Stellen im: Gebiete f=0.
§ 5. Umformung der Charakteristik. Die singuldren Stellen anf f=0.

§ 6. Punktcharaktere der verschiedenen Stellen. Summenformeln . . . . .,
§:7,. Zusammenstellung Relationen zwischen den singuliiren Punkten .
§ 8. Schlussbemerkungen . . . . . .. ... e e e e e e

III. Abschnitt:

Analysis situs der Manmigfaltigkeiten zweiten Grades . . . . . .

§ 1. Kanonische Formen fiir die Mannigfaltigkeiten zweiten Grades, -Unter-
scheidung dexjenigen mit nicht umkehrbarer und derer mit um-
kehrbarer Indicatrix . . . . . .. ... ... .. s e e e e e

§ 2.-Beispiel: Die zwei- und drei-dimensionalen M?. . . . . . .. . . .
§ 8. Abzéhlung der Charakteristik . . . . . . e e e e e e e e e e e e

Seite
273

277

277

278
281

282

284
287

289

289

203
294
296

208
301
304
306

308

308
311



Beitriige zur Analysis situs IL 277

T. Abschnitt.

Definition und Herleitung der Charakteristik n-dimensionaler
Mannigfaltigkeiten.

8 1.
Allgemeine Festsetzungen
iiber die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten 27,

Wir gehen aus von der durch # von einander unabhingige end-
liche*) reelle Variable z,, ,, ... %, gebildeten Mannigfaltigkeit von

Werthsystemen (,,Punkten®) (,, ... #:). Die ,Umgebnng, jedes
Punktes (Z,, @,, . .. %,) derselben ist durch eine Ungleichung:

2 (x; -_— 23_1)2 <7t

bezeichnet und soll eine Elementarmannigfaliigheit n Diménsion E,
heissen. Ebenso bezeichnen wir alle auf eine solche E, umkehrbar
eindeutig und stetig beziehbaren Werthsysteme (z;) als Elémentai:
mannigfaltigkeiten E,.
Solche sind z. B. die durch die Ungleichungen
<@, B<b... 2. <k,
in welchen @, b ... % endliche reelle Zahlen bedeuten, definirten

Werthsysteme der (z;). .
Weiter (wie wir mit Riicksicht auf spitere Anwendungen her-

vorheben) die durch die Ungleichungen
2 o2 +...x3<1, 1_.[_ +2+ .xz<1

gegebenen, in welchen also den Punkten einer Elementarmannig-
faltigkeit F, zu einander congruente Mannigfaltigkeiten ‘B, y--§6 #us
geordnet sind, dass den benachbarten Punkten -von ., benachbarfe
Mannigfaltigkeiten E,, eindeutig entsprechen.

Noch allgemeiner ist in unserem Systeme der (z,, 2, + i+ .%%)
durch die Ungleichungen

2x,2<1 2x2<] ---2m2<1

wobei alle # je einmal oder in beliebig vielen der Ungleichungen vor-
kommen, eine E, definirt.
In emfachster Form geben wir die E, durch die Ungleichung

(1) 2”’ x? < 1.
1

*) Wegen gewisser Festsetzungen beziiglich unendlich grosser Werthsysterse
der z vergl. § 4 (pag. 282).
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Thre Begrenzung ist dargestellt durch, die Gleichung

& Zn?\m,ﬂ == 1,
1

die wir in dieser speciellen Form als eine ,sphirische® Mannigfaltigkeit
von (#» — 1) Dimensionen S,—;, mit dem Mittelpunkt

w1==w2==--~=wn=0

bezeichnen. .Die Begrenzung jeder andern E, ist umkehrbar eindeutig
und stetig anf diese -S,—; beziehbar.

Die Abzihlungen, die wir im Folgenden fiir Mannigfaltigkeiten
nter Dimension M, festsetzen, beziehen sich stets’ auf regulire Manmnig-
faltigkeiten, d. h. solche, .fiir weleche die Umgebung eines inperen
Punktes stets durch.eine FE, dargestellt ist; die Begrenzung (soferne
és sich um nicht geschlossene Mannigfaltigkeiten handelt) setzen wir
ebenso als regulire Mannigfaltigkeit M,_; voraus, Dabei aber ist es
zweCkmiissig, Mannigfaltigkeiten von niedrigerer Dimension » M, als
‘Grenzfille von Mannigfaltigkeiten MM, zu betrachten, insoferne wir
gerade die Vereinigung bez. Trennung einer Mannigfaltigkeit M,
lings den Punkten einer enthaltenen Mannigfaltigkeit M, zur Um-
gestaltung der urspriinglichen M, verwenden, Die Art nun, wie wir
eine solche im Inmern der M, enthaltene Manmgfaltrgkext M, -als
Meahnigfaltigkeit ater Dimension aufzufassen haben, ist eine volhg be-
stimmte und am einfachsten dadurch zu beyelchnen, dags wir eine
Elementarmannigfaltigkeit E,

(2 a bt — g2 <0
mit ihrem Mittelpunkt die A, durchlaufen lassen; das dann von der
E, bestrichene Gebiet ist die Mannigfaltigkeit nte Dimension, welche
der M, entspricht; die ,,Enveloppe® der E,.—. wenn 'dieser sofort

analytisch umzusetzende geometrische Ausdruck gestattet ist — die
Begrenzung jenes Gebietes von # Dimensionen.

§ 2.
Die Entstehungs- und Umformungsprocesse fir die Mannigfaltigkeiten.
meng ihrer -Abzihlang:-an Elementarmannigfaltigkeiten,

Wir legen geradezu die Processe des,Zerschneidens bee. Vereinigens
einer Elemwtarmanmgfaltzgke‘zt "B, in den Punklen einer E, — die
dann in dem eben bezeichneten Sinne als ein solches Grenzgebilde
einer n dimensionalen Mannigfaltigkeit aufzufassen ist — za Grunde,
um aus der E, Mannigfaltigkeiten M, entstehen: zn lassen. Indem wir
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fir diese Processe (und zwar in der sogleich noch zu erorternden
typischen Form) die Bezeichnung

+ B
einfiihren, konnen wir fir die betreffende Mannigfaltigkeit eine ibre
Entstehungsweise andeutende symbolische Gleichung

1) M,= E.+ D (FE)

aufstellen, wo sich die Summation auf alle angewandten Umformungen
F E, (wo x die Zahlen O, 1 ... n — 1 bedeuten kann) erstreckt.

Die Mannigfaltigkeit M, ist durch.die ohige Formel keineswegs
definirt; fiir ein und dieselbe M, sind iberdies noch die verschiedénsten
Umformungsprocesse denkbar, welche dieselbe aus einer E, entstehen
lassen. Weiter kann ein Process - E, auf verschiedene M@nqﬁg;
faltigkeiten angewandt noch ganz verschiedene Umformungen “dérselben
zur Folge haben. Wir legen aber, in Analogie mit den fritheren
Untersuchungen *) in der nachfolgend pricisirten Form eine gatiz' be--
stimmte Abzihlung der Processe |- E, zu Grunde, an der wir ‘Tést-
halten auch wenn die Wirkung jener Umformungen vprschiéden
ist von derjenigen, welche die Abzéhlung geliefert hat. Der symbo-
lischen Gleichung (1) ldsst sich dann eine Summenformel tiber' die
einzelnen den Processen < E, zugeordneten Zahlen an die Seite setzen
und diese ist es, welche wir als Charakteristik der Mannigfaltigkeit
M, bezeichnen. Die kanonische Form, in welcher wir — fiir die zu
treffenden Abzéhlungen — das Ausschneiden (bez. Einfiigen) -einer
Mannigfaltigkeit E, aus einer Mannigfaltigkeit M, stets vornehmen,
ist nun die, bei welcher die (,sphérische”) Begrensung S._i der E,
gane der Begrenzuny der M, angehort. Fiir- die Abzihlung der in
dieser Form durch

+ Ex
bezeichneten Processe setzen wir (wie frtiher) fest;

1. Jeder Elementarmannigfaltigheit: B, kommt: die:charalteristicihe
Zahl 4+ 1 2zu.

2. Jede Umformung eimer M, die das Entstehew einer E, hervor-
ruft, wird entsprechend mit -+'1 gesdhlt, umgekehrt, jedes Verschwinden
einer By mit — 1.

Diese Festsetzungen filhren uns sofort dazu, jedem Processe - E,
fir die Umgestaltung einer M, eine ganz bestimmie Zahl zuzuweisen;
indem . wir " fiir's. exste ungere Processe, |- E, dazn; verwenden.} emne
Elementarmannigfaltigkeit E, in zwei Stiicke E, zu zerspalten. Dies
gelingt auf die sinfachste Weise:

*y Vergl. Annalen*32, pag. 461 fl.
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Wir; zerschneiden zunéchst die Elementarmannigfaltigkeit F,:
A e R |
durch die Elementarmannigfaltigkeit F,_,:
ittt o, <1 2,=0;
sie zerfdllt in die beiden Mannigfaltigkeiten F,:

2lrda?d - 2 < Z, <0

2l 22l 2, >0
Wir-haben — die Begrenzung der E,_; gehort der Begrenzung
der: urspriinglichen E, an, es handelt sich also um die kanonische
Zerschneidung durch die E,—, — die symbolische Gleichung
Eu a En——l == 2En,
und schliessen daraus: Der Process
— B,y ist mit + 1
fir die Ableitung einer Charakieristik einer M, 2w zihlen. Umgekehry
pahlt:

und

+ En_1 mzt — 1.
Die Ausschneidung der E,_; kann nun aber ihrerseits wieder da-
darch erfolgen, dass wir zunichst die E,_s:
2wl o2 <0, £y =0, z,=
gugschneiden, und dann die beiden E,_,:
L1 > 0 2= O:

#ltal+- ol <1 {w,,-1<0 Zn = 0.

Wir formuliren den Process analog wie oben durch:
. En — Lz — 2-En-—-1 == 2En
und erkennen im Vergleich mit oben, dass
F Eaee mit F1
fir die M, zu zihlen ist. Indem wir die Operation — FE, » nun
wieder analog zerlegen und so fortfahren, -gelangen wir allgemein zu
dér symbolischen Formel:

E,—E,—2E,4 —..-—2E, ;=2E,
usd - erhalten fiir die Abzdhlung des Ausschneidens bez, Einfiigens
einer E, die Regel: Der Process

=+ E. .#ahlt mit - (— L)v—*
fior “die. Charakteristik emer M,. -
Indem wir bei dieser Abzihlung fir die Umgestaltung einer

C pdey - gerade : o
Mannigfaltigkeit M, dieFille n{ungera de unterscheiden, ergiebt sich®):

*) Vergl. hier und fiir das Folgende die Siitze(1), 2),(3) Annalen 82, pag.475, 476,
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Das Ausschneiden einer E, aus einer geraden M, sihit F 1;
gerade

ungerade ust.
Das Ausschneiden einer E, aus einer ungeraden M, sihlt 1-1;
gerade
2
ungerade
Der umgekehrte Process - Ey 2ihlt tm wmgekehrten Sinne.

je nachdem x {

je nachdem » {

§ 3.
Verallgemeinerung auf beliebige Mannigfaltigkeiten,

Einer Mannigfaltigkeit M, also, die ibrer Entstehung aus einer
E, nach durch die oben angegebene symbolische Form:

(1) M, =B, ++ D (F B

bezeichnet werden kann, ist nach unserem Princip eine Zahl K, zu-
zuweisen:

(2) K,=1+ ,,2 F (— 1~

Diese Formel kdnnen wir noch erweitern. Wir denken uns die M,
durch Ausschneiden bez. Einfiigen beliebiger Mannigfaltigkeiten M,
umgeformt. Diese letzteren sind ihrerseits wieder aus Mannigfaltig-
keiten E, durch Umformung mittelst Mannigfaltigkeiten E; entstanden:

M, = E, +: D (F E)

und somit gehdren ihnen Zahlen
E, = 14 D] F (— 1)~

zu. Nehmen wir nun an, dass die Begrenzungsmannigfaltigkeit M,_,

der M, ganz der Begrenzung der’ M, angehdrt, und betrachten wir

wieder die in dieser Form als kanonisch bezeichnete Operation =f 7,

so sind die anf die M, angewandten kafonischen Zerschneidungen

°F E; auch kanonische Zerschuneidungen fiir die M,,, und die Operation
T,

:F' ("" ‘1)”‘-” ’ Kx

#u 2dhlen. Gehdrt aber ein Theil M, , der Begrenzung der M, nicht

auch zur Begrenzung der M, und sei etwa die Operation — J/, zu

vollzichen, so ist zuniichst dieser Theil M, ; zur Begrenzung der M,

zu ziehen durch die Operation — M, _4, (welche in analoger Behandluﬁg

einen bestimmten Beifrag zur Charakteristik K, liefert); nach dieser

Operation — M, _, erscheint dann — B .in kanonischer Form u, s: .
Mathematische Annalen, XXXVIL 19

ist fiir die M, mit
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Dabei 'sei noch .bemerkt, dass wenn es sich um die Umformung einer
geschlossenen Mannigfaltigkeit handelt, eine ,kanonische Zerschneidung®
mit der Operation — E; (,,Punktirung®) zu beginnen hat, durch welche
wir' zunéchst der Mannigfaltigkeit eine (sphiirische) Begrenzung er-
theilen, von der aus die weitere Zerschneidung erfolgen kann.

So dibersehen wir, dass wir der symbolischen Enistehungsformel
einer Mannigfaltigheit M,

M, =B, ++ > (F M)
oder (indem wir unter den M, auch die Ausgangsmannigfaltigheit B,
einbegreifen) kiirzer:
® M, = D/(F M)
die Abzihlungsformel fir eine Charakteristik Ky,:

K,=11 x2($ (— 1=, Kx)
bezichungsweise kiirzer :

) E, =) (F (- 1y~ K

an die Seite setzen konnen.

§ 4.
Beispiele: 1. Die sphiirischen Mannigfalfigkeiten S,. 2. Die linearen
projéctiven Mannigfaltigkeiten P,.

Das hiermit gewonnene Princip der Abzéhlung filhren wir zunéichst
an verschiedenen Beispielen durch,

. 1. Eine sphérische Mannigfaltigkeit S, von n Dimensionen, ist
im Sinne der Analysis situs dquivalent mit einer linearen Mannigfaltig-
keit L, von n Dimensionen (z,, #,, .. . %,), soferne wir die unendlich
grossen Werthsysteme der #; zu einem einzigen zusammenfassen.¥)
Fir sie ergiebt sich sofort, da das Ausschneiden eines Punktes die
Mannigfaltigkeit in eine E, verwandelt, die symbolische Gleichung:

, Sn — EO = EM
da aber — E, mit =1 zu zshlen ist, je nachdem n gerade oder un-
-gerade, so folgt, je nach dieser Unterscheidung von n

2
(1) Sp = {0

*) In der Folge sei stets mit L, die lineare »-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit einem .unendlich weiten Punkt bezeichnet, im Gegensatz za der sogleich %d
besprechenden linearen ,projectiven*. Mannigfaltigkeit 2,. Fir die Umformung
der L, in eine .S, mit Hiilfe der ,Transformation darch reciproke Radien* vergk

z. B. die auf n=~1" Dim, beziiglichen Formeln auf pag. 293:
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2 Fasst man dagegen die Werthesysteme der » unabhingigen
Variablen (z,, 2,, ... x,) beziiglich ihres Verhaltens fiir unendlich
grosse Werthe der z; so auf, dass man diese je nach dem Werthe der Ver-
héltnisse dieser Grossen unterscheidet — die dann ihrerseits ein lineares
Werthsystem von % — 1 Dimensionen bilden, fiir welches die gleichen
Festsetzungen getroffen seien — so gelangt man zu folgender Abzghlung.
Es sei die so definirte I/, als ,projective Mannigfaltigkeit P, (in aus
den riumlichen Vorstellungen iibertragenem Sinne) bezeichnet. Das
Ausschneiden aller unendlichen Werthsysteme der (2;) kann dann als
Entfernen einer P, ; bezeichnet werden, durch welches die P, in eine

E, verwandelt wird:
P n " P, n—1 == -En

Dies Ausschneiden der P,_; kann nun seinerseits wieder ersetzt werden
nach der symbolischen Beziehung:

Pn-—l - -Pn-—-2 = En-l
und ebenso hat man wieder
-Pn—-2 R Pn—S = En~—2,

P, —P =BE,
P, — P, =E,
P, =E,.
Die Addition der simmtlichen Gleichungen fiihrt auf
Po=FEyt Epst Eus+ -+ B + Ey;
da nun bei der Abzihlung der E, je zwei Zahlen -+ 1 sich zerstoren, folgh

) P = {1

und schliesslich:

0

je nachdem » gerade oder ungerade ist, —

Die Mannigfaltigkeiten P, gérader Dimension erweisen sich als
»» Mannigfaltigheiten mit wmkehrbarer Indicatriz®. Dies ist, wenn wir
die Definition solcher Mannigfaltigkeitén direct aus dem uns geldufigen
Verhalten der entsprechenden zweidimensionalen’ Mannigfaltigkeiten
(vergl. etwa Annalen 82 pag. 479) iibertragen, dadurch zu erweisen,
dass wir*) ein ,,Coordinatensystem® von # Axen mit bestimmten

*) Es sei in djeser Entwicklung zur Kiirze eine mehr geomefriseche Rede-
weise gestattet. In analytischer Form ldsst sich unter zu Grundelegung eines
ersten Bezugsystemeg von Coordinaten &, eine continuirliche Veréinderung.von
Coordinatenrichtungen lings eines geschlossenen Weges durch eine lineare Trans-
formation der g mibt einem Parameter fixiren. Hat dann nach Durchlaufung des
Weges eine Anzahl von Coordinatenaxen ihre urspriingliche Lage wieder erreicht,

19%
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ppositiven’ Richtungen in unserer Mannigfaltigkeit annehmen und
nun einen geschlossenen Weg in derselben angeben, auf welchem nach
einmaliger Durchlaufung die Richtungen einer ungeraden Anzahl von
Axen in die entgegengesetzten verwandelt erscheinen. Wir {ibersehen
dies hier am einfachsten aus dem Umstande, dass wir unsere P,
auch, dadurch aus der FE,

ezt 22 <1
herstellen konnen, dass wir je einen Punkt:
ii’ Z&2, L L ) ZE”

der sphirischen Begrenzung von E, seinem diametral gegeniiber-
liegenden

""5.31: — &gyt 00y — Ta
zuordnen. Die, Begrenzung schliesst sich dann in einer P, ; zusam-
men. (n—1) im Punkte #,, Z,, . .., Z» in der Begrenzung fixirten
Richtungen, die wir am einfachsten als orthogonales Axensystem der
tangentialen linearen Mannigfaltigkeit

By Xy - Xo@y 4+ ¢+ A Bplip — 1 =0

wihlen konnen, entsprechen nun im Punkte — z,, —%,, -+, — &,
gerade die emfgegengeselzien Richtungen. Durchlaufen wir also mit
diesem Axensystem den durch die gerade Verbindungslinie der beiden
Gegenpunkte bezeichneten geschlossenen Weg [wobei dieser radius
vector die n'* Coordinatenaxe fiir ein rechtwinkliges Coordinatensystem
in unserer Mannigfaltigkeit abgiebt], so werden auf demselben 7 — 1
Richtungen in die entgegengesetzten verwandelt. Somst sind die pro-
jectiven Mannigfaltigheiten P, gerader Dimension solche mit umbehs-
barer Indicatriz, wihrend die von ungerader Dimension, bei welchen
sich auf dem bezeichneten Wege eine gerade Anzahl von Coordinaten-
richtungen umkehren, und wie direct ‘ersichtlich auch keine anderen
Wege der verlangten Eigenschaft méglich sind, als solche mit nicht
umkehrbarer Indicatrix zu bezeichnen sind.

§ b.

Béispiele (Fortsetzung). 3. Ein Biischel von gewissen Mannigfaltig-
keiten vierten Grades R,—;.

Wir betrachten als drittes Beispiel ein einfach unendliches Biischel
von Mannigfaltigkeiten R,_,, welche lickenlos und einfach die durch

so hat ein auf sie beziiglicher Theil der Determinante der linearen Transformation
wieder seinen Ausgangswerth erlangt und zwar mit dem gleichen bez. entgegen-
gesetzten Vorzeichen, je nachdem eine gerade bez. ungerade Anzahl dieser Axen
dabei ihre Richtung in die entgegengesetzte verwandelt haben,
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das System der Variabeln z, z,,..., 2, gegebene Ausgangsmannig-
faltigkeit L, erfiillen, dergestalt, dass jedes Werthsystem Z ...,
dér L, einer und nur einer R,_; angehort. Unter 4 den Parameter
des Biischels verstanden, seien diese R,—; durch die Gleichung gegeben:

(1) (Zn’x,-z + 1)2-— @+ 1)22933 = 0.

1

Fiir A =0 und 1 = oo ergeben sich die zwei reellen Grenzmannig-
faltigkeiten des Bischels, niimlich einmal die sphérische Mannigfaltigkeit
(2a) 2w;2—1=0, i1 =0, Typs =0, +, 2y =0

1
von » — 1 Dimensionen: S,_;; dann die lineare Mannigfaltigkeit
(2b) @ =0,2=0,:.4,2=0
von # — v Dimensionen: Ly,_,.

Eine beliebige der Mannigfaltigkeiten R, bezeichnen wir am
besten durch die beiden Systeme sph#rischer Mannigfaltigkeiten, welche
dieselbe liickenlos und einfach itherdecken:

Einmal nimlich konnen wir jedem Punkte der eben (2a) genannten
sphéirischen Mannigfaltigkeit S,_; eine auf der B, gelegene sphérische
Mannigfaltigkeit S,—, zuweisen, Man lege nmlich durch einen Punkt 4

il’§2"' -,51/; x11+1=0, wy+2=0‘ * '$n=0

der S,_1, fiir welchen also

D52 = 1

1
ist und durch die ,Coordinatenaxen @,ii, %i2, ..., % die so be-
stimmbe Lj_,11:
By =TTy, By ==1TTyy ..,y ==10T;
dieselbe schneidet unsere S,—; in den beiden Punkten 4, A’
Xy = % und 2, = — Z;
und die R,—; nach zwei in der Gleichung™®):

v n 2 ki
(rz D)z + D+ 1) (@A .2,@2 =0
1 v-{1 1
enthaltenen sphirischen Mannigfaltigkeiten S,—y, welche wir eindentig
je diesen beiden Punkten zuweisen.

#) Der Radius vector ¢ ist als Coordinatenaxe mit den &, 1y @yypy ++-s Ty
in-der L,_, eingefithrt.
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Die By erscheint so.liickenlos und einfach von éinem (n—1)-fach
wnendjichen, System von Mannigfaltigheiten Sy, tiberdeckt,

Als Innenraum der R, sei der Theil der Manuigfaltigkeit I,
bezeichnet, fir welchen die linke Seite der Glg. (1) kleiner als Null
ist. In demselben liegt die Mannigfaltigkeit S,_; (2a), von welcher
jeder Punkt Z; das Innengebiet FE,_,;; der im zugeordneten S,_,
bezeichnet. Die Gesammiheit aller dieser lings der S,—i angeordneten
Eyyia erfillt den. Innenraum unserer B, und ouf jene S,_, sieht
sich derselbe fiir 4 = 0 susammen.

Die ganz analoge Rolle aber ergiebt sich fiir die im .Awussenraum
einer beliebigen unserer R,—. gelegene L,, (2b) und ein ihr zu-
gehoriges auf der R,—, gelegenes System sphirischer Mannigfaltig-
keiten Sy__1.

Tiegt man n#mlich durch einen Punkt B der L,_,:

—

wi=x2== ".‘=xy=0, Evp.‘.l, _w-y_|_2,...,.%'n
und die sphirische Mannigfaltigkeit S,_;:

»

E xi2=1’ w7+l==0"’xn=0

i

die dadurch in unserer L, vollig bestimmte S,, so schuneidet dieselbe
dininal' die L,, in den 2 Punkten B, B':

w] m£*%§=vcc=xv=0, E’V—"I) 51/-*—2,".,5‘”
und _
Lyyy Tyig z,
xlr_'—-..x2-.-—_=--_,=xv=0,—- F,E s 7{.—,'..,_—%
WO

M= Rt Bt + 3

und die R, ; nach zwei sphirischen Mannigfaltigkeiten S,_j, wélche
wir eindeutig jenen beiden Punkten zuweisen. So erscheint die R,—i
auch eimfach und lickenlos iiberdeckt von einem (n— v)-fach unendlichen
System von S,—y.

Der Aussenrawm der R, , enthilt unsere L, ,; jedem Punkt der-
selhen: gehdrt -das (hier sphirisch gestaltete) ‘Elementargebiet E, zu,
‘welches .auf der oben bestimmten sphirischen Mannigfaltigkeit S, von
R, asusgeschnitten wird.. Die Gesammtheit aller dieser lings L.,
angegiidneten E, erfiilli den Aussenraum unserer R,_y und auf jene
Lottt sich - derselbe fiir A= co susammen.

Es sei, die Anordnung kurz zu-veranschaulichen, an die Verhili-
nisse beim Kreisring (=3, v = 2) erinnert. Auf demselben liegen
als die zwei-Systeme sphérischer Mannigfaltigkeiten S,_, und S,_; —
die beiden Kreissysteme. Der Innenraunm ist erfillt von den langs der
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Mittellinie des Ringes angeordneten Kreisscheiben (E,-,11), der Aussen-
raum von Kugelabschnitten (E,) deren Mittelpunkte sich lings der
Axe des Ringes (der L,_,) anordnen. Man vergleiche die nebenstehende
Figur, die fiir den Ring entworfen ist, in welcher aber die all-
gemeinen Bezeichnungen eingetragen sind.

Fig, 1.
L,
G T
. .
v 4
/_’_..’:..{—-- S
=4 4
v e—————
Bl

Beispiel 3, Fortsetzung: Abzihlung der Charakteristik-

Mit Hiilfe der so geschilderten Zusammensetzung des Innen- und
Aussengebietes, B bez. Rj der R,—; ergiebt sich nun sofort die Ver-
wandlung derselben in Elementargebiete und damit die Abzéhlung der
zugehorigen charakteristischen Zahlen.

Die Mannigfaltigkeit Ry ist, wie eben abgeleitet, constituirt aus
jenen (v— 1)-fach unendlich vielen, lings der §,— (2a) continuirlich
angeordneten K, ,y;. Schalten wir aus der S,_; einen Punkt (E;)
aus, so konnen wir dieselbe umkehrbar -eindeutig beziehen auf eine

E,_;, etwa:

§,2+§22+~-+§,,2-—-a<0
wihrend wir die, je einem Punkte dieser FE,_; zugeordnete E, _,i1
durch

Bt bGet -+ E—D <O
darstellen konnen. Die R} ist somit nach -Ausscheidung der einen
jenem Punkte FE, zugeordneten E, ,iy in die durch die obigen Un-
gleichungen (vergl. § 1 pag. 277) gegebene E, verwandelt. Da weiter
die Ausschneidung jener E,_,.; in der kanonischen Form — die Be-

grenzung der E,_,4. gehort ganz der Begrenzung der R: an — vor-
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genommen ist, haben wir fiir die Bestimmung der charakteristischen
Zahl di¢ symbolische Gleichung: R, — By_piy = F,, oder:

Gl) R;' = E, -+ En-—v+1 .

Beachten wir andererseits, dass nach Formel (2b) (§ 5 pag. 285)

die R; durch Aenderung des Parameters 4 schliesslich iibergeht in die
ganze Mannigfaltigkeit S, mit Ausschluss der Grenzmannigfaltigkeit
L,._,, so ergiebt sich sofort noch eine zweite Abzihlung, indem wir
biernach die Mannigfaltigkeit R, uns entstanden denken kdnnen aus
einer L, durch Ausschneiden einer L,.,, oder was dasselbe sagt einer
Su—y, die wiederum (kanonisch) in die Form (E, + E,—,) fiir die Zer-
schneidung zerlegt sein mag. Darnach ergiebt sich die zweite Be-

ziehung Rl B B
n == Ly = Ly — Lipeey

oder, wenn wir beachten, dass L, — E, = E, ist:
2) Ri=E,— E,_,.

Beide symbolischen Gleichungen ergeben nun (na.ch pag. 281

Formel (2)) dieselbe charakteristische Zahl K fiir das Gebiet R/}
und zwar ist mit der Unterscheidung gerader und ungerader Zahlen n

and v die Zahl K,
v gerade |vungerade

(3) , n gerade 0 2
Ky: .

n ungerade 0 2

Fiir den Aussenraum R? ergeben sich, mit Berticksichtigung der p. 286
dargestellten Beziehungen aus einer.ganz analogen Abzihlung die
beiden symbolischen Gleichungen:

o
(g)} -RZ = En - Ev-——l

aus welchen, je nachdem n, » gerade oder ungerade ist, die charakie-
ristische Zahl K, sich wie folgt ergiebt:

v gerade | v ungerade

(6) n gerade 2 0
) K;: :

n ungerade 0 2
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Wir halten fiir die sogleich zu gebende Verwendung unserer
Mannigfaltigkeiten R, und R die in den symbolischen Gleichungen
(2) und (5) ausgedriickte einfachste Form fest als Mannigfaltigheiten
E., aus welchen eine Elementarmannigfaltigkeit Ep ausgeschnitien
wird. Im Sinne der Analysis situs sind also unsere obigen Definitions-
gleichuyngen #quivalent mit der einfachsten Darstellung einer solchen
Mannigfaltigkeit durch:

(x12+x22+'""I’w,ﬁ_k)(xﬁ‘l‘xzz"l""+xn2"1)<0
in welcher aus der Mannigfaltigkeit

2t 2t —-1<0
dieEk

Zy =y ==y =0,
2t 224 F 2 —1<0
ausgeschlossen 1ist.

Auf die charakteristische Zahl fiir die Begrensung einer solehen
Mannigfaltigkeit gehen wir weiter unten ein (vergl. pag. 297):

II. Abschnitt.

Zuriickfithrung der Abzihlungen auf Kronecker’sche Charakte-
ristiken fiir den Fall von Mannigfaltigkeiten 2/, ,, bez. M,,
die im Gebiete von # von einander unabhiingigen Variablen
durch eine G(leichung /= 0, bez. eine Ungleichung f < 0
gegeben sind.

A. Erste Abzéhlung mit Hiilfe von singuléiren Stellen im
Gebiete f < O.

§ 1.
Die singuldren Stellen. Vorbereitung der Abzihlung.

Wir gehen nunmehr dazu tiber, die Charakteristik aufzustellen fiir

diejenigen begrenzien Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen, die wir in

unserer zu Grunde gelegten linearen Mannigfaltigkeit der (#,, #,,.., #s)
durch eine Ungleichung

[(@yy @y oo oy a) <O
definiren konnen und treffen gleichzeitig die Abzdhlung fiir die be-
grenzende Mannigfaltigkeit

[ %y o ooy ®n) = 0.
Dabei setzen wir noch voraus, dass die ersten Ableitungen f;, fo3evnfu
von f nach den a; nur fiir eine endliche Anzahl von Werthsystémen:
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(#s).gleichzeitig verschwinden, und dass fiir dieselben nicht auch f=0
sein soll.

Apalog wie.in den fritheren Aufséitzen fir M, und M, betrachten
wir die My, f=0 als enthalten in einem einfach unendlichen System
von Mannigfaltigkeiten My, und wihlen fiir die folgenden Formu-
lirungen auch hier. wieder am zweckmissigsten das System

[(@y; @y oo vy @n) = C

welches liickenlos und einfach die lineare Mannigfaltigkeit L, der ;
erfillt*), Setzen wir dabei voraus, dass fiir den ,unendlich fernen
Punkt die Function f(#, %,, . . ., #») positiv sei, so kbnnen wir
ebenso wie friither annehmen, dass fiir einen gewissen negativen Werth
der Constanten O = C, einmal die Mannigfaltigkeit f = C, lediglick
aus einem isolirten Punkte besteht, und das von hier ab, mit wachsen-
der Constante C die Entstchung des Gebietes f < O durch ein con-
tinuirliches ,,Wachsen des Innenraumes* verfolgt werden kann; gleichs
zeitig entsteht dann die Mannigfaltigkeit f==0 durch successive
Deformation aus f= C.

Dieser Entstehungsprocess eignet sich nun sofort fiir die Abzéhlung
charakteristischer Zahlen fiir diese M, (f < 0) und die M,_, (f=0).
Eine Aenderung der Zahlen tritt ndmlich sprungweise an den singuliren
Stellen der Mannigfaltigkeiten f == C ein; es sind die Stellen im Innen-
gebiet von =0, fiir welche

fi=0, f2==‘03~")fn==0\

ist (wobei die Indices die Ableitungen von f(,, 2,,. .., %,) nach den
Variabeln bezeichnen).

An diesen Stellen entstehen, bez. vereinigen sich Theile der
Mannigfaltigkeiten /== C und sie haben wir daher in ihrem Einfluss
auf die Charakteristik der M, und M, , zu betrachten. In der Um-
gebung jeder solchen Stelle ldsst sich nun (nach unseren fritheren
Voraussetzungen) das System f = C ersetzen durch ein System von
Mannigfaltigkeiten zweiten Grades und daher die Bestimmung des
Pimktcharakters einer solchen Stelle sofort.an der durch eine reelle lineare
Transformation--erhalténen canonischen Form :

pEFa et u—al —al, — - —gl=TF

*) Wie schon in der Einleitung erw#hnt, beschriinken wir uns hier auf die
einfachéte‘ﬁfzEnﬁ“giféﬁ&hgspmcesse. Verallgemeinerungen, wie sie etwa fiir ein
System

f(xh “z’;- Ly C')=07
welches den Parameter iri beliebiger Abhéingigkeit enthilf, u. a. zu treffen wiiren,
lassen sich. in‘Ayalogie’ mit den frilieren Untersuchungen (vergl, etwa die in
Bd. 82, pag. 4678 ,.pag. 491 ff. gegebenen Formulirungen) entwickeln,
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(¢ sei als positive Grosse vorausgesetzt) wornehmen. Wir grenzen
dabei den singuliren Punkt

Xy = 0 ; €= 0
durch die sphirische Mannigfaltigkeit S,_;
w2t =

ab, wo ¢ einen kleinen, festen Werth bezeichnet, so zwar, dass im
Innern dieser S,_; unsere obigen Mannigfaltigkeiten M,_; mit den
eben gegebenen Mannigfaltigkeiten zweiten Grades identificirt werden
konnen,

Wir machen noch die nicht weiter beschriinkende Annahme, dass
in dem Intervalle von — & bis - & unsere Mannigfaltigkeiten M,_,
f= C keinen weiteren singuliren Punkt besitzen und betrachten nun
die Aenderung der charakteristischen Zahlen beim Durchgang von
— & nach -} &, wobei also der singuliire Punkt 2 = 0 zunéichst ausser-
halb, dann innerhalb der begrenzenden Mannlgfaltlgkelten M,y liegt.

Es gei nun, zur kiirzeren Ausdrucksweise mit ML, die Mannig-

faltigkeit M, ; mit singuldrem Punkte bezeichuet, mit M, eine un-

mittelbar vorangehende, mit M, eine unmittelbar darauf folgende.
Ebenso seien die betr. Innengebiete dieser Mannigfaltigkeiten durch
M2, M7, M} bezeichnet.

Dann ergeben sich sofort folgende Lagenbeziehungen:

In dem Aussengebiet

A A SRR o S

unserer den singuliren Punkt abgrenzenden sphirischen Mannigfaltig-
keit S,_; ist der Verlauf der drei Mannigfaltigkeiten M, 1 Imc} ebenséd
der drei M, im Sinne der Analysis situs nicht verschieden. ;. .Ebénso
ist auch der Schnitt jeder der drei Mannigfaltigkeiten M,y mit der
Sy—i im Sinne der Analysis situs identisch. Nur die im Innengebxeb
der S,—; liegenden Theile der drei M, _, unterscheiden sich von einan-
der; wir charakterisiren sie am einfachsten dadurch, dass wir dieselben
auf die sphirische Mannigfaltigkeit Sp—s abbllden Bezeichnen wir

nimlich den Schnitt der M2, mit der S,_, durch 7, 5, und die beiden
Gebiete, in welche diese T~ die Sy trennt

. <0
witat4 ot —k — 2,59 """”3{>O’

beziehungsweise durch T,°; und T, so ergiebt sich sofort (durch



292 Warrags Dyck.

Prejection vom Mittelpunkt 2 = 0 aus), dass das im Innern der S,—,
gelegene Gebiet der M, umkehrbar eindeutig auf das Gebiet 7,
und ebenso das analoge Gebiet der M auf T,'% bezogen werden
kann, wihrend die T, ; selbst 1 — ool-deutig der singuléiren Mannig-

faltigkeit M, ; entspricht.
In nebenstehender Figur ist ftir n=38 —

an dem Uebergang
22+ 2, — @y’ = &
von einem zweischaligen (J,;) zu einem
einschaligen (M) Hyperboloid durch den
Kegel (3£,2.,)
#,® + #y? — w? =0

die gemeinte Bezeichnung eingetragen. Das
zweischalige Hyperboloid wird auf die beiden
Kugelhauben (%)), das einschalige auf den
ringformigen Theil (7;2) der Kugel ab-
gebildet. —

Wir kénnen nun wegen dieser ein-

deutigen Beziehung die Mannigfaltigkeiten

Y,>; und M;}F,, ohne sie im Sinne der Analysis situs zu #ndern,

dadurch gestaltlich umformen, dass wir je die in das Innere der S,
ragenden Gebiete derselben ersetzen bez. durch die beiden auf der

Sn—1 liegenden Gebiete 75" und T .

Mit Umgehung der singuliren Mannigfaltigkeit M, , kann dem-
nach auch der Uebergang von der M,”, zur M, im Sinne der
Analysis situs ersetzt werden durch den folgenden: Aus der M.~
wird durch Zerschneidung lings der T, ; das Gebiet 7,”; entfernt

und an dessen Stelle lings eben jener 7,0, das Gebiet T, eingefiigt.
In' symbolischer Form léisst sich also diese Aenderung darstellen durch

@& — T+ Ty
wihrend: ‘das. Gebiet T, 5, welches zuerst ausgeschnitten, dann aber
wiedét Bugefiigt wird, fiir die Abzihlung ausser Betracht bleibt.
Analog gestaltet sich der Uebergang fiir die Mannigfaltigkeiten
n't Dimension, von M," zu M- *, folgendermassen :
Es wird eine Elementarmannigfaltigkeit E, (der Innenraum der
Sp1) der M;"' ! zugefiigt und zwar mit derselben lings der in der Be-

grenzung der M, enthaltenen 7, vereinigt. Dabei ist zu beachten,
dass die ‘Begrenzung:des- 75", die M,  4; vollstindig in der- Begrenzung
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sowohl der M, als der E, gelegen ist. Fir die Abzihlung ergiebt
sich also hier die symbolische Darstellung der Umiinderung durch:

@) + Bo + T

§ 2.
Bestimmung des Punktcharakters der singunliren Stellen durch Zuriick-
fihrung auf die Abzéhlungen des § 6 (Absohnitt I),
Die fur die Abzihlung in Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten

w1, To'y und deren Begrenzung T,0; sind uns aber wohlbekannt.
Verwandeln wir néimlich die sphérische Mannigfaltigkeit Sy

22 4 2l - et = @Y
welche die obigen Mannigfaltigkeiten enthilt, in eine lincare Maunig-

faltigkeit L,—, durch eine ,Transformation durch reciproke Radien®,
deren Centrum auf der S,y liegt, etwa durch:

gi s w2@4\()2‘"‘*§”"“*,"-,1‘n+@“492'”*£§*~

n n » ¥

1253 ;’ef ;‘ £

x1== 4920

so gehen die beiden, unsere Mannigfaltigkeit T, 5 definirenden Glei-
chungen:

2>+ttt —-ad -2, - 2,0,
Zl A+ 2t - 2yt == 9?
iber in o
820°(62 + -+ + & - (492 +2 &’) =0
i
ﬁ,,'—'--?,

also (in einer um eins niedrigeren Dimension) genau in eine der in
8 b und 6 betrachteten Mannigfaltigkeiten. Dabei ist der Innen- besz.
Aussenraum

n—1 ] < 0
3292(534--~+w)~—(492+2&’) >0

derselben ' punktweise auf die Gebiete 7,7 beziechungsweise T,y be-
zogen. o

Die Abzihlung der Aenderung der Charakteristik unserer Manhig-
faltigkeiten M,—; und M, beim Durchgang durch die singulire Btelle
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(in der Richtung von — & mnach 4 &) ergiebt sich also aus den
Tabellen (6) und (3) auf pag. 288 sofort folgendermassen:
1. Fir die M, , ergiebt sich nach der symbolischen Formel (1)

des vorigen Paragraphen (pag. 292): Der Process — 7,.% zihlt:

v gerade |vungerade
n gerade 0 —2
nungerade| — 2 0
der aweite Process -} 7%
v gerade |» ungerade
n gerade 0 -+ 2
nungerade 0 + 2

Der Uebergang von M2y su M;Fy #ihlt also:

v gerade |vungerade
(1) 7 gerade 0 0
nungerade| — 2 + 2

2. Fir die gleichzeitige Aenderung der Charakteristik des Innen-
raumes der M, ., ergeben sich ebenso aus der symbolischen Gleichung

(2) (pag. 293) die Zahlen:

v gerade |» ungerade
2) % gerade +1 —1
nungerade —1 +1

Beim Durchlaufen der Mannigfaltigheiten in der enigegengesetzten
drichlung.— wo, also der singuldre Punki zuerst im Innenraum der
M1 .gelegen ist und nach der Umformung in den Aussenrawm::gh
liegen kommi — tritt die wmgekehrte Zdihlung ein.

§ 3.
Analytische Formulirung. Summation iiber die Punktcharaktere.

Beachten wir nun, dass die Unterscheidung von geradem und
ungeradem » ganz allgemein und ohne die fir die Herleitung benutzte
canonische Form_fiir jede Stelle
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f‘tg—-—‘o, f;ao,...,ﬁ,mo

in unseren Mannigfaltigkeiten f(z, . ..%.) = C gegeben wird durch
das Vorzeichen der Determinante

fll fli "‘fls
fa [ fia

ful fss b ‘fun

8o lésst sich der Unterschied der Abzihlung sofort in der Kronecker’-
schen Form der Punktcharakteristik mit Hiilfe dieser Functionaldeter-
minante darstellen. Versteht man n#mlich unter [A] die Werthe
~+ 1, — 1, je nachdem der Werth von A positiv oder negativ®) ist,
so ist fir die von une betrachteten Punkte der Werth von: [A]
gegeben in der Tabelle:

v gerade |vungerade
n gerade 41 -1

nungerade] — 1 +1

Er stimmt also mit den in Formel (2) der vorigen Seile gegebenen
Werthen filr die Aenderung der charakteristischen Zahl der M, beim
Durchgang durch den singuléren Punkt iberein, wihrend fir ungerade
n der doppelte Werth auch die Aenderung der Charakteristik der be-
grenzenden M, , bezeichnet. ,

Bildet man nun die Summe der Werthe, welche [A] ftr simmtliche
im Innern von f = 0 gelegenen singuliiréen Punkte, also far die Fonkie

[<O0,fi=0, fes042f, 7m0,
besitzt, so ist direct o
() Bl =DNa]
und weiter fiir ungerade » die Charakleristik K., der begrensenden
Mamnigfalbigheit Mzy [ == 0s
@) Ky = 2K =2 D)[A].
Fiir gerades n dagegen ist die charakteristische ZaNl der durch f—-cq
gegebenen (,,geschlossenen”) Mannigfaltigheit My stets Null, weil nach

den obigen Tabellen jeder Uecbergang durch eines singuldren Punki
mit O edhll.

*) Wir schliessen der Einfachheit halber den specicllen Fall A we 0 ava.
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So erhalten wir die folgende

Tabelle I.

fir die Charakteristiken unserer Mannigfaltigkeiten, bei
der Abzihlung im Gebiet £ <O,

Far die Ab- ;0 dor Punkicharakter der

zihllmg. der Sprungstellen gegeben Daraus folgt die Charakieristik:
Meannig- durch:
faltigheit

S =

B | [A] K= DJ[A]
- Xiber f<0, f,=0,...,f,=0

n gerade | % ungerade | n gerade 7 ungerade
M, 0 2[A] | Kp1=0| E,1=2D)[A] = 2K
Z tiiber
<0, fi==0,..., fu=0.

§ 4
Allgemeine Folgerungen.

Wir konnen aus.den Formeln noch einige weitere Folgerungen
ableiten.., Betrachten wir gleichzeitig mit der Mannigfaltigkeit M, ;- f 05
die*andere My, >0, so erfiillen beide zusammen mit der geschlossenen

Mannigfaltigkeit M,—; f=0 das ganze Gebiet L, der Variablen
(@ + .« &), was durch die symbolische Gleichung:

M;"l‘-M:‘F Mﬂ~1 = Ln

atisgedrilckt sei. Setzen wir diese Gleichung in die fiir die zugehbrigen
Clarakteristiken um und beashten, dass fir gerades n das Gebiet L,
die Charakteristik 2, fiir ungerades # dagegen die Charakteristik 0
besitat ;(vergl. pag. 282), dass ferner fir gerade » die Charakterigtik

fir ungerade #
Kn—l = QK;

ist, so folgh:



Beitrige zur Analysis situg II, 297

Fiir gerade n die Relation:

(1) K: '+' Kfz = 2 y
fiir ungerade n dagegen
(2) Kr— K, =0,

Weiter folgt hieraus sofort die A‘bzahlung der Aenderung der Charakte-
ristik beim Durchgang durch die oben erwihnten smgularen Punkte
fir den ,,Aussenraum®, die wir vorhin fiir den ,,Innenraum“ formulirt
haben:

Aendert sich nimlich beim Durchgang durch eimen singuliiren Pumkt
die Charakteristit K, um -} 1, 80 dndert sich die Charakteristik:des

 Aussenraumes'* K5 gleichzeitig um —1, bes. 41, je nachdem n gerade
oder ungerade tst.

Beispiel.

Fiir das in § 5 und 6 des 1. Abschnittes betrachtete, Beispiel der
Mannigfaltigkeiten

v >0 Ra

(Z”,’we’+1) (2-!-1)22002 =0  Ru

1 <0 R

ergeben die fiir die Charakteristiken K und K, auf pag. 288 abgeleiteten
Tabellen sofort (fiir gerades und ungerades %) die Bestitigung unsérer
obigen Formeln (1) und, (2).

Weiter folgt jetet direct die Charakieristik K,.. der (begrendenden
Mannigfaltighett R,y fiir ungerades n

(0
Kn—1=2Kn’-= 4

Jje nachdem v gerade oder wungerade ist.
Insoferne nun unsere Mannigfaltigkeit B,.1 (cf. pag. 285) sich
fiir 2 = O auf die sphérische Mannigfaltigkeit

¥y
IS”‘—-I E;ﬁ;}——-1=O,ZV+1="-O,.-.,99“==0
1

zusammenzieht, haben wir hier, wenn wir etwa den Innenraum .R,.
durch den continuirlichen Process des Anyachsens von 4=, 0 an
erzeugt denken, ein Beispiel fiir die Abzahlung eines durch die obigen
Gleichungen gegebenen singuliiren Vorkomupinisses :

Mathematische Annalen. XXX VIY, 20
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2)
je nachdem v gerade oder ungerade ist, also (vergl. § 4 des I. Abschnittes,
Beispiel 1) im Sinne der Charakteristik K, derselben.

In analoger Weise wiirden die Abzéhlungen anderer — iiber ungere
in den §8 1—3 dieses Abschnittes betrachteten singuléiren Punkie
hinausgehenden — singuliren Vorkommnisse zu treffen sein. Es ist
‘dann stets auf die in den §§ 3 und 4 des I Abschnittes gegebenen

‘Regeln zurtickzugreifen.

Das Auftreten jener S,y 2ahlt fiir die Charaktoristik K, mit {0

B. Zweite Abzihlung mit Hiilfe von singulédren Stellen
im Gebiete f==0.

§ b.
Umformung der Charakteristik. Die singuléren Stellen auf /= 0,
Die von Kronecker gegebene Umformung von Z[A], wo

fiu fiz o fin
fao far * -+ fon

.
L]

fnl f’n2 "'ﬁln

fuhrt noch zu einer zweiten Methode der Abzahlung fiir geschlossene
Mannigfaltigkeiten.
Es ist némlich:

Dla]=—+ D'a]

f i fr - fo
i fu fie =<+ fia
A'=\f2 f21 ﬁm"'fzn

wo

fo far faz *+ fon
wenh die erste Summe tiber alle Werthsysteme, fiir welche
<0, i=0,f=0,,..,fa=0,
die zweite fiber alle Werthsysteme, fiir welche
(=0 fi=0,f,=0,..c..,fa1=0,fa=0
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mit Ausschluss von: fi=20
ausgedehnt wird®),

Danach ist also die Abeihlung der Zakl K (bez. fiir gerade
auch der Zahl K,_,) an die Charakteristik von Punkten auf der Mannig-
faltigheit M,y =0 gekniipft.

Es soll nun auch diese neue Methode der Abziihlung unserer
Charakteristik auf die im I. Abschnitt gegebenen allgemeinen Formu-
lirangen zuriickgefiihrt werden. Wir {ibersehen die dabei auftretenden
Beziehungen am besten, wenn wir noch die lineare Mannigfaltigkeit
Ly—1, etwa

Zp=C
zu Hiilfe nehmen, und nun folgende Anzahlbestimmungen vornehmen.
Die ,,endlich‘ vorausgesetzte Mannigfaltigkeit M, 4
[(@yy Ty o sy #n) =0

liege zwischen den linearen Mannigfaltigkeiten

Zn = C° und 2, = C¥
als oberer und unterer Grenze. Die L, 4

Zn=0, wo (C°>C>C«

theilt unsere Mannigfaltigkeit M,—, in zwei Gebiete M,";, bez. M2,
und ebenso das Gebiet M} f < O in zwei Gebiete My, M,. Endlich
wird die L,—y @, = C durch f = 0 in zwei Gebiete getrennt von denen
das Innengebiet (f < 0) durch L, ; bezeichnet sei.

Wir fragen nach den charakteristischen Zahlen dieser Gebiete.

Bezeichne wie in nebenstehender Figur zir Uebersicht symbolisch
angedeutet:

K,_; die charakter. Zahl fir das Gebiet M,—, f=0;

o ]

n—1 ) nooon» » 1 f=0 Aw,pki*af
KX, i w o w M =0 wi< T,
ferner: |
K} die charakter. Zahl fiir das Gebiet My f <O,
K, . ” w s My <0 x>0,

'K:: 2 b ’ » »7 12 » M: f < O wn < 0’

*) Wir wihlen in der Folge zur Vereinfachung der Schreibweise stets
fa 20, wo dann

i fam11 * 7 Fain—i
wird.

20%
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endlich
K, die charakter. Zahl fiir das Gebiet M}, f< 0 z,= C,
Kn-——2 » Y] ” 3] Y) Iy Mn—2 f-"= 0 Lp == C

Flg. 3. mn,c C' 0

2, =C

Z,-C%

so hat man (vergl. pag. 295) sofort folgende fiir gerades und un-
gerades % zu unterscheidende Relationen:
1. Fiir gerades n -

K>y -+ Ky~ Ky 3=K, 1=0 s
K21+ Ki1— K, s=0,
KL+ Ky — Kuies =0
und hierauns:
K, s=2K; 1 =2K,=2K",.
Also: Bildet eine Mannigfaltigkest gerader Dimension M, s die volle Begren-

cung einer Manwigfaltigheit M, _1, mag diese nun eine ,lineare* (M, _,),
oder in einem Rouwme L, enthalten sein (wie M., bez. M) so ist
thre Charakteristik stels eime gerade Zahl, die doppelte Charakteristik
jener Mannigfaltigheit M, .

1. Fiir ungerades n folgt:

-Kn-2 = O,

w14 Kiy=2K,,

K+ Ky =2K,,

Kl 4 Ko =2K,,
Formeln, welche wesentlich das gleiche hesagen, wie die eben in I
gegebenen, und speciell noch den Satz illustriren, dass die Charalkte-
ristik einer Manmigfoltighkeit gerader Dimension (n — 1) durch Aus-

schmeiden (oder Einfiigen) einer geschlossenen Manwigfaltigheit ungerader
(hier n—2%r) Dimension wicht gedindert wird.
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§ 6.
Punktcharaktere der verschiedenen Stellen. Summenformeln.
Analog wie in den friiheren Ausfiibrungen (vgl. z. B. Sichs. Ber.

Febr. 1886, pag. 62 ff.) lassen wir nun uusere Mannigfaltigkeiten I,,
M, 1, M, 3 in einem continuirlichen Processe entstehen, indem wir in

Zp = C
die Constante von C = C° bis C = (C% sich #indern lassen und dabei
jedesmal die in das Gebiet
Xon > C, beZ. Ty == C

eintretenden Theile der f== 0 u. f < 0 in’s Auge fassen.
Die Sprungstellen der zugehtrigen Charakteristiken sind dann eben
durch jene Werthsysteme, fiir welche

f==0, fi=0 .+« fuey =0 (mit Ausschluss von fp),

gegeben und nach ihrem ,Punktcharakter sofort aus unseren allge-
meinen Entwicklungen abzulesen. Wir mdgen, wenn diese geometrische
Bezeichnung gestattet ist, diese neuen singuléren Stellen als die
,,Beriihrungsstellen der Mannigfaltigkeiten #,==C mit f==0 bezeichnen.
Wir studiren die Punktcharaktere derselben fiir die verschiedenen
Mannigfaltigkeiten wieder an einer canonischen Form:

9= (024 a2+t ) — (@t ot al) £ s =0),

wo wir dann
Ty == O

setzen und der Constanten C die Werthe -} ¢, 0, — & (& eine positive

Grosse) ertheilen. .
Was zuniichst die Aenderung der Charakteristik des ‘Giebietes M

anlangt, wenn wir nach
p<0, =z +‘e >0

fortschyeiten, so konnen wir direct an die frithere Abzdhlung (§ 1
dieses Abschn.,) ankniipfen, indem wir das Gebiet

@.(z.— C) <O
betrachten. Hs enthilt einmal das von uns zu betrachtende

<0, 2,.—0C> 0
und das andere

*) Wir setzen , mit doppeliem Vorzeichen, un bei der Unterscheidung der
moglichen Fille fir ¢ <0 einen Vorzeichenwechsel zu vermeiden,
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>0, z,—C<O,
beide Gebiete getrennt durch:
¢=0 und z,— C=0.

Betrachten wir nun, fir I" als Parameter, die Systeme von Mannig-
faltigkeiten M,
@.@,—C)—I'=0,

so 'wird die Aenderung der charakteristischen Zahl unseres Gebietes

M, bestimmt durch die Charakteristik der singuliren Stellen dieses
Systems, welche im Bereiche

9<0; 2,—C>0

neu zutreten, bez. verschwinden, wenn wir die Constante C einmal
gleich - ¢, dann gleich — ¢ annehmen. Wir denken uns dabei analog
wie frither die Umgebung der ,,Berithrungsstelle abgegrenzt durch

eine S, X
2% - - --+x§—-92=0,

wo dann wieder die ausserhalb S, _; gelegenen Gebiete der abzu-
zdhlenden Mannigfaltigkeiten im Sinne der Analysis situs tberein-
stimmen.

Bestimmen wir nun (nach § 3) mit Hiilfe der partiellen Ab-
leitungen von

.(,—C)—I=20

die singuliren Punkte dieses Systemes, so ergiebt sich, wenn wir
zun#chst

¢p=w,2+x22—|—---+xﬂ-—w‘;’+1—---~x3_1+xn

voraussetzen , sofort als einzige in Betracht kommende singulire Stelle
der Punkt

Xy == Ly==o =y =0, x,=—
im Gebiete

£
2
<0, 2,4+&>0, (C=-—y¢),
fiir welchén Punkt die charakteristische Determinante den Werth
[A] = (— 1=t
besitzt. Fiir C = 4 & dagegen befinden sich im Gebiete
p <0, % —&>0

keine singuléiren Stellen. [A] bezeichnet also gleichzeitig die Aenderung

der Charakteristil von M, beim Durchgang durch wnsere ,,Beriihrungs-
stelle®, wenn wir won C == & nach C=— & forischreiten.
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Fiir den analogen Uebergang unter Zugrundelegung von

(p;zgvlz-i_...+x,2_(x5+1+...+xz_l)_m”<O
ergiebt sich keine Aenderung durch singuldre Stellen und somi auch
keine Aenderung der charakievistischen Zahl fir die M.

Nun ist die Darstellung der betreffenden Berithrungspunkte fiir
die beliebige Mannigfaltigkeit

flzy,...25) =0
in einer der obigen kanonischen Formen
=zt - Fat -2, + ¥ EW=0

ausser an das Vorzeichen der Determinante

fit fiz « + + finm

Ne=— | Y

fin1 « v« famtfn—1
noch an das Vorzeichen von f, gekntipft: Die Punkte, fiir welche
fr < O ist, liefern keinen Beitrag fiir die Aenderung der Charakteristik

beim Durchgang durch die betr. singuléire Stelle, die anderen f, > 0
aber den dem Vorzeichen von [A'] entsprechenden.

Also wird die Charakteristit Kn unserer My,

f<0, wn""'0>0

E=— D[4,

die Summe ausgedehnt diber alle Punkie
Ff=0, fi=0...faica=0, >0, 2, —C>0.
Dz'c_e Charakteristik der gamgen dwrch das Inmengebiet [ < O gegebenen
M, wird entsprechend:
Ei=— D[],

die Summation verstanden iber:
Fam0, f, =0 ... faes=0, fo>0.

Nun lisst sich aber die Summation auch in umgekehrter Richtung
mit wachsenden C vornehmen. Dabei sind dann lediglich die Punkte,

gegeben durch

#) Wir fiigen das Minuszeichen zu, um in Analogie mit den Kronecker’schen
Formeln pag. 298 zu bleiben.
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fiir welche f, < 0, in Betracht zu ziehen, wihrend die Punkte f, > 0
keinen Beitrag fiir die Charakteristik liefern. So erhalten wir, wenn

wir gleich die Charakteristik X, des ganzen Innenraumes M formu-

liren, auch
Ei=— DAl
die Summation ausgedehnt {iber
f=0, i=0...faca=0, <O

und daraus folgt schliesslich die schon oben angefiihrte (aus Formel (1)
pag. 295) durch die Kronecker’sche Umformung erhaltene Formel:-

wobei die Summation sich auf alle Punkte

=0, i=0...faci=0, f,.%O
erstreckt.

§ 7.
Zusammenstellung. Relationen” zwischen den singuliren Punkten.

Analoge Betrachtungen an der kanonischen Form der singuliren
Punkte fihren nun auch zu den Charakteristiken der iibrigen oben
(pag. 299) bezeichneten Mannigfaltigkeiten von (» — 1) und (» — 2)
Dimensionen.* In der nachfolgenden Tabelle sind einmal die ,Punkt-
charaktere‘‘, der Sprungstellen dieser Charakteristiken und dann diese
selbst durch die Summenformeln zusammengestellt.

Fig, 8,

xn«-C’ w
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Tabelle II

fir die Charakteristiken unserer Mannigfaltigkeiten, bei der
Abzihlung auf f=0.

F “rh;i €|t der Punkicharakter
Abzﬁ ung der Sprungstellen Daraus folgt die Charakteristik:
der Mann'g- gegeben durch:
faltigkeit:
M —[a] K= — D [A]
Xiiber: f=0, fi=0,...fa-1=0, fu >0,
xn -— G > O-
’ 1 ’ 1 ’
o —[A1] Eim— D [A1=—1D) [A]
X tber: f=0, fy=20,...fue1=0, fo >0.
X tiber: f=0, f; =0, ... fa—1=0.
n gerade | u ungerade n gerade n ungerade
S =168 — 1) | Ea=— D) o8] | Bia=— D (8]
X tber: f=0, fj=0, ... fa1=0,
z, — C > 0.
Moo |=fo A1) = 8] | B = = Dot1=0] Kuim— DA]
=2K,
X tber: =0, fi=0,... fam1=0.
L= e8| — (8] | Bl = D] | Bl Difd]
—EK,
X tber: f=0, fi=0,... fasr =0,
.’I),; — 0 > O.
Dabei ist: Y, [fa - A7 =0,
X tber: f=0, fi=0, ... fa—r=0.
My, |—2(78] 0 |Ee—=—2[fA] | Bia=0,
=2K,
X tber: f=0, =0, ... fast==0,
xu _— G > Ot
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Es ergeben sich dabei fiir die Anzahl der auf der Mannigfaltigkeit
M,_; =0 vorhandenen singuliren Stellen zwei Relationen:

L — > ] =2k,
. DN . &]=0

die Summen ftiber diese Stellen:

f=0, fi=0,...fi1=0
verstanden.

Die Relation I ergiebt K, (bes. bei ungeradem n auch K, ;) als
Kronecker’ sche Charakteristif des speciellen Functionensystems:

,f:"""o; fi=0,...faca=0, fo=0.
Die Relation II ist die bekannte von Kronecker fiir ein solches

System aufyestelite Beziehung.
* Diese letztere Relation folgt hier direct aus der oben gegebenen

Bedeutung der
~ S5 8= K,

falls die Summation nur {iber die Punkte
f=0, fi=0,...fic1=0, 2, —-C>0
erstreckt wird: als der Charakteristik der Mannigfaltigkeit
M- =0, z,=0C.
Diese entsteht ndmlich und verschwindet, wie oben erwihnt, innerhalb

des Intervalls von x, = C° bis 2, =C%, in welchem das Gebiet f —= 0
sich _erstreckt

§ 8.
Schlussbemerkungen.

Durch die Zuriickfithrung unserer Abzéhlungen auf die Kro--
necker’ sche Darstellung ist deren invariante Bedeutung (bei Abinderung’
der zu Grunde gelegten Hntstehungsprogesse, sowie bei Umformungen
der Mannigfaltigkeiten im Sinne der Analysis situs) erwiesen. Fiir
die’ Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen war es nun moglich,
speciell aych auf geometrischem Wege die invariante Bedeutung dieser
charakteristischen Zahlen (ganz unabh#ingig von der Kronecker’schen
Formulirung) zu erweisen. " Es war nimlich, wie schon in der Ein-
leitung erwdhnt, moglich, fir alle Mannigfaltigkeiten von zwei
Dimensionen Normalformen hierzustellen, an welchen direct die charak-
teristischen Zahlen abgelesexi werden konnten.

Die gleiche Darstellung fiir Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension
wiirde auch- hier die Aufstellung von Normalformen verlangen, als
Représentanten gller maglichen Mannigfaltigkeiten. Eine solche scheint



Beitriige zur Analysms situs IL 307

aber zunéichst noch nicht zu bewiltigende Schwierigkeiten zu bieten,
In der That ist die Frage nach solchen Normalformen eine viel am-
fassendere. Sie erfordert die Berlicksichtigung aller Charakteristiken,
welche eine M, bis auf eindeutige Umformungen (im Sinne der
Analysis situs) charakterisiren und dazu ist durch die vorliegenden
Untersuchungen nur erst ein erster Schritt gemacht. So erscheint es
naturgemiiss, die invariante Bedeutung unserer Zahlen durch ihre
Zuriickfiihrung auf Kronecker’sche Charakteristiken — welchen als
solchen diese invariante Bedeutung zukommt — zu bezeichnen.

Es wird in gleicher Weise die Aufgabe weiterer Untersuchungen
auf diesem Gebiete sein, auch andere charakteristische Zahlen einer
M, — ich erwihne die von Riemann (Fragmente aus der Analysis
situs; Werke, Seite 448 ff.) und Betti (Sopra gli spazi di un numero
qualunque di dimensioni. Annali di Matematica, Serie II, Bd. 4)
aufgestellten — mit Hillfe Kronecker’scher Charakteristiken analytisch
darzustellen.

Die gegenwirtigen Untersuchuungen bediirfen aber noch in einer
anderen Richtung der Weiterfiihrung. Wir haben uns hier in der
analytischen Darstellung im Wesentlichén auf die durch eine Gleichung
bez. eine Ungleichung im Gebiete von # unabhiingigen Veriinderlichen
definirten Mannigfaltigkeiten M, _, bez. M, beschrinkt. In allgemeinster
Form ist ein beliebiges System von Gleichungen und Ungleichungen fir
die Definition einer Mannigfaltigkeit zu Grunde zu legen. Von den
dadurch nothwendigen Erweiterungen unserer analytischen Formu-
livangen, auf die ich bei spiterer Gelegenheit einzugehen denke, sel
hier kurz nur auf die eine aufmerksam gemacht, welche wieder’ die
Unterscheidung von Mannigfaltigkeiten mit nicht umkehrbarer und
mit umkehrbarer Indicatrix betrifft: Wenn wir im Gebiete von » Ver-
anderlichen eine Mannigfaltigkeit M,y durch eine Gleichung f==0
definiren, und (wie dies in den vorstehemden Untersuchupgen geschehen
ist) die f =0 als ,endlich“ voraussetzen, weiter singuldre Vorkomm-
nisse auf f =0 ausschliessen, s0- ist die so definirte Mannigfaltigkeit
stets eine solche mit nicht umkehrbdrer Indicotriz™). Dies gilt nicht
mehr, wenn wir jene allgemeineren Mannigfaltigkeiten in Betracht
ziehen; hier ist (ebenso wie schon in unseren friheren Untersuchungen)
die Frage nach der Classe der betr. Mannigfaltiglkeit zu entscheiden. In
dem in § 4 des I Abschn. gegebenen Beispiel und bei den im folgenden
Abschnitt zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten zweiten Grades treten
Mannigfaltigkeiten mit umkehrbarer Indicatrix ohne singulire Stellen
noch in einer andern Form auf. Indem wir nimlich die Moaonwigfaltigheit
der n Variablen z, . . . % im projectiven Sinne auffassen, erscheinen

*) Vergl. Annalen 32, pag. 489.
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durch's Unendliche gehende Moawnigfalligheiten M,_y, fiir welche die
durch das Unendliche mit einander vereinigten Gebiete auch moch auf
einem endlichen Wege zusammenhingen, als Mannigfaltigheiten mit
umkehrbarer bez. mit wicht wmkehrbarer Indicatriz, je nachdem n un-
gerade oder gerade ist, ein Satz, der sich in analoger Weise wie der
in §4 pag. 283 fiir die projectiven Mannigfaltigkeiten P, gegebene
eritwickeln lisst.

1. Abschnitt.
Analysis situs der Mannigfaltigkeiten zweiten Grades.

§ 1.

Kanonische Formen fiir die Mannigfaltigkeiten zweiten Grades. Unter-
scheidung derjenigen mit nicht umkehrbarer und derer mit umkehrbarer
Indicatrix.

In den Entwickelungen des § 2 (pag. 293 ff.) haben wir die (n—1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit M;_,:

(1) w12+w22+"'+x2"‘x3+1 $3+2—"'—wi""1=0’

zundchst durch eine Centralprojection auf das ,sph#irische** Gebiet:
x12+“’22+ -4 22— 1=0,

(2) { 2+w2+ +w2 v+1__,_x+ ..._x§>0,

umkehrbar eindeutig abgebildet und dieses sphirische Abbild wieder
durch- die Transformation durch reciproke Radien:

4
(3) x1=="’$§'1‘":“x2= :52 y e 1= nE,,
3¢’ 3w S
1 1 1

in die -, lineare” Mannigfaltigkeit R,
gn = 2 )

. N1
® { (H«Zg,) — 320+ &+ + &Y <O

Dabei §ind; wenn wir die Mannigfaltigkeit der «,, z,, ... z, .irh
sprojectiven’* Sinne als P, auffassen, die unendlich fernen Punkte de¥
Mannigfaltigkeit (1) abgebildet auf das Begrenzungsgebiet der Mannig:
faltigkeit (4) > die Ry—s:

w1
®) (4*!—2%)-—32(812+222+~~+§,2)=0,
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so zwar, dass je den beiden diametral entgegengesetzten unendlich
weiten Punkten, deren Lage durch

x', xz, wg’ s v 5y w”
(6) und
—&yy; Xy, — Xy, c — T

auf der Kugel (2) fixirt ist und welche dem ,asymptotischen® Gebilde
) gt at+--tad—al — —2l=0
geniigen, in (5) zwei Punkte

gn g27 gg, o gn——l, (§n=2)a

’ — ’ -— ’ _41;-— ’
B) & = b, &= mih, . Hu=T2 (G =2)

2 & 3 2 - 2 &
1

1 1

entsprechen,

Fassen wir nun die M, als geschlossenes Gebilde auf, indem
wir je diese in diametraler Richtung unendlich weiten Punkte einander
zuordnen, so entspricht dem in unserer transformirten Mannigfaltigkeit
(4) eben die Zuordnung der Punkte £ und &, Diese Zuordnung stellt
sich, wie die Formeln (8) sofort erkennen lassen, auf die einfachste
Weise dar, indem die & aus den § hervorgehen durch eine Trans-
formation durch reciproke Radien an der sphérischen Mannigfaltigkeit

9)- §12+§22+---+§ﬁ_1—4=0
in Verbindung mit einer Verwandelung je des transformirten Punktes
in seinen diametralen Gegenpunkt,

Greifen wir nun noch auf die in §5 Abschn. I gegebene Beschréi-
bung der Mannigfaltigkeiten zurlick, so lassen sich die verschiedenen im
Sinne der Analysis situs zu unterscheidenden Formen der Mannigfaltig-
keiten zweiten Grades M,_; sehr itbersichtlich charakterisiren:

Man denke sich die simmilichen ,sphirischent Mannigfaléighéiten
Syy Sy Sy oo v Syt ... der verschiedenen Dimensionen

(10) ’312+gz2+"'+§v2=7‘2
als ,, Kernformen dadurch su Mannigfaltigheiten von (n—1) Dimen-
sionen umgestaltet, dass man die Punkie derselben — wenn dieser Aus-
druck gestattet ist — ,mit n — 1 dimensionaler Masse belegt* denkd,
priiciser gesprochen, dass man eine Elementarmannigfaltigkest von (n— 1)
Dimensionen

2HE - HEE—0P<0 (<)

mit ihrem Mittelpunkt je die sphirischen Manmigfaltigheiten Sg, S, ... S
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uirchlaufen lisst™), dann enistehen di¢ Gebilde B von (n— 1) Dimen
sionen, die punktweise eindeutig auf die M?2_,

(1) w12+a:22+---+m,2--x3+1—----——xz-—-lzo
bezogen werden kimmen. Die Begrempung derselben entspricht den -
endlich weiten Elementen der M2_ , deren paarweise Zuordnung sich

mi}‘i;s einfachste ergiebt, insoferne jeder Radius vector & == AE, durch
den Coordinatenanfang (soferne iberhaupt) in 4 Punkten die Begrenaung
schneidet. Lage und Zuordnung dieser Punkie erliutert die wntenstehende
Figur, in welcher die schraffirten Theile das ,,Innengebiet” bezeichnen.

Fig. 4.
B’ A’ 0 B A
= A —&——— — —— e
Wir erhalten dabei, wenn wir » die Werthe 1, ... % ertheilen

(von der imaginiiren Mannigfaltigkeit fiir » = O sehen wir natiirlich
ab) die verschiedenen Fille in je zwei Formen, den Werthen

ve=1, »=1n;
V=2, ve==n—1usw
entsprechend.

Die in Figur (4) angedeutete Zuordnung der Punkie der Begrenzung
durch die Radienvectoren von O aus lisst weiter erkennen, dass vom
Manwigfaliighesten M2 _, dicjenigen ungerader Dimension mit Aus-
schluss der eimen fir v =1 (v = n)

B2 TP — e — 22— 1=0
Mannigfaltigheiten mit wmkehrbarer Indicatrix sind*¥).

Fixiren wir nimlich (analog wie bei ‘Betrachtung der Mannig-
faltigkeiten P,) in-dem Punkte 4 der DBegrenzung in der dort
tangirenden linearen Mannigfaltigkeit L, ein rechtwinkliches Axen-
system, 8o werden die n—2 Axenrichtungen desselben im entsprechenden
Punkte 4’ in die entgegengesetzten verwandelt; aber auch der n— 1%,
auf dieser orthogonalen Richtung des Radius vector, von 4 aus etwa
in den Innenraum gezogen (vergl. Fig. 4), entspricht in A4’ die ent-
gegengesetzte, so dass » — 1 Richtungen bei diesem Uebergang sich
umkehren, Nun gelangen wir aber von 4 nach 4’ auf einem ganz inner.
halb unseres. Gebietes (4) verlaufenden Wege. Wir gehen némlich z. B,

¥) Vergl pag. 278.
**) Mit Zuzichung des auf pag. 307, 308 ausgesprochenen allgemeinen Satzes
kann diese Eigenschaft selbstverstindlich auch direct an den Formen (1) unserer
Mannigfaltigkeiten abgelesen werden,
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(vergl. Fig.5) von A auf dem Radius vector 40 fort bis zum Schnitt
P mit der innerhalb (4) gelegenen Grenzmannigfaltigkeit S,., (10),

Rig. 5.
B ., @ 4 0 B P 4
W //4 7 ———— P e

— //// i eI
WL Ll e
4
D
s y

1 4
I i
I I
i

C

auf dieser zum Punkte @ derselben und von da nach 4'. Diesex Weg
ist durch die Zuordnung von A4 und 4’ ein geschlossener. Die ,Indi-
catrix unserer Mannigfaltigkeit wird daher anf demselben, wenn wir
ibn etwa von einem Punkte C an durchlaufen und dabei die oben
charakterisirte Umkehrung der entsprechenden Richtungen im Punkté
A, A’ beriicksichtigen, umgekehrt, bez. nicht umgekehrt, je nachdem
n ~— 1 ungerade bez. gerade ist.

Nur der Fall v = 1 (bez. der gleichwerthige » == n) bildet “eine
Ausnahme. Fiir v = 1 besteht néimlich die sphérische Mannigfaltig-
keit S,_; =8, gerade 'nur aus den beiden Punkten P und P, die
von zwei, die R’ bildenden Elementarmannigfaltighkeiten Fy.; um-
geben sind. Die Zuordnung der Begrenzungsmannigfaltigheit ist zwar
den allgemeinen Entwickelungen entsprechend, aber je die diametral
zugeordneten Punkte hiingen nicht mehr durch einen Weg PCQ zu-
sammen, Fiir .= n ist die Begrenzungsmannigfaltigkeit imaginir
geworden*) und die ganze lineare Mannigfaltigkeit Ln—1 der &, &y, ...;En—1
das Bild der fiir ¥ = » kommenden sphiirischen Mannigfaltigkeit

2wt ol =1,
ein Typus, der selbstverstéindlich zweckmiissig an die Stelle des fiir
» = 1 aus dem Punktepaar entstehenden zun setzen .ist.

§-2.
Beispiel: Die zwei- und drei-dimensionalen A7

Wir umfassen alle verschiedenen Fille der M2 wenn wixil_ (lin
. v - B n
GL (1) des vorigen Paragraphen) v die Werthe 1 bis (bez. T )
ertheilen,

*) Die Formel (5) (und analog (4)), bei deren Ableitung angdriicklich der
Summenindex » < — 1 vorausgesetst ish, muss in diesem Fall ersetzb werden

durch
n—1 2
(2 o+ 4) —o.
-
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So bhat man bes zwei Dimensionen (fuir n = 3) zunichst alg
miernformen” (Gl (10) des vorigen Paragraphen):

1) die §,, ein Punktepaar £2 = 72,
2) die §,, eine Kreislinie §,2 4 §,2 = 72

Sie geben, wenn wir eine Kreisscheibe
P+ Er=0
mit ihrem Mittelpunkt die S, bez.-S; durchlaufen lassen, fiir unsere R,’
1) Ein Kreispaar,
2y 'Eine ebene Ringfliche,

deren punktweise Zuordnung der Rinder sofort die Flichen herstellt,
auf welche sich einmal ‘das Ellipsoid, dann das einschalige Hyperbolo,zd
punktwelse emdeutlg beziehen ldsst.

Bei drei Dimensionen (fir n = 4) bentitze man als ,,Kernformen
ebenfalls 1. das obengenannte Punktepaar §,, 22 die Kreislinie S,
um sie dadurch, dass wir sie ,,dreidimensional® auffassen, umszu-
gestalten in:

1) Ein Paar .von Kugeln,
2*) Hinen dreidimensionalen Kreisring.

Sia représentiren, wenn wir wieder die Begrenzungspunkte paarweisé
éinander zuoydnen, die typischen Formen fiir die dreidimensionalen
‘Mannigfaltigkeiten,
Wir betrachten hier noch kurz als Kernfliche
2%) Die S,, die Kugelfliche &2+ £,2 4 £2 = ¢?,

welche wir an Stelle der S, zu Grunde legen konnen. Indem wir
dieselbe dreidimensional auffassen, entsteht ein voi zwei concenttischen
Kugelflichen begrenzter Raum. Die Uebereinstimmung des hier ént-
stehenden geschlossenen Gebildes mit dem oben betrachteten Krelsrmg
2° (Fig. 6%) (die Zuordnung der Begrenzung der beiden Gebilde ist in den
nebenstehenden Figuren 62,-6° angedeutet) ist leicht zu erweisen: Man
durchschneide den Raum 2° (Flg 6%) durch eine Ebene durch den Mittel-
‘iﬁnﬁtﬂ Die (in Fig, 6*schraffirte) ebene ringférmige Schnittfigur kann dann
im S;nne der’ Analysis' situs der ringférmigen Begrenzung dés Raumes 22
(Flg. 6*) entsprechend gesetzt werden. Durchschneidet man -ebenso
den ringférmigen Raum 2* durch eine Ebene “durch die Axe des
Ringed {40 erhalt man zwei Kreise (in Fig. 6% schraffirt), welche den
bégrenzenden' Kugeln des Raumes 2P (Fig. 6%) iquivalent sind. Wit
erhalten diese Kugelfiichen selbst als neue Begrenzungsflichen, wenn
wir nun die beiden Ringhslften I und II in Fig, 62, (welche den ent-
sprechend bezeichneten Gebieten in 67 4 qmvalent sind), mit dem
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ringformigen Theil ihrer Oberfliche aneinander schliessen. Es ist
aber dabei zu beachten, dass (sowohl in Fig. 6*, wie in 6%) den
die Indicatrix betreffenden Ausfithrungen des vorigen Paragraphen zu-
folge die Zuordnung der Oberflichen (n#mlich sowohl der Ringhilften,

Fig. 6a.

o

/BT N\

: ) /

wie der Kugelhilften) eine dnverse ist, dass also zuniichst die eine
Theilfigur in ihre symmetrische zu verwandeln ist, ehe (in unserém
dreidimensionalen Raum) die Vereinigung der Begrenzungen und damit
die gemeinte Umformung thatsichlich ausgefiihrt werden kann.

§ 3.
Abzéhlung der Charakteristik.

Um die Charakteristik der Mp—_; abzuzéhlen, milssen wir die Zu-
ordnung der Punkte der Begrenzungsfliche Ry_g:

(D (4 + S 5:2)2 — 322 E2=0

durch:

Mathematische Annnlen. XXXVII, 21
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.....45’:

(?) gi oo n—1

s
1
noch etwas nidher betrachten.
Das Gebiet von R, fiir welches & > O ist, es sei durch R,

bezeichnet, ist vermdge (2) auf das andere £ < O (R,_s) bezogen.
Das Gebiet &, = O

® (4 +S 5;2)2 — 52 Ser—o,

ein der R, analoges Gebilde R,—s, in welchem die Gebiete R,

und B, ; zusammenhéngen, ist auf sich selbst bezogen, so zwar, dass
wir in ihm wieder durch & >0, £ <0, & = 0 drei (mit ein-

ander zusammenhingende) Gebiete Rig, Rms, R,—s unterscheiden
kbnnen u. s. f.

Setzen wir schliesslich
‘§1=O; 52-——"—0 e gv-—l"_:oi

so erhalten wir als Schnitt mit unserer R,—s nockr eben ein reelles
Gebilde

@ (4 +§g=) 3252 =0,

Dasselbe zerfillt aber jetzt in zwei Vbllig getrennte Stiicke & > 0
und ¥ < 0, da der Schnitt desselben mit &, = 0 imaginir ist.

So komnen wir also, von der den Innenraum von (1) bildenden
Ri_, ausgehend, die paarweise Aneinanderschliessung je der begren-
zenden Gebiete

-Rn—2; n—2} RY, y L g ... R;“—(v-{—l)s n— (1)
in folgende symbolische Formel fiir unsere so entstehende geschlossene,
der-JMZ_, #quivalente Mannigfaltigkeit RJ_, zusammenfassen:

®) Rii= R+ BEs+ Rits4 -+ Bl o).

Die Einschaltung der Mannigfaltigkeiten R,,"'_g, Ris... ws w ist
in dem Sinne unserer allgemeinen Entwickelungen in § 3 des ersten
Abschnittes zn verstehen. Wir kbnnen somit dieser Formel sofort

eine entsprechende fiir die gesuchte Ckamk%@mgt@k der R7_; — welche
anch die der M2, ist — an die Seite stellen:

(6) Kni=Kin—Efe+ EEs— - + K g,
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wobei die K je die Charakteristiken der entsprechenden R bezeichnen
und die alternirenden Zeichen sich aus der in pag. 282 gegebenen
allgemeinen Regel ergeben. ) ‘

Die Abzihlung der K, ., ldsst sich aber sehr leicht bewerkstelligen,
wenn wir wieder auf unsere geschlossenen Gebiete Ry—1, Ru-gyoae Ra—sx
zuriickgreifen. Wir haben hier

-Rn—2 = -R;ti--2 "'l" -R;—-B + Rn—-—ﬁ;
-Rn—s == Rn+-—3 + -Rn—~8 + -Rn-4

1. 8. w. bis endlich kommt:
Ru_ iy = Rty + Ba 49

Diese Formeln setzen sich sofort um in die entsprechenden
Charakteristikenformeln, bei welchen nur zu beachten, ist, dass die
Charakteristiken je der R+ und R~ gleich sind. Also kommt:

Kn—2 = 2 K;{:-E — Kn-fi;
Kn—-—s = 2Kr;t3 - Kn——4

u. 8. f.; die letzte Formel lautet:
Ky iy = 2K 1.

a) Ist nun n — 1 gerade, so sind alle Charakteristiken der un-
geraden geschlossenen Mannigfaltigkeiten (a2, Ru—s ...) gleich
Null (pag. 295) und es folgt:

K;tt2 = K:-—-S’
Kr, =Kl

w s f. Wenn nun v gerade, so heben sich in der obigen symbo-
Jischen Gleichung (6) alle Glieder vom zweiten ab paarweise auf wnd

es folgt einfach:

(6a) Kn 1=K, 1.

Dieselbe Formel gilt aber auch fiir v ungerade, denn hier bleibt zunéchst
als letztes Glied in (6) Kip+1. Dabei ist aber

Ry = 2K 4= 0,

wieder als Charakteristik einer geschlossenen Mannigfaltigkeit ungerader

Dimension. Die Charakteristiken K:_, — der Gebiete R} _, — sind uns
pun nach den Abziblungen des § 6 Abschn. I woh]bekannt und

so folgt schliesslich:
21 ¥
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Die Charakteristik Ku_y der projectiven Mannigfaltigheiten sweiten
Grades My (n— 1 gerade)

2 —
x,2+x22+--~+w72-—w§+1—-~-——a:n—1-—0

ist gleich O, bezichumgsweise gleich 2, je nachdem v gerade oder un-
gerade 1ist.
b) Ist dagegen n — 1 wmgerade, so hat man
Kv;-téi = .K,;t4,
K=Kl

u. 8. w.,, und die Gleichung (6) lisst sich (in analoger Weise wie
vorhin) sowohl fiir v gerade als auch fiir v ungerade reduciren auf

(6b) K) =K}, —K}ks.

Hier ist nun nach den fritheren Abzihlungen (§ 6, Abschn. I)
Kl ,=KY,—2 firo gerade,
K} ,=KF, =0 fiir » ungerade.

Somit ergiebt sich in beiden Fiillen die Charalteristik K2, unserer
My (n — 1 ungerade) als gleich Null.

Es steht dieser Satz in Uebereinstimmung mit dem auf pag. 295
(unten) abgeleiteten, welcher dort nur fiir endliche geschlossene M annig-
faltigkeiten M,_,, ungerader Dimension ausgesprochen ist, die durch eine
Gleichung f=0 im Gebiete L, der Variabeln #, ...z, definirt werden.

Miinchen, im Mai 1890.




